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Vorwort zur Buch-Ausgabe

Der Umfang des Datenmaterials in Wissenschaft und Technik nimmt immer schneller zu; seine
Auswertung und Beurteilung erweisen sich zunehmend als die eigentliche Schwierigkeit bei
vielen wichtigen Problemen. Dem steht auf der anderen Seite ein seit Jahren ungebrochenes
Anwachsen der Rechnerleistung und die zunehmende Verfiigbarkeit méachtiger Algorithmen
gegentiber, aber es ist oft nicht einfach, von diesen Hilfsmitteln den richtigen und professio-
nellen Gebrauch zu machen. Dieses Buch, entstanden aus der Praxis der Verarbeitung grofser
Datenmengen, will eine Einfithrung und Hilfe auf diesem Gebiet geben.

Viele der Probleme sind statistischer Natur. Hier ist es sprichwortlich leicht, Fehler zu machen.
Deshalb sind der Erkldrung und der kritischen Durchleuchtung statistischer Zusammenhénge
auch im Hinblick auf die Praxis ein angemessener Raum gewidmet und ebenso den Monte
Carlo-Methoden, welche heute einen verhéltnisméaflig einfachen Zugang zu vielen statistischen
Problemen bieten.

Werkzeuge fiir die Organisation und Strukturierung grofler Datenmengen bilden ein weiteres
wichtiges Thema. Dazu gehoéren auch effiziente Verfahren zum Sortieren und Suchen, welche
oft Teil grofierer Algorithmen sind.

Die Verarbeitung grofier Datenmengen hat oft die Extraktion verhédltnisméaflig weniger Parame-
ter zum Ziel. Hier sind Verfahren wie die Methoden der kleinsten Quadrate und der Maximum-
Likelihood wichtig, in Verbindung mit effektiven Optimierungsalgorithmen. Ein weiteres Pro-
blem, welches oft unterschatzt wird, ist die Rekonstruktion urspriinglicher Verteilungen aus
fehlerbehafteten Messungen durch Entfaltung.

Mit der Verfiigbarkeit mathematischer Bibliotheken fiir Matrixoperationen kénnen viele Pro-
bleme elegant in Matrixschreibweise formuliert und auf Rechnern gelost werden. Deswegen
werden auch die einfachen Grundlagen der Matrixalgebra behandelt.

Das Buch fiihrt in diese Dinge ein, es ist gedacht fiir Naturwissenschaftler und Ingenieure,
die mit Problemen der Datenverarbeitung befaft sind. Neben Algorithmen dienen zahlreiche
einfache Beispiele der Verdeutlichung.

Um der Unsitte entgegenzuwirken, mehr oder weniger gut verstandene Rezepte schwarze-
schachtelartig anzuwenden, wird auf Erkldrungen und Beweise innerhalb eines verniinftigen
Rahmens grofier Wert gelegt, ebenso auf eine kurze Einfithrung des Informationsbegriffs.

Programmcodes von im Text erwdhnten Algorithmen sind, sofern sie einen solchen Umfang
haben, daf} Kopieren von Hand nicht ratsam ist, im Internet zugédnglich gemacht
(http://www.desy.de/ blobel ). Sie sind von den Autoren benutzt und tiberpriift wor-
den, trotzdem kann fiir ihre Korrektheit und fiir die Abwesenheit von Nebeneffekten keine
Garantie tibernommen werden. Kurze Programme sind meist in Fortran, in einigen Féllen in C
formuliert. Sie sollen zur Prazisierung der Algorithmen dienen. Sie sind kurz genug, so dafs sie
jeder in seine Lieblingssprache umschreiben kann.

Vielen Kollegen, vor allem Dr. F. Gutbrod und Dr. D. Haidt sind wir dankbar fiir wertvolle
Diskussionen, Informationen und Anregungen. Frau A. Blobel und Frau U. Rehder danken
wir fiir ihre Hilfe bei der Erstellung des Manuskripts, Herrn Dr. P. Spuhler vom Teubner-Verlag
danken wir fiir die gute Zusammenarbeit.

Hamburg, im Juli 1998 V. Blobel und E. Lohrmann
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Vorwort zur online-Ausgabe

Nachdem das Buch im Handel nicht mehr erhiltlich sein wird, mochten wir es in dieser Form
zuganglich machen.

Verglichen mit der ersten Auflage haben wir einige Ergénzungen und Verbesserungen vorge-
nommen und Literaturhinweise ergianzt.

Da sich seit der ersten Ausgabe die objekt-orientierte Programmierung weitgehend durchge-
setzt hat, haben wir die Fortran-Programme aus dem laufenden Text entfernt und im Anhang
untergebracht. Da kann sie jeder in seine Lieblingssprache umschreiben.

Hamburg, im April 2012 V. Blobel und E. Lohrmann
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1 Datenbehandlung und Programmierung

1.1 Information

Jede Art von Datenverarbeitung erfordert Methoden, Daten zu représentieren, zu codieren,
und zu tibertragen. Im Mittelpunkt steht dabei der Informationsbegriff. Durch Datentibertra-
gung kann Information an einen Empfianger tibermittelt und der Empfinger zu einer Hand-
lung veranlafst werden.

Zur Ubertragung von Information dienen Daten, die als Folge von Symbolen aufgefait werden
konnen. Ein Fernsehbild kann zum Beispiel durch eine Folge von Bindrzahlen als Symbolen re-
prasentiert werden. Ein geschriebener Text kann durch eine Folge von alphabetischen und nu-
merischen Symbolen (Zeichen) reprdsentiert werden, unter Hinzunahme von Interpunktions-
und Leerzeichen. Die Menge aller Symbole, die in einer Nachricht vorkommen kénnen, heifst
ihr Alphabet. Eine Nachricht ist eine Sequenz von Symbolen aus einem Alphabet.

Beispiele fiir Alphabete:

1. die Buchstaben des deutschen Alphabets a, b, c, ...z;

2. alle Buchstaben des deutschen Alphabets, zusétzlich die Ziffern 0 — 9, Interpunktionszei-
chen, Sonderzeichen, Leerzeichen und Zeilenende-Markierung;

alle Worter der deutschen Sprache;

die zwei Bindrzahlen 0, 1;

die zwei Buchstaben A, B;

Buchstaben-Gruppen wie zum Beispiel AB, AAB, ABB, WORT, ...;

7. Bindrzahlen wie zum Beispiel 0, 10, 110, 111, ....

AN N

Man mochte nun zu einer formalen Definition der durch eine Nachricht tibertragenen Infor-
mationsmenge kommen. Diese Definition sollte qualitativ mit dem intuitiven Verstandnis von
Information iibereinstimmen. Intuitiv assoziiert man einen grofien Informationsgehalt mit ei-
ner tiberraschenden Nachricht, man hat sie nicht erwartet. Zum Beispiel enthélt die Nachricht ‘es
wird morgen in der Saharawiiste regnen” mehr Information als die Nachricht ‘es wird morgen
in Hamburg regnen’, da die erste Nachricht tiberraschender und unwahrscheinlicher ist als die
zweite.

Eine formale Definition der Informationsmenge basiert daher auf dem Begriff der Wahrschein-
lichkeit insofern, als eine unwahrscheinliche Nachricht mehr Information enthilt als eine wahr-
scheinliche.

Definition: Die Einheit der Informationsmenge erlaubt die Unterscheidung zwischen zwei
gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten. Diese Einheit wird BITH] genannt.

Um ein bestimmtes Symbol aus N gleichwahrscheinlichen Symbolen auszuwéhlen, teilt man
die Menge von N Symbolen in zwei gleich grofie Mengen von je N/2 Symbolen; um zu ent-
scheiden, welcher Hilfte das gesuchte Symbol angehort, benétigt man 1 BIT an Information.
Dieser Prozefd der Teilung wird wiederholt, bis das gesuchte Symbol isoliert ist. Es werden
lg N solcher Schritte benétigt (Ig N = log, N), und dementsprechend insgesamt g N BITs an
Information. Die Wahrscheinlichkeit Py eines jeden der N gleichwahrscheinlichen Symbole ist
(siehe Kapitel 4.2)
1

Py = —.
NTN

Die benétigte Informationsmenge, um ein gegebenes Symbol auszuwdhlen, ist also

H=1gN = —IgPy [BIT] .

IBIT ist hier in GroSbuchstaben gesetzt, um es von dem Wort bit (binary digit, 0 oder 1) zu unterscheiden.
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Fiir den allgemeinen Fall betrachtet man eine Folge von M Symbolen. Diese Symbole werden
einem Alphabet entnommen; die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorkommen des Symbols i des
Alphabets in dieser Folge sei P;, i = 1,2, ... N;, wobei N; die Zahl der Symbole des Alphabets
ist.

Das Vorkommen eines Symbols i in einer Nachricht tibertrdgt die Informationsmenge — g P;;

insgesamt gibt es N; = P; - M solcher Symbole, ihr Informationsgehalt ist —N;lg P, = —MP; -

lg P;. Summiert man iiber alle N; Symbole des Alphabets und teilt durch die Anzahl M der

Symbole der Nachricht, so erhdlt man H, die mittlere Informationsmenge/Symbol:

Ns
Pl' lg Pi [BIT] . (1.1)

i=1

H= -

Diese wichtige Formel gilt nur, wenn die Symbole der Folge statistisch unabhéngig sind (sie-
he Kapitel 4.2). Diese Bedingung ist nicht immer erfiillt, zum Beispiel wenn die Symbole die
Buchstaben des deutschen Alphabets sind und die Folge Worte einer Sprache darstellt. Of-
fensichtlich sind die Buchstaben des Alphabets in den Worten einer Sprache korreliert, zum
Beispiel folgt fast immer ein u auf ein 4.

Als einen wichtigen Spezialfall betrachtet man das Alphabet der Bindrzeichen (bits) 0 und 1.
Die Wahrscheinlichkeit der 0 sei P(0) = p, dann ist die Wahrscheinlichkeit der 1 gegeben durch
P(1) = 1 — p, und die mittlere Informationsmenge /bit in einer Kette binirer Zeichen 0 und 1
ergibt sich zu

Hy = —plgp—(1—p)lg(1—p) = S(p). (1.2)

Abbildung[L.I]zeigt die Funktion S(p). Sie hat ein Maximum bei p = 1/2 und ist null fiir p = 0
und p = 1. Eine Folge, die ausschlieSlich aus den Zeichen 0 oder 1 besteht, hat daher keinen
Informationsgehalt; ein Code mit guter Effizienz der Informationsiibertragung/bit sollte im
Mittel eine gleiche Anzahl der bits 0 und 1 haben.

Entropie. Man betrachtet ein System aus N gleichen und wechselwirkenden Teilchen, zum
Beispiel Gasmolekiilen. Die Anzahl von Teilchen mit Energie E; sein; = N - P;. Die Anzahl von
Moglichkeiten W, die N Teilchen in M Bereichen mit Energie E; (i = 1, 2, ... M) anzuordnen,
ist

M
W =N/ Tn!

i=1

Die Entropie des Systems ist gegeben durch S = kln W; dabei ist k die Boltzmann-Konstante.
Mit der Stirling-Formel in ihrer einfachen Form x! 2 (x/e)" ergibt sich

InW = —NZPZ'II’IPZ',
unter Benutzung von ) ; P, = 1und } ; n; = N, und daher
S = —kNZPilnPi .

Diese Formel hat eine formale Ahnlichkeit mit Gleichung (LI); daher werden Informations-
menge und Entropie manchmal als Synonyme benutzt.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Abbildung 1.1: Die mittlere Informationsmenge pro
bit, S(p), in einer Kette von Binarziffern (0 und 1) als
Funktion von p, der Wahrscheinlichkeit des Vorkom-
mens von Bit 0.

1.2 Codierung

Codierung bedeutet, daf$ die Symbole einer Nachricht anhand einer eineindeutigen Beziehung
von einem Alphabet in die Symbole eines anderen Alphabets iibersetzt werden. Ein wichtiger
Spezialfall ist die Codierung in bindre Zahlen (0, 1, 10, 11, 100, ...). Diese fiihrt auf eine Ket-
te der Ziffern 0 und 1. Wenn die Bindrzahlen nicht eine feste Lange haben, mufs man in der
Lage sein, Anfang und Ende einer jeden Bindrzahl zu bestimmen, d.h. die Symbole des Alpha-
bets miissen die Priifixeigenschaft besitzen: Kein Bindrsymbol darf der Anfang eines anderen
Bindrsymbols sein.

Die folgende Tabelle zeigt zum Beispiel vier Symbole eines Alphabets, die in einen Bindrcode
mit Prafixeigenschaft transformiert wurden:

Alphabet1 Alphabet 2 (binér)

AA 0
AB 10
BA 110
BB 111

Codierungstheorem. Man betrachtet eine Nachrichtenquelle mit einem mittleren Informati-
onsgehalt von (H) = R BITs/Nachricht. Es ist moglich, eine Folge von Nachrichten in einem
Bindrcode zu codieren, so dafs im Mittel weniger als R + € (mit € > 0) bits/Nachricht benotigt
werden. Es ist keine Codierung mit weniger als R bits/Nachricht moéglich.

Beispiel 1.1 Codierung von Sprache.

Tabelle[L.T]zeigt die relative Haufigkeit, mit der die Buchstaben des Alphabets in der deutschen
Sprache vorkommen. Mit Gleichung (L)) berechnet sich der mittlere Informationsgehalt eines
Buchstabens zu

(H) = — ) P;lg P; = 4.1 BIT/Buchstabe .

alle Buchstaben

Da 30 Symbole in Tabelle [L.1] vorhanden sind, konnten alle einfach als 5-bit-Bindrzahlen co-
diert werden. Tatsdchlich benutzte Codierungen umfassen auch Ziffern und Spezialzeichen;
sie benotigen daher mehr als 5 bits. Beispiele sind BCD (6 bits), EBCDIC and ASCII (8 bits). Ta-
belle[1.2]zeigt den Standard ASCII Zeichensatz. Fiir eine realistische Bestimmung des mittleren
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Symbol | P; Code Symbol | P; Code
- 0.151 000 O 0.018 111001
E 0.147 001 B 0.016 111010
N 0.088 010 V4 0.014 111011
R 0.068 0110 W 0.014 111100
I 0.064 0111 F 0.014 1111010
S 0.054 1000 K 0.009 1111011
T 0.047 1001 \Y 0.007 1111100
D 0.044 1010 U 0.006 1111101
H 0.043 10110 P 0.005 1111110
A 0.043 10111 A 0.005 11111110
U 0.032 11000 ) 0.003 111111110
L 0.029 11001 J 0.002 1111111110
C 0.027 11010 Y 0.0002 11111111110
G 0.027 11011 Q 0.0001 111111111110
M 0.021 111000 X 0.0001 111111111111

Tabelle 1.1: Relative Haufigkeit P; der Buchstaben des Alphabets in der deutschen Sprache.
Ebenfalls dargestellt ist der mittels der Huffman-Methode (siehe Beispiel[1.2)) konstruierte Co-
de.

Informationsgehalts von tatsdchlichem Text miifite man von den Symbolen in dieser Tabelle
und ihrer Haufigkeit ausgehen.

Die Codierung kann verbessert werden, wenn man kurze Bindrzahlen einsetzt, um die haufigs-
ten Buchstaben zu codieren; fiir die selteneren werden dementsprechend ldngere Bindrzahlen
verwendet.

Ein optimaler Code, wie er in Tabelle dargestellt ist, benutzt im Mittel nur 4.3 bits /Buchsta-
be. Aber dies ist noch nicht das Ende der mdoglichen Verbesserungen. Offensichtlich sind die
Buchstaben in den Wortern korreliert. Man konnte versuchen, jedes Wort einer Sprache durch
eine Bindrzahl zu codieren. Wenn man die Worter der deutschen Sprache nach der Haufigkeit
der Benutzung ordnet, erhélt man eine Liste wie die, der, und, zu, in, ein, an, den, auf, das, .. ..
Zipfs empirisches Gesetz besagt, dafs die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Wortes an der
Position i der obigen Liste sich anndhernd ergibt zu

P=01/i.

Die Anzahl der Worter N in einer Sprache ist nach diesem Gesetz gegeben durch die Gleichung
N
Y 01/i=1,
i=1

was auf N = 12367 fiihrt. Natiirlich ist Zipfs Gesetz nur eine Ndherung. Der mittlere Informa-
tionsgehalt eines Wortes ist in dieser Ndherung

12367
(Hw) = )_ (0.1/i)1g (10i) = 9.7 BIT/Wort .
i=1

Da im Mittel 5.6 Buchstaben auf ein Wort kommen, erhilt man 9.7/5.6 = 1.7 BIT /Buchstabe,
und entsprechend dem Codierungstheorem sollte es im Prinzip moglich sein, im Mittel nur

1.7 bits /Buchstabe einzusetzen, um Text zu codieren. Natiirlich wiirde dies ein Alphabet von
mehr als 12000 Symbolen und eine optimale Codierung voraussetzen.
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Huffman-Codierung. Bei dieser Methode handelt es sich um eine optimale Codierung der
Symbole eines Alphabets durch Bindrzahlen. Die Methode stellt sicher, dafs sie die Préfixeigen-
schaft besitzen. Der Algorithmus ist der folgende:

1. Man erstelle eine Liste aller Symbole des Alphabets, nach absteigender Auftrittswahr-
scheinlichkeit geordnet.
Das letzte Symbol der Liste erhilt eine 1, das vorletzte eine 0 als letzte Ziffer des Bindrcodes.
Man verbinde die letzten beiden Symbole und addiere ihre Wahrscheinlichkeiten.
Man verschiebe sie an den richtigen Platz in der geordneten Liste.
Man fahre fort bei 2.

SIS

Beispiel 1.2 Huffman-Codierung.

Die folgende Tabelle zeigt die Konstruktion eines Huffman-Codes fiir ein Alphabet von fiinf
Buchstaben mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P;. Die letzte Spalte zeigt das Endergebnis.

P; P; P; endgiiltiger Code
A || 0.66 A 066 A 0.66 A 0| A 0
B || 0.16 B 0.16 CDE 018 O |BCDE 1| B 11
C | 0.15 c 015 0 B 016 1 C 100
D | 002 0 |DE 003 1 D 1010
E || 001 1 E 1011

Datenkomprimierung. Die Codierung von Daten in kompakter Form wird hdufig eingesetzt.
Zum Beispiel kann die Menge der zur Ubertragung und Speicherung von Farbbildern in digi-
taler Form benétigten Daten stark reduziert werden durch geschickt gewdhlte Codierungsver-
fahren. Ein dhnliches Verfahren kann eingesetzt werden, um Musik auf CDs zu komprimieren.
Datenkomprimierungsalgorithmen sind heutzutage auf vielen Computersystemen verfiigbar.

Der Grad, bis zu dem Datenkompression durch einen Bindrcode erreicht werden kann, wird
anhand des Begriffes der Code-Redundanz R gemessen. Diese ist gegeben durch

R=B-H.

Dabei ist H der mittlere Informationsgehalt/Symbol, bestimmt durch Gleichung und B
die mittlere Anzahl von bits/Symbol des bindren Codes. Gelegentlich ist eine gewisse Redun-
danz niitzlich (siehe Kapitel [I.3). Religitse Texte und Reden zum Beispiel besitzen héufig eine
grofie Redundanz.

Der in Tabelle[l.2laufgefiihrte ASCII -Zeichensatz definiert eine 1-zu-1-Abbildung von Zeichen
[ch] (inklusive Spezialzeichen) nach 8-bit-Ganzzahlen [int], fiir die angegebenen Zeichen wer-
den allerdings nur 7 bits benétigt. Daneben gibt es noch andere Konventionen. Das kann z.B.
zur Konsequenz haben, dass ein Passwort, das Sonderzeichen entélt, nicht von allen Tastaturen
gleich wiedergegeben wird.

1.3 Informationsiibertragung

Ein Dateniibertragungskanal ist charakterisiert durch die Anzahl von bits (0 oder 1), die er
pro Sekunde iibertragen kann. Diese Grofie wird gemessen in Baud: 1 Baud (Bd) = 1 bit/s an
iibertragenen Daten. Aus dem Codierungstheorem folgt, daf8 die Ubertragungsrate in Bd eine
obere Grenze fiir die Informationsmenge (in BIT) ist, die pro Sekunde tiber diesen Datenkanal
tibertragen werden kann. Diese maximale Ubertragungsrate heif3t Kapazitit. Die Ubertragungs-
rate, die fiir Kommunikationsnetzwerke angegeben wird, ist wieder nur eine obere Grenze fiir
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int ch int ch| int ch| int ch| int ch | int ch | int ch | int ch
0 1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31
32 blk 33 ! 34 " 35 # 36 % 37 % 38 & 39 7
40 ( 41 ) 42 % 43+ 4 45 - 46 . 47 /
48 0 49 1 50 2 51 3 52 4 53 5 54 6 55 7
56 8 57 9 58 59 60 61 = 62 63 ?
64 @ 65 A 66 B 67 C 68 D 69 E 70 F 71 G
72 H 73 1 74 ] 75 K 76 L 77 M 78 N 79 O
80 P 81 Q 82 R 83 S 84 T 8 U 86 V 87 W
88 X 89 Y 9 Z 91 [ 92 '\ 93 ] 94 - 9%5
9% 97 a 98 b 9 ¢ 100 d | 101 e 102 f 103 g
104 h 105 i 106 107 k 108 1 109 m | 110 n 111 o
112 p 113 q 114 r 115 s 116 t 117 u 118 v 119 w
120 x 121y 122 =z 123 { 124 | 125 } 126 ~ 127

Tabelle 1.2: Der ASCII-Zeichensatz. Das Leerzeichen (blank) hat Code 32.

die Menge niitzlicher Bindrdaten, die das Netzwerk tatsdchlich iibertragen kann, da zusétzlich
Daten der Netzwerkverwaltung und -steuerung, Protokollinformationen und anderes mehr
hinzukommen. AufSerdem, wie beim wirklichen Verkehr, konnen Netzwerke blockieren, wenn
das Verkehrsaufkommen sich der maximalen Kapazitit ndhert.

Man betrachtet einen idealen, fehlerfreien Kanal mit einer Kapazitidt C. Unter Verwendung ei-
nes optimalen Codes kann die Informationsmenge C mit N ~ C bits {ibertragen werden. Ein
wirklicher Kanal ist nicht fehlerfrei, sondern besitzt eine Wahrscheinlichkeit p, ein bit (0 oder
1) fehlerhaft zu tibertragen (in vielen modernen Installationen ist p sehr klein, p < 10~10).
Diese Daten kénnen im Prinzip durch gleichzeitige Ubermittlung eines Stromes von Korrek-
turbits korrigiert werden. Eine 1 wiirde bedeuten, dafs das bit korrekt ist, ansonsten wiirde
eine 0 tibertragen (in der Praxis wiirde man eine bessere Methode wihlen, um die gleiche In-
formation mit weniger bits zu tibermitteln). Die Menge der in den Korrekturbits vorhandenen
Information ergibt sich zu

Heorr = N (=plgp —(1-p)lg(1—p)) = N-5(p),
und die Kapazitit des fehlerbehafteten Kanals ist daher

C'=C—Herr 2C(1-5(p))
mit N ~ C.
Fehlererkennung/Fehlerkorrektur. Es gibt eine Vielzahl von fehlererkennenden/fehlerkorri-
gierenden Codes auf dem Markt. Eine simple Fehler-Erkennungsmethode ist der Paritétstest:
Ein Paritétsbit wird an jedes bindre Wort angehéngt; das Paritatsbit wird zu 0 oder 1 gewéhlt,

so daf$ die Anzahl der 1-bits im Wort gerade ist. Das ist Konvention; man kann auch ungerade
wihlen. Dieser Test kann einen Fehler in einem Wort finden, aber nicht korrigieren.

Fortgeschrittene Verfahren konnen Fehler erkennen und korrigieren (zum Beispiel Hamming-
Code). Eine einfache, wirksame, aber un6konomische Priifmethode ist die Reflexion: Die Nach-
richt wird zum Sender zuriickgesandt und dort mit der urspriinglichen Nachricht verglichen.

1.4 Analogsignale — Abtasttheorem

Das Whittaker-Shannonsche Abtasttheorem liefert die Anzahl von Abtastpunkten, die benétigt
wird, um ein analoges (kontinuierliches) Signal ohne Informationsverlust zu digitalisieren. Um
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Abbildung 1.2: Die Fouriertransformierte s(f).

es herzuleiten, betrachtet man ein analoges Signal u(t); die unabhéingige Variable ¢ bezeichne
der Einfachheit halber die Zeit. Das Signal kann durch ein Fourier-Integral dargestellt werden

+oo ,

u(t) = [ s(Hedf (1.3)
mit f = Frequenz, s(f) = Fouriertransformierte. Nun wird in allen Anwendungen das Fourier-
Spektrum bei einer oberen Frequenz fy abgeschnitten; f; heifst die Bandbreite des Signals. Da-
her kann man schreiben

u(t) = /ZO s(f)ermift df. (1.4)

Die Fouriertransformierte s(f) ist in Abbildung [1.2] dargestellt. Per definitionem erstreckt sie
sich von — fy bis + fp. Da das Fourier-Integral (L.4) von u(t) sich nur zwischen den Grenzen
+ fo erstreckt, kann s(f) auflerhalb dieser Grenzen periodisch fortgesetzt werden, wie in Ab-
bildung [I.2] angedeutet, ohne u(t) zu verdndern. Die neue Funktion, s'(f), ist in f periodisch
mit einer Periode 2fy. Zwischen — fy und + fj ist sie mit s(f) identisch, daher gilt

+i .
ut) = [ S(f)eEf, (15)

7f0
Nun kann s(f) aufgrund der Periodizitdt in f als eine Fourier-Reihe mit Periode 2f; geschrie-
ben werden

+oo ,
S(f)= Y. aye ?mni/2ho (1.6)
n=—o0

mit den Fourier-Koeffizienten

1 /*fo 10 e\ 2inf /2
ay = — s'(f)e™ /S0 df. 1.7
2f0 —fo (f) f (17)

Man betrachtet nun den Spezialfall t = n/2fy (n =0, 1, 2, ...). In Gleichung eingesetzt,
ergibt sich

durch Vergleich mit Gleichung (1.7).
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Die Fourier-Koeffizienten a, stehen daher in direkter Beziehung zu den Werten u(n/2fy) des
Signals, und die Fouriertransformierte kann geschrieben werden als

o 18 NN\ ominf/2f,
s(f)—zf0 n;wu <2f0>e : (1.8)

Die Funktion s'(f) definiert das Signal eindeutig anhand von Gleichung (L.5), daher kann die
Signalfunktion eindeutig beschrieben werden durch die Werte u(n/2fy) zu den Abtastzeiten

n=0,12,... (1.9)

Daraus folgt das Abtasttheorem: Die Funktion u(t) ist eindeutig und ohne Informationsverlust dar-
stellbar durch Abtastungen in Zeitintervallen At = 1/2fy.

Kapazitit eines analogen Dateniibertragungskanals. Was ist die gro8tmogliche Ubertragungs-
rate von Analoginformationen fiir einen gegebenen Ubertragungskanal? Eine einfache Ant-
wort kann durch eine Ndherung gefunden werden.

Man betrachtet einen Ubertragungskanal mit Bandbreite fy, zum Beispiel ein Koaxialkabel mit
einem Treiber an einem Ende und einem ADC am anderen Ende. Die im analogen Signal ent-
haltene Information kann durch 2fy-maliges Abtasten pro Sekunde extrahiert werden (Glei-
chung (L.9)). Wie prizise kann das Signal gemessen werden? Das hingt vom Rauschen ab. Mit
der Bezeichnung S = Signalleistung und N = Rauschleistung kann die Amplitude des Signals
in Schritten von /N gemessen werden; insgesamt kénnen m = /(N + S)/N Schritte gebil-
det werden. Diese Information kann in lgm = 1/21g(1 + S/N) bits/s codiert werden. Die
Kapazitdt des Kanals ist daher

C<2f-1/2lg (1+S/N) = fo-1g(1+S/N) BIT/s.. (1.10)

Im Prinzip kann C durch grofie Signal- bzw. geringe Rauschleistung vergrofiert werden, aber
das unterliegt offensichtlichen praktischen Grenzen.

Kann Information ohne Energietibertragung tibermittelt werden, d.h. mit S = 0? Dies wiirde
N = 0 bedingen. In der klassischen Physik ist keine verschwindende Rauschleistung erlaubt,
da der absolute Nullpunkt nicht erreicht werden kann. In der Quantenmechanik ist die Situa-
tion aufgrund von Vakuumfluktuationen nicht besser.

1.5 Reprdsentation numerischer Daten

Numerische Daten sind in Bindrform codiert, zum Beispiel 110 = 1, 210 = 10,, 319 = 112, 419 =
1005, 519 = 101,,...

Ganzzahlreprasentation.

Hierfiir gibt es in der Praxis ein Reihe verschiedener Konventionen.

Das bit in der ersten (linken) Stelle in einem Wort ist in einigen Représentationen das Vorzei-
chenbit (0 = positiv, 1 = negativ). Eine hdufig verwendete Représentation negativer Ganzzah-
len ist das 2-Komplement: 2-Komplement = 1-Komplement + 1, wobei man das 1-Komplement
durch Ersetzen von 0 durch 1 und 1 durch 0 in der Bindrrepréasentation erhilt. Die Differenz
a — b zweier positiver Zahlen a und b ist dann die Summe von 4 und dem 2-Komplement von
b:a — b = a + (2-Komplement von b).

[31]30 0

Ein 32-bit Wort
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In der IEEE-Norm sind lange Ganzzahlen (long integer) in einem 32-bit-Wort gespeichert, unter
Verwendung des 2-Komplements fiir negative Ganzzahlen. Daher ist die erste Position das
Vorzeichen-bit. Der abgedeckte Zahlenbereich erstreckt sich von —23! — 231 — 1.

Berechnungen mit Ganzzahlarithmetik erfordern grofie Sorgfalt, da die Ergebnisse von Berech-
nungen innerhalb des abgedeckten Zahlenbereichs liegen miissen inklusive aller Zwischener-
gebnisse.

Gleitkommazahlen.
Auch hierfiir gibt es viele verschiedene Reprasentationen. Beispiele: Eine reelle Zahl Z wird in
folgender Bindrform gespeichert:

Z = (1-2bs)-F-2F,

wobei F ein bindrer Bruch < 1ist,also F = (by -2 1+ by -272+--.); by, by, b3, - - - sind binére
bits (also 0 oder 1), und b ist das Vorzeichenbit. Normalerweise ist F so normiert, da@$ |F| > 1/2
ist, d.h. fiir das erste bit gilt b; = 1; einige Rechner lassen es daher weg. E ist der Exponent.

In der IEEE-Norm wird eine Gleitkommazahl (mit einfacher Genauigkeit) in einem 32-bit-Wort
gespeichert: 1 bit fiir das Vorzeichen des Bruchs, 8 bit fiir den Exponenten, 23 bit fiir den Bruch.
Um den Exponenten als positive Zahl darzustellen, wird zu E die Zahl 127 hinzuaddiert. Der
darstellbare numerische Bereich ist daher

-34-10% bis -1.17-10738
1.17 -10738  bis 3.4-10%8

‘Null” wird durch eine 0 in jedem bit-Feld dargestellt. Man beachte, dafs es einen Bereich ganz
kleiner Zahlen gibt, die (mit der Ausnahme der 0) nicht dargestellt werden kénnen, und zwar
—1.17-107% bis 1.17 - 10~ %,

[31]30 E 23|22 F 0 |

Gleitkommazahldarstellung mit einfacher Genauigkeit in einem 32-bit-Wort.

Probleme beim Rechnen mit Gleitkommazahlen. Fine Gleitkommazahl mit einem Bruch von
zum Beispiel 23 bit hat eine Genauigkeit, die etwa 7 Dezimalstellen entspricht. Fiir viele An-
wendungen kann dies nicht ausreichend sein, und doppelte Genauigkeit wird erforderlich. Bei
doppelter Genauigkeit wird eine Zahl in zwei Rechnerworten gespeichert, dadurch werden
Genauigkeit und abgedeckter Zahlenbereich stark vergrofiert. Falls dies immer noch nicht aus-
reicht, kann auf einigen Rechnern noch groflere Genauigkeit verwendet werden. Abhidngig von
der Architektur des Rechners ist doppelte Genauigkeit nicht unbedingt langsamer als einfache
Genauigkeit, aber natiirlich wird mehr Speicherplatz fiir die Zahlen benétigt.

Eine oft unterschitzte Fehlerquelle sind Rundungsfehler. Man bedenke, dafs ein typischer Rech-
ner pro Sekunde viele Millionen Rundungsfehler machen kann. Wenn die am wenigsten signi-
fikanten Ziffern einer Zahl im Verlauf einer Rechnung fortgelassen werden mdiissen, gibt es
zwei Moglichkeiten:

abhacken zum Beispiel 1001 — 100
1010 — 101
runden zum Beispiel 1001 — 101
1010 — 101
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Es geht die Sage von jemandem, der runden in abhacken in dem Assemblercode fiir Banktrans-
aktionen dnderte. Die durchschnittliche Differenz von 0.005 DM/ Transaktion transferierte er
auf sein Privatkonto. Diese alte Sage sollte heute nicht mehr in die Tat umsetzbar sein.

Zahlen wie 0.1 oder 1/3 konnen in Bindrdarstellung nicht exakt reprdsentiert werden; es han-
delt sich um unendliche periodische bindre Briiche, zum Beispiel 0.1 = 0.0001100 - - - .

Man sollte bei Vergleichen stets vorsichtig sein, wenn man Gleitkommaarithmetik verwendet.
Was ist beispielsweise der Wert von Z = 10 - 0.1 — 1? Dies ist abhédngig von der Systemarchi-
tektur. In einigen Féllen mag allerdings tatsdchlich Z = 0 herauskommen.

Ein dhnliches Beispiel ist das Programmstiick

A= 0.1
B=A
IF (A.EQ.B) THEN

Die Gleichheit wird unter Umstdnden nicht erkannt, wenn A und B in Registern unterschiedli-
cher Wortldnge gehalten werden.
Vorsicht sollte man auch bei der Subtraktion zweier Zahlen fast gleicher Grofie walten lassen,
zum Beispiel 1 — cos € fiir e < 1.

Beispiel 1.3 Losungen der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0.

Quadratische Gleichungen haben fiir b> > 4ac zwei reelle Lésungen. Eine Losung der Glei-
chung fiir den Fall b > 0 ist x; = (—b — v/b? — 4ac)/2a. Die andere Losung x, sollte der
Beziehung x; - x, = ¢/a entnommen werden und nicht x, = (—b + v/ b* — 4ac) /2a. Mathema-
tisch sind diese Losungen natiirlich dquivalent, aber letztere kann zu numerischen Problemen
aufgrund von Rundungsfehlern fiihren, wenn 4ac < b? ist.

Beispiel 1.4 Berechnung kritischer Ausdriicke.

Man betrachtet den Ausdruck

£ =333.7505 + a2 (11a20% — b® — 121b* — 2) + 55 b5 + za_b
mit a = 77617.0 and b = 33096.0. Die korrekte Losung ist f = —0.827396--- und nicht f =
1.1726 - - - . Es gibt Algorithmen, die Rundungsfehler kontrollieren; dabei wird das Ergebnis
zwischen zwei Grenzen eingeschlossen.

Beispiel 1.5 Berechnung einer grofien Zahl von Summanden.

Die Addition bzw. Subtraktion einer Vielzahl von Termen sollte mit Vorsicht behandelt werden.
Man betrachtet zum Beispiel

m (__1\n+1
In2 = lim Z & .
n=1 n

m—ro0

Bricht man die Summe nach den ersten m Termen ab, so ist leicht zu sehen, dafs sich dann ein
Fehler < 1/m ergibt. Wenn m sehr grofS ist, wird das numerische Ergebnis dadurch beeinflufit,
ob man die Summe mit n = 1 oder von hinten, mit n = m, beginnt. Es erweist sich allgemein
als niitzlich, die Berechnung so zu fiihren, daf kleine Zahlen zuerst addiert werden.
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1.6 Programmorganisation

Das Schreiben guter Programme wird von vielen als eine Kunst betrachtet. Wenn eine Aufgabe
sehr grofs ist und von vielen Mitarbeitern bewiéltigt werden muf3, kann man sich nicht auf
Kunst allein verlassen. Fiir diese Probleme existieren Methoden, Strategien und Werkzeuge,
die zum Einsatz kommen sollten, und die nicht in diesem Buch behandelt werden.

Fiir kleine Ein-Mann-Probleme gibt es eine Reihe einfacher Regeln, die das Leben erleichtern
konnen; einige werden im folgenden beschrieben. Ein Programm sollte folgenden Anforderun-
gen gentiigen:

e Korrekt —hierzu werden Testphasen benétigt (siehe Kapitel [L.7).

e Zuwverlissig — Eingaben sollten auf Vollstandigkeit, Plausibilitdt usw. untersucht und in
der Ausgabe wiederholt werden. Warnungen und Fehlermeldungen sollten sinnvoll sein,
zum Beispiel ,Falscher Index: LL” und nicht ,Fehler XY25B”, oder auch nur , Fehler”!

o Leicht lesbar — Aussagekriftige Variablennamen sollten benutzt werden, keine einbuchsta-
bigen Bezeichnungen, insbesondere nicht fiir globale Variable. Der Programmkopf sollte
eine Beschreibung des Programms, seiner Ein- und Ausgaben, des Autors und des Da-
tums der letzten Anderung enthalten. Kommentare sollten benutzt werden nach der Dau-
menregel: Im Mittel ein Kommentar auf fiinf Anweisungen.

o Wartungsfreundlich — Strukturierte Programmierung sollte eingesetzt und keine numeri-
schen Konstanten wie 125.8 im Code verwendet werden; Ausnahmen sind 0, 1.

o Portierungsfreundlich — Es sollten keine Programmiertricks verwendet werden, die nur mit
bestimmten Compilern oder besonderer Computer-Hardware funktionieren.

o Effizient — Unbedachter Einsatz von Speicherplatz ist kostentrdachtig und kann eine Be-
rechnung stark verlangsamen, zum Beispiel durch ineffizienten Einsatz des Caches. Der
Quelltext sollte nicht auf Kosten der Lesbarkeit optimiert werden, dies kann man getrost
dem Compiler iiberlassen.

e Einsatz von Subroutinen und Rekursion — Man beachte, dafs Subroutinen und Rekursion
beim Aufruf einen Verwaltungsaufwand verursachen.

Dienstbibliotheken. Die meisten Rechner-Installationen umfassen Bibliotheken von Program-
men zur Erledigung verschiedenster mathematischer oder algorithmischer Dienste, wie Sortie-
ren, Zufallszahlenerzeugung, nicht-elementare mathematische Funktionen, Manipulation von
Matrizen, Statistik usw. Diese Bibliotheks-tools sollten eingesetzt werden, wo immer dies mog-
lich und sinnvoll ist. Was ist sinnvoll? Viele tools, die hdufig allgemeiner gehalten sind als das
bearbeitete Problem erfordert, konnen einen grofsen Verwaltungsaufwand, zum Beispiel durch
Rufen von Subroutinen, und schwierige Anforderungen an das System verursachen und damit
tiberhohte Anforderungen an Rechenzeit und Speicherplatz. Zum Beispiel sollte man nicht zur
Berechnung des Mittelwerts dreier MefSwerte des Luftdrucks ein grofses Statistikpaket aufru-
fen.

Diese tools sind Programme und haben deshalb Fehler, wie im ndchsten Abschnitt erklart wird.
Man benutze deshalb niemals ein tool, ohne es vorher getestet zu haben. Selbst wenn es fehler-
frei ist, konnte man seine Funktionsweise mifSverstanden haben, oder es konnte ein Spezialfall
vorliegen, fiir den das tool nicht gut geeignet ist, zum Beispiel wenn alle numerischen Eingabe-
werte nur aus Nullen bestehen. Ein weiteres Beispiel ist die Sortierung einer bereits sortierten
Liste, was einige Sortierprogramme sehr ineffizient bewerkstelligen. Daher sollte ein tool niemals
ohne vorhergehenden Test eingesetzt werden. Hier greifen die Prinzipien der Programmpriifung.
Die Ausgabe des tools sollte mit ungiiltigen, extremen, ungewohnlichen oder falschen Einga-
bewerten gepriift werden. Das tool sollte mit einer Anzahl von Testfdllen konfrontiert werden,
fiir die die Antworten bereits bekannt sind. Die vorliegende spezielle Anwendung mag ein
Spezialfall sein, der nicht addquat von dem tool behandelt wird. Ein Test mit einer entspre-
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Zahl bisher gefundener Fehler

Abbildung 1.3: Abhingigkeit der Wahrscheinlichkeit P,
weitere Fehler zu finden, von der Anzahl der bereits ge-
fundenen Fehler.

chend vereinfachten und exakt lIsbaren Version des Problems sollte durchgefiihrt werden.

Objekt-orientierte Programmierung: Dies ist eine sehr effektive Methode, bewdhrt vor al-
lem beim Schreiben grosser Programme. Sie erfiillt dabei wichtige Bedingungen, wie einfache
Moglichkeiten fiir Anderungen und Programmpflege, wohldefinierte Schnittstellen und Wie-
derverwendbarkeit von Routinen. Sie hat drei Grundprinzipien:
1. Encapsulation: Das Problem wird in Programm-Moduln (Objekte) mit wohldefinierter
Funktionalitdt und wohldefinierter Schnittstelle strukturiert.
2. Nachrichten (messages): Informationsaustausch und Kontrolle der Objekte erfolgt durch
Nachrichten.
3. Struktur (inheritance): Es gibt eine Hierarchie unter den Objekten mit der Méglichkeit,
Daten und Funktionalitdt gemeinsam zu nutzen.

Objekt-orientierte Programmierung wird von Sprachen wie C++ oder Java unterstiitzt.

1.7 Programmpriifung

Jedes Programm enthiilt Fehler.

Das Priifen von Programmen ist sehr wichtig und sollte einen angemessenen Bruchteil der
Entwicklungszeit eines Programms in Anspruch nehmen. Dies fiihrt zum Hauptsatz der Pro-
grammpriifung: Ziel einer Programmpriifung ist es, Fehler zu finden. Das Ziel ist nicht, zu
beweisen, dafs das Programm korrekt funktioniert [55].

Allgemeine Regeln

e Es gibt ein blinder Fleck-Phinomen gegeniiber den eigenen Fehlern, daher ist die Hilfe
Dritter bei der Priifung eigener Programme wiinschenswert.

e Die meisten Betriebssysteme umfassen Priifwerkzeuge (debug tools). Diese sollten ein-

gesetzt werden.

Man versuche stets eine Vorhersage des Ausgangs einer Priifung.

Das Ergebnis jeder Priifung sollte sorgfiltig untersucht werden.

Priifungen und ihr Ergebnis sollten dokumentiert werden.

Eine Routine, in der ein Fehler entdeckt wird, enthilt wahrscheinlich noch weitere (siehe
Abbildung[T.3).

Der Grund ist die (90-10)-Regel des tdglichen Lebens, formuliert wie folgt: 90% der Fehler sind
in 10% der Routinen.

Die Programmpriifung erfolgt in den folgenden Schritten:
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e Man priift individuelle Module /Routinen.

e Man priift das vollstindige System. Manchmal ist es vorteilhaft, die ersten beiden Schrit-
te zu faktorisieren, indem man das komplette System zuerst mit einem Skelett von verein-
fachten Routinen testet, bevor man zusitzliche Komplikationen anhand der vollstandigen
Routinen einfiihrt.

e Man priift die Installation und Funktion in einem langen Testeinsatz.

e Man entscheidet, den Test zu beenden.

Beim Priifen einzelner Routinen erweist es sich je nach der Giite der Priif-Werkzeuge als niitzlich,
einige oder alle der folgenden Punkte zu tiberpriifen:

1. Sind alle Variablen definiert?

Sind die Indizes von Feldern innerhalb ihrer Grenzen?

Zeigt jeder Zeiger auf eine giiltige Speicherzelle?

Stimmen Parameterlisten in aufrufenden/aufgerufenen Unterroutinen tiberein (Anzahl,

Datentypen)?

Sind alle Variablen korrekt initialisiert?

Um 1 verzahlt? (Notfalls Finger zum Zahlen einsetzen).

Uber-/Unterlauf in Zwischenergebnissen; kann ein Nenner = 0 werden?

Man tiberpriife alle logischen Ausdriicke; sie sind besonders anfillig fiir Fehler.

Sind die Abbruchbedingungen fiir Schleifen und Programme korrekt?

10. Rechtschreibfehler, zum Beispiel 1 statt I oder 1, O statt 0.

11. Unbeabsichtigte Benutzung globaler Variablennamen fiir verschiedene Variablen — man
verwende keine kurzen, nichtssagenden Namen.

12. Man untersuche Eingabedaten auf Plausibilitét, Vollstandigkeit, Typ.

13. Man suche nach moglichen Nebenwirkungen.

LN

© ® N oo

Moderne Programmiersprachen wie C, C++ oder Java {ibernehmen einige dieser Uberpriifungen
automatisch.

Beispiel 1.6 Nebenwirkungen durch globale Variable.
b sei eine globale Variable.

function f(x)
begin b:=x+1;f:=b;, end
function g(x)
begin b:=x+2;,g:=b; end

Man nehme nun an, dafd vor dem Aufruf der beiden Funktionen b = 0 ist; dann erhilt man

f(b) + g(b)
aber g(b) + f(b)

1+3 4
2+3 =5

Beispiel 1.7 Priifen eines Programm:s.

Man nehme an, es sei ein Brief an alle Angestellten einer Firma zu versenden:

,Lieber X, Sie sind seit NN Jahren in dieser Firma, und Sie haben noch MM Jahre bis zu Ihrer
Pensionierung. Mit freundlichen Griifsen, ...”.

Losung:

Das Programm liest drei Zahlen aus Dateien:

N; = Einstellungsjahr des Angestellten in der Firma, N, = gegenwartiges Jahr,
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N3 = Jahr der Pensionierung entsprechend den Firmenrichtlinien. Es berechnet NN = N, — Nj,
MM = N3 — N, setzt dies in den Brieftext ein und druckt.

Dieses Programm wére wertlos, da es die Eingabedaten nicht auf Inkonsistenzen, Fehler und
Spezialfille untersucht. Um ein realistisches Programm zu priifen, konnte man ihm die folgen-
den Beispielfille vorsetzen:

e drei giiltige Zahlen N, N>, N3

e eine oder mehrere der Zahlen sind keine Ganzzahlen

eine oder mehrere der Zahlen sind keine giiltigen Jahreszahlen oder iiberhaupt keine
Zahlen, zum Beispiel 1789; 21; 2001; 01; ax

NN oder MM sind negativ oder Null

NN oder MM sind grofier als eine Grenze, zum Beispiel 50

eine oder mehrere der Zahlen fehlen in der Eingabe

man mische verschiedene Konventionen fiir die Jahreszahl, zum Beispiel N; = 1975,
N, = 96, N3 = 00 (ftir 2000).

Literatur zur Programmpriifung: [55} 54) 11]].
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2 Algorithmen und Datenstrukturen

2.1 Algorithmen und ihre Analyse

Algorithmen. Eine Problemlosung, die als Rechnerprogramm formuliert werden kann, wird
hier als Algorithmus bezeichnet. Grofie und schwierige Probleme werden dabei in Teilprobleme
aufgeteilt, und auf dieser Ebene werden moglichst weitgehend Standardalgorithmen zur Pro-
blemlésung einbezogen. Die Auswahl optimaler Algorithmen spielt dabei naturgemafs eine
grofie Rolle. Beispiele fiir Teilprobleme, die mit Standardalgorithmen gelost werden konnen:

e Suche nach einem Namen in einer Liste;
e Sortieren einer Liste nach Schliisselworten in aufsteigender Ordnung.

Solche Probleme konnen oft innerhalb grofierer Aufgaben in der Datenauswertung auftreten.
Ein Beispiel fiir eine solche Aufgabe ist die Bestimmung des Medians einer groflen Stichprobe:
Nach einem Sortierschritt auf die Daten ist die Bestimmung des Medians (der 50% Quantile)
einfach.

Kriterien fiir die Giite von Algorithmen. Grundlegende Kriterien sind nattirlich Korrektheit
und Effizienz. Weiterhin sind aber auch Klarheit und Einfachheit wichtig, fiir numerische Al-
gorithmen die Genauigkeit des Resultats. Die Anforderungen an Rechenzeit und Speicherplatz
sind von grofier praktischer Bedeutung. Manchmal muf$ man das Verhéltnis zwischen Spei-
cherplatz und Rechenzeit optimieren: Ein schnellerer Algorithmus erfordert unter Umstinden
mehr Speicherplatz und umgekehrt.

Klassifikation von Algorithmen nach ihrem Rechenzeitbedarf. Ein Algorithmus fiir eine be-
stimmte Problemldsung enthélt in der Regel einen Parameter n, der die Griffe des Problems
beschreibt. Der Parameter n kann zum Beispiel die Anzahl der numerischen Daten oder all-
gemeiner der Datenelemente sein, welche der Algorithmus verarbeiten muf3. Die Rechenzeit
oder die Zahl der Rechenschritte wird in einer charakteristischen Weise von n abhidngen, zum
Beispiel

f(n) «cn, logn, nlogn, n?, nd 2",

wie in Abbildung zu sehen. Wichtig ist vor allem das Verhalten fiir grofse Werte von n.
Um dieses Verhalten zu charakterisieren, wird die O-Notation benutzt. Man schreibt f = O(g)
(f wichst nicht schneller als ), wenn das Verhéltnis f(n)/g(n) fir groe Werte von n durch
eine Konstante beschrénkt ist. f und g sind von gleicher Gré8enordnung, falls f = O(g) und
¢ = O(f) (f und g wachsen gleich schnell). Als GréBenordnung einer Funktion f(n) wird eine
moglichst einfache Funktion von gleicher Gréflenordnung wie f bezeichnet, zum Beispiel ist
f(n) = n(n+1)/2 von der Grolenordnung n?.

o «"f(n)cxnlogn
g
&
]
Boqo b A
o
5 f(n) xn
g Abbildung 2.1: Zeit pro Element (in
N willkiirlichen Einheiten) bei verschie-
0 L L L . . . .
10 100 1000 10000 100000 denen Abh;l/r;g1gke1ten2 von f(n): o n,
Zahl der Elemente n n log n,xn und « n*.
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Anwachsen von Funktionen. Typische Abhédngigkeiten sind:
f(n) =1 Die Rechenzeit ist konstant, unabhingig von n. Dies ist optimal.

f(n) =n  Die Abhingigkeit der Rechenzeit von # ist linear, wenn fiir jede der n Eingabeda-
ten ungefdhr dieselbe Rechenzeit aufgewendet wird.

f(n) =n?  Solche Algorithmen taugen nur fiir Probleme mit relativ kleinem 7. Diese Abhéngig-
keit entsteht typischerweise, falls eine doppelte Schleife tiber alle Paare von Elementen
ausgefiihrt wird.

f(n) =logn  Ein Algorithmus mit logarithmischer Abhéngigkeit wird mit wachsendem n kaum
langsamer. Eine Verdoppelung von n erhoht die Rechenzeit jeweils um einen konstanten
Betrag. Eine solche Abhingigkeit ist oft das Resultat einer (rekursiven) Aufteilung des
Problems in kleinere (Beispiel bindre Suche).

f(n) =nlogn Diese Abhingigkeit entsteht, wenn die vorhergegangene Methode auf alle n
Elemente angewandt wird. Sie ist typisch fiir gute Sortieralgorithmen.

f(n) =2" Eine solche Abhingigkeit kann als Resultat von Anwendung roher Gewalt ent-
stehen. Sie ist hinsichtlich des Rechenzeitbedarfs sehr problematisch.

Eine logarithmische Abhéngigkeit ist ein erstrebenswertes Ziel, wobei es auf die Basis des Lo-
garithmus nicht ankommt. Oft tritt die Basis 2 auf; die folgende Notation wird fiir die Basis 2
(Zweierlogarithmus) bzw. e (natiirlicher Logarithmus) benutzt:

log,n =lIgn log,n=Inn.
Oft wird die ganze Zahl [lg n| benétigt, fiir die gilt
n <208l <op .

[x] ist die kleinste ganze Zahl, die grofer oder gleich x ist, und | x| ist die grofite ganze Zahl,
die kleiner oder gleich x ist.

Beim Vergleich zweier Algorithmen fiir dieselbe Aufgabe sollte man bei der Zahl der Opera-
tionen auch den Faktor vor der n-Abhdngigkeit betrachten; bei nicht zu grofien Werten von n
kann ein n2-Algorithmus schneller als ein n log n-Algorithmus sein.

Manchmal ist es zu einfach, nur einen einzigen Parameter n als Mafs fiir den Aufwand zu be-
trachten. Zum Beispiel kann der Umfang der auszugebenden Daten durchaus ein zusétzliches
Kriterium sein.

Durchschnittlicher und ungiinstigster Fall. Die Zahl der Operationen eines Algorithmus
kann neben der Grofie n auch von der speziellen Art der Eingabedaten abhidngen. Es ist dann
tiir den Vergleich von Algorithmen wichtig, neben dem durchschnittlichen Fall (average case)
auch den ungiinstigsten Fall (worst case) zu betrachten. Das Verhalten in diesen Féllen wird
beschrieben durch Funktionen A(n) bzw. W(n), welche die Zahl der Operationen bzw. die Re-
chenzeit angeben. Beispielsweise sind bestimmte Sortieralgorithmen besonders langsam, wenn
die Eingabe in verkehrter Reihenfolge sortiert ist; ein bekannter Algorithmus ist sogar beson-
ders langsam, wenn die Eingabe bereits richtig sortiert ist. Offensichtlich ist Vorsicht bei der
Benutzung von Algorithmen mit ausgepragtem Verhalten im ungiinstigsten Fall geboten.

Ein anderer Aspekt ist das Verhalten des Algorithmus im Mittel, beschrieben durch A(n). Dazu
mufl man Annahmen {iiber die Wahrscheinlichkeit p; des Auftretens bestimmter Eingabedaten
vom Typ i machen. Man erhalt

A(n) = ZPi Ti(n),
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wobei T;(n) der Zeitaufwand fiir Fall 7 ist. Oft ist es ziemlich offensichtlich, wie die Wahrschein-
lichkeiten p; zu wéhlen sind.

Zwei Beispiele mogen das vorhergehende erldutern.

Wenn A und B reelle n x n Matrizen sind und das Matrixprodukt C = AB berechnet werden
soll, dann ist die Zahl der Multiplikationen bei einer iiblichen Implementation in allen Fillen
von der Ordnung 7. Es ist also A(n) = W(n) = n® (mittlerer = ungiinstigster Fall). Nun gibt
es sehr komplexe Algorithmen fiir die Matrixmultiplikation, die lediglich n>8! Multiplikatio-
nen bendtigen [58]], sie erfordern jedoch, bedingt durch ihre Komplexitit, einen zusétzlichen
Aufwand und bieten in der Praxis meist keine Vorteile.

Fiir Sortieralgorithmen kann man die Zahl der Vergleichsoperationen zihlen, die zum Sortie-
ren von n Zahlen erforderlich sind. Fiir das Sortierverfahren durch Einfiigen zum Beispiel sind
es n2 /2 Vergleiche im ungiinstigsten Fall (Eingabedaten verkehrt herum sortiert) und n? /4 Ver-
gleiche im Mittel (vollstdndig unsortierter Fall). Falls die Daten fast schon sortiert sind, ndhert
sich der Algorithmus einer linearen n-Abhéngigkeit an. Der Algorithmus ist also gut fiir klei-
ne Datenmengen, besonders wenn sie schon vorsortiert sind, und er wird langsam fiir grofle
Datenmengen.

2.2 Datenstrukturen
2.2.1 Datenfelder

Eine nattirliche und héufige Datenstruktur ist das ein- oder mehrdimensionale Datenfeld (ar-
ray) konstanter Grofie mit indizierten Elementen. Dabei wird eine Menge von Daten dessel-
ben Typs unter einem Namen, zum Beispiel A, zusammengefafit und in aufeinanderfolgenden
Platzen im Speicher abgelegt. Der Zugriff auf bestimmte Elemente des Datenfeldes erfolgt iiber
Indizes, zum Beispiel Ajg 4. Datenfelder sind Grundbausteine fiir die Formulierung und Im-
plementation vieler numerischer Algorithmen.

Ein eindimensionales Feld oder Vektor ist eine lineare Anordnung von Elementen, die durch
eine ganze Zahl indiziert werden. Ein zweidimensionales Feld oder Matrix ist eine lineare An-
ordnung von Vektoren, jeder mit derselben festen Zahl von Elementen (zweidimensionale Fel-
der sind also rechteckig). Zwei Indizes werden benétigt, um die Spalte und die Zeile der Matrix
zu spezifizieren. Eine Verallgemeinerung ist das n-dimensionale Datenfeld, bei der jedes Element
durch einen Satz von n ganzen Zahlen jy, j», ... J, indiziert wird. Ein n-dimensionales Daten-
feld ist eine lineare Anordnung von (n — 1)-dimensionalen Datenfeldern.

Ein n-dimensionales Feld A wird deklariert durch A(ky, ko, .. .k,), wobei die Indizes iiblicher-
weise mit 0 (in C) oder 1 (in FORTRAN) beginnen und in Schritten von 1 bis k; gehen. Man
kann auch eine allgemeinere Zahlung zulassen und die Indizes von i; bis k; laufen lassen. Die
Feld-Deklaration wird dann folgendermafsen geschrieben:

A(iy ki, it ko, i tky) mit i <Index; <k; fiur j=1,2,...n.

Die Zahl der Elemente in der obenstehenden Deklaration von A ist

M =

]

n
(k]' — ij +1).

=1

Der Platz im Speicher wird reserviert durch einen Vektor B, deklariert durch B(1 : M). Fur

die Abbildung der Elemente von A auf den Speicherbereich B gibt es zwei Konventionen: Die

inverse lexikalische Ordnung (spaltenweise Speicherung) wird in Fortran benutzt. Das Element
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Aj i, .j, wird gespeichert im g-ten Element von B, wobei B(q) := A(j1, j2, - - - ju) mit

n s—1
q=1+(1—1)+ Z ((]s —is) | (kg =i+ 1) ) (spaltenweise) .
= I=1

Die lexikalische Ordnung (zeilenweise Speicherung) wird in Sprachen wie C benutzt. Die ent-
sprechende Speicherplatzadresse ist

=1+ Z < — i) - ﬁ (kj —i; + 1)) + (jn —1n) (zeilenweise) .

I=s+1

Diese Gleichungen zeigen, daf3 bei der Adressierung mehrdimensionaler Datenfelder ein ge-
wisser Rechenaufwand fiir die Indexrechnung erforderlich ist. Zum Beispiel erfordert der Be-
fehl A(3,7,4,6) = 0.0 in Fortran sechs Multiplikationen und 20 Additionen/Subtrak-
tionen. Stets treten Produktterme der Form

n

IT k—i+1)

I=s+1

innerhalb der Adrefiberechnung auf, und sie miissen mindestens einmal berechnet werden;
manchmal werden sie abgespeichert, um kiinftige Adrefiberechnungen zu beschleunigen.

Trotz dieses Aufwands ist der Zugriff auf die Elemente eines Datenfeldes im Prinzip sehr ein-
fach wegen der Linearitit: Die Speicheradresse hangt linear vom Index ab, zum Beispiel fiir die
Elemente einer bestimmten Zeile oder die Diagonalelemente einer n x n Matrix (konstantes
Inkrement von n + 1).

Man konnte denken, daf$ diese Speicherschemata blofie Konvention sind und ohne Bedeutung
tir die Effizienz. Dies stimmt jedoch nicht generell, wie das Beispiel einer doppelten Schlei-
fe iber die 1000 x 1000 Elemente A(I,J)  der zweidimensionalen Matrix A zeigt. Je nach der
Reihenfolge der Schleifen iiber | bzw. J werden die Elemente entweder in aufeinanderfolgen-
den Speicherpldtzen oder in den Pldtzen 1, 1001, 2001.. .2, 1002, 2002. .. adressiert. Falls diese
Pldtze im cache-Speicher gehalten werden, kann dies hdufiges Umspeichern mit entsprechen-
dem Zeitverlust bedeuten.

Strukturen. Die Elemente, die zu einem Datenfeld zusammengefafst werden, miissen von glei-
chem Typ sein. In der Praxis braucht man auch Objekte, die aus verschiedenen Datentypen
gebildet werden konnen. Deshalb gibt es zum Beispiel in C die Struktur als ein Objekt von Va-
riablen unterschiedlichen Typs, die unter einem Namen zusammengefafit werden. Datenfelder
konnen als Elemente Strukturen enthalten.

2.2.2 Abstrakte Datentypen

Algorithmen greifen auf Datenstrukturen zu. Algorithmen und Datenstrukturen werden mit
Vorteil durch Operationen auf die Daten beschrieben statt durch die Details der Implementati-
on. Eine Datenstruktur wird dann als abstrakter Datentyp bezeichnet. Wichtige Datentypen sind
Datenfelder (arrays), verkettete Listen, Stapel (stacks), Warteschlangen (queues), Graphen und
Baume.

Die Benutzung abstrakter Datentypen ist entscheidend wichtig fiir die Entwicklung grofier
Programme. Als Grundregel gilt, daf nichts aufler der Definition der Datenstruktur und des
Algorithmus, der auf die Daten zugreift, auf die innere Struktur Bezug nehmen darf. Dadurch
erzielt man einfache Schnittstellen zwischen den Algorithmen, den Datenstrukturen und den
Anwenderprogrammen.
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Unterteilungen von Datenmengen. Grofle Datenmengen miissen in kleinere Einheiten unter-
teilt werden, damit sie handhabbar bleiben. Als Analogie kann man sich ein Buch vorstellen,
welches in Kapitel, die Kapitel in Abschnitte und diese in Paragraphen und weiter in Sitze
unterteilt sind.

Unter den vielen Moglichkeiten der Unterteilung von Datenmen- Datei (file)
gen wird hier die folgende vorgestellt: Die strukturierte Datenmen- Block

ge heifdt Datei (file). Sie ist unterteilt in Datensiitze (records). Je- Datensatz (record)
der Datensatz kann in Datenfelder (fields) unterteilt sein. Man kann Segment
noch feiner unterteilen: Man kann auf die Ebene einzelner Zeichen Feld
(characters) und dann bits gehen. Eine mégliche hierarchische Ein- Zeichen (character)
teilung ist in der nebenstehenden Skizze gezeigt. bit

Der Name Datei wird oft fiir Daten auf externen Speichermedien reserviert. Andere Namen fiir
Datenmengen sind Datenblocke und Segmente.

Zeiger (pointer). Sie dienen der Adressierung in Datenstrukturen. Zeiger stellen in C einen
elementaren Datentyp dar. Im Gegensatz zur Adresse sind sie variabel, sie lassen sich neu in-
itialisieren, und man kann mit Zeigern rechnen. Ein Zeiger kann mit einer beliebigen Adresse
geladen werden. Der Adrefiwert 0 wird meist als Anfangswert geladen und zeigt, dafs der
Zeiger (noch) nicht korrekt gesetzt wurde. Der Wert —1 wird zur Anzeige einer ungiiltigen
Adresse benutzt.

Datenfelder mit fester Linge werden fest vereinbart und erlauben es nicht, flexibel auf Speicher-
bedarf zu reagieren, der sich erst bei der Ausfiihrung eines Programms ergibt. Eine dynamische
Speicherverwaltung dagegen erlaubt es, den Platz fiir Objekte erst unmittelbar vor ihrer Verwen-
dung zur Verfiigung zu stellen. In C und in anderen Programmiersprachen gibt es Funktionen
zur Anforderung von Speicherplatz aus dem vom Betriebssystem verwalteten Systemspeicher.
Man kann auch ein grofses fest vereinbartes Datenfeld mit Hilfe von Indizes als Zeigern dyna-
misch unterteilen.

Gekettete Listen. Der Aufbau von geketteten Listen (linked lists) erlaubt den flexiblen Umgang
mit Datenmengen; eine Liste wird aus einer beliebig verdnderbaren Anzahl von Strukturen
gebildet. Mit jedem Element der Liste ist ein Zeiger vereinbart, der auf das folgende Element
der Liste mit gleichem Aufbau weist. Dadurch ldfst sich eine beliebig lange Kette bilden. Die
einzelnen Glieder einer Kette bezeichnet man als Knoten (node). Ein Knoten mit zwei Feldern,
welche die Daten enthalten und einem Zeiger (link) sieht wie folgt aus:

[ Feldl [ Feld2 [linK

In der einfach-geketteten Liste (single linked list) enthalten die Knoten einen einzigen Zeiger,
der jeweils auf den nachfolgenden Knoten verweist. Zusétzlich gibt es einen Zeiger, der auf
den ersten Knoten der Liste verweist.

Eine verkettete Liste mit drei Knoten ist zum Beispiel

link—| A [ 13 flink—| D | 7 Jink—| G [ 22 puy

Standard-Operationen sind das Anfiigen eines weiteren Knotens am Anfang, am Ende oder an
einer anderen Position, und das Entfernen von Knoten; diese Operationen erfordern nur das
Verdndern von Zeigern. Der Vorteil verketteter Listen verglichen mit fest vereinbarten Daten-
feldern besteht in der grofleren Flexibilitdt, zum Beispiel falls die Elemente verschiedene Grofse
haben, oder falls Elemente eingefiigt, entfernt oder modifiziert werden sollen. Der Nachteil ist
der Zeitaufwand, um ein bestimmtes Element anzusprechen.
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Ein Knoten enthélt spezifische Informationen, wie zum Beispiel einen Namen, und einen Zei-
ger zum ndchsten Knoten (link). In Diagrammen von Datenstrukturen werden Zeiger als Pfeile
dargestellt. Der Wert des Zeigers ist ein Index bzw. die Adresse eines Knotens. Der Zeiger des
letzten Knotens mufS das Ende der Struktur anzeigen. Der null-Zeiger, bezeichnet mit NULL,
zeigt an, daf$ kein Knoten folgt. Um die Liste zu beginnen, benétigt man einen speziellen Kno-
ten, welcher Anker (head) heifst, und der auf den ersten Knoten der Liste zeigt.

Doppelt-gekettete Listen. In der doppelt-geketteten Liste gibt es neben dem Zeiger auf den
Nachfolger (next) auch einen weiteren Zeiger auf den Vorgéanger (prev). Dies kann das Aufsu-
chen von Knoten sehr beschleunigen. Entsprechend gibt es neben dem Zeiger auf den ersten
Knoten der Liste einen weiteren Zeiger auf den letzten Knoten der Liste. In einer Variante zeigt
der next-Zeiger des letzten Knotens wieder auf den ersten Knoten und der prev-Zeiger des
ersten Knotens wieder auf den letzten Knoten. Dadurch entsteht ein geschlossener Ring, der
spezielle Probleme einfach gestaltet.

Elementare Operationen mit Listen sind:

ein neues Element einfligen,

ein Element entfernen,

ein Element mit einem bestimmten Schliissel suchen,
ein Element suchen und modifizieren,

eine Liste in zwei verkettete Listen aufteilen,

AN N e

eine Liste sortieren.

Wenn ein Sortierschliissels in den Knoten vorliegt, kann die Liste sortiert werden; dies erleich-
tert Suchoperationen und das Einfiigen neuer Knoten. Ein Umordnen der Elemente ist einfach:
Drei Zeiger miissen gedndert werden. Im Falle eines indizierten Datenfeldes miifiten dagegen
viele Elemente umgespeichert werden.

Stapel und Warteschlangen. Spezielle Listen erfordern nur eine begrenzte Zahl moglicher
Operationen. Bei dem Stapel (stack) gibt es zwei Operationen: Ein neues Element wird durch
Einsetzen am Anfang hinzugefiigt (push), und ein Element wird am Anfang entfernt (pop).
Man nennt einen Stapel auch einen LIFO-Speicher (last in, first out). Stapel sind einfach durch
verkettete Listen realisierbar. Bestimmte Computersprachen benutzen Stapel fiir Berechnun-
gen; jede Operation erhilt ihre Argumente aus dem Stapel, und das Resultat wird wieder auf
dem Stapel abgelegt.

Auch in der Warteschlange (queue) genannten Liste gibt es zwei Operationen: Elemente werden
am Anfang eingesetzt und vom Ende entfernt. Bei dieser Liste, auch FIFO-Speicher genannt
(first in, first out), werden die Elemente in der Eingangsreihenfolge abgearbeitet.

Graphen. Ein Graph besteht aus einer Menge von Knoten und aus einer Menge von Kanten
(Zweigen), die jeweils zwei Knoten verbinden. Geometrisch kann ein Graph durch Punkte oder
Kreise veranschaulicht werden, die durch Linien verkniipft werden. Durch Graphen kann in
einer Datenorganisation die Beziehung zwischen Objekten beschrieben werden. Die Objekte
oder Knoten kénnen Namen tragen und enthalten Daten. Graphen heifien gerichtet, wenn die
Kanten aus Pfeilen bestehen, die eine Richtung angeben.
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Graph

Eine Kette (oder Pfad) ist ein geschlossener Kantenzug oder eine ununterbrochene Folge von
Kanten, wobei keine Kante mehr als einmal durchlaufen wird. Ein Zyklus ist eine Pfad von
einem Knoten auf sich selbst zuriick. Ein zusammenhingender Graph liegt vor, wenn sich je
zwei verschiedene Knoten durch mindestens eine Kette miteinander verbinden lassen.

Bdume. Ein Baum (tree) ist ein Graph, bei dem fiir je zwei seiner Knoten genau eine Kette
existiert, die diese beiden Knoten miteinander verbindet (kein Zyklus). Wird zu einem Baum
eine weitere Kante hinzugefiigt, entsteht notwendigerweise ein Zyklus. Der spanning tree eines
Graphen ist der Subgraph, der alle Knoten enthilt, jedoch von den Kanten nur soviele, wie
notwendig sind, um einen Baum zu bilden (siehe auch Seite [34)).

Die nachfolgende Abbildung zeigt einen Baum. Ein ausgezeichneter Knoten ist die Wurzel A
auf der Stufe 0; es gibt genau eine Kette zwischen der Wurzel und jedem der Knoten.

Umgekehrt wie in der Natur ist die Wurzel Stufe 0

oben. Direkt mit der Wurzel verbundene Kno-
ten sind auf der Stufe 1 usw. Knoten ohne Zwei- @ 1
ge zur ndchsten Stufe heiflen Endknoten oder
Blitter.

Wird die Wurzel eines Baums entfernt, so zerféllt der Baum in unzusammenhédngende Un-
terbdume, die die gleiche Eigenschaft wie Baume haben. Mehrere nichtzusammenhdngende
Baume oder Unterbdume werden auch Wald genannt.

Bei einem biniren Baum hat jeder Knoten
hochstens zwei Unterbdume. Beispiel fiir einen
bindren Baum ist der Stammbaum des Men-
schen, bei dem jeder Mensch, als Knoten dar-
gestellt, ein Elternpaar hat. In einem geordne-
ten Baum gibt es auf jeder Stufe eine festgeleg-
te Ordnung zwischen den Knoten. Beispiele fiir
geordnete bindre Biume sind die heap-Struktur
(Seite 27) und der Suchbaum (Seite 30).

Bindrer Baum

2.3 Sortieren

Es mogen n Elemente gegeben sein, wobei jedes Element ein einzelnes Wort, ein Vektor oder ein
Datensatz (record) sein kann, und wo jedes Element einen Sortierschliissel t;,i = 1,2,...n hat.
Das Sortierproblem besteht darin, die Elemente in eine bestimmte Ordnung zu bringen, so dafs
zwischen jedem Paar t;, ;1 eine bestimmte Beziehung besteht. Der Normalfall ist Sortieren in
aufsteigender Reihenfolge der Sortierschliissel:

t; < tinq i=1,2,...(n—1) aufsteigende Ordnung .
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Dieser Fall wird im folgenden betrachtet. Aufserdem wird nur das Sortieren von Daten betrach-
tet, die sich im Speicher (also nicht auf externen Speichermedien) befinden.

Die Grundoperationen sind das Vergleichen zweier Sortierschliissel und das Vertauschen von
Elementen. Falls die Elemente lange Datensétze sind, ist die letztere Operation sehr aufwen-
dig. In diesem Fall empfiehlt sich eine Datenstruktur mit Zeigern, so dafs man nur die Zei-
ger umsetzen muf. Der Aufwand eines Sortieralgorithmus bemifst sich nach der Zahl der
Vergleichs- und Vertauschoperationen A(#) im Normalfall und der entsprechenden Zahl W(n)
im ungiinstigsten Fall. Ein wichtiges Kriterium ist der zusitzliche Speicherbedarf; einige Algo-
rithmen kommen ohne aus. Ein weiteres Kriterium ist Stabilitédt: Ein Sortieralgorithmus heifst
stabil, wenn die Reihenfolge identischer Sortierschliissel erhalten bleibt.

Es werden zunéchst einige Sortieralgorithmen vorgestellt fiir den einfachen Fall einer Menge
reeller Zahlen t;, die geordnet werden soll.

Sortieren durch Auswahl. Der Algorithmus ist naheliegend: Man sucht das kleinste Element
und tauscht es mit dem Element auf Platz eins, dann das zweitkleinste und tauscht es mit dem
Element auf Platz zwei usw.

Eine Analyse zeigt, dafl die Zahl der Vergleiche A(n) mit der Zahl n der zu sortierenden Ele-
mente ansteigt wie A(n) = W(n) = (n—1)+ (n—2)...+2+1=n(n—1)/2 ~ n?/2, die
Abhéngigkeit von 7 ist also quadratisch. Fiir grofse Werte von n (n > 10) wird diese Methode
sehr zeitaufwendig, falls das Sortierprogramm sehr hiufig aufgerufen wird, und man sollte
dann ein anderes benutzen. Eine positive Eigenschaft ist, daS der ungiinstigste Fall und der
mittlere Fall etwa denselben Aufwand erfordern. Auch ist die Zahl der Austauschoperationen
maximal gleich n; die Abhdngigkeit von 7 ist damit linear, wahrend sie sonst meist quadratisch
ist.

Sortieren durch Einfiigen. Diese Methode ist einfach und deshalb wichtig, weil sie Teil eines
schnelleren Algorithmus ist (Shell’s Sortiermethode). Die Idee ist die folgende: Angenommen,
die ersten Elemente seien schon sortiert. Dann besteht der ndchste Schritt darin, die Lange des
sortierten Stiicks zu vergrofiern, indem man das nidchste Element am richtigen Platz einsetzt.
Das folgende Programmsttiick tut dies.

DO I=2,N ! sort by insert

TT=T(1) ! new element

DO J=1-1,1,—-1 ! compare in reverse order
IF(T(]J).LE.TT) GOIO 10
T(J+1)=T(]) ! move one place up

END DO

J=0 ! new element is smallest so far

10 T(J+1)=T(I) ! insert new element at position J+1
END DO

Falls TT=T(l) das nachste einzusetzende Element ist, miissen alle bereits sortierten Elemente
um einen Platz hochgeschoben werden, bis ein kleinerer oder gleich grofier Sortierschliissel
gefunden ist. Dann wird das Element mit TT in die Liicke eingesetzt. Diese Methode wird auch
von gewieften Kartenspielern verwendet.

Als Beispiel wird der Algorithmus auf eine Menge von 10 Buchstaben angewandt. Gezeigt ist in
einer Tabelle die Anfangsordnung und die Anordnung nach jeder Schleife, die den Austausch
von Elementen erforderte; vertauschte Buchstaben sind fett gedruckt.
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Index | Schltissel | 1 2 3 4 5 6
1 A A A A A A A
. . . 2 G E E D B B B
Dle Zahl der A.usta'uschoperatloner} erscheint 3 E G F EDC C
ziemlich grof3; dies liegt daran, dafs die Elemen- 4 F G F E D D
te jeweils nur um einen Platz bewegt werden, 5 H H G F E E
zum Beispiel wird der Buchstabe E viermal um 6 D H G F F
eine Position bewegt. 7 B H G G
8 J ] H H
9 C ] I
10 I J

Bei der Analyse des Algorithmus zdhlt man die Vergleiche. Fiir jeden Index i gibt es maximal
(i — 1) Vergleiche. Summiert tiber alle i gibt dies eine obere Grenze W(N)) fiir den ungtinstigsten
Fall. Falls die Daten verkehrt herum sortiert sind, hat man in der Tat diesen ungiinstigsten Fall

! n(n—l).

Win) = Y (i—1) = =5

Dieses Resultat ist dasselbe wie das mittlere Verhalten beim Auswahlsortieren. Die Zahl der
Vergleiche im durchschnittlichen Fall ist jedoch nur A(n) ~ n?/4, was nicht so leicht zu sehen
ist. Angenommen, alle Permutationen der Sortierschliissel sind gleich wahrscheinlich, dann ist
die Zahl der Vergleiche fiir jeden Wert des Index i

i—1 :

1 1 1 1
E _,j+_.(i_1):l+ iy
].:11 1 1

Addiert man alles auf, so erhilt man

2 3n "1

AW:;C?—%):%*Z*—&'

Fiir grofle Werte von 1 erhilt man A(n) ~ n?/4, einen nur halb so grofien Wert wie fiir das
Sortieren durch Auswahl. Meist werden Elemente nur um einen Platz bewegt. Dies kann, wie
unten gezeigt, durch Shell’s Sortieralgorithmus verbessert werden.

Shell’s Sortieralgorithmus. Dieser Algorithmus, erfunden von D. Shell [72], ist nur wenig
komplizierter als Sortieren durch Einfiigen, und er ist schnell. In dem Verfahren wird ein In-
krement m festgelegt. Zu jedem Inkrement m gibt es m Folgen, die durch die Elemente mit
Index-Inkrement m gebildet werden, und die zum Beispiel durch Einfiigen sortiert werden.
Man erhélt damit m unabhingig sortierte Folgen, die verflochten sind. Vollstandiges Sortieren
wird durch eine Folge von Inkrementen erreicht mit dem letzten Inkrement m = 1.

Das Beispiel in der Tabelle zeigt das Sortieren von 10 Buchstaben, wobei nacheinander die
Inkremente m = 4 und m = 1 benutzt werden. Bei m = 4 gibt es vier separate Gruppen von
Buchstaben (zwei mit 3 und zwei mit 2 Elementen); nur drei Austauschoperationen sind in
diesem Schritt erforderlich. Die weiteren Spalten zeigen das Sortieren mit Inkrement m = 1;
die Zahl der Vergleichs- und Austauschoperationen ist viel kleiner als beim Sortieren durch
Einfiigen.
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Abbildung 2.2: Sortieren von 100 Zufallszahlen zwischen 0 und 1.0 (Abszisse)
mit dem Shell-Algorithmus. Von links nach rechts die urspriingliche Reihen-
folge und die Reihenfolge nach dem Sortieren mit dem Inkrement m = 13,
m=4und m = 1.

Index | Schlissel | 1) 2) (3 @ |m=4|1 2 3 4 5
1 A A A A A A A A
2 G G D B B B B B
3 E E B D C C C C
4 F F F F D D D D
5 H H C F E E E
6 D D G G F F F
7 B B E G G G
8 ] J J J] H H
9 C C H J I

10 I I I ]

Die Zahl der Vergleiche in diesem Algorithmus hingt von der Folge der Inkremente m ab. Die
genaue Analyse des Algorithmus ist schwierig, und die optimale Wahl ist nicht bekannt, jedoch

sind einige Fille gut studiert. Empirisch findet man, dafd die Folge m = ...,1093, 364, 121, 40, 13, 4, 1

gute Resultate gibt. Diese Inkremente folgen, beginnend mit m; = 1, aus der Relation
Mgyr1 = 3ms + 1.

Man begint das Sortieren mit s = t, wobei t die kleinste Zahl mit m;;, > n ist. Die ndchsten
Inkremente findet man nach der Formel m; = (ms41 — 1)/3. Die Abbildung 2.2 zeigt die ver-
schiedenen Phasen beim Sortieren von 100 Zufallszahlen.

Die theoretischen Studien von Shell’s Algorithmus sind zwar nicht abgeschlossen, jedoch kann
man zeigen, daf nie mehr als 13/ Vergleiche nétig sind. Dies ist asymptotisch schlechter als
optimale Strategien, welche wie n1g n gehen. Ein Test mit Zufallszahlen zeigt jedoch, dafs selbst
fiir n = 10* Shell’s Methode kaum langsamer ist als 7 1g n-Verfahren.

Die untenstehende Tabelle vergleicht verschiedene Algorithmen. Sie enthélt auch das soge-
nannte bubble sort. Bei dieser Methode geht man durch alle Elemente durch; benachbarte Ele-
mente werden vertauscht, falls notwendig, und dies wird wiederholt, bis bei einem Durchgang
keine Vertauschoperation mehr nétig ist. Wie man aus der Tabelle sieht, ist dieses Verfahren
vergleichsweise ungiinstig.

Zahl der Zahl der
Vergleiche | Vertauschungen
Sortieren durch Auswahl n%/2 n
Sortieren duch Einfiigen n%/4 n%/8
bubble sort n%/2 n?/2
Shell’s Algorithmus ~ n3/? -
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Sortieren grofier Datensitze. Bisher wurde nur der Fall eines Vektors von n Zahlen oder Sor-
tierschliisseln t;, i = 1, 2, ...n diskutiert. In der Praxis hat man dagegen oft n Datensitze
A;, i =1,2,...n zu sortieren, wobei jeder Datensatz A; einen Sortierschliissel ¢; enthalt. Ver-
tauschoperationen fiir die Datensitze sind im allgemeinen sehr aufwendig. Falls die Tabelle
A(1: N) aus groflen Datensitzen besteht, ist es daher sinnvoll, einen Indexvektor einzufiihren,
welcher auf die Sortierschliissel t; der Datensidtze zeigt. Der Indexvektor hat die Elemente
I]-, j =1,2,...n. Die Algorithmen werden dann so abgedndert, daf8 sie auf den Indexvektor
zugreifen und Elemente des Indexvektors statt ganzer Datensitze vertauschen. Das Resultat
ist ein Algorithmus, der den Indexvektor sortiert, so dafs der kleinste Schliissel ¢; den Index I,
der néachste Schliissel den Index I, hat usw.

Das im Anhang aufgefiihrte Fortran-Unterprogramm ISORTS ist eine auf diese Weise modi-
tizierte Implementation von Shell’s Sortieralgorithmus. Die Prozedur ISORTS kann auch be-
nutzt werden, um einen Vektor A(1:N) von einfachen Zahlen zu sortieren. In diesem Fall
setzt man IDX(I)=1  fiir alle | . Fiir spezielle Anwendungen (reelle Zahlen statt ganzer Zahlen,
mehrfacher Schliissel) kann das Unterprogram leicht abgedndert werden.

Vertausch-Strategie. Oft reicht es, den Indexvektor zu sortieren und die Datensitze nicht zu
bewegen, zum Beispiel kann das Ausdrucken in sortierter Reihenfolge direkt, gesteuert durch
den Indexvektor, geschehen. Manchmal mufl man aber doch die Datensétze selbst in die rich-
tige Reihenfolge bringen.

Wenn die Lange aller Datensitze gleich ist, kann dies durch Vertauschen erfolgen. Es erfordert
einen Hilfsspeicher (aux) von der Lange eines Datensatzes, ist mit Hilfe des sortierten Index-
vektors moglich und erfordert etwa n Vertauschoperationen. Dies wird in dem untenstehenden
Pseudo-Programm gezeigt. Das Kopieren des Datensatzes von Position Knach Position J wird
durch ein Unterprogramm MOVETQusgefiihrt. Dem Hilfsspeicher wird dabei die Position 0
zugewiesen. Eine Schleife tiber alle Indizes | wird ausgefiihrt. Falls IDX(I)=I , ist der Daten-
satz schon am richtigen Platz. Sonst wird der Datensatz A(I) auf Platz| im dem Hilfsspeicher
gespeichert. Dann ist die Position | frei und der Datensatz A(IDX(I))  kann dort gespeichert
werden. Damit wird der Platz von IDX(l)  frei, usw.

DO I=1N ! loop to move into sorting position
IF (IDX(I).NE.I) THEN
CALL MOVEIO(1,0) ! move from position I to aux
K=I
10 J=K
K=IDX(])
IDX(J)=]
IF(K.NE.I) THEN
CALL MOVEIO(K,J) ! move from position K to position ]
GOIO 10
END IF
CALL MOVEIO(0,7) ! move from aux to position ]
END IF
END DO

Rangtabelle. Der Rang ist die Position eines Elements nach dem Sortieren. Der i-te Eintrag in
der Rangtabelle gibt den Rang des i-ten Elements in der urspriinglichen Anordnung, und die
Tabelle geht von 1 bis N. Eine Rangtabelle IRANK(1:N) kann aus der Indextabelle IDX(1:N)
konstruiert werden, wie das untenstehende Programmstiick zeigt.

INTEGER IDX (1:N), IRANK(1:N)
DO I1=1N
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IRANK(IDX(1))=1

END DO
Die nebenstehende Tabelle zeigt in einem 1 2 3 4 5
einfachen Beispiel die urspriingliche und Schltissel unsorfiert [ 30 16 90 9 2 77
die sortierte Tabelle der Sortierschliissel, Indextabelle 5 4 2 1 6 3
zusammen mit dem Indexvektor und der Rangtabelle 4 4 3 6 2 1 5
Rangtabelle. Schliissel, sortiert 2 9 16 30 77 90

Quicksort. Die besten Sortieralgorithmen erfordern einige n 1g n Grundoperationen. Gebrauchlich
sind zwei Algorithmen mit kleinen Konstanten vor der n log n-Abhédngigkeit.

Ein sehr guter Sortieralgorithmus fiir grofse Werte von 7 ist Quicksort [32], von C.A.R. Hoare
1962 erfunden, der sich als rekursives Verfahren definieren ldfit. Aus der Menge der Sortier-
schliissel wird ein Element ausgewdhlt, genannt Pivotelement; die anderen Elemente werden
in zwei Untermengen aufgeteilt: Eine Menge mit Schliisseln kleiner als das Pivotelement, und
eine Menge mit Schliisseln grofier oder gleich dem Pivotelement. Dieses Verfahren wird dann
jeweils auf die beiden Untermengen angewandt. Eine Untermenge von weniger als zwei Ele-
menten wird nicht mehr unterteilt.

Das Standard-Buch Programmieren mit C von Kernighan und Ritchie [41] enthélt eine einfache
Version von Quicksort, die ein gutes Beispiel fiir die Verwendung der Rekursion ist. Die drei-
mal vorkommende Tauschoperation ist in einer eigenen Funktion swap definiert. Die Standard-
C-Bibliothek enthilt eine Version von gsort , die Objekte von beliebigem Typ sortieren kann.

/* qsort: sort v[left]...v[right] in ascending order x/
void gsort(int v[], int left, int right)
{
int i, last;
void swap(int v[], int i, int j);
if (left >= right) /+« nothing to do if the vector x/
return; /x has less than two elements x/
swap(v, left, (left + right)/2); /x move selected element x/
last = left; /x to v[0] x/
for (i = left+1; i <= right; i++) /x split x/
if (v[i] < v[left])
swap(v, ++last, i);
swap(v, left, last); /+ get back selected element x/
qsort(v, left, last —1);
qsort(v, last+1, right);

}

/x swap: exchange v[i] and v[j] */
void swap(int v[], int i, int j)

{
int temp;
temp = v[i];
vli] = v[j];
v[j] = temp;

}

In dieser einfachen Implementation wird als Pivotelement jeweils das mittlere Element benutzt.
Das Verfahren funktioniert optimal, wenn die Teilmengen jeweils etwa gleich grofs sind, und
dann ist die durchschnittliche Zahl der Vergleiche 21 In n. Die Abbildung [2.3| veranschaulicht
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den Sortiervorgang. Quicksort braucht einen Hilfsspeicher: Ein Stapel (stack) der durchschnitt-
lichen Linge 21gn wird fiir die rekursiven Aufrufe benotigt. Obwohl die Formulierung mit
Rekursion sehr elegant aussieht, ist es in der Praxis effizienter, den Stapelspeicher direkt zu
programmieren. Viele Varianten existieren, zum Beispiel kann es vorteilhaft sein, fiir kurze
(n < 7) Untermengen eine der einfachen Sortiermethoden anzuwenden.

Ein Problem ist, dafy die Rechenzeit im ungiinstigsten Fall sehr lang sein kann. In diesem
Fall ist Quicksort ein nz—Algorithmus, und benétigt auflerdem einen sehr grofien Hilfsspei-
cher der Grofle n. Fiir bestimmte Implementationen gehort eine bereits sortierte Tabelle zum
ungiinstigsten Fall.

Es gibt daher Implementationen, die diese ungiinstigen Fille vermeiden sollen. Man nennt den
Quicksort-Algorithmus fragil; eine sorgfaltig fiir ein bestimmtes Problem ausgewdihlte Version
ist vermutlich die beste Losung; in anderen Fillen konnen jedoch Probleme auftreten. Eine
einfache Implementation des Algorithmus (in Fortran) findet sich im Anhang; der Aufruf ist
identisch mit dem Aufruf bei dem Unterprogramm ISORTS.

Heapsort. Der Heapsort-Algorithmus, erfunden von J. Williams [82], hat ebenfalls ein nlg n-
Verhalten. Selbst im ungtinstigsten Fall ist er nur 20% langsamer als im Mittel. Auflerdem
benotigt er keinen Zwischenspeicher.

Der Heapsort-Algorithmus beruht auf einer besonderen, heap (Haufen) genannten Datenstruk-
tur. Dies ist eine Menge von n Zahlen t;, i = 1, 2,...n, die der folgenden Beziehung gehorcht:

tLj/ZJ > tj fur 1 < L]/2J <]§ n (2.1)

(bei der Division |j/2] wird j/2 zur nédchsten ganzen Zahl abgerundet). Das Element #; hat
dadurch stets den maximalen Wert.

Wie das nachfolgende Diagramm fiir den Fall von zehn Knoten t; . .. t;y zeigt, ist ein heap der
Spezialfall eines bindren Baums. Die Wurzel ist Element t;, die zwei ndchsten Knoten sind ¢,
und f3, die vier folgenden Knoten sind t4 . . . t7, usw.
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Bei der Erweiterung eines heaps werden neue Kno-
ten in der untersten Ebene von links nach rechts zu-
geftigt; dies erfordert unter Umstdnden ein Umord-
nen von Elementen, um die Beziehung (2.I) wieder
herzustellen.

Der Heapsort-Algorithmus arbeitet in zwei Phasen. Zunédchst werden die Sortierschliissel in
einen heap umgeordnet. Dann erfolgt die eigentliche Sortierung vom Ende her, indem jeweils
der Sortierschliissel von der Wurzel (der grofite verbleibende Schliissel) aus dem heap entfernt
wird; fiir die noch im heap verbliebenen Elemente wird durch Umordnen die heap-Eigenschaft
wieder hergestellt. Die Abbildung veranschaulicht den Sortiervorgang. Das im Anhang
aufgefiihrte Fortran-Unterprogramm FSORTHst eine durch die Einfithrung des Indexvektors
weiterentwickelte Version einer Routine bei [58]. Der Aufruf ist identisch mit dem Aufruf bei
dem Unterprogramm ISORTS, jedoch sind hier die Sortierschliissel vom Typ REAL

Vergleich der Algorithmen. In der Abbildung2.5lwird die Rechenzeit pro Element fiir das Sor-
tieren von n = 10 bis n = 10° Elementen fiir verschiedene Algorithmen auf einem bestimmten
Prozessor verglichen. Die Elemente sind zwischen 0 und 1 gleichméfig verteilte Zufallszah-
len. Bei kleinen Werten bis n = 100 ist Shell’s Algorithmus am schnellsten, bei grofieren Wer-
ten von n dagegen Quicksort. Verglichen mit dem n2-proportionalen einfachen Sortieren durch
Einfiigen sind die Unterschiede zwischen den drei Algorithmen Shell, Quicksort und Heapsort
bis n = 10° eher gering. Durch kleine Verdnderungen an den Programmen, auf anderen Pro-
zessoren oder durch Verwendung optimierender Compiler konnen sich leicht Veranderungen
um Faktoren der Groéflenordnung 2 ergeben.

Die Algorithmen Heapsort und Shell, die beide nicht fragil sind, sind in der Praxis zu empfeh-
len, aufler wenn eine sehr gut angepafite Version von Quicksort zur Verfiigung steht.

Vereinigen von Listen (merge). Zwei sortierte Listen A und B mit jeweils n und m Elemen-
ten sollen zu einer sortierten Liste C mit n + m Elementen vereinigt werden. Der folgende
Algorithmus leistet dies. Beginnend mit den Listen A und B vergleicht er die jeweils ersten
Sortierschliissel; der jeweils kleinere wird nach C gebracht. Falls A oder B leer sind, wird der
Rest nach C gebracht.

indexA =1; indexB=1; indexC=1;
while indexA =< n and indexB =< m do
if AlindexA] < Bl[indexB]
then Cl[indexC] = A(indexA]; indexA indexA + 1
else ClindexC] = B(indexA]; indexB = indexB + 1
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end if

indexC = indexC + 1
end while

if indexB > m
then move A[lindexA ]...A[n] to C[indexC]...C[n+m]
else move B[indexB]...B[m] to C[indexC]...C[n+n]
end if

Man kann leicht sehen, dafs dieser Algorithmus im ungiinstigsten Fall nur n + m — 1 Vergleiche
erfordert.

Mergesort. Der obenstehende Algorithmus kann zum vollstindigen Sortieren benutzt werden.
Dazu wird die zu sortierende Liste rekursiv immer weiter in je zwei etwa gleich grofse Teile
geteilt, die Teillisten auf der untersten Ebene sortiert und dann alle Teillisten wieder vereinigt.
Dieser Mergesort-Algorithmus hat selbst im ungiinstigsten Fall ein Verhalten entsprechend
W(n) = nlgn — n, benodtigt jedoch zusitzlichen Arbeitsspeicher.

Beispiel 2.1 Analyse einer Stichprobe mittels Sortieren.

Fiir eine Stichprobe von Zahlen x soll untersucht werden, ob die Zahlen sich bei einem oder
mehreren bestimmten Werten hdufen. Die Abbildung [2.6] zeigt links die Werte x; aufgetragen
gegen den Index i. Eine Hiufung um bestimmte x-Werte ist nicht zu erkennen.

Die Abbildung [2.6] zeigt rechts die gleichen Daten nach dem Sortieren. Aus diesen sortierten
Daten kann die Dichte d(x) der Daten auf der x-Skala als Funktion von x leicht bestimmt wer-
den, zum Beispiel nach der Formel

() = —2"—
Xitm — Xi—m

mit einem bestimmten Inkrement m. Die so definierte Dichte ist in der Abbildung 2.7 gegen x
aufgetragen fiir das Inkrement m = 7; man erkennt deutlich ein scharfes Maximum bei etwa
x = 0.65. Eine dhnliche Analyse kann auch mit Hilfe eines Histogramms der Stichprobe durch-
gefithrt werden. Die dargestellte auf sortierten Daten basierende Methode vermeidet jedoch
die evtl. vergrobernde Intervalleinteilung des Histogramms und ist auch auf Daten anwend-
bar, die in einem sehr weiten Bereich streuen.

24 Suchen

Suchoperationen treten oft innerhalb grofierer Datenanalysen auf. Die Aufgabe ist, ein be-
stimmtes Element in einer Tabelle oder Liste zu finden. Der Algorithmus sollte als Ergebnis
den Index des betreffenden Elements liefern oder null, falls das Element nicht gefunden wur-
de. Ein dhnliches Problem tritt beim Interpolieren in Funktions-Tabellen auf. In manchen An-
wendungen ist die Lange n der Tabelle sehr grofd und ein schneller Algorithmus wichtig. Die
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Abbildung 2.7: Aus den sortierten Daten der
Stichprobe berechnete Dichte der Verteilung als
0 0 1 2 Funktion der Variablen x.

Zeitabhingigkeit ist A(n) = n fiir einfache Algorithmen, A(n) = lgn fiir eine bindre Suche
und A(n) = konstant fiir den hash-Algorithmus (berechenbare Speicheradressen).

Sequentielles Suchen. Das einfachste Verfahren ist eine Schleife tiber alle n Elemente der
Tabelle ITAB(1:N) . Man sucht dasjenige Element, welches mit ITEM identisch ist. Der Wert
des Index | mit ITEM=ITAB(l) wird bestimmt; falls kein solches Element gefunden werden
kann, wird I=0 gesetzt.

Wenn die Suche erfolglos ist, benotigt der Algorithmus n Vergleiche, also W(n) = n. Wenn
das Element in der Liste ist, dann ist bei einer zufdlligen Verteilung der Elemente die mittlere
Zahl von Vergleichen etwa A(n) = (n+1)/2. Genau genommen benétigt man zusitzliche
Instruktionen wegen der Abfrage auf Ende der Schleife. Mit einer kleinen Modifizierung der
einfachen Schleife kann dieser zusatzliche Aufwand hier (und in dhnlichen Féllen mit einer oft
durchlaufenen inneren Schleife) vermieden werden:

ITAB(N+1)=ITEM ! insert ITEM into table
=0
10 I=I+1 ' loop
IF (ITAB(I).NE.ITEM) GOIO 10
IF(I.GT.N) I=0 ! not in table — I=0

Der Trick besteht darin, dafs man ITEM als Element mit Index n + 1 in die Tabelle einfiigt.
Damit ist man sicher, wenigstens ein Element zu finden, und braucht nie auf das Ende der
Tabelle abzufragen. Falls gewisse Schliissel hdufiger vorkommen als andere, kann man sie an
den Anfang der Tabelle bringen und so das Verfahren beschleunigen.

Falls die Tabelle sortiert ist, ist eine Verbesserung auf n /2 fiir den Fall erfolgloser Suche moglich,
denn dann kann bei der sequentiellen Suche im Mittel nach der Hilfte der Vergleiche abgebro-
chen werden. Allerdings ist bei sortierten Listen sogar die schnelle bindre Suche moglich. Wenn
neue Elemente in die Tabelle aufgenommen werden sollen, mufs dies so geschehen, dafs die Ta-
belle weiterhin sortiert bleibt. Dazu muf$ man unter Umsténden viele Elemente umspeichern,
was zeitaufwendig ist. Hier ist eine verkettete Liste vorteilhafter.

Binire Suche. Diese schnelle Suchmethode erfordert, dafd die Liste sortiert ist. Sie benutzt nie
mehrals [Ig n] + 1 Vergleiche. Das Verfahren ist einfach und folgt dem Prinzip teile und herrsche.
Um ein bestimmtes Element ITEM zu finden, wird es mit dem Element in der Mitte der Tabelle
(Index [ (n +1)/2]) verglichen. Ist ITEM kleiner als dieses Element, dann muf es in der ersten
Halfte der Tabelle sein. Dies wird rekursiv angewandt, wobei sich bei jedem Schritt die Lange
der Tabelle halbiert.
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Die bindre Suche kann mit einem bindren Such-

baum veranschaulicht werden, in dem die Knoten Suchbaum
einen Schliissel t; tragen und so geordnet sind, daf3
bei jedem Unterbaum der linke Unterbaum nur
Schliissel enthilt, die kleiner als t; sind, und der
rechte Unterbaum nur Schliissel, die grofer als t;
sind. In der Skizze rechts sind die Indizes fiir den
Fall von zehn Schliisseln gezeigt.

In der im Anhang aufgefiihrten Fortran-Funktion LEFT wird die bindre Suche angewandt, um
in einer geordneten Liste t;, i = 1, 2,...n das Intervall [ty, f;11) zu finden, welches einen vor-
gegebenen Wert x einschliefit. Das Ergebnis der Funktion, der Index ¢ mit t, < x < ty4,
wird zum Beispiel bei der Funktionsinterpolation in Tabellen und fiir B-Splines (Kapitel [10.2)
gebraucht. Statt der Rekursion werden in der Funktion zwei Marken benutzt, um die Unterta-
bellen zu markieren. Die zwei Marken L und Rwerden mit den Werten O und N+1 initialisiert,
welche auf die fiktiven Elemente TAB(0) und TAB(N+1) zeigen, deren Wert zu —oo und +-o00
angenommen wird. Das Programm behandelt auch den Fall mehrfacher Tabelleneintrage, wie
es bei der Anwendung zur Interpolation vorkommen kann. Die Suche in der Funktion LEFT
und das Ergebnis sind in der Abbildung 2.8 fiir den Fall n = 10 mit der Vergleichsreihenfolge
ts, ts, te, t7 veranschaulicht. Die waagerechten Pfeile geben den Bereich der Werte der Funkti-
on LEFT an (die linke Intervallgrenze ist eingeschlossen, die rechte nicht). Wegen t, = t3 ist ein

doppelter Knoten vorhanden.

—o0 | L | | LX L1 |
1 b3 t4 ts te th ts to  fo

LEFT= 0 =1 =3 =4 =5 6 =7=8=9 =10
[ [ [ [ [ [ F— [

—+o00

Abbildung 2.8: Bindre Suche nach dem Intervall mit t, < x < f;44.

Berechenbare Speicheradressen (Hashing). Falls die Schliisselworte disjunkte ganze Zahlen
zwischen 0 und p — 1 sind, dann kann jedes Element in einer Tabelle der Lange p mit dem
Schliisselwort als Index gespeichert werden. Das Element kann dann ohne Suchen direkt adres-
siert werden. Dies ist die bei weitem beste Moglichkeit, fiir grofie Werte von p benétigt man
jedoch sehr viel Speicherplatz.

Berechenbare Speicheradressen (hashing) sind eine Verallgemeinerung dieser einfachen Me-
thode. Sie werden zum Beispiel fiir die Verwaltung von Symboltabellen in einem Makroprozes-
sor oder Ubersetzungsprogramm verwendet. Zunéchst wird mit Hilfe einer geeignet gewéhlten
hash-Funktion das Schliisselwort in einen Index umgerechnet, der als Adresse in der Tabelle
dient. Die hash-Funktion sollte unterschiedliche Schliissel in Indizes 0. .. (p — 1) umrechnen,
wobei es moglichst wenig Fille geben sollte, wo mehr als ein Schliissel zum selben Index fiihrt,
sogenannte Kollisionen. Diese Kollisionen miissen aufgelost werden; zum Beispiel konnen alle
zum selben Index fithrenden Schliissel in einer verketteten Liste angeordnet werden. Prak-
tisch wird beim hash-Algorithmus eine lange Liste in p kurze Unterlisten aufgespalten, die
sequentiell organisiert werden konnen. Die Suche ist schnell fiir ein entsprechend grofies p.
Man muf3 gegebenenfalls bei der Auswahl des Algorithmus die Anforderungen an Rechenzeit
gegen Speicherplatzbedarf abwégen.

Hash-Funktion. Wenn der Schliissel eine ganze Zahl m ist, kann die hash-Funktion direkt
durch die modulo-Funktion m modulo p realisiert werden, die als Ergebnis eine Zahl zwischen
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0 und (p — 1) ergibt; als Zahl p wird bevorzugt eine Primzahl benutzt. Oft ist der Schliissel ein
aus mehreren Zeichen bestehender Name; ein Zeichen wird tiblicherweise durch eine Zahl ¢;
zwischen 0 und 255 repréasentiert. Durch die Formel

m= Zci 3171
i

wird eine Zeichenkette in eine ganze Zahl m umgewandelt, die dann mit der modulo-Funktion
in eine Zahl zwischen 0 und (p — 1) umgewandelt wird. Die Zahl 31 fiithrt zu einer Durchmi-
schung der Zeichen und damit zu einer geringen Wahrscheinlichkeit fiir Kollisionen.

2.5 Bereichsuche (range search)

Eine weitere Form von Suchoperationen, genannt range searching, tritt bei Datenbank-Abfragen
und zum Beispiel auch bei bestimmten Hypothesentests (Kapitel0.3.3) auf. Dabei ist die Auf-
gabe, unter einer eventuell grofsen Zahl von Daten alle Elemente zu finden, die in einem be-
stimmten Groflenbereich fallen. Beispiel sind Punkte in einer Ebene, von denen alle in einem
gegebenen Rechteck liegenden Punkte auszuwéhlen sind.

Ist die Gesamtzahl N von Daten nicht zu grofs, kann man eine einfache sequentielle Suche
durchfiihren, die bei M Abfragen eine Rechenleistung proportional zu nNM, erfordert, wenn
jedes Element n Komponenten hat. Bei grofieren Datenmengen und eventuell einer grofieren
Dimension n kann die geforderte Rechenleistung sehr grofs werden.

Verbesserte Suchmethoden, die auf einer Verallgemeinerung der Suchmethoden im Fall n = 1
beruhen, zum Beispiel der bindre Suche 2.4, bestehen aus zwei Teilen: der (1) Vorbereitung
mit der Aufstellung von Indexstrukturen und (2) der Suchoperation selbst. Bei eindimensiona-
lem range search erfordert die Vorbereitung O(N log N) Schritte und die Suchoperation O(R +
log N) Schritte, wenn R die Anzahl der gefundenen Elemente ist.

Betrachtet wird zunéchst der Fall n = 2, bei dem die beiden Komponenten die x- und y-
Koordinaten von Punkten in der Ebene sind. Es wird ein bindrer Suchbaum (Kapitel[2.2) aufge-
baut mit den Punkten in den Knoten, wobei die x und y Koordinaten abwechselnd als Schliissel
benutzt werden, mit y in der Wurzel. Alle Punkte mit y-Werten unterhalb des Punktes in der
Wurzel sind im linken Unterbaum, alle dariiber im rechten; die Punkte mit y oberhalb des Wer-
tes der Wurzel und mit x links des Wertes des Unterbaums gehen in den linken Unterbaum
des rechten Unterbaums der Wurzel, usw. fiir die weiteren Ebenen. Auf diese Weise wird die
Ebene in einfacher Weise aufgeteilt. Die Konstruktion eines Baumes in zwei Dimensionen aus
zuféllig verteilten Punkten erfordert im Mittel 2N log N Vergleiche, und range search erfordert
etwa R + log N Schritte um R von insgesamt N Punkten zu finden.

Die Methode lasst sich auf mehr (n > 2) Dimensionen erweitern. Bei n Dimensionen sind
diese Dimensionen in den Ebenen des Baums zyklisch zu benutzen. Die Effizienz mit logarith-
mischer Proportionalitdt der Zahl der Schritte kann insbesondere bei einer grofsen Zahl von
Dimensionen durch Ungleichgewichte im Suchbaum abnehmen.

Der Anhang enthiilt Programme fiir range search in einer Tabelle mit beliebiger Dimension. Mit dem Unterpro-
gram DFTREE wird eine Indexstruktur fiir die Tabelle in einem eindimensionalen Feld aufgebaut. Fiir die Such-
operationen gibt es zwei Unterprogramme. Mit NCTREE werden bei einem Aufruf die Indizes aller gefundenen
Elemente in einem Common-Bereich gespeichert. Die Funktion | TREE gibt jeweils den Index eines gefundenen
Elementes zuriick.
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2.6 Weitere Algorithmen

Gegeben ist eine Menge von n Elementen E;, Ey, ... E,. Wenn die Elemente reelle Zahlen sind,
dann gibt es zwischen je zwei Elementen eine Relation <, und man kann durch Sortieren eine
wohldefinierte Ordnung der Elemente herstellen. Sortieren ist nicht moglich, wenn zwischen
den Elementen eine Relation < nicht definiert werden kann, zum Beispiel wenn die Elemente
Punkte in einem mehrdimensionalen Raum darstellen. Um trotzdem fiir eine Menge solcher
Elemente eine gewisse Ordnung herzustellen, kann man versuchen, andere Relationen zwi-
schen Paaren von Elementen auszunutzen.

Aquivalenzklassen. Die beiden Elemente eines Paares konnen in einem bestimmten Sinne
dquivalent (Symbol =) sein, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Aus E; = Ejund E; = E; folgt: E; = Ej (Transitivitat);
2. Aus E; = E; folgt E; = E; (Symmetrie);
3. E; = E; (Reflexivitit).
Durch Aquivalenzrelationen dieser Art zwischen den Paaren einer Menge lassen sich disjunkte

Aquivalenzklassen von Elementen definieren: Elemente eines Paares der gleichen Klasse sind
dquivalent. Zum Beispiel teilen die Aquivalenzrelationen

E]EE5 E6EE8 E7EE2 EgEEg E35E7 E4EE2 EgEEg (22)
die Menge der Elemente Eq, Ej, ... Eg in die beiden Klassen
{E;, Es} {Ey, E3, E4, E¢, E7, Eg, Eo} .

Ausgehend von einer Liste von dquivalenten Paaren E; und Ey von Elementen kann man jedem
der n Elemente eine Aquivalenzklassen—Nummer zuordnen, so daf$ zwei Elemente dann und
nur dann in derselben Aquivalenzklasse sind, wenn sie dieselbe Aquivalenzklassen-Nummer
haben. Dies wird durch den folgenden Algorithmus geleistet.

Es sei F(j) die Klasse von Element E; mit Index j. Zunéchst weist man jedem Element eine
eigene Klasse zu, also F(j) = j. Diese Klasse kann als Beginn einer Baumstruktur aufgefafit
werden, mit F(j) als Vater von j. In diesem Stadium kann jede Klasse durch ihre Wurzel cha-
rakterisiert werden. Jede Markierung einer paarweisen Klassenzugehorigkeit, wie zum Bei-
spiel ‘j und k sind dquivalent’ wird nun so behandelt, dafd j zu seinem hochsten Vorfahr, k zu
seinem Vater durchverfolgt wird, und j wird dann k als neuer Vater (oder umgekehrt) zuge-
ordnet. Nachdem alle Relationen in dieser Weise abgearbeitet sind, geht man nochmals durch
alle Elemente j durch; ihre Klassenzugehorigkeit F(j) wird gleich demjenigen ihres hochsten
Vorfahrs gesetzt, welches dann auch ihre Klassen-Nummer ist. Dieser Algorithmus ist in dem
Fortran-Unterprogramm EQUICL nach einer Routine bei [58] implementiert und im Anhang
aufgefiihrt.

Bei der Eingabe der m = 7 Aquivalenzrelationen ; ; g i g 2 ; Z Z
Gleichung 2.2) fiir die 9 Elemente erhilt man als 5 2 3 4 5 8 7 8 9
Ergebnis die nebenstehende Tabelle NC(9) mit den 5 2 3 4 5 8 2 8 9
Aquivalenzklassen-Nummern. Die obere Zeile zeigt 5 2 3 4 5 8 2 8 8
die Initialisierung (jedes Element bildet eine eigene > 2 2 4 5 8 2 88
Klasse), die weiteren Zeilen Zwischenergebnisse und > 2225 8 288

R , 5 5 2 2 2 5 8 2 2 8
die letzte Zeile das Endergebnis. 5 2 2 2 5 2 2 2 2

Minimum Spanning Tree. Hier geht man aus von einer passend gewihlten Definition des
Abstands zweier Elemente,

dij = d(E;, E;) = Abstand der Elemente E; und E;,
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der beim Ordnungsprinzip benutzt wird. Die Paare (E;, E;) werden mit dem Index k bezeich-
net; der Abstand d;; kann als Gewicht wy fiir das k-te Paar bezeichnet werden. Die Zahl der
Relationen sei m; fiir n Elemente ist m < n(n —1)/2.

Diese Struktur, gebildet aus allen Relationen, wird als gewichteter Graph G bezeichnet. Fiir
einen solchen gewichteten Graphen kann man einen spanning tree definieren. Dies ist ein Unter-
graph, der alle Elemente (Vertizes) so verkniipft, dafy das Gebilde die Bedingung einer Baum-
struktur erfiillt. Aus den Gewichten, die den Verbindungslinien zugeordnet sind, kann fiir je-
den spanning tree ein totales Gewicht ), wy berechnet werden, wobei die Summe iiber alle in
dem Baum benutzten Verbindungen geht. Ein minimum spanning tree ist der Baum, der von al-
len moglichen spanning trees das kleinste totale Gewicht hat. Eine mogliche Anwendung ist das
Problem, eine Anzahl Stationen durch Leitungen zu verbinden, wobei die Gesamtlidnge der
Leitung moglichst kurz sein soll.

Es gibt zwei Algorithmen, um einen minimum spanning tree zu konstruieren, einer von Dijk-
stra [19] und einer von Kruskal [45]. Beide Algorithmen sind gierig (greedy) in dem Sinne, dafs
jede Entscheidung des Algorithmus so getroffen wird, dafi sie lokal optimal ist. Man kann fiir
beide Algorithmen zeigen, dafs dies auch zu einer global optimalen Losung fiihrt.

Der Kruskal-Algorithmus geht von n Elementen (Vertizes) und m Gewichten aus; er ist effizi-
ent, falls die Zahl m klein gegeniiber der maximal moglichen Zahl n(n — 1) /2 ist, und arbei-
tet folgendermafien: Zundchst werden die Gewichte der Grofse nach sortiert, danach arbeitet
der Algorithmus auf dieser sortierten Liste. Die Verbindung mit dem kleinsten Gewicht wird
jeweils ausgewihlt, vorausgesetzt, sie macht keine Schleife, was mit dem Aquivalenzklassen-
Algorithmus gepriift werden kann. Dies wird wiederholt, bis alle Vertizes aufgebraucht sind.
Der Algorithmus ist in dem Fortran-Unterprogramm MSTREEm Anhang aufgefiihrt.

Beispiel 2.2 Minimum spanning tree.

Die Abbildung [2.9] (a) zeigt eine Menge von Elementen als Kreise in der Ebene. Als Abstand
zwischen je zwei Elementen wird der euklidische Abstand zwischen den Kreismittelpunkten
definiert, wobei Abstdnde oberhalb eines bestimmten Wertes ignoriert werden.

6 o (a) o o (b)

— Q Abbildung 2.9: Konstruktion eines mini-
o $8 / a)” mum spanning tree fiir eine Anzahl von
o o X/ ﬂ i\ ] Objekten (Kreise) (a). Als Gewicht ist
; &5 o \ o o8 der euklidische Abstand unterhalb einer
o 4 N };\ Grenze angegeben worden. Das Ergeb-

0 o ey 5 . . .
. : /\J 0 nis (b) zeigt mehrere nicht-zusammen-

] ] hingende Baume.
0 5 0 5 10

Die Abbildung[2.9l(b) zeigt, angegeben durch Linien zwischen Kreisen, das Ergebnis des Kruskal-
Algorithmus. Die Linien lassen eine bestimmte Struktur erkennen. Da Abstédnde oberhalb eines
bestimmten Wertes ignoriert wurden, ist als Ergebnis ein Wald von mehreren nicht-zusammenhéngenden
Bdumen entstanden.
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3 Methoden der linearen Algebra

3.1 Vektoren und Matrizen

Vektoren. Ein Vektor x ist eine Menge von n Elementen x;, xy,...x, und wird dargestellt in
einer vertikalen Spalte von n Zahlen (Spaltenvektor) mit dem ersten Element an der obersten
Stelle; der transponierte Vektor xT ist ein Zeilenvektor

X1
X2
x = ) xl = (x1, X2,... Xp) . (3.1)

Xn

Das Skalarprodukt (oder innere Produkt) ist das Produkt zweier Vektoren x und y der gleichen
Dimension. Der Skalar x”y wird definiert durch

n
i=1

Es gilt xTy = y"x. Wenn x”y = 0 ist, dann sind die beiden Vektoren orthogonal zueinander (es
sei denn, einer oder beide Faktoren sind Nullvektoren). Die Norm eines Vektors wird definiert
durch

1/2
|x| = (xTx> .

Matrizen. Eine m x n Matrix A ist eine Anordnung von m Zeilen und n Spalten; das Element
Ajj ist das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

An A ... An
A A ... A

A= (Ay) = ?1 '22 N 2 . (3.3)
Aml AmZ R Amn

Die Transponierte der Matrix A wird mit AT bezeichnet und hat die Elemente (AT),-]- = (A)ji.

Die Elemente A;; einer quadratischen Matrix werden Diagonalelemente der Matrix A genannt.
Die Summe der Diagonalelemente heifit die Spur der Matrix: Spur(A) = Y; A;;. Die Einheits-
matrix, geschrieben I, hat alle Diagonalelemente gleich 1 und alle anderen Elemente gleich
0.

Die Multiplikation eines Vektors oder einer Matrix mit einem Skalar ist einfach die Multiplika-
tion eines jeden Elementes mit dem Skalar. Addition und Subtraktion von Vektoren und Ma-
trizen werden elementweise ausgefiihrt; die beiden Operanden miissen in den Dimensionen
tibereinstimmen.

Das Produkt der m x n Matrix A und der n x k Matrix B ist eine m x k Matrix C,
n
C=AB Ci=)_ AiBy . (3.4)
k=1

Die Anzahl der Spalten der Matrix A mufs mit der Anzahl der Zeilen der Matrix B iibereinstimmen.
Das Element C;; der Produktmatrix ist gleich dem Skalarprodukt der i-ten Zeile der Matrix A
und der j-ten Spalte der Matrix B. Die Matrixmultiplikation ist keine vertauschbare Operati-
on; im allgemeinen ist AB # BA. Fiir das Setzen von Klammern in Vielfachprodukten gilt
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ABC = (AB)C = A(BC), und beim Transponieren eines Matrixprodukts (AB)" = BTA”.

Fiir die Berechnung des Matrixprodukts C = AB sind m x k x n Produkte zu berechnen. Fiir
die numerische Berechnung von Mehrfachprodukten wie E = ABC héngt die Zahl der Mul-
tiplikationen (aber natiirlich nicht das Ergebnis) vom Setzen der Klammern ab. Es sei A eine
m x n, B eine n x k und C eine k x | Matrix. Berechnet man E als E = (AB)C, so sind hierzu
m - k- (I + n) Multiplikationen notwendig. Berechnet man aber E = A(BC), so sind hierzu
n-1-(m+ k) Multiplikationen notwendig.

Determinanten. Die Determinante einer n x n Matrix ist definiert durch

detA =Y (1) AiAzs... Auo, (3.5)

perm

wobei die Indizes «, 5, ... w alle n! Permutationen der Zahlen 1, 2,...n sind; das Vorzeichen
(—1)* eines jeden Terms ist durch die Anzahl der Inversionen in jeder Permutation bestimmt.
Die Determinante einer nicht-singuldren Matrix ist # 0. Die Determinante kann tiber die re-
kursive Gleichung

n P ..
detA =) (-1)"7 A;det A" (3.6)
i=1
tiir jede beliebige Spalte j berechnet werden, oder alternativ durch

detA =Y (~1)" A;det A (3.7)
j=1

fiir jede Zeile i, wobei A/) die Matrix ist, die man erhilt, wenn man die i-te Zeile und j-te Spalte
durchstreicht (Cramersche Regel). Diese Methode erfordert mehr als n! Multiplikationen fiir
eine n X n Matrix und sollte nur angewandt werden, wenn #n klein ist. Bessere Methoden zur
Berechnung (siehe Kapitel 3.4 und B.5) machen Gebrauch von den Gleichungen

det (AB) = det (A) - det (B) det (AT) = det(A) . (3.8)

Lineare Transformationen. Eine lineare Transformation kann in einer Matrixgleichung geschrie-
ben werden

y=Ax vi= ) ApX. (3.9)
k=1

Bei einer linearen Transformation eines n-Vektors x in einen n-Vektor y ist die Matrix A qua-
dratisch. Eine eindeutige inverse Transformation wird durch x = A~y beschrieben, wobei die
Matrix A~! die inverse Matrix der Matrix A ist mit

AA Tl =A"1A=1T.

Die Transformation heifdt requlir oder nicht-singulir, wenn die inverse Matrix A1 existiert; in
diesem Fall ist det(A) # 0.

System linearer Gleichungen. Die Bestimmung von Unbekannten aus einem System von li-
nearen Gleichungen spielt in der Datenanalyse eine grofie Rolle. Es sei ein System von m Glei-
chungen gegeben

A11x1 + Aqu + -+ Alnxn = b1
Anx1 + Axxy + -+ + Apuxy = by

Amx1 4+ Appxo + -+ 4 ApnXn = by,
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mit numerischen Werten fiir die Koeffizienten A;, und die Konstanten b; auf der rechten Seite;
die n Unbekannten x; sollen bestimmt werden. In Matrixnotation kénnen die Gleichungen so
geschrieben werden

n
Ax=b Y Apxe=b  i=1,2,...m. (3.10)
k=1

Fir n = m gibt es ebensoviele Gleichungen wie Unbekannte. Wenn das Gleichungssystem
nicht singuldr ist, gibt es eine eindeutige Losung x. Ein Gleichungssystem heifdt singuldr im Fall
von Entartung; das ist der Fall, wenn eine oder mehrere der m Gleichungen eine Linearkombi-
nation von anderen sind, oder wenn bestimmte Variablen in der gleichen Linearkombination
erscheinen. Methoden, Gleichungssysteme zu 16sen, kénnen numerisch ungenau sein, wenn
die Matrix fast singuldr ist. Die Anzahl der Operationen zur Losung eines Gleichungssystems
nimmt zu wie 1°. Infolgedessen wichst fiir groSe n die Rechenzeit rasch mit 7, und zusétzlich
konnen Rundungsfehler ein Problem werden, insebesondere wenn die Konditionszahl ¥ > 1
ist (siehe Seite 38)). Im allgemeinen werden Matrizen mit einem Dimensionsparameter n > 100
und Matrizen mit grofier Konditionszahl ein Rechnen mit doppelter Genauigkeit erfordern.
Grofse Matrizen haben oftmals eine spezielle Struktur mit vielen Nullelementen (sogenannte
diinne (engl. sparse) Matrizen), und durch spezielle Methoden kann die Rechenzeit z.B. zur
Losung von Gleichungssystemen reduziert werden.

Bandmatrix. In einer Bandmatrix A sind alle Elemente A;; gleich null fiir alle , j mit |i — j| > m,
d.h. nur die Elemente in der Diagonalen und in einem Band um die Diagonale sind ungleich
null. Der Wert m wird Bandbreite genannt. Fiir m = 0 heifdt die Matrix diagonal und fiir m = 1
tridiagonal. Die Bandmatrix ist ein Beispiel fiir eine Matrix mit spezieller Struktur. Die inverse
Matrix einer Bandmatrix mit m > 0 ist eine normale Matrix, d.h. die Bandeigenschaft geht bei
Inversion verloren. Es gibt jedoch Methoden zur Losung von Matrixgleichungen, die von der
speziellen Bandstruktur Gebrauch machen und die Rechenzeit bedeutend reduzieren.

Beispiel 3.1 Zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten.
Fiir eine 2 x 2 Matrix A ist die inverse Matrix ein einfacher Ausdruck,
A— <A11 Au) e ( Ap —A12>
Ay Ax detA \—Axn An )’
mit det(A) = A1y - Ap — A1 - An1.

Fiir det A # 0 existiert die inverse Matrix und sie kann verwendet werden, um eine Matrix-
gleichung Ax = b zu 16sen durch

X1 = (Azzbl — Alzbz) / det(A)
Xy = (A]lbz — Aglbl) / det(A) .

Eigenvektoren und Eigenwerte. Ein nicht-verschwindender Vektor x, der die Gleichung
Ax =Ax  oder (A—AI)x=0 (3.11)

erfiillt, wird Eigenvektor der (quadratischen) Matrix A genannt; der Skalar A heif3t Eigenwert.
Die Eigenwerte A sind durch die Bedingung det (A — AI) = 0 bestimmt. Das charakteristische
Polynom n-ten Grades in A ist det(A — AI) = p(A) = (A)" 4 ()" ! Spur (A) + ...+ det(A).
Ein Polynom vom n-ten Grad hat genau n Nullstellen. Die n Nullstellen sind die n Eigenwerte
A1, A2... Ay Deshalb kann eine allgemeine Matrix A mit reellen Elementen bis zu n unter-
schiedliche Eigenwerte haben, die im allgemeinen komplex sein kénnen.
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Zu quadratischen (n = m) Matrizen A mit nicht verschwindenden Eigenwerten kann die in-
verse Matrix A~! bestimmt werden. Als Kondition der Matrix wird das Verhaltnis des groften
zum kleinsten Eigenwert bezeichnet: x = Amax/ Amin. Ein grofler Zahlenwert der Kondition be-
deutet grofiere Rundungsfehler bei der Berechnung der inversen Matrix und bei der Losung
von Gleichungssystemen.

Die Transformation einer Matrix A in eine Matrix B durch
B=C'AC (3.12)

mit einer reguldren Matrix C wird Ahnlichkeits-Transformation genannt. Die Eigenwerte einer
Matrix dndern sich durch eine Ahnlichkeits-Transformation nicht, wie man aus der folgenden
Rechnung sieht:

det(B—AI) = det <C*1Ac — AI) = det <C*1 (A-AD)C)
= detC'-det(A— AI)-detC =det(A—AI) .

Das charakteristische Polynom ist also invariant unter einer Ahnlichkeits-Transformation. Die
durch diese Transformation miteinander verbundenen Matrizen A und B heifen dhnlich; sie re-
présentieren die gleiche Transformation, aber mit unterschiedlicher Basis. Eine Matrix A kann
in eine Diagonalmatrix D = diag (Ay,...A,) transformiert werden mit den Eigenwerten als
Diagonalelementen.

Speichern von Matrizen. Eine m X n Matrix A mit Elementen A;; wird in einem Rechner als

eine zweidimensionale Tabelle A mit Elementen A(l,J)  gespeichert. Zum Beispiel wird eine
3 x 2 Matrix

An An A(1,1) A(L,2)
A= |An Ax gespeichert als A(2,1) A(2,2)
Az Am A(B.1) A(B2)

Der Speicher im Rechner ist vom Aufbau her eindimensional, d.h. er hat eine lineare Struktur,

in der aufeinanderfolgende Elemente fortlaufend numeriert werden. Wie in Kapitel 2.2 aus-
gefiihrt wird, konnen die Elemente A(l,J)  einer zweidimensionalen Tabelle REAL A(M,N)
den linearen Adressen q des Speichers auf zweierlei Weise zugeordnet werden:

(i—1)*n—+j zeilenweise (lexikalische Ordnung)

G—1)*xm+i spaltenweise (inverse lexikalische Ordnung);

in beiden Fallen hdngt die Adresse, zusitzlich zu dem Indexpaar i7,j, von einem der beiden
Dimensionsparameter in der Tabellen-Deklaration ab. Die meisten Programmier-Sprachen ver-
wenden die zeilenweise Ordnung (in Fortran wird dagegen die spaltenweise Ordnung verwen-
det).

Die Speicherung von Matrizen in Fortran wird im Anhang (Seite[264) beschrieben.

3.2 Symmetrische Matrizen

Eine quadratische Matrix V heif}t symmetrisch, wenn V! = V ist, d.h. Vij = Vji. Viele Matrizen in
Problemen der Datenanalyse sind symmetrisch mit reellen Elementen; Kovarianzmatrizen sind
ein wichtiges Beispiel. Deshalb wird in diesem Kapitel besonderes Gewicht auf numerische
Methoden fiir reelle symmetrische Matrizen gelegt. Die inverse Matrix einer (nicht-singuldren)
symmetrischen Matrix ist ebenfalls symmetrisch.
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Die Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix sind alle reell. Alle Eigenwerte sind positiv
tiir eine positiv-definite symmetrische Matrix. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind orthogonal.

Wenn A eine allgemeine n x m Matrix ist und AT die transponierte, dann ist

w=ATA (3.13)
eine symmetrische, quadratische n X n Matrix (mit W;; = Wj;). Der Ausdruck

Q(x) =x"Wx =x"TATAx = (Ax)" (Ax) , (3.14)

quadratische Form genannt, ist ein nicht-negativer Skalar. Wenn die quadratische Form nur
positive Werte annimmt, Q(x) > 0 fiir jeden (nicht-verschwindenden) Vektor x, dann wird die
Matrix positiv-definit genannt.

Eine Produktmatrix der Art
Vo =AV;AT, (3.15)

wobei V1 eine symmetrischen Matrix der Ordnung n und A eine allgemeine m x n Matrix ist,
wird bei der Fehlerfortpflanzung benutzt. Das Ergebnis ist eine symmetrische Matrix V, der
Ordnung m.

Eine symmetrische n x n Matrix hat (n? 4+ n)/2 (~ n?/2) unterschiedliche Elemente. Weil
symmetrische Matrizen gerade in der Datenanalyse besonders haufig auftreten, kann sowohl
Speicherplatz als auch Rechenzeit durch eine entsprechende Speicherung und spezielle Pro-
gramme fiir Matrixoperationen reduziert werden. Dies lohnt sich insbesondere bei sehr grofsen
Matrizen. Kann ein Problem so formuliert werden, daff die symmetrische Matrix Bandgespalt
hat, kann die Reduktion von Speicherplatz und Rechenzeit mehrere Gréflordnungen betragen.
Leider wird davon selten Gebrauch gemacht.

Einige der Fortran-Programme aus dem Anhang sind speziell fiir symmetrische Matrizen und Bandmatrizen
geschrieben, und erfordern eine spezielle Form der Speicherung. Diese wird im Anhang (Seite[264) beschrieben.

3.3 Vertauschungs-Algorithmus

Vertauschen von Variablen. Die Idee wird mit einem einfachen Beispiel eingefiihrt. Es sei eine
lineare Funktion y, von vier unabhédngigen Variablen x; ... x4 gegeben:

Y2 = Apxy + Axxp + Axzxz 4 Ansxy . (3.16)

Die Rollen von y; und einer der unabhéngigen Variablen, zum Beispiel x3, werden vertauscht,
wenn man die Gleichung (3.16) nach x3 auflgst.

A A 1 A
xg= -y — L2y — L2y (3.17)

(nattirlich wird Ayz # 0 gefordert). Man nimmt an, daf$ die urspriingliche Gleichung eine von
mehreren Gleichungen ist, also zum Beispiel

i = Anxi+Apx + Aizxs + Auxy
Yo = Anxy+ Axxo + Axnxz + Axxy (3.18)
y3 = Azix;+ Azxo + Azzxs + Azxy .
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Die Variable x3 auf der rechten Seite von Gleichung (3.18) kann mit Hilfe der neuen Gleichung
(3.17) in x1, x2, x4 und y ausgedriickt werden. Das Ergebnis ist im Schema unten dargestellt.

X1 X2 X3 X4 X1 X2 12 X4
- A1z
y1=|An A Az Ay =1 an X1o o a4
An A 1 Ary
2= |An Axn Ax Ay 3= | 22 2 _
’ Ayp  Apn Apn Ax
33
ys=|4a An Ap As y3=| a3 a3 S a
A
A21A13 A22A13 A24A13
= Ap - A8 _ A, Andn _ 4, Audp
11 11 A a12 12 Ans X14 14 A
A21A33 A22A33 A24A33
x31 = A31 - T a1 32 = A32 _ Teem o9 Qny = A34 _ )
A A Ay

Das Element in der Spalte des ausgetauschten x-Elements und in der Zeile des ausgetauschten
y-Elements (im Beispiel A»3) wird Pivotelement genannt; es ist im obigen Schema unterstrichen.
Beim Austausch wird das Pivotelement durch sein Inverses ersetzt. Die verbleibenden Elemen-
te in Spalte und Zeile des Pivotelements werden durch das Pivotelement geteilt, verbunden mit
einem Vorzeichenwechsel in der Pivotzeile. Die restlichen Elemente werden durch das Produkt
der Elemente in der Zeile und Spalte des Pivotelements modifiziert, geteilt durch das Pivotele-
ment; diese Modifikationsregel wird Rechteck-Regel genannt. Das Pivotelement mufs ungleich
null sein. Ein kleiner Absolutwert des Pivotelements kann Rundungsfehler mit sich bringen.
Daher sollte stets durch eine Pivot-Suche ein geeignetes Element mit grofSem Absolutwert als
Pivot gewdhlt werden.

Regeln fiir den Austauschschritt. Die allgemeinen Regeln fiir einen Austauschschritt sind die
folgenden:

1. Die Elemente aufSerhalb von Spalte und Zeile des Pivotelements werden nach der Rechteck-
Regel transformiert: Die Rechteck-Regel wird auf die vier Elemente angewandt, die in
einem Rechteck liegen, mit dem Pivotelement in der Ecke gegeniiber dem Element, das
ausgetauscht werden soll.

2. Die Elemente der Pivotspalte werden durch das Pivotelement geteilt.

3. Die Elemente der Pivotzeile werden durch das Pivotelement geteilt, das Vorzeichen wird
umgekehrt.

4. Das Pivotelement wird durch sein Inverses ersetzt.

Im Fall von m linearen Funktionen von n Variablen erfordert der Austausch n x m Operationen.
Die Austauschoperation ist reversibel.

Ein Programmstiick (in Fortran), welches einen Austauschschritt an einer n x m Matrix ausfiihrt, ist im Anhang
(Seite[265) beschrieben. Das Element Apg wird dabei als Pivotelement benutzt.

Berechnung der inversen Matrix. Im Fall einer Matrixgleichung Ax = y fiir n lineare Glei-
chungen und n Variable wendet man n Austauschschritte auf die Matrix an, um alle x-Variablen
durch alle y-Variablen auszutauschen. Die Matrix wird durch diesen Prozef, zu dem 1> Opera-
tionen notig sind, invertiert.

Inversion durch n Austauschschritte erfordert die Auswahl von n Pivotelementen. Um den
Einflufs von Rundungsfehlern zu reduzieren, sollte bei jedem Schritt das grofite verbleibende
Element als Pivotelement ausgewdhlt werden. Die Matrix ist singuldr, wenn alle Kandidaten
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fiir ein Pivotelement null sind. Sollten wahrend der Inversion alle Elemente, die als Kandidaten
in Frage kommen, klein sein, konnte die Matrix nahezu singulér sein, und weitere Austausch-
schritte konnen zu ungenauen Resultaten fiihren.

Beispiel 3.2 Der Austauschalgorithmus im Fall einer singuldren Matrix.

Das Schema zeigt links eine quadratische Matrix mit n = 3 und rechts die Matrix nach zwei
Austauschschritten, wobei als Pivotelemente die Elemente mit den Indizes (1,1) und (2,3)
(unterstrichen) benutzt wurden.

X1 X2 X3 n X2 X3 i X2 Y2
y1=12 3 =2 x1=11/2 =3/2 1 x1=1|-1/2 7/2 1
=2 -2 -1 Yo = 1 -5 1 X3 = -1 5 1
y3=14 1 =3 Y3 = 2 -5 1 Y3 = 1 0 1

Nach den beiden Austauschoperationen sollte das nidchste Pivotelement das mit dem Index-
paar (3,2) sein, der Wert dieses Elements jedoch ist null. Man sieht, daB8 die Matrix nicht
vollstandig invertiert werden kann, weil der Rang der Matrix nur 2 ist. Die letzte Zeile des
Schemas ist y3 = y1 + y», d.h. daf y3 eine Linearkombination von y; und y; ist.

Symmetrische Matrizen. Fiir symmetrische Matrizen kann der Austauschalgorithmus geringfiigig
modifiziert werden, so dafs alle Zwischenmatrizen ebenfalls symmetrisch sind. Nahezu die
Halfte der Operationen braucht in diesem Fall nicht ausgefiihrt zu werden. Alle Pivotelemente
miissen aus der Diagonalen ausgewahlt werden. Zudem muf Regel 3 (siehe Seite H0) modifi-
ziert werden. Das Vorzeichen der Elemente in der Pivotzeile wird nicht umgekehrt, und Regel

4 Jautet nun: Das Pivotelement wird ersetzt durch sein Inverses mit umgekehrtem Vorzeichen.
Dann bleiben alle Zwischenmatrizen und die endgiiltige Matrix symmetrisch; nach den n Aus-
tauschschritten miissen die Vorzeichen aller Elemente der Matrix umgekehrt werden.

In der Implementation kann nach der Pivotsuche die weitere Inversion abgebrochen werden,
wenn nur noch ein Pivot mit zu kleinem Betrag gewadhlt werden konnte; die entsprechenden
Elemente der Matrix werden auf null gesetzt. Dadurch wird eine Untermatrix korrekt inver-
tiert. Diese Art der Losung ist sinnvoll, wenn zum Beispiel Korrekturen nach der Methode der
kleinsten Quadrate berechnet werden; einige der Korrekturen sind dann null.

Diese Implementation (in Fortran) ist im Anhang (Seite[265) aufgefiihrt als Subroutine SMSI NV.

3.4 Dreiecksmatrizen

Definition und Eigenschaften. Eine rechte (obere) Dreiecksmatrix, allgemein durch den Buch-
staben R gekennzeichnet, ist eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente unterhalb der
Diagonalen null sind, d.h.

Ryt Ry Rz ... Ry
Rzz R23 PPN RZn
Rj=0 fir i>j R = Rz ... R

RHH
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Eine analoge Definition trifft fiir eine linke (untere) Dreiecksmatrix zu, allgemein durch den
Buchstaben L beschrieben, die folgendes erfiillt:

Ly
Ly Ly
Lj=0 fir i<j L= | Ls1 L2 L33
Lyp Lz Lpz ... L

Ein System von Gleichungen ist leicht l6sbar, wenn die Matrix des Systems eine rechte oder
linke Dreiecksmatrix ist. Dies macht es vorteilhaft, eine nicht-singuldre Matrix A eines Sy-
stems von linearen Gleichungen in ein Produkt LR von linken und rechten Dreiecksmatrizen
zu transformieren,

A=1LR. (3.19)

Die Transformation wird auch Zerlegung (Dekomposition) genannt. Die allgemeine Matrixglei-
chung Ax = b mit einer Zerlegung A = LR,

Ax=L(Rx)=b, (3.20)

wird in zwei Schritten gelost unter Verwendung des Hilfsvektors y, der definiert ist durch
Rx =y:

Ly = b Vorwirts-Losung,

und danach Rx = y Riickwirts-Losung.

Fiir diese Zerlegung gibt es unterschiedliche Methoden. Im Spezialfall von positiv-definiten
symmetrischen Matrizen kann man die Cholesky-Zerlegung anwenden (siehe Kapitel B.6) und
bei allgemeinen Matrizen die Crout-Methode (siehe Kapitel 3.5).

Die inverse Matrix einer Dreiecksmatrix ist wiederum eine Dreiecksmatrix. Zudem ist fiir Drei-
ecksmatrizen die Determinante leicht als das Produkt aller Diagonalelemente zu berechnen:

n n
detRZHRii detL:HLii.

i=1 i=1
Infolgedessen sind alle Diagonalelemente von nicht-singuldren Dreiecksmatrizen von null ver-

schieden, und Dreiecksmatrizen sind nicht-singuldr, wenn alle Diagonalelemente von null ver-
schieden sind.

Losung von Gleichungssystemen mit Dreiecksmatrizen. Die Losung nicht-singulédrer Syste-

me mit einer linken oder rechten Dreiecksmatrix geht wie folgt. Angenommen, das lineare
System Lx = b fiir den Vektor x von Unbekannten soll gelost werden:

Ly X by
Lyy Lo X2 by
L3 L3z Lass x3 | — | b3
Lnl Ln2 Ln3 e Lnn Xn bn

Die erste Gleichung L11x1 = b; enthdlt nur eine Unbekannte x; und kann durch Division gelost
werden,

b

X1 = .
L11
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Die zweite Gleichung Ly1x1 + Lynx2 = by enthilt die Komponenten x; und x;. Da x; schon
bekannt ist, kann die einzige Unbekannte x, bestimmt werden,

Xy = by — Lo1xy

Lp
Jede darauf folgende Gleichung enthilt nur eine zusétzliche Unbekannte. Die allgemeine For-
mel fiir ein linksseitiges Dreieckssystem ist

i—1
bi — ijl Ll‘]‘x]‘

i=12..n, 3.21
L (3.21)

X; =

falls alle L;; # 0 sind. Dieser Losungsprozefs mit einer linken Dreiecksmatrix wird Vorwiirts-
Losung genannt (sie beginnt mit x;). Die Losung erfordert etwa n?/2 Multiplikationen und
Additionen und # Divisionen.

Die Losung eines linearen Systems mit einer rechten Dreiecksmatrix wird Riickwirts-Losung ge-
nannt. In diesem Fall ist x,, die erste zu bestimmende Unbekannte, die anderen Unbekannten
werden in der Reihenfolge x,,_1, ... x2, x; bestimmt, vorausgesetzt alle R;; # 0. Die allgemeine
Formel fiir ein quadratisches rechtsseitiges Dreieckssystem ist:

bl‘ — 2}1:141 Rl‘jx]‘

X =
Rj;

i=mn,...21. (3.22)

Inversion von Dreiecksmatrizen. Zu einer nicht-singuldren linksseitigen Dreiecksmatrix L
(mit L;; = 0 fiir i < j) gibt es eine inverse Matrix M, die ebenfalls linksseitig dreieckig
ist (mit My =0 fir j <k). Die Elemente der inversen Matrix miissen folgendes erfiillen

! 1 for i=k
]gLiijk_{O for i#k

Die Inversion ist ein expliziter Prozefi. Fiir i = 1 wird die Gleichung L1;M1; = 1 durch Mj; =
1/Lq; gelost. Fiir i = 2 gibt es zwei Gleichungen

Ly1 M1 + Ly My

LpoM» = 1,
die durch
_ LnMn 1
My = Iy My = I

gelost werden, usw. Die allgemeinen Formeln fiir die Inversion sind fiiri =1, 2,... n

i—1
1 1. M, 1
My = — KT < M= — . (3.23)
Li; Li;

Formeln fiir die Inversion einer rechtsseitigen Dreiecksmatrix R lauten analog.
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3.5 Allgemeine LR-Zerlegung

Die Crout-Methode ist eine Dreieckszerlegung der n x n Matrix A nach A = LR, wobei L eine
linke Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen gleich 1 ist und R eine rechte Dreiecksmatrix:

1 Ri1 Ry Rz ... Ry
Lzl 1 Rzz R23 “ e R2n

L= Ly L3 1 R = Rszs ... Rz, ) (324)
Loi Lo Lp ... 1 Ryn

Ein Vergleich der ersten Zeile der Matrix A mit der entsprechenden Zeile der Produktmatrix
liefert unmittelbar A7 = Ry1, A1z = Rip, ... A1, = Ry, womit also schon die Elemente der
ersten Zeile der Matrix R bestimmt sind. Ein Vergleich der ersten Spalte zeigt: Ay = Ly Ry,
Az1 = L31R11, ... Ay1 = LyiRq1, und das erlaubt, die Elemente der ersten Spalte der Matrix L
zu bestimmen. Allgemeine Formeln folgen fiir k = 1, 2,...n aus den alternativen Vergleichen
der Zeilen

i—1
Ri = A — ) LijRjt i=12,...k
=1

und der Spalten

1

L, — —

i=k k+1,...n.

k=1
A — ) LijRj
=1

Alle n? Elemente der Matrizen L und R werden aus den n? Elementen der Matrix A ermittelt.
Beide Matrizen L und R kénnen am Ort der Matrix A gespeichert werden, zum Beispiel sieht
fiir n = 4 das Speicherschema so aus:

R(1,1) R(1,2) R(1,3) R(1,4)
L(2,1) R(2,2) R(2,3) R(2,4)
L(3,1) L(3,2) R(3,3) R(34)
L(4,1) L(4,2) L(4,3) R(4,4)

[A] =

Die teilweise Pivotsuche mit Vertauschen von Zeilen untereinander lafst sich leicht durchfiihren;
dies ist notig, um die Methode stabil zu halten. Das Ergebnis ist somit die Zerlegung einer zei-
lenweisen Permutation von A. In jeder Spalte wird das grofite Element unter den Kandidaten

in der Spalte, durch Austauschen der Zeilen untereinander, als das Pivotelement Ry, verwen-
det.

Die LR-Zerlegung einer allgemeinen Matrix wird durch die im Anhang (Seite[267) aufgefiihrte subroutine GNLRD
geleistet. Die Losung eines Gleichungssystem wird durch die subroutine GNSOL (Seite[267) geleistet. Subroutine
GNI NV (Seite[268) berechnet die inverse matrix aus der Zerlequng. Im Anhang (Seite[269) wird das Beispiel einer
Matrix inversion gezeigt.

Bandmatrix. Eine symmetrische Bandmatrix kann, wie auf Seite[265|beschrieben, platzsparend
gespeichert werden. Die LR-Zerlegung fithrt wieder auf Bandmatrizen, die die urspriinglichen
Elemente tiberschreiben konnen. Damit wird die kompakte Losung eines Gleichungssystems
moglich.

Das Unterprogram BMSCL [ost die Gleichung Wx = b, wobei W eine symmetrische positiv-semidefinite Band-
matrix der Breite NBAND ist. Diese Routine ist im Anhang (Seite[269) aufgefiihrt.
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3.6 Cholesky-Zerlegung

Symmetrische Zerlegung einer symmetrischen Matrix. In vielen Anwendungen, besonders in
statistischen Problemen, miissen Systeme von Gleichungen Wx = b mit einer positiv-definiten
symmetrischen Matrix W fiir einen Vektor x von Unbekannten und einen gegebenen Vektor
b gelost werden. Eine positiv-definite symmetrische Matrix W kann folgendermaflen ausge-
driickt werden:

W =R'R (3.25)

mit einer rechten Dreiecksmatrix R, die Choleskyfaktor oder Quadratwurzel der Matrix W ge-
nannt wird. Die Matrix R ist eine linke Dreiecksmatrix; also ist die Cholesky-Zerlegung eine
symmetrische LR-Zerlegung der Matrix W.

Die Choleskyfaktoren kénnen direkt aus dem Produkt RT R durch elementeweises Vergleichen
bestimmt werden. In der ersten Zeile des Produkts erhélt man die Gleichungen

Wi = R% W12 = Ri1Rqp2 Win = Ri1Ryy -

Fiir das Element Ry; benétigt man eine Quadratwurzel: Ry; = /Wj;; die anderen Elemente
folgen nach dem Bestimmen von Ry; durch Division:

Wio Wiz Wi
27 Ry BT Ry "7 Ry
Die zweite Zeile der Produktmatrix enthélt Gleichungen wie Wy, = R%Z + R%z, die iiber Ry, =
v/ W — R%z mit Hilfe des schon bekannten Wertes Ry, gelost werden. Die weiteren Rechnun-
gen erfolgen nach der Reduktionsformel unten.

Die Matrix W wird schrittweise in die Matrix R transformiert. Man beginnt mit W = wund
setztfurk=1,2,... (n —1)

Wék) - wig"—” — RyRy i j=k+1,k+2 ... n. (3.26)

Zuerstistk = 1 und die Elemente miti, j = 2, 3,... n werden transformiert, dann ist k = 2 und
die Elemente mit i, j = 3, 4, ... n werden transformiert und so weiter mit Hilfe der Formeln

W-(‘i_l)
i—1 i .. . .
R = Wiil ) Rij = 1]21'1' fiir ]>1. (3.27)
Die Beziehung
i ) .
i=1

zeigt, daf$ die Elemente des Choleskyfaktors R automatisch durch die positiven Diagonalele-
mente der Matrix W begrenzt werden.

Ein symmetrisches Speicherschema kann fiir die Matrizen W und R (mit n(n + 1) /2 Elemen-
ten) benutzt werden, und zwar in demselben Speicherbereich fiir die Matrizen R und W;
die Matrix W wird wéhrend der Transformation zerstort. Insgesamt verlangt die Cholesky-
Zerlegung n Quadratwurzeln und 1/6(n® + 3n2 — 4n) Operationen.
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Losung eines Gleichungssystems. Die Losung des Gleichungssystems Wx = b erfolgt gemafs
der Cholesky-Zerlegung RT Rx = b in zwei Schritten, indem man den durch Rx = y definier-
ten Hilfsvektor y einsetzt:

RTy = b Vorwiérts-Losung, (3.28)
und dann Rx =y Riickwirts-Losung. (3.29)

Die Cholesky-Zerlegung fiir eine positiv-definite symmetrische Matrix ist in den Unterprogrammen CHLRD und
CHSQL (in Fortran) im Anhang implementiert.

Berechnung der inversen Matrix. Die inverse Matrix V = W ™! kann anschliefend iiber den
inversen Choleskyfaktor R berechnet werden,

w' = (R'R) R (rR7) TR (R—l)T ,

und das erfordert die inverse Matrix S = R™!, die ebenfalls eine rechte Dreiecksmatrix ist. Die
Elemente der inversen Matrix V.= W~ = §ST sind firk =1, 2,...n:

n n
j=k j=k

Die letztere Formel zeigt, dafs es moglich ist, einzelne Diagonalelemente der inversen Matrix

V = W aus der Matrix S zu berechnen. Das kann fiir statistische Anwendungen wichtig

sein, in denen die invertierte Matrix eine Kovarianz-Matrix ist und nur bestimmte Varianzen
(Diagonalelemente) gesucht werden.

Quadratische Form. Die symmetrische Matrix W ist positiv-definit, wenn die quadratische
Form

n n
Q = xTWx = Z Z Wikxixk
i=1i=k
einen positiven Wert fiir jeden Vektor x # 0 annimmt:

Q=x"Wx>0.

Benutzt man die Choleskyfaktoren (W = RTR), so kann die quadratische Form als eine Summe
von Quadraten unter Verwendung von y = Rx geschrieben werden:

Q=x"RTRx = yTy

Cholesky-Zerlegung ohne Quadratwurzel. Es gibt eine Variante der Cholesky-Zerlegung mit
einer Diagonalmatrix D, die Quadratwurzeln vermeidet. Diese Zerlegung ist von der Form

W = LDL", (3.31)

wobei die Matrix L eine linke Dreiecksmatrix mit den Werten 1 auf der Diagonale ist. Statt diese
Werte 1 zu speichern, konnen die Diagonalelemente D;; in der Diagonalen von L gespeichert
werden. Damit konnen die Matrizen L und D auf dem Platz der Matrix W gespeichert werden.

Die Zerlegung erlaubt es die Matrixgleichung Wx = b in der Form

L (DLTx> —b
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zu schreiben. Die Losung des Gleichungssystems erfolgt in zwei Schritten, indem man den
durch DL x = y definierten Hilfsvektor y einsetzt:

Ly = b Vorwirts-Losung, (3.32)
und dann L'x = Dy Riickwdrts-Losung. (3.33)

Die Losung ist einfach, weil L eine Dreiecksmatrix ist. Die Zahl der Operationen ist dhnlich zu
der beim Gauf3 Algorithmus.

Bandmatrizen. Die Verwendung der Cholesky-Zerlegung ist besonders geeignet, wenn die
symmetrische und positiv-definite Matrix W eine Bandstruktur hat. Bei der normalen Ma-
trixinversion geht die Bandstruktur verloren. Bei der Cholesky-Zerlegung in beiden Varian-
ten bleibt die Bandstruktur erhalten. Die Zerlegung kann auch bei der platzsparenden Spei-
cherung einer symmetrischen Bandmatrix W (siehe Seite 265) die urspriinglichen Elemente
tiberschreiben. Wéahrend die Zahl der Rechenoperationen zur Losung eines Gleichungssystems
bei einer vollen Matrix proportional zu 73 ist, ist die Zahl bei der Cholesky-Zerlegung einer
Bandmatrix mit Bandbreite m nur proportional zu m?n, und damit linear von der Matrixdi-
mension n abhédngig. Die Rechenarbeit wird damit besonders im Fall einer kleinen Bandbreite
m wesentlich reduziert.

Elemente der Inversen einer Bandmatrix. Oft wird von einer symmetrischen Bandmatrix nicht
die volle Inverse benétigt, sondern nur die Diagonalelement oder die Elemente im Band. Die
schnelle Berechnung dieser Elemente ist moglich mit einem speziellen Algorithmus[35, 46].

Die Bandmatrix in der symmetrischen Zerlegung (3.31) der Matrix W wird betrachtet; die Ma-

trix L ist eine Linksdreiecksmatrix mit Diagonalelmenten 1, und D ist diagonal. Fiir die inverse
Matrix Z = W ! gilt:

Z= (LT>71 Dl'+Z(I-1L). (3.34)

Weil die Differenz (I — L) eine Linksdreiecksmatrix is (Diagonalelemente sind Null), gelten die
folgenden Relationen:

n
Zij = — Z Zik Lk]' i>] (3.35)
k=j+1
n
Zi=d;' = Y ZyLy (3.36)
k=i+1

Alle Elemente von Z, die fiir die Berechnung von Z;; notwendig sind, sind die Eelemente Z;
in Zeile i mit k > j+ 1 und ij # 0. Damit konnen die Elemente von Z, beginnend mit Z,,,
in umgekehrter Reihenfolge berechnet werden; alle notwendigen Elemente von Z zur Berech-
nung von Z;; sind dann bereits berechnet. Simtliche Elemente von Z kénnen nach den Formeln
(3.39), (3.36) berechnet werden, falls erforderlich. Insbesondere kénnen alle Elemente aus dem
Band berechnet werden, ohne ein Element aufserhalb des Bandes zu benétigen. Die Zahl der
Operationen zur Berechnung der Elemente des Bandes is daher proportional zu #n, und nicht

zu n°.

3.7 Inversion durch Partitionierung

Eine Matrix A, die invertiert werden soll, hat manchmal eine besondere Struktur, die eine si-
gnifikante Reduktion des Rechenaufwands bei der Inversion erlaubt. Wichtige Beispiele fiir
solche speziellen Strukturen sind Fille, in denen eine Untermatrix diagonal oder die Inverse
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einer Untermatrix schon bekannt ist. In diesen Fillen kann das Problem der Inversion durch
Partitionierung effektiv gelost werden.

Eine quadratische n x n Matrix A kann in Untermatrizen partitioniert werden

A= An [ Aw | (3.37)

Ay | Axn

wobei die Untermatrix Aj; eine p X p Quadratmatrix ist und die Untermatrix Ay, eine g X g
Quadratmatrix mit p + g = n. Die Werte p = 1 oder g = 1 sind mdglich, die Untermatrizen A1,
und A,; sind in diesem Fall Vektoren.

Die inverse Matrix B = A™! kann auf dieselbe Weise partitioniert werden:

B1q B,

B= (3.38)

By | By

Das Matrixprodukt AB (mit AB = BA = I) ist, ausgedriickt durch die Untermatrizen, durch
die folgenden vier Matrixgleichungen gegeben:

A1 By + Ap By
A1 B+ A1p B
Az By + A By
Az Bip+Axn Bn =

(3.39)

~_ O O

Durch Multiplikation der dritten Gleichung mit Ay - Az_zl von links erhilt man
A1 Ay Ay By + A Ay Ay By =0

oder
A1 Ay Ao Bii+ A2 By =0

und das ergibt, wenn man es von der ersten Gleichung (3.39) subtrahiert
A11B11 — ApAy' Ay By = <A11 — A12A2_21A21> By1=1.

Die letzte Gleichung kann fiir By; durch Matrixinversion einer p x p Matrix gelost werden:
-1
By = (An — A12A£21A21) .

Ist nun die Untermatrix Bj; durch Matrixinversion bestimmt, kann die Untermatrix B,; aus
der dritten Gleichung (3.39) durch Matrixmultiplikation ermittelt werden:

By = —A,'An By . (3.40)

Die verbleibenden Untermatrizen B1, und By, lassen sich aus der zweiten und vierten Glei-
chung (3.39) bestimmen:

-1 -1
By = (Azz — AnAj; AlZ) (3.41)
By, = —Aj'ApBy.
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Diese Formeln erfordern nur die Inversion kleinerer Matrizen der Grofie p x p und g x g.

Die obigen Formeln zur Berechnung von Untermatrizen konnen so modifiziert werden, daf8
nur zwei Matrizen der Ordnung p und g invertiert werden miissen. Wenn A;;' bekannt ist,
dann kann By entsprechend der ersten Gleichung (3.39) so ausgedriickt werden

By = A — A AnBa, (3.42)
und das ergibt, wenn man es in die dritte Gleichung einsetzt

An A — Ay A A12 By + An By =0,
und mit Gleichung (3.41)

An A + (Azz —An Ay A12> By =0,

-1
By,
und das 1ost man durch
By = —BpAnAj . (3.43)

Die Gleichungen fiir die Untermatrizen der inversen Matrix B lauten insgesamt in der Reihen-
folge der Berechnung

1
By = (Azz - A21A1_11A12) (3.44)
By = —BpAnAj'
By, = —A;'AnBy

B = A —Aj'AnBy.

In diesem Satz von Formeln wird die inverse p x p Matrix A;;' benutzt, wihrend die ur-
spriingliche Matrix A1y nicht direkt vorkommt. Nur eine weitere Matrixinversion wird ver-
langt, und zwar bei der Berechnung der g x g Matrix By,.

Einen weiteren dquivalenten Satz von Gleichungen erhidlt man, wenn man die Indizes 1 und 2
vertauscht:

-1 -1
By = (All —ApA,, AZl) (3.45)
B, = —BnApAy
By = —A,AnBp

By = A5 — Ay AnBip.
Im Fall symmetrischer Matrizen A und B vereinfacht sich die Berechnung weiter, weil
A = (An)" und B, = (Bxn)"

gilt.
Inversion durch Rindern. Partitionieren im Spezialfall g = 1 heifst randern. Die n x n Matrix
A, hat dann die Gestalt

ai a2 N | a1n
a1 a; e a2,n—1 a2n A
-1 u
A, = = n
Ap-11 Ap-12 --- Aun—1n-1|8n—1n o ‘ 7
nn

anl an2 cee Ann—1 Ann



50 KAPITEL 3. METHODEN DER LINEAREN ALGEBRA

mit zwei (n — 1)-Vektoren u und v und einem Skalar a,,,,. Wenn die Matrix A;}l schon bekannt
oder leicht zu berechnen ist (wenn sie beispielsweise diagonal ist), dann kann man die Formeln
von Gleichung (3.44) benutzen und braucht nur die Inversion einer 1 x 1 Matrix, d.h. eines
Skalars:

T 4—1
&y =y, —0 A, _u,

wobei a, der Matrix B,,' entspricht (siehe Gleichung (3.41)). Die anderen Untermatrizen der
inversen Matrix werden anschlieffend als Matrixprodukte berechnet:

Al Arﬂl uvTAyﬂl Arﬂl u
R i R
an an
Al = . (3.46)
-1
_% il
an al’l

Die Berechnung vereinfacht sich weiter im Fall einer symmetrischen Matrix, da die Vektoren u
und v dann identisch sind.

Im Prinzip kénnte man eine Inversionsmethode insgesamt auf dem Randern aufbauen, indem
man mit einer 1 x 1 Matrix beginnt und die Matrixgrofe in Schritten von 1 wachsen lafst. Vergli-
chen mit anderen Methoden haben bei dieser Methode jedoch Rundungsfehler einen gréfleren
EinflufS auf das Ergebnis. Der Gebrauch dieser Methode sollte also auf die oben erwédhnten
Falle beschrankt bleiben.

3.8 Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

In diesem Kapitel werden reelle symmetrische Matrizen V betrachtet; ihre Eigenwerte sind reell.
Die numerische Bestimmung der Eigenwerte aus den Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms (siehe Kapitel3.1)) ist in der Regel ungenau. Eigenwerte und Eigenvektoren konnen durch
eine Transformation mit orthogonalen Matrizen bestimmt werden.

Eine Matrix U heifst orthogonal, wenn gilt:
u'"u=no, D = Diagonalmatrix,

und das bedeutet, daf} die Spaltenvektoren der Matrix U orthogonal zueinander sind. Die Ma-
trix U heifst orthonormal, wenn die Diagonalmatrix D eine Einheitsmatrix ist:

u'u=uu'=1.

Wenn die Zeilenvektoren einer quadratischen Matrix orthogonal und normiert sind, dann sind
die Spaltenvektoren ebenfalls orthogonal und normiert.

Zu einer reellen symmetrischen Matrix V kann eine orthonormale Matrix U konstruiert wer-
den, so dafs die Matrix V in eine diagonale Matrix iibergefiihrt wird (Diagonalisierung).

Uu'vu=D und V=uUDU" (3.47)

mit den quadratischen Matrizen V, U und D, wie oben beschrieben.

vi=|u|x|D|x|uT
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Die Diagonalelemente D11, D»; ... D,, der Diagonalmatrix D sind die Eigenwerte der Matrix
V, und die Spaltenvektoren der orthogonalen Matrix U sind die entsprechenden Eigenvekto-
ren.

Die quadratische Form Q = xTVx des transformierten Vektors y = U x kann folgendermafien
geschrieben werden

n
Q=x"Vx=x"UDU'x=y"Dy =) Dyy7, (3.48)
i=1

und fiir alle nicht-verschwindenden y ist Q > 0, falls alle Diagonalelemente D;; > 0 sind. Die
Matrix V wird in diesem Fall positiv-definit genannt.

Drehung. Die einfachsten nicht-trivialen orthogonalen Matrizen haben die Form einer Qua-
dratmatrix U mit den Elementen U;; = 1 fiir i # p, 4 und den speziellen Elementen

U,y = cos ¢ Uy = sin ¢
Uyp = —sing Uy = cos ¢,
die restlichen Elemente sind 0

1

cos¢ ... sing
u— 5 : (3.49)
—sing ... cos¢

1

1

mit U~! = UT. Man betrachtet die Transformation der reellen, symmetrischen Matrix V in die
Matrix V' durch das Produkt

vV =u'vu (3.50)

mit einer Matrix U der Gleichung (3.49). Dies wird Ahnlichkeits-Transformation genannt. Geo-
metrisch kann man die Transformation als eine Drehung um den Winkel —¢ in der p, g-Ebene
interpretieren; die Matrix U heifst entsprechend Rotationsmatrix. Sie ist charakterisiert durch
das Indexpaar (p, q) und den Rotationswinkel ¢. Nur die Elemente in den Spalten und Zeilen
p und g werden durch die Transformation modifiziert. Die folgenden Formeln gelten fiir die
speziellen Elemente in den Zeilen und Spalten mit den Indizes p und g:

V;Qp = Vyp cos® ¢ — 2V cos psing + Vg, sin® ¢ (3.51)
Vie = Vi sin” @ + 2V, cos @ sin ¢ + Vg cos® ¢
Véq = (Vpp — Vgg) cos @ sin ¢ + Viyg(cos® ¢ — sin® ) = V[;p,

Die iibrigen Elemente in den Zeilen p und g fiir j = 1, 2,... n werden gemifs den folgenden
Formeln transformiert

Vy = Vyjcosg—Vysing (3.52)
Vi = Vpsing+Vjicose,
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und die tibrigen Elemente in den Spalten pund g fiiri =1, 2,... n gemdfs den Formeln

Vi, = Vipcosp— Vysing (3.53)
Vi, = Vipsing+ Vjcosg.

Alle verbleibenden Elemente (auflerhalb der Spalten und Zeilen p und g) bleiben unverdndert
(Vi = Vi fiir i, | # p, 4).

Die oben beschriebene Rotation wird Jacobi-Rotation oder (p, q)-Rotation genannt. Das Nicht-
Diagonalelement V), heifst das Pivotelement.

Bestimmung des Drehwinkels ¢. Der Drehwinkel ¢ kann so gewéahlt werden, dafs das Pivot-
element V; zu null transformiert wird

Véq = Vq’p = (Vpp — Viq) cos @ sin ¢ + qu(cos2 ¢ —sin® ¢) =0
Dies ldfst sich durch die Bedingung

Vi =V,
94— Ypr _ g

cotan (2¢) = 2V,

ausdriicken. Der Winkel ¢ ist durch diese Bedingung nicht eindeutig definiert. Die folgen-
de Festlegung beschriankt den Wert des Drehwinkels auf den Bereich —/4 < ¢ < +47m/4.
Verwendet man die trigonometrische Relation cotan (2¢) = (1 — tan? ¢) / (2tan ¢), wird tan ¢
zunichst durch die quadratische Gleichung tan? ¢ + 20 tan ¢ — 1 = 0 definiert und dann gelost
durch

! fuir 0#0
tang = < 0 +sign(0)v/1+ 62 : (3.54)
1 fir 6=0

Die Werte cos ¢ und sin ¢ werden schliefslich aus tan ¢ berechnet zu

1

\/1+tan? ¢

Die Transformationsgleichungen zeigen, dafs fiir die Diagonalelemente V), und V;, die Bezie-
hung V', + V' g = Vpp + Vi gilt.

Jacobi-Methode. Die Transformation einer reellen symmetrischen Matrix V in eine Diagonal-
matrix D ist in einem Schritt nicht moglich, sondern verlangt Iterationen mit vielen Schrit-
ten, bis eine ausreichende Genauigkeit erreicht ist. Eine Standardmethode ist die klassische
Jacobi-Methode. In jedem Schritt wird das grofite Nicht-Diagonalelement als Pivotelement aus-
gewdhlt und zur Bestimmung des Drehwinkels einer (p, g)-Rotation benutzt. Man beginnt mit
einer Anfangsmatrix v — V, bildet eine Folge von Matrizen V&) mitk = 1,2,...und erzeugt

cos @ = sing = cos ¢ - tan ¢

vk — u{ y (k=1 u,,
bis man eine Matrix V¥ nahe einer Diagonalmatrix erhalten hat
v =ul...ufulvu,u, - u,=D. (3.55)

Die Diagonalelemente Dj; der Matrix D sind Nadherungswerte der Eigenwerte A; der Matrix V.
Durch die vielen Einzelrotationen wird eine Rotationsmatrix

U=, U (3.56)
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gebildet, die nach Konvergenz in der Spalte j einen Naherungswert fiir den Eigenvektor enthilt,
entsprechend dem Eigenwert A; = Dj; nach (3.47). Eine einzelne Jacobi-Rotation erfordert et-
wa 4n Operationen, und zur Bestimmung des Pivotelements benstigt man etwa n? Vergleiche.
Fiir grofie Werte von n ist es effizienter, die Drehungen in zyklischer Folge auf alle von null
verschiedenen Nicht-Diagonalelemente der Matrizen V) anzuwenden, ohne nach dem maxi-
malen Nicht-Diagonalelement zu suchen (zyklische Jacobi-Methode).

Konvergenz der Jacobi-Methode. Die Euklidische Norm der Matrix V ist definiert durch

IV =YY VZ=Spur (VTV) . (3.57)
i=1j=1

Da die Matrix V symmetrisch ist, gilt || V|| = Spur V2 = Y; A2. Die Euklidische Norm ist also
invariant unter Jacobi-Drehungen. Die Summe der Quadrate der Nicht-Diagonalelemente

S(V):Zn: i 14 (3.58)

i=1j=1j4)

wird bei einer einzelnen Jacobi-Drehung reduziert entsprechend den Gleichungen fiir die trans-
formierten Matrixelemente
2

S(V') =su'vu) = S(v) —2v;, +2V",, = S(V) -2V, ,
da der Rotationswinkel ¢ durch die Forderung V,,, = 0 definiert ist. Also ist die Wirkung einer
einzelnen Jacobi-Rotation eine Verminderung der Summe der Quadrate der Nicht-Diagonalelemente
um 2V§q und ein Anwachsen der Summe der Quadrate der Diagonalelemente um densel-
ben Betrag. Es lafit sich zeigen, dafs die klassische Jacobi-Methode und die zyklische Jacobi-
Methode (in zeilen- und spaltenweiser Ordnung) konvergent sind, wobei die Summe der Qua-
drate der Nicht-Diagonalelemente gegen null geht. Die Konvergenz wird quadratisch nach eini-
gen anfdanglichen Iterationen, und falls die Eigenwerte nicht entartet sind. Eine Jacobi-Rotation
erfordert 4n Operationen. Im allgemeinen werden etwa 312 bis 51> Rotationen notwendig sein;
die Diagonalisierung ist also O(n?) mit etwa 201> Operationen.

Ein Fortranprogramm SMIROT zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen N X N-
Matrix befindet sich im Anhang (Seite[272).

Weitere Methoden. Fiir groflere Matrizen und insbesondere fiir Bandmatrizen konnen ande-
re Methoden als die Jacobi-Methode wirksamer sein. Die Householder-Methode [69, 68] kann
zundchst einmal angewandt werden, um die Matrix V zu einer tridiagonalen Matrix zu redu-
zieren. In der Householder-Methode verwendet man spezielle Transformations-Matrizen, in
denen eine Zeile und eine Spalte in einem Schritt transformiert werden. Die Eigenwerte der
tridiagonalen Matrix konnen dann durch eine Methode bestimmt werden, die kubisch konver-
giert. In der Jacobi-Methode wird die Bandstruktur zerstort.

Gleichzeitige Diagonalisierung zweier symmetrischer Matrizen V, und V;. Gesucht ist eine
Transformationsmatrix A, die die beiden symmetrischen Matrizen gleichzeitig in Diagonalma-
trizen transformiert. Dadurch soll zum Beispiel ein quadratischer Ausdruck

Q=x"Vx+xTVyx (3.59)
mit einem Vektor x in einen quadratischen Ausdruck

Q=y'y+y'Sy (3.60)
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mit einem transformierten Vektor y umgeformt werden, wobei S eine Diagonalmatrix ist. Die
Matrix V,, positiv-definit angenommen, hat eine Eigenwert-Zerlegung

vV, =u,bur’,

wobei U, eine orthogonale Matrix ist. Die Matrix D ist eine Diagonalmatrix, die in der Form
D = diag(Di1, D2y, ... Dyy,) geschrieben werden kann. Man definiert jetzt eine neue Diago-

nalmatrix D'/? = diag(Dh/ 2, D;z/z, ...DY/2) und ferner D~'/2, die als Diagonalelemente die

inversen Quadratwurzeln der Diagonalelemente von D hat. Die symmetrische Transformations-
matrix M ist definiert durch

M =u,p?2ur .
Mit einer Transformation x = My erhélt man fiir die quadratische Form Q (3.59)
Q=x"Vax+x"Vyx = y"MV,My+y"MV,My
y'y+y MV,My .
Die zweite (symmetrische) Matrix MV, M hat eine Eigenwert-Zerlegung
MV,M = U,SU; .
Die endgiiltige Transformationsmatrix A ergibt sich nun zu
A=MuU,=u,p""?u’u,, (3.61)

da die Transformation der beiden Matrizen V, und V;, durch diese Matrix A Diagonalmatrizen
ergibt:

ATV, A=1 ATV,A=S.

Mit der Transformation x = Ay erhdlt man damit den quadratischen Ausdruck der Gleichung

(.60).

3.9 Singulirwert-Zerlegung

In diesem Abschnitt wird erneut das Problem behandelt, ein Gleichungssystem Ax = b fiir
einen n-Vektor x von Unbekannten mit einer m x n Matrix A zu losen. Besonders die Falle
tiberbestimmter und schlecht konditionierter Systeme werden nun betrachtet.

Uberbestimmte Gleichungssysteme. Wenn es mehr Gleichungen als Unbekannte gibt, d.h.
m > n, dann gibt es im allgemeinen keinen Losungsvektor x; mit anderen Worten, der Rest-
vektor (Residuum) 7, definiert durch

r=Ax—-D>, (3.62)

wird fiir keinen Vektor x gleich null. Das Gleichungssystem heifst iiberbestimmt. Die Standard-
methode, eine Losung zu finden, die zumindest in der Nihe einer exakten Losung liegt, ist die
Methode kleinster Quadrate, in der die Losung x durch die Forderung eines Minimalwertes
der Quadratsummen der Residuen bestimmt wird. Sie 1df3t sich folgendermafSen formulieren:

tTr = (Ax—b)" (Ax—b)
xTATAx —2xTATb + b = Minimum .
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Das Minimum wird ermittelt, indem man die Ableitung des Ausdrucks nach x gleich null setzt:
ATAx —ATb =0 oder AT (Ax—b)=ATr=0.

Diese Gleichungen werden Normalgleichungen genannt; der Vektor r der Residuen ist normal

in bezug auf die Spaltenvektoren der Matrix A. Das Gleichungssystem hat in der Regel eine
eindeutige Losung

x = (ATA) AT

Die zugehorigen Berechnungen sind unten veranschaulicht. Als erstes sind die symmetrische
Matrix W = AT A und der Vektor ¢ = ATb zu berechnen

Dann laft sich der Losungsvektor x als Losung der Gleichung Wx = ¢ ermitteln:

Will man mogliche Probleme bei der Losung solcher iiberbestimmter Gleichungssysteme dis-
kutieren, so stellt man die Losung in einer anderen Form dar. W kann dann als Produkt ge-
schrieben werden

W =ubpu’. (3.63)

Die Diagonalisierung mit den Matrizen W, D und U stellt sich wie folgt dar:

w|=|Uu|x|bp|x|ur

Die Matrix U ist eine orthonormale und die Matrix D eine diagonale Matrix mit den Eigenwer-
ten A der Matrix W als Diagonalelemente:

M
Ay
D— ' . (3.64)
An
Die inverse Matrix W™ ergibt sich als Produkt
wl=up'u’,

wobei die Matrix D! die inversen Eigenwerte 1/A;, i = 1, 2, ...n als Diagonalelemente hat.
Die Losung kann also folgendermafien geschrieben werden:

x=UuUD'U’c.
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Ist die Matrix W singuldr, dann ist zumindest einer der Eigenwerte null und die Losung oben
unmoglich (aufgrund der Konstruktion der Matrix W konnen die Eigenwerte nicht negativ
sein). Die Spalten der Matrix U (diese sind die Eigenvektoren von W), die den null-Eigenwerten
entsprechen, sind eine orthogonale Basis des Nullraumes von W. Jeder beliebige Vektor des
Nullraumes kann zur Losung x addiert werden. Um diese Willkiir zu vermeiden, ist es besser,
eine Losung zu definieren, die keinen Beitrag aus dem Nullraum enthélt. Dies ist zu erreichen,
indem man statt der Matrix D! eine modifizierte Matrix D*~! definiert, deren Diagonalele-
mente null fiir Eigenwerte A von D mit dem Wert null sind (es wird also co durch null ersetzt!).
Die modifizierte Losung

x=UD*'U’c

enthélt dann keinen Vektor aus dem Nullraum. Man kann zeigen, daf dies die Lésung mit dem
kleinsten Wert der Lange |x| ist.

Manchmal ist das Gleichungssystem nicht singulér, aber schlecht konditioniert: Einige der Ei-
genwerte sind sehr klein, und die Inversion ist zumindest ungenau. Dies wird durch eine Zahl
x, dem Verhdltnis des grofiten zum kleinsten Eigenwert ausgedriickt: ¥ = Amax/Amin. Haufig
nimmt man dann als bevorzugte Losung eine mit modifizierter Matrix D*~1, in der fiir alle
sehr kleinen Eigenwerte von D null gesetzt ist. Man sollte in der Praxis aber die genauere, im
néchsten Abschnitt beschriebene Methode verwenden.

Singuldrwert-Zerlegung. Diese Zerlegung ist eine allgemeine Methode, die man anwendet,
wenn die Matrix entweder singuldr oder nahezu singuldr ist. Eine m x n Matrix A kann immer
durch das Matrix-Produkt

A=Usv’ (3.65)

ausgedriickt werden, worin die Matrix U dieselbe Dimension wie A hat, wahrend die Matrizen
S und V quadratische n x n Matrizen sind. Die Matrizen U und V sollen folgende Eigenschaf-
ten haben:

uu=1 viv=1
Vvl =1
d.h. die Matrix U ist eine spalten-orthogonale m x n Matrix und die Matrix V eine orthogo-

nale n x n Matrix. Die Matrix S ist diagonal und hat positive oder Null-Elemente, genannt
Singulidrwerte. Die Matrix A stellt sich folgendermafien dar:

Die Darstellung ist auch fiir m < n moglich; in diesem Fall sind wenigstens n — m der Sin-
guldrwerte null. Im folgenden wird nur m > n in Betracht gezogen.

Zuerst wird der Fall des vollen Rangs betrachtet, d.h. alle Singuldrwerte S;; sind ungleich null.
Im Fall m = n kann die Losung

x=vs! (uTb) (3.66)

unmittelbar als die Loésung der Matrixgleichung identifiziert werden, und im Fall m > n ent-
spricht sie der Losung mit kleinsten Quadraten. Die Matrixoperationen der Gleichung (3.66)
im allgemeinen Fall sind:
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— Vv X S—l X uT X

Ein Vergleich des Matrixprodukts W = AT A mit A in der Darstellung der Gleichung (3.65)
W =ATA =vssvT (3.67)

mit der Gleichung (3.63)) zeigt, daff D = SS ist, d.h. die Eigenwerte A der Matrix W sind iden-
tisch mit den Quadraten der Singuldrwerte.

Auf dhnliche Weise wie oben wird eine modifizierte Matrix $*~! definiert, in der die Diagonal-
elemente fiir die kleinen singuldren Werte Sj; gleich null gesetzt werden. Der Losungsvektor
ist die Losung kleinster Quadrate mit der kleinsten Lange

x= Vs (uTb) . (3.68)



58 KAPITEL 4. STATISTIK
4 Statistik
4.1 Einleitung

Historisch begann das Interesse an statistischen Problemen durch die Beschéftigung mit dem
Gliickspiel. Die vermutlich erste Arbeit ist von Christiaan Huygens, der im Jahre 1657 die Ab-
handlung ‘De Ratiociniis in Ludo Aleae’ schrieb. Wichtige Meilensteine waren Arbeiten von
Jakob Bernoulli (Ars Conjectandi, 1705), von Laplace im Jahre 1795, der die Gleichung (4.1)
formulierte, und von Pascal, der unter anderem in ‘Oevres III, 307’ schrieb:

,...res hactenus erravit incerta; nunc autem quae experimento rebellis fuit rationis
dominium effugere non potuit. Eam quippe tanta securitate in artem per geome-
tricam reduximus, ut certitudinis eius particeps facta, iam audacter prodeat; et si
metheseos demonstrationes cum aleae incertitudine iungendo, et quae contraria vi-
dentur conciliando, ab ultraque nominationem suam accipiens, stupendum hunc
titulum iure sibi arrogat: aleae Geometrica”.

(,,...die Sache (d.h. das Gliickspiel) war bisher ungewif$; nun aber, nachdem sie sich gegeniiber
dem Experiment unzuginglich gezeigt hatte, hat sie sich dem Verstand unterwerfen miissen.
Wir haben es ndmlich durch geometrische Argumentation auf eine berechenbare Kunst zurtick-
gefiihrt, so daf’ es Teil an der Strenge der Geometrie hat und zuversichtlich vorangeht; es verei-
nigt die mathematische Gewif$heit mit der Ungewifsheit des Wiirfels, was vorher unvereinbar
schien. Es nimmt nun den Namen beider an, und beansprucht den staunenerregenden Titel:
Geometrie des Wiirfels.”) i

Ein neues wichtiges Werkzeug sind Monte Carlo-Methoden, zusammen mit der grofien Re-
chenleistung, die heutzutage mit vergleichsweise bescheidenen Kosten verfiigbar ist. Praktisch
brauchbare Losungen fiir viele Probleme, die frither wegen ihrer Komplexitdt gar nicht oder
nur mit sehr grofSfem mathematischen Aufwand losbar waren, konnen nun mit relativ simpler
Monte Carlo-Programmierung angepackt werden (siehe Kapitel B)).

Zu Statistik und statistische Methoden gibt es eine grofie Auswahl an Literatur, sieche zum
Beispiel [20,38,3,[10, 9] 26, 14} 53] 58| 51]]. Eine sehr lesenswerte Einfiihrung in die statistischen
Probleme des Alltags ist [76].

4.2 Wahrscheinlichkeit

Ein formaler Zugang zum Wahrscheinlichkeitsbegriff geht von einem Satz von Axiomen aus,
welche Wahrscheinlichkeiten und ihre Verkniipfungen formal definieren. Eine lesenswerte Ein-
fiuhrung findet man in [66]. In der Praxis besteht nattirlich das Problem, Wahrscheinlichkeiten
tatsdchlich festzulegen, und hierfiir ist ein pragmatisches Vorgehen angesagt. Zwei Ansétze
werden verwendet:

1) Falls ein Ereignis auf n verschiedene und gleich wahrscheinliche Arten eintreten kann, und
k davon haben die Eigenschaft .4, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A

P(A) =~ (4.1)

(= giinstige Fille/mogliche Fiille).

Man konnte einwenden, daf3 gleich wahrscheinlich einen Zirkelschlufd impliziert. Jedoch folgt
die Eigenschaft gleicher Wahrscheinlichkeit oft aus Symmetrieeigenschaften des Problems. Bei-
spiele sind wiirfeln mit einem perfekten Wiirfel oder ein prizise gefertigtes Rouletterad. Ein

IWir danken Dr. D. Haidt fiir den Hinweis auf dieses Zitat.
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anderes Beispiel ist die statistische Thermodynamik, wo man eine grofSe Zahl identischer Ato-
me hat; dort gelten statistische Argumente mit grofSer Genauigkeit.

2) Falls es keine Symmetrieargumente gibt, mufs man auf eine empirische Definition von Wahr-
scheinlichkeit zurtickgreifen:

Eine Beobachtung wird unter gleichen Bedingungen n mal durchgefiihrt, und wenn die Beob-
achtungen voneinander unabhéngig sind, und wenn in k Fillen die Eigenschaft A auftritt, so
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A

P(A) = Tim X 42)

n—oo 11

Man konnte einwenden, dafs es schwierig ist, unendlich viele Messungen zu machen. Wie in
Kapitel gezeigt wird, kann man den Fehler von P(.A) beliebig klein machen, indem man
n dem gewiinschten Fehler entsprechend grofs wihlt.

Beispiel 4.1 Sohne und Tochter.

Jemand hat zwei Kinder. Sie antwortet ,ja” auf die Frage: ,Haben Sie eine Tochter”? — und da-
her hat sie mindestens eine Tochter. Welches ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 sie zwei Tochter
hat, falls die Wahrscheinlichkeiten fiir Sohn und Tochter gleich sind (stimmt nicht ganz ge-
nau)? Ehe man eine instinktive Antwort gibt, sollte man Gleichung (@.I)) konsultieren. Es gibt a
priori vier gleich wahrscheinliche Félle: [Tochter, Tochter], [erst Tochter, dann Sohn], [erst Sohn,
dann Tochter], [Sohn, Sohn]. Es gibt drei mogliche Félle, weil die Bedingung mindestens eine
Tochter den vierten Fall eliminiert, und nur der erste Fall ist giinstig, und so ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P = 1/3.

Kombination von Wahrscheinlichkeiten. Gegeben sind zwei Arten von Ereignissen, A und B.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von A ist P(A), und die entsprechende Wahrschein-
lichkeit von B ist P(B). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf8 A oder B auftritt:

P(Aoder B) = P(A) + P(B) — P(A und B). 4.3)

P(A und B) ist die Wahrscheinlichkeit, daf8 A und B zusammen auftreten.
Falls sich die Ereignisse A und B gegenseitig ausschlielen, gilt P(A und B) = 0, und

P(A oder B) = P(A) + P(B).

Ein Spezialfall ist B = A = Nichtauftreten von A. Offensichtlich schliefen sich .A und A gegen-
seitig aus, und es gilt

P(Aoder A) = P(A) + P(A) = 1.
Die Wahrscheinlichkeit, daf$ A und B zusammen auftreten, ist
P(Aund B) = P(A) - P(B|A). (4.4)

P(B|.A) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit , daf8 das Ereignis B auftritt, vorausgesetzt, das Ereig-
nis A ist aufgetreten. Falls die Ereignisse .\A und B unabhiingig sind, gilt P(B|.A) = P(B), das
Auftreten von B hidngt nicht von A ab, und nur dann gilt

P(Aund B) =P(A)- P(B). (4.5)
Bayes’ Theorem. Aus der Gleichung
P(Aund B) = P(A)- P(B|A) =P(B)- P(A|B)
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erhélt man Bayes’ Theoremf3

P(A|B) = P(B|A) - %. (4.6)

Im allgemeinen Fall von n Ereignis-Klassen mit den Eigenschaften 4;, (i = 1,2,...n) lautet
das Theorem

P(B|A;)P(A;)
Y1 P(BIA;) - P(A;)

P(A|B) = (47)

Beispiel 4.2 Wahrscheinlichkeit beim Kartenspiel.

Die Wahrscheinlichkeit, beim zufélligen Ziehen aus einem Deck von Skatkarten ein As zu zie-
hen, ist 4/32 = 1/8. Die Wahrscheinlichkeit, dafd eine zuféllig gezogene Karte ein As oder ein
Pik ist, betrdgt4/32 +8/32 — 1/32 = 11/32 nach Gleichung (4.3).

Beispiel 4.3 Geburtstage.

Welches ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in einer Gruppe von 23 zufillig ausgewdhlten Leuten
mindestens zwei an demselben Tag Geburtstag haben? Diese Wahrscheinlichkeit ist tiberra-
schend hoch. Angenommen, ein Geburtstag kann mit gleicher Wahrscheinlichkeit an jedem
Tag des Jahres liegen (stimmt nicht ganz genau), dann ist die Wahrscheinlichkeit Q, dafs alle 23
Leute ihren Geburtstag an verschiedenen Tagen haben,

1 2 22
Q—1-<1—%>-<1—%>---<1—%>—0.493,

und deshalb ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P =1 — Q = 0.507 .
Beispiel 4.4 Tod in den Bergen.

In einem Buch iiber die bergsteigerischen Leistungen von Reinhold Messner ist folgendes
zu lesen: ,Wenn man bedenkt, dafs die Wahrscheinlichkeit, bei einer Expedition auf einen
Achttausender umzukommen, 3.4% betrdgt, dann hatte Messner eine Wahrscheinlichkeit von
(3.4-29) = 99%, bei seinen 29 Expeditionen getotet zu werden”. — Das kann doch nicht wahr
sein; was ist, wenn Messner zu einer 30. Expedition aufbricht? In der Tat sollte man nicht
so pessimistisch sein. Die Wahrscheinlichkeit, eine Expedition zu tiberleben ist offensichtlich
1 —0.034 = 0.966. Wenn man annimmt, daf§ die einzelnen Expeditionen unabhingige Ereig-
nisse darstellen, ist die Wahrscheinlichkeit, alle 29 Expeditionen zu tiberleben, P = 0.966% =
0.367.

Beispiel 4.5 Das Ziegenproblem.

In einer Quiz-Sendung werden einer Kandidatin drei geschlossene Tiiren gezeigt. Hinter zwei
dieser Tiiren ist eine Ziege, und hinter einer ist ein Auto. Sie kann auf eine der Tiiren zei-
gen und erhdlt das, was dahinter ist. Offensichtlich sind die Chancen, das Auto zu erhalten,
33%. Nun wird das Spiel aber abgedndert: Ehe die Tiir der Kandidatin geoffnet wird, 6ffnet
der Quizmaster eine andere Tiir, und dahinter ist eine Ziege. Sollte die Kandidatin nun ihre

2Thomas Bayes, Britischer Geistlicher, 1702-1761, Minister in Tunbridge Wells, 1742, “An Essay toward solving
a Problem in the Doctrine of Chances”.
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Meinung dndern und eine andere Tiir widhlen, um ihre Chancen zu verbessern? Die Antwort,
die damals zu erheblichen Kontroversen fiihrte, heifst ja. Um das einzusehen, kann man ohne
Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafs das Auto hinter Tiire Nr. 3 ist. Falls die Kan-
didatin urspriinglich Tiir 1 gewéhlt hat, mufs der Quizmaster Tiir Nr. 2 6ffnen, um eine Ziege
vorzuzeigen. Falls die Kandidatin nun ihre Meinung dndert und Tiir Nr. 3 wihlt, ist die Chan-
ce, das Auto zu erhalten, P; = 100%. Falls die Kandidatin zunédchst Tiir Nr. 2 wéhlt, geht das
Argument genauso, also P, = 100%. Falls die Kandidatin zundchst Tiir Nr. 3 wahlt und dann
ihre Meinung dndert, erhélt sie mit Sicherheit eine Ziege, also P; = 0. Die Wahrscheinlichkeit,
eine gegebene Tiir, etwa Nr. 2, zu wahlen und das Auto zu erhalten, ist 0.33 - P,, da sie jede der
drei Tiiren 1, 2 oder 3 zundchst mit der gleichen Wahrscheinlichkeit wéhlt. Da sie immer nur
genau eine der drei Tiiren wahlen kann, kann man die drei Wahrscheinlichkeiten addieren und
erhilt fiir die Wahrscheinlichkeit, das Auto zu erhalten
P:%-Pl —|—%'P2 —|—%'P3:% —|—% —|—0:§.

Anderung der urspriinglichen Wahl der Tiire hat also die Chancen verdoppelt. Leute, die der
Logik mifitrauen, konnen das Problem auch mit Monte Carlo-Methoden l6sen.

Fallstricke bei statistischen Problemen. Angenommen, beim Roulette ist zehnmal hinterein-
ander schwarz erschienen. Sollte man jetzt nicht auf rot setzen? Natiirlich haben sich die Chan-
cen fiir rot im néchsten Spiel nicht gedndert. Unabhéngig davon, was vorher war, sind sie nach
wie vor 18/37. Mit demselben Argument sieht man ein, dafd die Sequenz schwarz, schwarz,
schwarz, schwarz, schwarz, schwarz genauso wahrscheinlich ist wie schwarz, rot, schwarz,
rot, schwarz, rot.

Oft wird Gleichung (4.1} so angewandt, dafl man giinstige /mogliche Félle berechnet. Dabei ist
jedoch zu beachten, daf alle Falle gleich wahrscheinlich sein miissen (siehe Beispiel &) fiir rich-
tiges Vorgehen).

Viele Fehlschliisse geschehen, wenn man nicht beachtet, dafs Ereignisse korreliert sein konnen.
Dann ist Gleichung zu verwenden statt Gleichung (4.5). Hier kann das Gefiihl ebenso
tduschen, zum Beispiel bei folgender Geschichte: ,Hans und Katrin leben schon lange zusam-
men. Nun, endlich, werden sie im schonen Monat Mai heiraten”. Frage: Welche der beiden
folgenden Aussagen ist wahrscheinlicher: a) Hans wird im Mai heiraten oder b) Hans wird
Katrin im Mai heiraten? Viele neigen zu Antwort b), aber dies ist falsch, und zwar wegen Glei-
chung (4.4) und weil Wahrscheinlichkeiten immer kleiner als eins sind.

Ereignisse, die unabhdngig scheinen, sind es manchmal nicht: Angenommen man benétigt
einen Brandmelder, der mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit funktioniert. Ein Rauchmelder hat
eine Zuverlassigkeit von 99.9%, d.h. er versagt in 0.1% der Falle. Das ist vielleicht nicht gut
genug. Daher installiert man einen unabhingigen Warme- plus Infrarotdetektor. Angenommen,
dieser versagt in 1% der Félle, welches ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide Detektoren versa-
gen? Sie ist nicht notwendigerweise 1% mal 0.1% = 10~°. Es konnte sein, daf8 beide Detektoren
von demselben Rechner ausgelesen werden, und deshalb nicht unabhingig sind, oder dafi die
Person schlift, welche den Alarm iiberwachen sollte.

Die harmlos aussehende Gleichung (@.I) kann zu nichttrivialen Einsichten fiihren. Sie kann
zum Beispiel einen wissenschaftlichen Anstrich fiir Murphy’s Gesetz liefern, welches lautet:
Alles was schiefgehen kann, geht auch schief.ﬁ Da es im allgemeinen viel mehr Moglichkeiten gibt,
etwas falsch als es richtig zu machen, ist die Zahl der giinstigen Moglichkeiten fiir Katastro-
phen grofier als fiir die andere Alternative, und deshalb wird man 6fter MifSerfolg als Erfolg
antreffen. Ein Beispiel ist das Anstehen in einer Schlange. Jeder weif3, dafd die anderen Schlan-
gen schneller vorankommen als die eigene. Falls es zum Beispiel fiinf Schlangen gibt, so ist die

3 urspriingliche Formulierung: Falls man etwas auf zwei oder mehr Wegen machen kann, und einer davon fiihrt
zu einer Katastrophe, so wird jemand diesen Weg beschreiten.
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Wahrscheinlichkeit, daff wenigstens eine davon schneller ist als die eigene, 80% (eine der fiinf
Schlangen mufs die schnellste sein; die Chance, nicht in dieser zu sein, ist 1 — 1/5).
Nichtbeachtung von Gleichung @.I) kann zu Beweisen fiir Astrologie, Hexerei oder was weif3
ich fiihren: Ein Mann, dessen Horoskop einen Lotteriegewinn fiir ndchste Woche voraussagte,
gewinnt tatsdchlich. Zu unwahrscheinlich, um durch Zufall erkldrt zu werden? Nicht notwen-
digerweise. Die Wahrscheinlichkeit eines Lotteriegewinns mag ja sehr klein sein, um jedoch die
Zahl der giinstigen Fille zu erhalten, mufs man diese kleine Zahl mit der Zahl der moglichen
Félle multiplizieren. Dies ist die Zahl der Personen, die Lotterie spielen und an Astrologie glau-
ben, und das konnen viele Millionen sein, so daf$ das Produkt einer sehr kleinen und einer sehr
grofien Zahl sehr wohl eins oder grofier sein kann. Dieser eine Fall geht durch die Presse, aber
die 1 000 000 Fehlschldge sind nicht so medienwirksam und werden nicht beachtet.

Eine Sammlung interessanter, iiberraschender Einsichten in statistische Phdnomene aus dem
taglichen Leben findet man bei [44].

4.3 Verteilungen
4.3.1 Grundbegriffe

Eine Zufallsvariable kann aufgrund statistisch unkontrollierter Einfliisse eine Reihe verschiede-
ner Werte annehmen. Man unterscheidet diskrete Zufallsvariable und kontinuierliche Zufallsvaria-
ble.

Diskrete Zufallsvariable. Sie wird mit 7; bezeichnet und kann nur endlich viele verschiedene
Werte annehmen, die durch eine Folge ganzer Zahlen indiziert werden kénnen, i = a,...b (a
und b sind die Kleinst- und GrofStwerte von 7). Die Wahrscheinlichkeit, daf$ bei einer Beobach-
tung oder Messung der Wert r; fiir die Zufallsvariable auftritt, wird mit P(r;) bezeichnet. Als
Wahrscheinlichkeit ist P(7;) eine Zahl zwischen 0 und 1. Summiert man die Wahrscheinlichkei-
ten aller moglichen Félle, so mufs sich 1 ergeben,

b
P (}’Z‘) =1.
i=a
04+t
03¢t
027
0.1
ﬂ ﬂ Abbildung 4.1: Verteilung einer diskreten Zufalls-
0 a b r variablen r zwischen den Grenzen a und b.

Ein wichtiger Begriff ist der Mittelwert einer diskreten Zufallsvariablen. Der Mittelwert (r) der
diskreten Zufallsvariablen r ist definiert als

b
(r) = Z ri-P(r) .
i=a
Im Beispiel eines Rouletterads sind die Zufallsvariablen die Zahlen von 0 bis 36, auf welche die

Kugel fallen kann. Thre Wahrscheinlichkeiten sollten alle gleich sein, P(r;) = 1/37 fiirallei =
0,1,...36.
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Kontinuierliche Zufallsvariable. Sie konnen ein Kontinuum von Werten annehmen. Typi-
scherweise sind sie das Resultat einer Messung oder einer Beobachtung. Sie konnen durch eine
reelle Zahl x bezeichnet werden. Als Beispiel kann eine Temperaturmessung oder eine Mes-
sung der Korpergrofie dienen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine solche Messung der Grofse x
einen Wert a < x < b ergibt, wird bezeichnet als

P(agxgb):/abf(x)dx,

wobei f(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Variablen x ist; dies ist in Abbildung 4.2] gezeigt.
Eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist nichtnegativ und mufS auf 1 normiert sein,

f(x) >0 und /j:of(x)dle.

f(x)
Abbildung 4.2: Verteilung einer kontinuier-
lichen Zufallsvariablen x. Die graue Fldche
x  entspricht der Wahrscheinlichkeit P(a <
a b x < b).

Der Mittelwert der Zufallsvariablen x ist definiert als

(x) = / xf(x)dx. (4.8)
Physiker haben die (schlechte) Angewohnheit, Wahrscheinlichkeitsdichten als Wahrscheinlich-
keitsverteilungen oder Verteilungsfunktionen zu bezeichnen. Diese Namen sind jedoch fiir

die integrierte Wahrscheinlichkeitsdichte reserviert. Die (integrierte) Verteilungsfunktion (Wahr-
scheinlichkeitsverteilung) F(x) ist definiert als

p(x):/;f(xf)dx' mit F(—co) =0 und F(4oc0)=1.

F(xp) ist die Wahrscheinlichkeit, daf8 x < x ist. Offensichtlich sind f(x) und F(x) durch die
Beziehung

verkniipft.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ist keine Wahrscheinlichkeit! Dagegen geht die Groge f(x) Ax
in der Tat gegen die Wahrscheinlichkeit, dafy x zwischen x und x 4 Ax ist fiir Ax — 0. Hieraus
ist auch ersichtlich, daf8 die Wahrscheinlichkeit dafiir gleich null ist, dafs x einen prazisen
(Ax = 0) vorher festgelegten Wert hat.



64 KAPITEL 4. STATISTIK

4.3.2 Erwartungswerte und Momente

Erwartungswerte. Ein wichtiger Parameter, der eine Wahrscheinlichkeitsdichte charakterisiert,
ist der Erwartungswert der Funktion i(x). Er ist definiert als

EfH] = / " (0 f(x) dx.

—0o0

Ein wichtiger Spezialfall ist der Erwartungswert von x

Ex] = /jo xf(x)dx, (4.9)

der offensichtlich identisch mit dem Mittelwert (x) ist und die Eigenschaft E [ax] = (ax) = a(x)
hat. Der Erwartungswert ist per definitionem ein linearer Operator:

Ela-g(x)+0b-h(x)]=a-E[g(x)]+b-Eh(x)] .

Momente. Die Erwartungswerte von x" und von (x — (x))" werden n-te algebraische Momente
n und n-te zentrale Momente y,, genannt. Der Erwartungswert von x, oder Mittelwert i von x,
ist gleich dem ersten algebraischen Moment y,

p=m=E[]=(x) und pj=E[x—(x)]=0.
Varianz und Standardabweichung. Das zweite zentrale Moment y/ ist ein Ma8 fiir die Breite
einer Wahrscheinlichkeitsdichte, man nennt es Varianz V [x], und seine Definition ist also
—+o0
VI =E[(x— ()% = [ (r— () f()dx. (4.10)

Fiir die Berechnung der Varianz sind die folgenden Formeln niitzlich:
Vx]=E[¥*] —(x)* V[ax]=E[e*(x—(x))*] =a* V[x]. (4.11)

Beweis:

Vx| =E {(x - <x>)2] = E [(x* = 2x(x) + (x)?)]
= E [¥?] —2E[x] (x) + (x)? = E [x*] — (E[x])* = E [¢*] — (x)?.

Die Varianz ist per definitionem positiv und wird auch mit ¢? bezeichnet; die Grofe ¢ heif3t
Standardabweichung. Physiker nennen ¢ oft den Fehler,

c=1/V[x] oder VI[x]=c>

Der Wert von ¢ ist ein Mafs fiir die Grof3e der statistischen Schwankungen der Zufallsvariablen
um den Mittelwert.

Hohere Momente. Einige der anderen Momente oder ihre Funktionen haben ebenfalls spezi-
elle Namen. Die Schiefe ist definiert als die dimensionslose Groe 1 = p3/u3; sie ist null fiir
symmetrische und positiv oder negativ fiir unsymmetrische Wahrscheinlichkeitsdichten.

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist eindeutig definiert durch alle ihre Momente.

Beweis: Man betrachtet zwei Wahrscheinlichkeitsdichten f; (x) und f>(x). Man entwickelt ihre
Differenz in eine Potenzreihe:

fi(x) = fa(x) = co+cix+oxt+ ... .
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und bildet die positive Grofe

[ (@) = @) dx = [ ()~ £@) (o +ax+ e +..)dx = 0.
Mit der Definition fiir die Momente wird das zweite Integral

co(1=1) +e1(pa(1) — pa(2)) + c2(p2(1) — p2(2)) +... 20,

wobei die Argumente 1,2 der Momente p, sich jeweils auf die Wahrscheinlichkeitsdichten
fi(x) und f>(x) beziehen. Falls nun die beiden Wahrscheinlichkeitsdichten identische Mo-
mente haben, also p,(1) = u,(2), dann ist das letzte Integral null. Da der Integrand von
J(fi(x) = f2(x))? dx iiberall > 0 ist, folgt da88 f1(x) = fo(x) sein mu8.

Momente fiir diskrete Zufallsvariable. Sie sind analog wie fiir die kontinuierlichen Variablen
definiert, nur daf$ die Integrale durch die entsprechenden Summen ersetzt sind.

4.3.3 Charakterisierung von Wahrscheinlichkeitsdichten

Viele Wahrscheinlichkeitsdichten haben ein ausgepragtes Maximum und konnen gekennzeich-
net werden durch einen Lokalisierungsparameter, der angibt, wo die Verteilung hauptsachlich ist
(zum Beispiel Mittelwert, Gleichung (4.9)), und durch einen Dispersionsparameter, der die Breite
angibt (zum Beispiel Standardabweichung und Varianz, Gleichung (4.10)). Weitere niitzliche
Groflen sind folgende:

Median. Der Median x5 ist neben dem Mittelwert ein niitzlicher Lokalisierungsparameter einer
Verteilung. Die Definition

/j:s f(x)dx =05

bedeutet, daf$ ein zuféllig gewéahlter Wert von x mit gleicher Wahrscheinlichkeit oberhalb bzw.
unterhalb des Medians x5 liegt. So ldfst sich zum Beispiel die Lange des Physikstudiums an
der Universitdt Hamburg am besten durch den Median charakterisieren, welcher in diesem
Fall 12 Semester betradgt, d.h. 50% der Studenten schliefSen ihr Studium bis zum 12. Semester
ab. Der Mittelwert wiirde in diesem Fall ein verzerrtes Bild liefern, da einige Studenten mehr
als 50 Semester haben, und diese wiirden die Mittelwertbildung stark beeinflussen.

Wahrscheinlichster Wert. Der wahrscheinlichste Wert x,, ist derjenige x-Wert, bei dem die
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ihr Maximum hat.

Quadratischer Mittelwert (rms). Der quadratische Mittelwert, (root-mean-square-Wert) ist die
Wurzel des Erwartungswertes des Quadrats der Zufallsvariablen (vgl. Gleichung (@.11))

Xoms = /E [x2) = /V [x] + (x)2.

Im Falle eines verschwindenden Mittelwertes ist der rms-Wert gleich der Quadratwurzel aus
der Varianz.
FWHM. Die volle Breite einer Verteilung auf halber Hohe des Maximums (full-width-half-maximum)

148t sich leicht aus Verteilungen abschétzen. Fiir eine Gauf-Verteilung ist FWHM = 20v/2In2 =
2.35450.

Beispiel 4.6 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung eines idealen Gases.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des Betrags der Geschwindigkeit v der Molekiile in einem idea-
len Gas bei der absoluten Temperatur T ist

f(v) =N- (m/ZNkT)%exp(—mUZ/ZkT) Amo?;
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dabei ist m die Molekiilmasse und k die Boltzmann-Konstante. Der wahrscheinlichste Wert der
Geschwindigkeit, der von den Parametern m und T abhéngt, betragt

Om = (2kT /m)'/? (wahrscheinlichster Wert) .

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist in Abbildung[4.3als Funktion der normierten Geschwindig-
keit v/v,, dargestellt. Die charakteristischen Parameter der Verteilung

(v) = (8kT/mm)/2 =1.128-v,,  (Mittelwert)
vo5 = 1.098 - vy (Median)
Orms = (3KT/m)V/? =1.225 -0, (rms)
sind in der Abbildung eingezeichnet.

f(v/vm) 00.5' ‘ Urms

0.8
0.6 7
0.4 !
0.2 7

0 L~ U/ Um

0 1 2

Abbildung 4.3: Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung eines idealen Ga-
ses als Funktion von v/v,, (v,, = wahrscheinlichster Wert der Geschwin-
digkeit v). Der Mittelwert (v), der rms-Wert vy, und der Median vy 5 sind
markiert.

4.4 Spezielle diskrete Verteilungen
4.4.1 Kombinatorik

Fiir r verschiedene Objekte gibt es 1-2---(r — 1) - r = r! verschiedene Moglichkeiten, die
Objekte in einer Reihe anzuordnen (0! = 1! = 1). Die Zahl von Moglichkeiten, r Objekte aus
n verschiedenen Objekten auszuwéhlen, wobei es auf die Reihenfolge der Auswahl ankommt,
ist

n!
(n—r)t"
Falls es auf die Reihenfolge der Auswahl nicht ankommt, muf§ die obenstehende Zahl durch 7!
dividiert werden, und man erhélt

Diese ganzen Zahlen heiflen Binomialkoeffizienten. Fiir numerische Rechnungen sollte man
den letztgenannten Ausdruck verwenden. Die Binomialkoeffizienten erscheinen im Binomi-
altheorem

() =Y <’:> prat (4.12)

r=0

PP=nn—-1)(n—-2)---(n—r+1)=

n
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Fakultit und Gammafunktion. Die Fakultit n! einer positiven ganzen Zahl n ist das Produkt
1-2---(n—1)-n; sie hat die Eigenschaft n! = n - (n —1)! (mit 0! = 1). Fir groBe n gilt als
Néherung die Stirlingsche Formel

Inn! =~ <n + %) Inn —n+Inv2r.
Die Fakultit kann fiir nicht ganzzahlige Werte des Arguments verallgemeinert werden durch
x! = / we "du.
0
Die Stirlingsche Formel gilt auch fiir nicht ganzzahlige Werte.

Die Gammafunktion I'(x) ist definiert durch I'(x + 1) = x! . Sie hat die Eigenschaft I'(x + 1) =
xT'(x). Einige Werte fiir die Gammafunktion sind

x | -1/2 0 1/2 1 3/2 2 5/2 3 7/2 4
T(x)| -2y oo Vm 1 Jm/2 1 3y/m/4 2 15,/7/8 6

Nitzliche Formeln sind

I'(x+1)
x

I'(x) = I'(x)=(x-1T'(x-1).
In numerischen Rechnungen ist es oft vorteilhaft, In T'(x) zu wihlen statt T'(x), um eine Uberschreitung
des Zahlenbereichs zu vermeiden.

Beispiel 4.7 Permutationen und Kombinationen.

Man betrachtet den Fall von r = 3 Objekten, die aus n = 5 verschiedenen Objekten ausgewdhlt
werden: Dazu gibt es (3) = 10 Kombinationen. Es gibt r! = 6 Moglichkeiten, die drei Objekte in
einer verschiedenen Reihenfolge anzuordnen. Falls zum Beispiel in einem Quiz der Gewinner
drei Dinge aus einer Menge von insgesamt fiinf auswéhlen darf, so hat er dabei (g) =10
verschiedene Moglichkeiten.

4.4.2 Binomialverteilung

Falls die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Ereignisses p ist, so ist die Wahrscheinlich-
keit, daf’ es bei n Versuchen genau r mal auftritt, gegeben durch die Binomialverteilung

P(r) = <’:> PA—p)""  r=0,1,2...n|. (4.13)

Dies ist leicht zu sehen: Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Ereignis in jedem der r ersten Ver-
suche auftritt und nicht in den n — r letzten, ist p"(1 — p)"~7; diese Reihenfolge ist nur eine
von insgesamt (") = n!/ (r!(n — r)!) moglichen. Beispiele von Binomialverteilungen sind in
Abbildung ?? zu sehen.

Es ist leicht zu sehen, dal P(r) korrekt auf 1 normiert ist. Dazu betrachtet man den Spezialfall
g = 1 — p von Gleichung (4.12) :

(pra-pr=r=1=1 (Nya-p =L r0).

r=0
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Der Mittelwert von r ist

(ry =E[r] = ;)rP(r) =np. (4.14)
Die Varianz V [r] = o“ ist
ViI= 10— () P0) = np(1 - p). @15)

Beweis: Man geht aus von der Binomialentwicklung

f(t) = (pt+q)" Zptr” <>

und differenziert nach dem Parameter ¢

d n— 3 Tyt — n—r n
d—{:nP(PHq) t=Y 't <>

r=0 r

Fiir t = 1 und mit p + g = 1 erhélt man

=Yy (7) = L) =

Die Varianz erhilt man in dhnlicher Weise:

d2

d—t{—np (n—1)(pt+q)" Zr 1] zp’q” ,(n)
und, wieder fiir t =lund mitp +g =1

n(n— 1);92 = ZrZP(r) —(r),

woraus man den Ausdruck fiir die Varianz Gleichung (4.15) erhilt, wenn man die Gleichun-

gen (4.14) und (4.11) benutzt.
Beispiel 4.8 Wiirfel.

Wie grofS ist die Wahrscheinlichkeit, mit n = 6 Wiirfen eines Wiirfels genau null mal die 6,
genau zweimal die 6, und mindestens einmal die 6 zu erhalten? Fiir einen korrekten Wiirfel ist
=1/6und

P(=1) = (1-P(0)
Beispiel 4.9 Werfen einer Miinze.

Beim Werfen einer Miinze gibt es die beiden Moglichkeiten Kopf und Wappen. Die untenstehen-
de Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeit fiir » mal Kopf in n = 5 Wiirfen, fiir zwei verschiedene
Werte der Wahrscheinlichkeit p fiir Kopf, p = 0.5 und p = 0.6.
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r= 0 1 2 3 4 5
p=05|P(r)= 1/32 5/32 10/32 10/32 5/32 1/32
3.13 1563 3123 3123 1563 313 in%
p=06|P(r)= 102 768 23.04 3456 2592 778 in%

Fiir p = 0.5 ist die Verteilung symmetrisch. Die kleine Anderung von p = 0.5 zu p = 0.6 hat
einen grofien Einflufl auf die Wahrscheinlichkeit, besonders grofle oder kleine Werte von r zu
erhalten.

Beispiel 4.10 Wie viele Versuche sind notwendig?

Wie viele Versuche n sind notwendig, um mit einer Wahrscheinlichkeit von & = 90% min-
destens ein Ereignis zu erhalten, wenn p = 0.5 ist? Der Wert von n mufs die Ungleichung
P(r > 1) > w erfiillen. Dies kann geschrieben werden als P(r > 1) =1 — P(0) > a und

P(0)=(1-p)"<1—a  oder ”2%

Fiir die gegebenen Zahlen p = 0.5 und &« = 0.9 erhdlt man das numerische Resultat n >
In0.1/In0.5 = 3.32, d.h. n = 4 Versuche sind notwendig.

4.4.3 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung gibt die Wahrscheinlichkeit an, genau r Ereignisse zu erhalten, wenn die
Zahl n der Versuche sehr grofs und die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Ereignisses
p in einem einzigen Versuch sehr klein ist, mit einem endlichen Mittelwert (r) = u = np.
Die Poisson-Verteilung kann als Grenzwert der Binomialverteilung abgeleitet werden (siehe
Beispiel und hat nur einen Parameter, ndmlich den Mittelwert y. Die Poisson-Verteilung
ist gegeben durch

r=20,1,2,...1].

Ausgehend von P(0) = e * konnen weitere Werte mit der Rekursionsformel
P(r+1)=P(r)-u/(r+1)

berechnet werden. Es ist leicht zu sehen, dafd die Poisson-Verteilung korrekt auf 1 normiert ist,

00 r

Y P(r)y=et) V—' =etett =1,

r=0 r=0 r
Der Mittelwert der Poisson-Verteilung ist (r) = .
Beweis:

X T Hy X pTH
E[r]:ZrTy:Zr r!y

) 6771]/[ o efy‘urfl o efy‘us
MY TR T L M
(r—1)'r (r—1)! = sl

Der Ausdruck fiir die Varianz kann folgendermafien abgeleitet werden: Aus V [r] = np(1 — p)
fiir die Binomialverteilung Gleichung (@.15) erhélt man, mitp — 0, V [r] = np = u:

Virl=c*=E[(r—p)?] =u. (4.16)
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Die Poisson-Verteilung tritt in vielen Féllen auf, in denen man Dinge oder Ereignisse zdhlt,
wie zum Beispiel die Zahl von Kernreaktionen oder von Teilchen-Zerfillen oder die Zahl der
gefangenen Fische in einem Angelwettbewerb. Beispiele von Poisson-Verteilungen sind in Ab-
bildung 4.4 zu sehen. Ein niitzliche Tabelle mit Konfidenzgrenzen der Poisson-Verteilung ist
Tabelle 6.1.

0.6r 7 (a) j (b)
oaf || *=% p=2
0.2 I

0 1 I H H 1o

M (c) (d)
03 w=1 p—4
0.2
0.1 H i 1 H H H H Abbildung 4.4: Poisson-Verteilungen mit den Mittel-
(1P Do i _ _ _
090" 22 0 2 4 6 8 10 werteny =05,y =1,y =2und p = 4.

Beispiel 4.11 Ableitung der Poisson-Verteilung aus der Binomialverteilung.

Die Binomialverteilung ist

Py = ()ra-pr

r

mit einem Mittelwert y = np. Man ersetzt p durch y/n und erhélt

P(r) = nmn—1)---(n—r+1) (E)7<1_%)n*r

7!

n’ r!

n

n(n—l)---(n—r+1)y’< y>n—f
und durch Umordnen erhilt man

=5 (-3) (-2)- (-5 4]

Man erhoht die Zahl n und erniedrigt p, wobei man das Produkt ¢ = pn konstant hélt. In der
Grenze n — oo wird der eine Faktor in der Klammer

lim(1—pu/n)"=e",

n—00

und der andere Faktor wird 1, und so erhélt man die Poisson-Verteilung

lim P(r) = P,

n—00 r!

Beispiel 4.12 Alternative Ableitung der Poisson-Verteilung.

Falls A die mittlere Rate fiir das Auftreten eines Ereignisses ist, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten eines einzelnen Ereignisses in dem kleinen Zeitintervall 6t gegeben durch A 4t,
also proportional zur Lange des Zeitintervalls,

Wahrscheinlichkeit (ein Ereignis in (t,t + J)) = Aot + 0(dt) .



4.4. SPEZIELLE DISKRETE VERTEILUNGEN 71

Die Wahrscheinlichkeit fiir kein Ereignis (r = 0) im Intervall (¢, t + Jt), falls kein Ereignis im
Intervall (0, t) ist, ist

Po(t-i-(St) = Po(t) (1 —)\(5t+0((5t))
Po(t+ 6t) — Po(t) o(6t)
ot ot

= —AP(t) +

In der Grenze 6t — 0 ist die linke Seite die Ableitung von Py(t) nach der Zeit ¢, und die Glei-
chung wird eine Differentialgleichung fiir Py(f) mit der Losung

Py(t) = exp(—At) .

Dies ist die Poisson-Wahrscheinlichkeit fiir » = 0 Ereignisse, bei einem Mittelwert = At. Fiir
r = 1 kann das Ereignis entweder im Intervall (0, ) oder im Intervall (¢, t + Jt) liegen:

Py(t+6t) = Pi(t) (1 = Adt +0(6t)) + Po(t) (Aot +0(dt))
Nach einer Umformung erhélt man in der Grenze 6t — 0 die Differentialgleichung

dPy(t)
dt

= —APi(t) +Ae ™ mitder Losung Py(t) = Ate M.

Im allgemeinen Fall (r > 1) gilt die Differentialgleichung

dP,(t)
dt

. " At
= —AP,(t) + AP,_1(t) mitder Losung P, (t) = ( r!) e M.

Dies ist die Poisson-Verteilung mit Mittelwert u = At.
Beispiel 4.13 Tod durch Pferdetritte in der preufiischen Armee.

Diese Geschichte kann man in vielen alten Statistikbiichern lesen. In der preufsischen Armee
wurde fiir jedes Jahr die Zahl der todlichen Unfélle durch Huftritte registriert, und zwar fiir 10
Armeecorps tiber 20 Jahre (also insgesamt 200 Zahlen). Diese sind in der Tabelle aufgefiihrt.

Zahl der Todesfiller | 0 1 2 3 4 5 6 Summe
Zahl der Corps-Jahre

mit  Todesfillen 109 65 22 3 1 0 0 200
Erwartete Zahl 108.7 663 202 41 0.6 0.07 0.01

Die Gesamtzahl von Todesfallenist1-65+2-22 +3-3 +4 =122, und die mittlere Zahl von To-
ten pro Corps und pro Jahr ist 122/200=0.61. Die nach einer Poisson-Verteilung mit Mittelwert
= 0.61 erwartete Zahl von Fillen ist ebenfalls in der Tabelle zu sehen. Die Ubereinstimmung
zwischen den erwarteten und den beobachteten Zahlen ist sehr gut — eigentlich zu gut.

Beispiel 4.14 Druckfehler.

Ein Buch von 500 Seiten enthélt 50 Druckfehler. Angenommen, die Druckfehler sind zuféllig
tiber das Buch verteilt, welches ist die Wahrscheinlichkeit, dafs auf einer bestimmten Seite ge-
nau null, einer oder zwei Druckfehler sind? Antwort: 1 = 50/500 = 0.1= mittlere Zahl von Feh-
lern/Seite, und P(0) = e %! = 90.5%, P(1) = 0.1-¢~%! =9.05%, P(2) = 0.01e %!/2 = 0.45%.

Transformation Poisson-verteilter Daten auf einheitliche Varianz. In Histogrammen folgt die
Zahl der Eintrdge in jedem Intervall oft einer Poisson-Verteilung. Falls die Zahlen der Eintrage
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in den einzelnen Intervallen stark unterschiedlich sind, kann man die Genauigkeit der einzel-
nen Datenwerte nicht leicht auf einen Blick einschitzen, weil sie alle verschiedene Varianzen
haben. Die folgende Formel transformiert die Zahl der Eintrédge in jedem Intervall r; zu neuen
Variablen y;, welche alle ungefidhr dieselbe Varianz von 1 haben:

yi=2-4/r; oderauch vy; = /ri+\ri+1.

Dies sieht man leicht durch Anwendung von Gleichung (.51)). Die letztere Transformation hat
eine Varianz von 1.0 (£6%) fiir alle Argumente r; > 1.

4.5 Spezielle Wahrscheinlichkeitsdichten
4.5.1 Gleichverteilung

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist konstant zwischen den Grenzen x =aund x = b

1
f(x) =qb—a 1sx<t (4.17)

0 auflerhalb .

Sie ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Mittelwert und Varianz sind

B _a+b o, (b= a)?
1
b—a
Abbildung 4.5: Die Gleichverteilung mit
0 konstanter Dichte zwischen den Grenzen a
a b und b.

Die Gleichverteilung wird oft U(a, b) geschrieben. Besonders wichtig ist die Verteilung U(0, 1)
mit den Grenzen 0 und 1, die eine Varianz 1/12 (Standardabweichung o = 1/ v/12) hat.

4.5.2 Normalverteilung

Die Normal- oder Gauﬂ—Verteilung@ ist die wichtigste Wahrscheinlichkeitsdichte wegen ihrer
grofien Bedeutung in der Praxis (siehe Kapitel 4.6.3). Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist

Gy s
f(x) = \/Eae 207 x € (—00,00)]. (4.18)

Die Abbildung [4.6] zeigt eine Seite aus der Originalarbeit von Gauff “Motus Corporum Coele-
stium”, wo er die Gauf3-Funktion einfiihrt.

Die Normalverteilung wird von zwei Parametern bestimmt, » und ¢. Durch direkte Rechnung
zeigt man, daf u = E [x]| der Mittelwert ist und ¢ = /V [x] die Standardabweichung. Die

“Korrekt: GaufS'sche Wahrscheinlichkeitsdichte; dem allgemeinen Brauch folgend wird sie hier auch als Gauf-
Verteilung bezeichnet.
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DETERMINATIO ORBITAE EX OBSERVATIONIBUS QUOTCUNQUE. 238

+kAA 4 Const., sive designando basin logarithmorum hyperbolicorum per e,
supponendoque Const. = logx,

oA = xetFAA

Porro facile perspicitur, k& necessario negativam esse debere, quo Q revera fieri
possit maximum, quamobrem statuemus 4k = —~hk; et quum per theorema

elegans primo ab ill. Larrace inventum, integrale [ e PRAAGA 4 A= —o0
usque ad A = + co, fiat = ‘% (denotando per = semicircumferentiam cir-

culi cuius radius 1), functic nostra fiet

k e—hhAA

‘PA:;/;

178.

Functio modo eruta omni quidém rigore errorum probabilitates exprimere
certo non potest: quum enim errores possibiles semper limitibus certis coérceantur,
errorum malorum probabilitas semper evadere deberet — 0, dum formula nostra
semper valorem finitum exhibet. Attamen hic defectus, quo omnis functio ana-~
Iytica natura sua laborare debet, ad omnes usus practicos nullius momenti est,
quum valor functionis nostrae tam rapide decrescat, quamprimum %A valorem
considerabilem acquisivit, ut tuto ipsi 0 aequivalens cens>ri possit. Praeterea
ipsos errorum limites absoluto rigore assignare, rei natura numquam permittet.

Ceterum constans % tamquam mensura praecisionis observationum conside-
rari poterit. Si enim probabilitas erroris A in aliquo observationum systemate

per Vh:e“hhAA , 1n alio vero systemate observationum magis minusve exacta-
rum per

[y . o g . .
g A exprimi concipitur, exspectatio, in observatione aliqua e
ks

systemate priori errorem inter limites —@ et -8 continerl, exprimetur per inte-
L4
V= e P o \,
spectatio, errorem alicuius observationis e systemate posteriori limites —& et +-&
(- .

——e WA A 2 A = —3 usque ad

non egredi, exprimetur per integrale f %
A = 43" extensum: ambo autem integralia manifesto aequalia fiunt, quoties

grale e MABGA 4 A= —3 usque ad A = -3 sumtum, et perinde ex-

habetur %6 =/%%. Quodsi igitur e. g. #'= 2k, aeque facile in systemate priori
error duplex committi poterit, ac simplex in posteriori, in quo casu observationi-
bus posterioribus secundum vulgarem loquendi morem praecisio duplex tribuitur.

G. TH. M. 30

73

Abbildung 4.6: Einfithrung der Gaufs-Funktion in der Originalarbeit von Gaufs: THEORIA MO-
TUS CORPORUM COELESTIUM in SECTIONIBUS CONICIS SOLEM AMBIENTIUM, Auctore CAROLO

FRIDERICO GAUSS, Hamburgi sumtibus Frid. Perthes et ].H.Besser (1809).
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Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Gauf-Verteilung wird mit N(u,0?) bezeichnet. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte mit Mittelwert 4 = 0 und ¢? = 1 heifit standardisierte Gauf-Verteilung, ab-
gekiirzt N(0,1). Diese Wahrscheinlichkeitsdichte mit ¢ = 1 und p = 0 ist in Abbildung[4.7] ge-
zeigt. Die Gauf3-Verteilung kann hergeleitet werden als Grenzfall der Binomialverteilung (Bei-
spiel A.16)) fiir grole Werte von 1 und r, und auf dhnliche Weise auch als Grenzfall der Poisson-
Verteilung fiir grofie Werte von . Wenn man iiber die Gauf3-Verteilung integriert, erhélt man

01k

P

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 4.7: Die standardisierte Gauf3-Verteilung (Mittelwert
# = 0 und Standardabweichung ¢ = 1). Die graue Fldche zeigt
die Wahrscheinlichkeit fiir |[x — | > 107 sie entspricht einer Wahr-
scheinlichkeit von 31.74 %.

die Wahrscheinlichkeit, daf3

|x —pu| >0  (xauBerhalb +1c) ist: 31.74%
|x —p| > 20 (xauBerhalb +20) ist: 4.55%
|x —u| > 30 (xauBerhalb +3¢) ist: 0.27%.

Die Abbildung 4.8 zeigt diesen Zusammenhang. Es wird oft vergessen, da8 im Mittel rund
32% der Félle auflerhalb einer Standardabweichung liegen miissen. Falls also fast keine, d.h. viel
weniger als 32% der Félle auflerhalb einer Standardabweichung liegen, so ist das verdéachtig.

Beispiel 4.15 Vollmond und Verkehrsunfille.

Passieren mehr Verkehrsunfille an Tagen mit Vollmond? Um das zu ergriinden, wird die Zahl
der Unfélle in vielen deutschen Stddten verglichen, und man findet, dafd in Hamburg die mitt-
lere Zahl von Unféllen an Tagen mit Vollmond 10.0 mit einer Standardabweichung von 1.0 ist,
und an den anderen Tagen ist sie 7.0 mit vernachlédssigbar kleinem Fehler. Dies scheint ein sehr
signifikanter Effekt (3c) und erscheint in den Zeitungen, da die Wahrscheinlichkeit kleiner als
0.14% ist, dafl man diese Zahl von Unfillen oder eine noch grofiere Zahl durch Zufall erhalt.
Aber dies hat in Wirklichkeit nichts zu bedeuten. Falls man zum Beispiel 200 Stadte getestet
hat, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine Stadt oder mehrere rein statistisch um mehr als
3 Standardabweichungen vom Mittelwert nach oben abweichen, nach der Tabelle 4.1 gleich
1 —0.9987200 — 0.23, und diese Wahrscheinlichkeit ist nicht klein.

Volle Breite auf halber Hohe (FWHM). Dieser Begriff ist oft niitzlich, um auf einfache Weise
die Standardabweichung einer Gaufskurve zu schétzen. Die Verbindung zwischen FWHM und
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Abbildung 4.8: Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung von
mehr als » Standardabweichungen nach oben oder unten bei ei-
ner Gaufi-Verteilung, aufgetragen gegen die Anzahl r der Stan-
dardabweichungen.

o ist

FWHM = 20v2In2 = 23550 .

Integrierte Gau$funktion. Sie wird mit ®(x) bezeichnet,

— 1 ! —(t—p)?/20?
d(x) Nor /_ e dt.
Tabelle [4.1] zeigt die integrierte Verteilungsfunktion ®(x) fiir die standardisierte Gauf3-Wahr-
scheinlichkeitsdichte, d.h. fiir 4 = 0 und o = 1. Falls die Wahrscheinlichkeitsdichte nicht stan-
dardisiert ist und x,; der Argumentwert ist, mufl man die Tabelle beim Wert (x,; — u) /0 be-
nutzen. Die integrierte Verteilungsfunktion kann durch die Gaufl’sche Fehlerfunktion erf(x)
ausgedriickt werden,

erf(x) = %/0 et dt .

mit erf(0) = 0 und erf(co) = 1. Die integrierte Verteilungsfunktion ist dann

O(x) = % (1 +erf <x\;§g)>> . (4.19)
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[ z [ 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 |

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319  0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714  0.5753
0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
03 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844  0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 07257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517  0.7549
0.7 | 07580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106  0.8133
09 | 0.8159 0.818 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599  0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997  0.9015
1.3 | 09032 09049 0.9066 09082 0.9099 09115 09131 09147 09162 09177
1.4 ] 09192 09207 09222 09236 0.9251 09265 09279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 | 09332 09345 0.9357 09370 0.9382 0.9394 09406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 09452 09463 0.9474 09484 09495 09505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 09554 09564 0.9573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 09641 09649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 0.9761 0.9767
20 | 09772 09778 09783 0.9788 09793 0.9798 09803 0.9808 09812 0.9817
2.1 | 09821 09826 09830 0.9834 09838 0.9842 0.9846 09850 0.9854 0.9857
22 | 09861 09864 09868 0.9871 09875 0.9878 09881 0.9884 0.9887  0.9890
23 | 09893 0989 0.9898 0.9901 09904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24 | 09918 09920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 09931 0.9932 09934 0.9936
2.5 1 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 09945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 09953 09955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 ] 09965 09966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 09971 0.9972 09973 0.9974
2.8 | 09974 09975 09976 0.9977 09977 09978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
29 ] 09981 09982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 09985 0.9985 09986 0.9986
3.0 | 09987 09987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 1 09990 09991 09991 0.9991 09992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 09993 09993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 09994 0.9995 09995 0.9995
33 ] 09995 09995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
34 | 09997 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09997 0.9997 09997 0.9998

Tabelle 4.1: Tabelle der integrierten standardisierten GauB3-Verteilung F(z) = \/% [ e~ ¥/2dx.

Die Fehlerfunktion ist auf den meisten Rechnersystemen vorhanden. Eine Ndherung fiir grosse
Werte von x ist

.2
ex

1—erf(x) =~ EP

SN

Beispiel 4.16 Die Gaufs-Verteilung als Grenzfall der Binomialverteilung fiir sehr grofse n.

Die Binomialverteilung wird um ihren Maximalwert entwickelt, der nahe ihrem Mittelwert
(ry =n-pist

r o n—r n!
InP(r) = 1n<p -q ﬁ)

n—r)!
= rinp+(n—r)Ing+Inn! —Inr! —In(n —r)!.

Fiir grofse Werte von n kann das Maximum mit Stirlings Formel berechnet werden

din P(r)

P =0~Inp—Ing—Inr+In(n—r)

(mit der Ndherung dIn x!/dx =~ In x , und deshalb 7y, = np = (r)).
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Entwicklung um (r) = np:

InP(r) = In P((r)) + (r — () D00

1 , d*InP(r)
+E(7’ — <1’>) . T|y:<r> + ...

Der lineare Term verschwindet, weil im Maximum die erste Ableitung null ist. Die zweite Ab-
leitung ist —1/(npg) = —1/(np(1 — p)). Daraus folgt

P(r) = konst - e~ =)/ @np(1=p))

Dies hat die Form einer Gau8-Verteilung mit Mittelwert 4 = (r) und 0> = np(1 — p) (siehe
Gleichung (@.15)). Da die Poisson-Verteilung ein Grenzfall der Binomialverteilung fiir grofle
Werte von n ist, kann sie ebenfalls mit einer Gauf3-Verteilung fiir grofse Werte von y angenahert
werden. Beispiele hierfiir sind in Abbildung 4.9 und Abbildung zu sehen. Der Vergleich
zeigt, dafs fiir nicht zu kleine Werte (¢ > 10) die Gaufs-Verteilung eine gute Ndherung an die
Poisson-Verteilung ist, aufler weit auflerhalb des Maximum:s.

03}
02} z/ﬁ\\
0.1¢ Abbildung 4.9: Binomialverteilung fiir n = 10,
p =06np =60 = /np(l—p) = 155
zusammen mit der Ndherung durch die Gauf3-
0% > 4 6 8 10 12 1 Verteilung 1/ (v/27to)exp(—(r — np)?/20?).

Beispiel 4.17 Miinzenwerfen.

Wenn man eine Miinze n = 1000 mal wirft, welches ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau r = 510
mal Kopf, angenommen p = 0.5 fiir die Wahrscheinlichkeit von Kopf? Die Binomialverteilung
ist dafiir zustdndig, aber numerisch schwierig anzuwenden. Die Ndherung durch die Gauf3-
Verteilung liefert

1 2 2
F(r)Ar = ———e~ W27 Ay
V2no

Mit Ar = 1,7 =510, (r) = u =500 ,0% = np(1 — p) = 250 erhilt man fiir die Wahrscheinlich-
keit f(r)Ar = 2.1%.

4.5.3 Gammaverteilung

Ihre Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch (siehe Beispiel 4.18)

xk—le—x

£l = "5

Fiir ganzzahlige Werte von k mit k > 1 gibt die Gamma-Wahrscheinlichkeitsdichte die Ver-
teilung der Wartezeit t = x bis zum k-ten Ereignis in einem Poisson-verteilten Prozess mit
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0.2}

0.1

Abbildung 4.10: Die Poisson-Verteilung fiir
u = 6, 0 = V6 = 245, zusammen
i mit der Naherung durch die Gauf3-Verteilung
0 2 4 6 8 10 12 14 1/(V2ro)exp(—(r — u)?/20%).

Mittelwert 4 = 1 an. Die Verallgemeinerung fiir andere Werte von y ist

xk— l‘uke ux
Flalk ) = gl —

Der Parameter k beeinflufit die Form der Verteilung, wahrend u nur ein Skalenparameter ist.
Fiir ¢ = 1/2 und k = n/2 hat die Gammaverteilung die Form einer x2-Verteilung mit n Frei-
heitsgraden.

Beispiel 4.18 Zeitdifferenz zwischen zwei Ereignissen.

Ziel ist die Berechnung der Wahrscheinlichkeitsdichte f(t) fiir die Zeitdifferenz t zwischen
zwei Ereignissen, wobei die Ereignisse zuféllig mit einer mittleren Rate A auftreten. Als Beispiel
kann der radioaktive Zerfall mit einer mittleren Zerfallsrate A dienen. Die Wahrscheinlichkeit
tiir ein Ereignis im Zeitintervall 6t und kein Ereignis im Intervall ¢ ist

f(t) -6t = Py(t) (At +0(6t)) .
Indem man das Resultat fiir Py(t) aus Beispiel d.12] einsetzt, erhélt man

f(t) =Ae M,

Die Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen folgt also einer Exponential-
verteilung. Dies ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, die man fiir die Lange von Liicken (auch
raumliche) zwischen zufillig verteilten Ereignissen erwartet. Eine paradoxe Konsequenz ist,
dafl die wahrscheinlichste Zeitdifferenz zwischen zwei radioaktiven Zerfillen null ist, un-
abhédngig vom Wert der mittleren Lebensdauer. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte zeigt Abbil-
dungd.11]

Abbildung 4.11: Die exponentielle Dichte
0 1 2 3 4 5 f(x;A) = Aexp(—At) fir A = 1.
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Allgemein erhdlt man die Zeit zwischen dem ersten und dem k-ten Ereignis, indem man ein
Ereignis im Intervall 6t und k — 1 Ereignisse im Intervall von 0 bis ¢ fordert. Mit der Poisson-
Wahrscheinlichkeit fiir k — 1 Ereignisse erhdlt man

(/\t)kil e—)\t G tk*l)tkef)\t

) = 7, = k=)

Dies fiihrt also auf eine Gammaverteilung.

4.5.4 Charakteristische Funktionen

Fiir eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) definiert man die charakteristische
Funktion ¢(t) als den Erwartungswert von ¢'**,

¢(t) =E [eit"} = /:o e . f(x)dx. (4.20)

Die inverse Operation ist
1 oo —itx
) = o [ e gt

Die charakteristische Funktion sowie ihre erste und zweite Ableitung fiir den speziellen Wert
t = 0 lassen sich leicht berechnen:

$(0) =1 (Normierung)

d(/(;(tO) _ /_4:0 ixe'™ f(x) dx = i(x) (4.21)
2 o .
d(;,bt(zo) _ /—; —xZEthf(x) dx . — _E [xZ] _ (Uz + <x>2) ' (4.22)

Beispiel 4.19 Charakteristische Funktion einer Gaufs-Wahrscheinlichkeitsdichte.

Die charakteristische Funktion einer GauR-Wahrscheinlichkeitsdichte der Form 1/ (oy/27)e /%
mit Mittelwert y = 0 ist

e 2279 2
1txe x= /20 dx

¢G(t) = 0_\/1%/_;006

_ 1 /+ooe((xitt72)2(itaz)z)/Zazdx
oV2rt J—oo

_ 1 eftzaz/Z /+oo ef(xfitaz)z/Zazdx )
—00

oV2m
Daraus folgt
pa(t) = e /2. (4.23)
Die charakteristische Funktion ist also wieder eine Gauf$funktion in der Variablen t mit Varianz

1/02.

Die charakteristische Funktion hat eine wichtige Bedeutung bei der Faltung zweier Variablen:
Die charakteristische Funktion der Faltung zweier Variablen erhilt man als das Produkt ihrer
charakteristischen Funktionen.



80 KAPITEL 4. STATISTIK

n=1
04 -
n=2
0.2 H n=3
n=>5
0 , Abbildung 4.12: Die Xz—Verteilungen fur
0 5 10 15 n =1, 2,3 und 5 Freiheitsgrade.
0.1

0.05

Abbildung 4.13: Die x2-Verteilungen fiir

0 0 | 40 | | 80 n = 10, 20, 30 und 50 Freiheitsgrade.

4.5.5 x>-Verteilung
Falls x1, x2, ... x, unabhédngige Zufallsvariable sind, die alle einer Gauf3-Wahrscheinlichkeitsdichte
folgen mit Mittelwert 0 und Varianz 1, so folgt die Summe u = x? der n Quadrate

n

=Y xf

i=1

einer x2-Verteilung f, (1) = f,(x?) mit n Freiheitsgraden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist

g fu(u
1 n/2—-1 w2
2(5) e
fu(u) = T(1/2) : (4.24)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f,(#) = f,(x?) hat ein Maximum bei (n — 2). Der Mittelwert
der x2-Verteilung ist n und die Varianz ist 2n

(u) = (x*) =n Viu=V[x*] =2n. (4.25)

Die x2-Verteilung spielt bei statistischen Tests eine grofe Rolle. Die Abbildungen .12/ und
zeigen die y>-Verteilung fiir verschiedene Werte von 7, der Zahl der Freiheitgrade (degrees of
freedom, d.o.f). Die integrierte Verteilung F(u) = [ fu(v)dv ist in den Abbildungen &.14und
zu sehen.

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte von )(2 herzuleiten, betrachtet man zunédchst den Spezialfall
n =1,u = x2. Die Wahrscheinlichkeitsdichte in der Variablen x ist

_ 1y
fx(x)—\/ﬁe 2,
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Abbildung 4.14: Die Groe 1 — P = 1 —F(x?) = 1 — fOXZ fn(v) do gegen x?
fur n Freiheitsgrade (n = 1, 2,...9). Fiir ein gegebenes n gibt die Kurve die
Wahrscheinlichkeit an, dafs bei einer Stichprobe ein Wert mindesten so grof3
wie x? auftritt, zum Beispiel wird fiir n = 9 ein Wert x> > 10 in 35% der
Stichproben auftreten.
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Abbildung 4.15: Die Grofie 1 — P gegen X2 fiir n Freiheitsgrade (n = 10, 12,
15, 20, 25, 30, 40 und 50).
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Mit der Ersetzung x> = u, dx = (1/2+/u)du erhilt man die Wahrscheinlichkeitsdichte in u

2
wdu = — = /24y
Aldu =

Der zusitzliche Faktor 2 beriicksichtigt, dafs es zwei Werte von x gibt fiir jeden Wert von u:
x = #++/u. Die Wahrscheinlichkeitsdichte f;(u) hat die Form

u® —u/ﬁ
fl (u) = ‘X!'Bzx—i-le

mit « = —3 und B = 2. Die charakteristische Funktion von f; (1) ist (siehe Kapitel &5.4):

1 ® _
(,bl(t) = W/o eltu ue u/p du.

Mit der Ersetzung y = u(1/p — it) wird

¢(t) = ((% —it> 1“/(196!13“1)) -/Owﬂy"‘ dy.

Das Integral ist eine Gammafunktion und gleich a!. Dann wird

P1(t) = <% - it> o /Bt

Fiir n > 1 ist die x2-Verteilung eine Faltung von n Verteilungen f; (1), und deren charakteristi-
sche Funktion ¢, (t) ist deshalb die n-te Potenz von ¢ (t) (siehe Kapitel .10l und Kapitel 4.6.3),

—n(a+1)
Pu(t) = (¢a(H)" = gD (1 _ it> ,

p
Diese Funktion hat, bis auf einen konstanten Faktor, dieselbe Form wie ¢ (¢), falls man a durch
a, ersetzt gemdll —n(a+1) = —1 —a, oderw, = n(a+1) — 1, und mit &« = —1/2 erhélt man

a, = n/2 — 1. Deshalb hat die Wahrscheinlichkeitsdichte, welche zu ¢,(t) gehort, dieselbe
Form wie f1(u), falls man a durch «, ersetzt. Das Resultat ist

_ un/Zfl w2
fﬂ(u) - (1’1/2 _ 1)!2n/ze 4

welches identisch mit Gleichung (4.24) ist. Mittelwert und Varianz erhélt man mit Gleichung (4.21)
und Gleichung (4.22):

d(pgt(O) =i(u) =2in/2  oder (x*)=n,

und

2
d ?;2(0) = —(0*4+n?) = —n®—2n,

woraus 02 = 2n folgt.
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Abbildung 4.16: Die Cauchy-Wahr-
scheinlichkeitsdichte  f(x) mit FWHM
= 2, die identisch mit der t-Verteilung mit
einem Freiheitsgrad ist. Die zum Vergleich
eingezeichnete standardisierte Gaufs-Vertei-
lung N(0,1) fallt fiir groBe Werte von |x|
viel schneller ab.

4.5.6 Cauchy-Verteilung

Die Cauchy-Verteilung hat die Dichte

1 1
Tl 42|

flx) =

Fiir grofse Werte von x nimmt sie nur langsam ab, und deshalb erfordert sie Vorsicht in der
Anwendung (siehe Abbildung 4.16).

Der Erwartungswert von x ist undefiniert, und alle Momente (Varianz, Schiefe, usw.) sind di-
vergent, falls man die Grenzen bis +co gehen ldf3t. In physikalischen Anwendungen wird diese
Wahrscheinlichkeitsdichte oft Breit-Wigner-Verteilung genannt

r/2

1
f) = ;(x— x0)? +T2/4

Sie beschreibt die Energieverteilung nahe einer Resonanz. In der Tat ist diese Verteilung die
Fouriertransformierte einer Exponentialverteilung; fiir Energiezustdnde, die exponentiell mit
der Zeit zerfallen, wird die Energieverteilung durch die Breit-Wigner-Kurve gegeben. Die Ver-
teilung ist symmetrisch um das Maximum bei xy; der Parameter I' ist die volle Breite auf halber
Hohe, kurz FWHM (full width at half maximum) genannt. In der Wirklichkeit reicht die Wahr-
scheinlichkeitsdichte nur bis zu einem endlichen Wert der Variablen, so daf$ die Integrale nicht
divergieren.

Abbildung 4.17:  Die Studentschen t-
Verteilungen fiir n = 1, 2 und 5 Freiheitsgra-
de. Zum Vergleich ist gestrichelt die standar-
disierte Gauf3-Verteilung N (0, 1) eingezeich-
net, der sich die t-Verteilung mit wachsen-
der Zahl der Freiheitsgrade n anndhert.




4.5. SPEZIELLE WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTEN 85

4.5.7 t-Verteilung

Die t-Verteilung tritt auf bei Tests der statistischen Vertrédglichkeit eines Stichproben-Mittelwertes
X mit einem vorgegebenen Mittelwert y1, oder der statistischen Vertraglichkeit zweier Stichproben-
Mittelwerte. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der t-Verteilung ist gegeben durch

fn(t) =

o —(n+1)/2
1 T((n+1)/2) ( t ) o <t< too. (4.26)

Jim Ttz T

05 r | Abbildung 4.18: Die integrierten Student-

schen t-Verteilungen ['_ f(t)dt fir n =
1,2 und 5 Freiheitsgrade. Zum Vergleich
/ : ist gestrichelt die integrierte standardisierte
o | Gauf3-Verteilung N(0,1) eingezeichnet, der
2 | sich die t-Verteilung mit wachsender Zahl

0-4 —:Iz | (I) | é 4  der Freiheitsgrade n anndhert.

Eine Anwendung der t-Verteilung bei der Priifung von Hypothesen findet man in Kapitel9.1.3]
Die t-Verteilung ist in Abbildung gezeigt. Sie ist symmetrisch um null; fiir n = 1 ist sie
gleich der Cauchy-Verteilung und fiir grofie n geht sie gegen eine Gauf3-Verteilung. Eine Ablei-
tung der Gleichung (4.26) findet man zum Beispiel bei [3]. Abbildungen 4.18und K.19|zeigen
die integrierte t-Verteilung fiir verschiedene Zahlen von Freiheitsgraden. Man beachte, dass in
Abbildung [4.19] die Wahrscheinlichkeit, dass | t |> ty ist, aufgetragen ist, und wegen | ¢ | ist
dies die zweiseitige Wahrscheinlichkeit. Die Tabelle 4.2 zeigt die Quantile der t-Verteilung.

Fiir die vorgegebene Wahrscheinlichkeit P, einen Wert < ¢t zu erhalten, sind die entsprechen-
den t-Werte in der Tabelle gegeben fiir verschiedene Werte von n. Zum Beispiel ist die Wahr-
scheinlichkeit 90%, bei n = 4 Freiheitsgraden einen Wert ¢ kleiner als 1.533 zu erhalten.

4.5.8 F-Verteilung

Gegeben sind n; Stichprobenwerte einer Zufallsvariablen x und n, Stichprobenwerte derselben
Zufallsvariablen. Die beste Schidtzung der Varianzen aus den beiden Datenkollektionen seien
s7 und s3 (siehe Gleichung (@28)). Die Zufallszahl F, definiert durch F = s%/s3, folgt dann
einer F-Verteilung mit (17, n) Freiheitsgraden. Es ist eine Konvention, den gréfieren der beiden
Werte S%, s% im Zahler der Gleichung fiir F zu haben, so dafs F immer grofier als eins ist. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte von F ist gegeben durch

m/2 —(m+n2)/2
_ (M . 1—‘((nl + ”2)/2) Cp(n—2)/2 np
fE) = <”_2> ['(n1/2)T(n2/2) F 1+ n_zF :

Fiir grofse Werte von 71 und n; geht die F-Verteilung asymptotisch gegen die Gaufi-Verteilung,
aber ziemlich langsam. In der Praxis benotigt man die Quantile Q der F-Verteilung fiir eine

Konfidenz «, gegeben durch f 1Q f(F)dF = w, d.h. die Wahrscheinlichkeit, einen Wert F < Q
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P 0.750 0.840 0900 0.950 0980 0.990 0.995
n—=
1 1.000 1.819 3.078 631 15.89 31.82 63.66
2 0816 1312 1.88 292 4.85 6.96 9.92
3 0.765 1.189 1.638 235 3.48 4.54 5.84
4 0.741 1134 1533 213 3.00 3.75 4.60
5 0.727 1.104 1476 2.01 2.76 3.36 4.03
6 0.718 1.084 1.440 194 2.61 3.14 3.71
7 0711 1.070 1415 1.89 2.52 3.00 3.50
8 0.706 1.060 1397 1.86 2.45 2.90 3.35
9 0.703 1.052 1383 1.83 2.40 2.82 3.25
10 | 0.700 1.046 1372 1.81 2.36 2.76 3.17
12 | 0.695 1.037 135 1.78 2.30 2.68 3.05
15 | 0691 1.029 1341 175 2.25 2.60 2.95
20 | 0.687 1.020 1325 1.72 2.20 2.53 2.84
Tabelle 4.2: Quantile der t-Verteilung, P = fjoo fu(x)dx
n = 1 2 3 4 5 10 15
ny =

1 331 438 483 507 522 554 565

2 1.72 213 227 235 240 249 253

3 141 171 180 18 188 193 195

4 129 154 161 165 167 171 172

5 122 144 151 154 155 158 1.59

6 118 139 145 147 148 150 1.51

7 115 135 140 142 143 145 145

8 112 132 137 139 140 141 141

9 111 130 135 136 137 138 1.38

10 1.10 128 133 134 135 136 135

12 1.08 125 130 131 132 132 132

15 1.06 123 127 128 129 129 128

Tabelle 4.3: Quantile der F-Verteilung, Konfidenz = 0.68

m=] 1 2 3 4 5 10 15

np =
1 39.86 4950 5359 55.83 5724 60.19 61.22
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.39 9.42
3 554 546 539 534 531 523 5.20
4 4.55 4.32 4.19 4.11 4.05 3.92 3.87
5 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.30 3.24
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 2.94 2.87
7 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.70 2.63
8 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.54 2.46
9 3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 242 2.34
10 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.32 2.24
12 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.19 2.10
15 3.07 2.70 2.49 2.36 227 2.06 1.97

Tabelle 4.4: Quantile der F-Verteilung, Konfidenz = 0.90
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Abbildung 4.19: Wabhrscheinlichkeit P, dal |t| > to ist fur die t-
Verteilung mit n = 1, 2 und 5, aufgetragen gegen t). Gezeigt wird
auch die Kurve fiir die Gauf3-Verteilung (gestrichelt), der sich die ¢-
Verteilung fiir grofies n nadhert. Die t-Verteilung mit einem Freiheits-
grad ist identisch mit der Cauchy-Verteilung mit FWHM = 2.

ny = 1 2 3 4 5 10 15

np =
1 161.4 1995 2157 2246 2302 2419 2459
2 1851 19.00 19.16 19.25 1930 1940 1943
3 10.13  9.55 9.28 9.12 9.01 8.79 8.70
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 5.96 5.86
5 6.61 5.79 541 5.19 5.05 4.73 4.62
6 5.99 5.14 476 4.53 4.39 4.06 3.94
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.64 3.51
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.35 3.22
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.14 3.01
10 497 4.10 3.71 3.48 3.33 2.98 2.85
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 2.75 2.62
15 4.55 3.68 3.29 3.06 2.90 2.54 2.40

Tabelle 4.5: Quantile der F-Verteilung, Konfidenz = 0.95

87

zu erhalten, ist «. Die Tabellen 4.5 und H.6zeigen die Quantile der F-Verteilung fiir
verschiedene Werte der beiden Freiheitsgrade 11 und n,. Ein Beispiel fiir die Anwendung der

F-Verteilung findet man in Kapitel

4.6 Theoreme

4.6.1 Die Tschebyscheff-Ungleichung

Diese Ungleichung liefert eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Zufallsva-
riable mehr als eine vorgegebene Zahl von Standardabweichungen vom Mittelwert abweicht.
Die Form der Wahrscheinlichkeitsdichte spielt dabei keine Rolle, die Varianz muf3 aber bekannt
sein. Die Ungleichung lautet:
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ny = 1 2 3 4 5 10 15

np =
1 4052. 5000. 5403. 5625. 5764. 6056. 6157.
2 98.50 99.00 99.17 99.25 9930 9940 99.43
3 3412 30.82 2946 2871 2824 2723 26.87
4 2120 18.00 16.69 1598 15,52 1455 14.20
5 16.26 1327 12.06 11.39 1097 10.05 9.72
6 13.74 1092 9.78 9.15 8.75 7.87 7.56
7 12.25  9.55 8.45 7.85 7.46 6.62 6.31
8 11.26  8.65 7.59 7.01 6.63 5.81 5.51
9 10.56  8.02 7.00 6.42 6.06 526  4.96
10 10.04 7.56 6.56 5.99 5.64 4.85 4.56
12 9.33 6.93 596 541 506 430 4.01
15 8.68 6.36 542 489  4.56 3.81 3.52

Tabelle 4.6: Quantile der F-Verteilung, Konfidenz = 0.99

Die Wahrscheinlichkeit fiir |x — (x)| > ko ist kleiner oder gleich 1/k? fiir eine Zufallsvariable x mit
beliebiger Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) und der Standardabweichung o.

Beweis: Der Beweis geht von der Definition der Varianz o2 aus:

@ = [Tl () S dx

_ U +/ +ka+/ W] ()2 - F(x) dx

Die Integranden in allen drei Integralen sind positiv. Wenn man das mittlere Integral weglaft,
erhélt man eine Ungleichung.

(x)—ko
(722/ ‘ (x — (x))? dx—l—/ +kax— x))?- f(x)dx.

— 00

Im ersten bzw. letzten Integral gelten die Ungleichungen x < (x) — ko bzw. x > (x) + ko, und

SO
UZZkZUZ[/Z dx+/ i }

Der Ausdruck in Klammern ist die Wahrscheinlichkeit fiir [x — (x)| > ko, womit die Tscheby-
scheff-Ungleichung bewiesen ist.

Die Ungleichung gilt unter sehr allgemeinen Bedingungen, dafiir ist sie aber auch ziemlich
schwach. Sie ist niitzlich fiir theoretische Uberlegungen oder in solchen Fillen, wo man iiber
die Verteilung sehr wenig weifs.

4.6.2 Das Gesetz der grofien Zahl

Angenommen, dafl in 7 statistisch unabhéngigen Experimenten das Ereignis j insgesamt 7; mal
aufgetreten ist. Die Zahlen n; folgen einer Binomialverteilung, und das Verhéltnis k; = n;/n
ist die Zufallsvariable. Der Erwartungswert von h;, E [h |, ist die Wahrscheinlichkeit p] fiir das
Ereignis j

pi=E[h] =E[n;/n].

Wie genau ist nun die Schitzung #; fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeit p;? Weil die Zufalls-
zahl nj = n - h; einer Binomialverteilung gehorcht, ist die Varianz von h; nach Gleichung (4.11]
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und Gleichung (4.15]
Vi) = o*(hy) = o= (nj/n) = —5 - o= (nj) = —5 -np;(1 = pj).
Da das Produkt p;(1 — p;) immer < 7 ist, gilt die Ungleichung

0'2(71]‘) < 1/71,

bekannt als Gesetz der groffen Zahl: Der Fehler der Schitzung h; fiir die Wahrscheinlichkeit p;
kann so klein wie gewiinscht gemacht werden, indem man 7 grofs genug wahlt; seine obere
Schranke ist 1/+/n.

4.6.3 Der Zentrale Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz (ZGS) ist der wichtigste Satz in der Statistik wegen seines allge-
meinen Charakters und seiner breiten Anwendbarkeit. Unter anderem erklért er die zentrale
Bedeutung der Gauf3-Verteilung. Er lautet folgendermafSen:

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Summe w =)' ; x; einer Stichprobe aus n unabhiingigen Zufallsva-
riablen x; mit einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsdichte mit Mittelwert (x) und Varianz o geht in der
Grenze n — oo gegen eine Gaufi-Wahrscheinlichkeitsdichte mit Mittelwert (w) = n - (x) und Varianz
Viw] =n- o2

Die Variablen x; brauchen nicht alle aus derselben Wahrscheinlichkeitsdichte zu kommen; das
Theorem gilt auch dann mit sinngeméfen Anderungen.

Zum Beweis des ZGS betrachtet man als erstes den Mittelwert
n
E[w] = (w) =E in :ZE[xi] =nE[x] =n-(x),
i=1 i

was den ersten Teil des Satzes beweist. Um den Ausdruck fiir die Varianz herzuleiten, betrach-

tet man
2
<Z(xi - <xi>)> ]

=F [Z(xi —(xi))* + ;{(xl‘ — (xi)) (2 — <xk>)] :

i i

V[w] = E [(w— (w)?] = {(inzwﬂ —E

Die letzte Doppelsumme gibt null, weil die Variablen nach Voraussetzung unkorreliert sind,
und deshalb folgt

n

Viw| =E [Z(xi — (x7))?

i=1

=nV[x].

Fiir die Tatsache, dafs w gegen eine Gauf3-Verteilung geht, konnen hier nur Plausibilitdtsargu-
mente angegeben werden: Angenommen, daf8 die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvaria-
blen x in der Summe w gegeben ist durch f(x), dann ist nach Kapitel die Wahrscheinlich-
keitsdichte der Summe w

Folw) = /f(xl)f(xz) )b — Y %) dxy dy .. day.
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Die charakteristische Funktion von f;,(w) ist

Puw(t) = /e”wf(xl)f(xz) s f(xn)d(w =Y x;)dxgdxy ... dx, dw .

Nach Integration tiber w und mit w =} x; folgt

pult) = [ f () dxy [ e fla)dr oo [ () dy = [ e f(x) dx} .

welches auf das folgende wichtige Theorem fiihrt:

Falls die Wahrscheinlichkeitdichte f(x) die charakteristische Funktion ¢(t) hat, so hat die Zufallsvaria-
ble w = Y_I' | x; die charakteristische Funktion ¢, (t) = [¢p(t)]".

Entwickelt man ¢(f) um null, so erhélt man mit der Gleichung (£.2T) und der Gleichung (£.22)

o) =90+ B0 DOy it - (24 (m2)R/2 4

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man (x) = 0 setzen und erhilt ¢(t) ~ 1 —0?t2/2,
und

n
Uztzn]
v

bult) ~ ) = 1= T

was flir n — oo tibergeht in e "7**/2_ Dies ist die charakteristische Funktion von e ~*/217* (sje-
he Gleichung (4.23)). Deshalb geht w gegen eine Gauf3-Wahrscheinlichkeitsdichte mit Varianz
V [w] = no?. Bereits fiir miflig grofe Werte von n kann die Gauf-Verteilung eine ganz gute
Néherung sein, allerdings nur fiir nicht zu grofse Abweichungen vom Mittelwert.

Der ZGS hat auch im tdglichen Leben qualitative Anwendungen. Immer wenn eine Grofse auf
die Summe vieler zufallsverteilter Gegebenheiten zurtickgeht, dann sollte sie ndherungsweise
Gaufi-verteilt sein. So hdngen zum Beispiel die pddagogischen Fahigkeiten von Professoren
von vielen Qualitdten ab, wie pddagogisches Geschick, Sorgfalt in der Vorbereitung, Beherr-
schung des Stoffes, Klarheit, Personlichkeit usw. Falls eine Anzahl von Professoren nach ihren
padagogischen Fahigkeiten evaluiert wird, erwartet man bei einem objektiven Verfahren Gaufs-
dhnliche Kurven. Dies konnte bei einem Feldversuch an der Universitit Hamburg im groflen
und ganzen bestétigt werden.

4.7 Stichproben

4.7.1 Auswertung von Stichproben.

Sehr hdufig hat man es mit der Auswertung von Daten zu tun, welche als Zufallsvariable,
entnommen einer im allgemeinen unbekannten Wahrscheinlichkeitsdichte, aufgefafit werden
konnen. Man nennt eine solche Gesamtheit eine Stichprobe. Konkret moge sie aus n Zufallsva-
riablen x1, x2, ... X,_1, X5, genommen aus der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) mit Mittelwert
p# und Varianz ¢?, bestehen. Man méchte dann den im allgemeinen unbekannten Mittelwert
# und die Varianz der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) aus der vorliegenden Stichprobe be-
stimmen. Als Beispiel kann man sich die zehnfache Messung der Temperatur eines Korpers
vorstellen. Das Problem besteht dann darin, aus diesen zehn Messungen die beste Schatzung
fur den Mittelwert der Temperatur und seinen Fehler zu berechnen.
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In Kapitel wird gezeigt, da8 die beste Schitzung * fiir den Mittelwert und die beste
Schétzung s? fiir die Varianz gegeben sind durch

n
X =

S|

=

X; (Stichproben-Mittelwert) (4.27)
1

$? = 2

n
| (x; — %) (Stichproben-Varianz) . (4.28)
i=1

Dieselben Gleichungen erhilt man auch, wenn man fordert, dafs die Summe der Abweichungs-
quadrate Y"(x; — ¥)? ein Minimum wird. Es ist zu beachten, daf8 ¥ und s? Zufallsvariablen sind.
In der Schitzung s? fiir die Varianz wird die Summe durch (7 — 1) und nicht durch n divi-
diert, weil die beste Schidtzung x fiir den Mittelwert und nicht der (unbekannte) wahre Wert
(x) benutzt wurde. Dies wird im folgenden n&her begriindet.

Das Stichprobenmittel ¥ hat als Zufallsvariable nach dem zentralen Grenzwertsatz (ZGS) Ka-
pitel[d.6.3]eine Gauf3-Verteilung mit Varianz

o2

Vg =—. (4.29)

Deshalb ist die beste Schitzung des Mittelwertes aus den n Werten der Stichprobe gegeben
durch x +s/+/n, wobei s//n die Schitzung fiir die Standardabweichung von ¥ ist.

Wie gut sind diese Schidtzungen? Dazu betrachtet man als erstes die Schiatzung x des Mittel-
wertes. Ihr Erwartungswert ist definitionsgemafs

Elf] = E [1 Zx] Ly ) = L)
iz i3 n
Dieses Ergebnis zeigt, dafl der Erwartungswert des Stichprobenmittels E[%] gleich dem wahren
Mittelwert (x) ist; man sagt, die Schédtzung sei erwartungstreu oder unverzerrt.
Fiir die Schitzung s?> der wahren Varianz 0 kann man eine dhnliche Uberlegung durchfiihren.
Dazu formt man Gleichung #.28) um

@ =g Y=~ (e P

1

_ S

- _1Zn:[(xi—y)2+('—y)2—2(xi—u)(f—ﬂ)}

i=1

mit der Zwischenrechnung

23 ) (F ) = 2 (5 Elx )

Der Erwartungswert von s? ist dann

E[) = 50 {E [i(xi—w] —E [i(r—w]}
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weil E [(% — p)?] = 0?/n nach dem zentralen Grenzwertsatz. Deshalb ist die Stichprobenvari-
anz s? ein unverzerrter Schiitzwert fiir die wahre Varianz (s?) = o2.

Wie genau ist diese Schitzung s? der Varianz? Die Frage fiihrt auf die Varianz der Wahrschein-
lichkeitsdichte der Zufallsvariablen s. Aus Gleichung (#28) und Gleichung @.I1) folgt die

Varianz von s

V[s’] :V[ . i(xi—x)zl = (niAl)zv

n—1 1

n L =)\2

y

i=1

Aus der Herleitung von Gleichung (4.30) kann man entnehmen, da8 die Summe Y} ;(x; —
x)2/0? ersetzt werden kann durch die Summe Y7 '(x; — (x))?/0?. Diese Summe folgt einer
x>-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden, und ihre Varianz ist nach Gleichung (4.25) gegeben

durch 2(n — 1), und deshalb ist die Varianz von s?

204

n—1"

V[ =
Die Standardabweichung o(s?) der Wahrscheinlichkeitsdichte von s? ist dann

=4/V[s?] —a
n_

Das Endergebnis fiir die Genauigkeit der Schitzung s*> kann dann folgendermafen durch die
Standardabweichung von s? beschrieben werden:

s2to(s?) =s2+0%-/2/(n—1).

Die beste Schitzung s fiir die wahre Standardabweichung ¢ erhilt man als die Wurzel aus der
Gleichung fur s2, also mits ~ ¢

5 1/2 5 1/2 1
2 2. =~ ~S- —_—
(s +o n—l) s(lj: n—l) s <1j: 2(n—1)>'

d.h. die Standardabweichung von s hat den Schatzwert

o(s) =

2(n—1)

4.7.2 Gewichte

Manchmal haben die Daten x; der Stichprobe bekannte Standardabweichungen ¢;, die im Prin-
zip alle verschieden sein konnen. Als Beispiel kann die Bildung des Mittelwertes verschiedener
unabhéngiger Bestimmungen einer physikalischen Grof3e (etwa der Elektronenmasse) dienen,
wobei jede Messung einen anderen Fehler hat. Das Stichprobenmittel ist in diesem Fall gegeben
durch Gleichung (6.5)

7= Z?:l(xi/aiz)
Yii(1/07)
wobei es iiblich ist, die Gewichte w; = 1/ (71-2 einzufiihren. Fiir den Fall, daf3 die Standardabwei-
chungen o; alle gleich und gleich ¢ sind, erhélt man Gleichung (.27) zurtick. Die Varianz des
Stichprobenmittels ¥ ist nach Gleichung (6.6)
11
Y (1/07)  Tiiwi

7

V(x| =
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Dies fiihrt, falls alle ; gleich sind (0; = ¢), zuriick zu V [x] = 02 /n.

Einen anderen Fall, nicht zu verwechseln mit dem vorhergehenden, hat man, wenn man die
einzelnen Daten x; selbst auf eine solche Art mit Gewichten w; versieht, indem man jeden
einzelnen Wert w;-fach zahlt. Ist zum Beispiel x; die Zahl der Paare in einem Tanzkurs, und
will man zu Einzelpersonen iibergehen, so erhdlt jedes Paar das Gewicht w; = 2, und die Zahl
der Personen im Tanzkurs ist w; - x;.

Allgemein ist die Summe der gewichteten Ereignisse

w = Z XiW;j .
i
Die Varianz von w ist nach Gleichung (4.51}

V[w] = Zwle [x] .

Beispiel 4.20 Einnahmen eines Viehhédndlers.

Ein Handler verkauft Schafe, Pferde und Kiihe. Ein Schaf kostet w; = 100 Euro, ein Pferd
wy = 500 Euro und eine Kuh w3 = 200 Euro. Die Erfahrung sagt ihm, dafs er im Mittel {iber
viele Markttage an einem Tag x; Schafe, x, Pferde und x3 Kiihe verkauft. Die mittlere Zahl
der an einem Tag verkauften Tiere ist dann ¥ = Y7 ; x; und die mittleren Einnahmen sind
w = 2;7’:1 w;x;. Die Standardabweichung der Zahl verkaufter Tiere, falls die einzelnen Ver-
kaufsvorginge unabhingig sind, ist dann ¢ = v/X, und die Standardabweichung der Einnah-

men ist, mit V[x;| = x; (Poisson-Statistik),

4.7.3 Numerische Berechnung von Stichprobenmittel und -Varianz

Solche Berechnungen erfordern oft einige Sorgfalt. Die Stichprobe enthalte n Werte x;, i =
1, 2,...n. Die Formeln sind:

X = 1Zn:x- §* = 1 Zn:(x‘—Y)Z
o= T n—1 ! ’

i=1 i=1

Die Berechnung kann in zwei Schleifen tiber die Daten erfolgen. In der ersten Schleife wird die
Summe Ry = ) ;x; berechnet, woraus das Stichprobenmittel x = R,/n folgt. Dieses Stich-
probenmittel wird dann in der nédchsten Schleife tiber alle Daten benutzt, um die Summe
Ryy = Yi(x; — X)? zu berechnen, woraus die Stichprobenvarianz s> = R,,/(n — 1) folgt. Da-
gegen ist nichts einzuwenden, wenn alle Daten im Speicher verfiigbar sind. Oft werden die
Daten aber sequentiell eingelesen, oder es mag andere Griinde geben, warum man beide Werte
in einer einzigen Schleife berechnen mochte. In diesem Fall benutzt man zur Berechnung der
Varianz die Gleichung

1 1

52:

i i i=1
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Es ist also moglich, die beiden Resultate in einer einzigen Schleife zu erhalten. Man bildet die
beiden Summen

n n
Sx:Zx,- Sxx:Z:xl2
i=1

i=1

in einer Schleife iiber alle Daten und berechnet dann Stichprobenmittel und -Varianz gemafs

_ 1 1 1
Teas S (S

Dies sieht im Prinzip gut aus, jedoch gibt es unter Umstanden Schwierigkeiten bei der Berech-
nung von s2, wo die Differenz zweier grofler positiver Zahlen gebildet wird. In diesem Fall ist
es besser, fiir den Stichprobenmittelwert eine erste grobe Naherung x, (zum Beispiel den ersten

Wert x1) zu benutzen. Man berechnet dann
n n
Ty = Z(xi - xe) Tyx = Z(xi - xe)2

i=1 i=1

wieder in einer Schleife, und die Resultate

1 1 1
X=x+-Tx $* = <Txx——T§>
n n—1 n

sind meist numerisch erheblich genauer als die nach dem erstgenannten Verfahren.

4.8 Mehrdimensionale Verteilungen
4.8.1 Zufallsvariable in zwei Dimensionen

Die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y) der zwei Zufallszahlen x und y ist
definiert durch die Wahrscheinlichkeit, das Variablenpaar (x,y) in den Intervallena < x < b
und ¢ <y < d zu finden

d b
P(a§x<b,c§y<d):/c Af(x,y)dxdy.

Die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y) gehorcht der Normierung

“+00 +o00
/ f(x,y)dxdy =1.

Abbildung zeigt als Beispiel eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte.

Wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y) als Produkt f(x,y) = g(x) - h(y) der zwei Funktio-
nen g(x) und h(y) geschrieben werden kann, dann sind die zwei Zufallsvariablen unabhiingig.
Projektionen der zweidimensionalen Verteilung f(x,y) auf die Achsen heiflen Randverteilun-

gen.
f) = [ femds A= [ frydy.

Sie reprdsentieren die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen x bzw. y, wenn jeweils
die andere Variable ignoriert wird.
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Schnitte durch f(x,y) heilen bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten. Fiir einen gegebenen festen
Wert x = xp ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben durch

f(xo,y) _ f(x0,y)
(y’xO) ff X0,y ]/ fy(xo) .

Aus der Randverteilung fy(x) und der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte f(y|x) erhélt man
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte zurtick:

fxy) = fylx) fy(x).
Die Randverteilung f.(y) ist dann gegeben durch

= [ Fy ) dx

7 Z

Abbildung  4.20: Beispiel einer zwei-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y).
Gezeigt sind Linien f(x,y) = konst.

Die Definitionen der Mittelwerte und Varianzen sind naheliegende Verallgemeinerungen des
eindimensionalen Falls:

(x) =E[x] = [[xf(x,y)dxdy = [xf,(x)dx (4.31)
) =Elyl= [[yf(xy)dxdy= [yfr(y)d (4.32)
Vix] = [[(x—(x))*f(x,y)dxdy = 0'% (4.33)
Viyl= [[(y—(y)*f(xy)dxdy =0y . (4.34)

Zusétzlich fiihrt man den Begriff der Kovarianz zwischen x und y ein

oy = cov(x,y) = [ (x={x) (v = (1) flx,y) drdy.

Die Kovarianz kann durch den Korrelationskoeffizienten p., ausgedriickt werden

Oxy = Pxy \/a,%aﬁ )

Er liegt zwischen +1 und —1. Wenn die zwei Variablen x und y voneinander unabhéngig sind,

folgt pxy = 0. Umgekehrt folgt aber nicht notwendigerweise, dafs die beiden Variablen unkorre-
liert sind, wenn p,, = Oist. Falls p,, = +1 oder = —1 ist, besteht eine vollstindige Korrelation
zwischen den zwei Variablen, und die eine kann durch & die andere ersetzt werden. Um zu
beweisen, dafs die Ungleichung

loxy| = %ol (4.35)

[ 72 2
O'O'y
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gilt, betrachtet man den Erwartungswert
E [(a(x — (x)) + b(y — (v)))*] = a’0% + b*0; + 2abor, .

Dieser Ausdruck ist immer > 0 fiir beliebige Werte von a und b. Deshalb ist (siehe Kapitel[3.2]
B.6lund B.8)

Oy Oxy 2 2 2 2 2 2
=00, —0, =0.0,(1— >0
Oxy (75 xYy xy x y( pxy) = Y

woraus Ungleichung folgt.

4.8.2 Zweidimensionale Gauf3-Verteilung

Dies ist ein wichtiger Spezialfall. Die Wahrscheinlichkeitsdichte lautet

f(x,y)dxdy = 1 -exp{—z( 1

271(7ny\/1——(72 sz)
(5 (5 (57) (57 T o0

Aus diesen Ausdriicken erhilt man die Randverteilungen fiir x und y

B +00 1 1/x—-¢ 2
= o X = ! ex —1 Y= ’
frly) = | floy)dr= 2y p{ 2< o ) } (4.38)

Mittelwerte und Varianzen der Randverteilungen sind ¢, 7 und 02, O'yz. Zusammen mit Glei-
chungen (.31) bis (4.34) folgt auch, dal

(x)=¢ {y) =
Vix] =o2 Viy =o2.

<

Der Korrelationskoeffizient ist p,, = p .

Beweis: Man transformiert den Exponenten zu

1 _<x—€_p(y—17)>2_ (v—m>

2(1—p?) Ox oy 207

Durch Integration tiber x erhilt man Gleichung (4.38). Dann folgt

(v) =/yf(x,y)dxdy=/y</f(x,y)dX> dy:/yfx(y)dy=17-

Ohne Verlust der Allgemeinheit kann man ¢ = 1 = 0 setzen, und dann folgt

Ty = / / xyf(x,y)dxdy

- (x — P‘Txy/ay)z y2
= N//x exp (— 20 = )2 dx-y-exp _ZTryz dy.
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Das erste Integral tiber x gibt N'poyy /0, und das Integral tiber y wird

N'poy [ Vo
U—y/y 'eXP(—@)dy—P‘Tx‘Ty-

Die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten sind

flxlyo) = (4.39)

flylx) = 75 (4.40)

Die bedingten Mittelwerte sind

E[x|yo] = /+oo xf(x|yo) dx = & + poy <yoa;;7> (4.41)
. )
+o0 _

Elylxo] = /_oo yf(ylxo) dy = 1 + poy, <xoax C) : (4.42)

Die Varianzen der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten sind 02(1 — p?) bzw. (TyZ (1—p?). Beide
werden null fiir vollstindig korrelierte Variable.

Kurven konstanter Wahrscheinlichkeitsdichte haben die Form von Ellipsen in der x-y-Ebene,
da die Funktion im Exponenten eine beschriankte quadratische Form ist (siehe Abbildung@4.21]).
Fiir die (10)-Kontur, wo die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,y) auf 1/+/e des Maximalwertes
gefallen ist, ist die Ellipse im Rechteck |x — {| < oy, |y — 17| < 0y, eingeschrieben. Zum Beweis

benutzt man Gleichung (.36) mit { = # = 0 ohne Verlust der Allgemeinheit; die (10)-Kontur
ist gegeben durch

xX* /oy = 20xy/0x0y +y* /oy =1 — p.

Differenzieren nach x fithrt mit y’ = 0 auf x,, = poyy/0y. Einsetzen in die Ellipsengleichung
gibt v, = +0y. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Variablenpaar x,y innerhalb dieser Ellip-
se liegt, ist 1 — 1/4/e = 39%. Nach Integration tiber y gehorcht die Variable x einer Gauf-
Verteilung mit Mittelwert ¢ und Varianz o2 (siehe Gleichung (#.37)).

Beispiel 4.21 Coulombsche Vielfachstreuung.

Die Bahn eines geladenen Teilchens, welches bei y = 0, x = 0 entlang der x-Achse startet,
weicht bei Durchgang durch Materie von einer Geraden infolge der Coulombschen Vielfach-
streuung ab (siehe Abbildung 4.22).

Man betrachtet nun die Projektion der Bahn in die xy-Ebene. Nach Durchlaufen der Schicht-
dicke x ist der projizierte Abstand y von der x-Achse und der projizierte Winkel 6, mit der
x-Achse gegeben durch die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte in y und 6,

2V3 1 4 (6> 348, 312
f(y,0,)dyde, = 23 exp [—— (L—ﬂ+x—y3>] dy déy

T 0,2x2 x x2
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y
Oy Ox
Py +0y - ’
Ty
) ; |
|
Ty
Hy — 0y J
,ux — Oy ‘ux ,ux + Ox X

Abbildung 4.21: Die elliptische 1o-Kontur der zweidimensionalen
Normalverteilung mit Mittelwerten p,, y, und Standardabweichun-
gen oy, 0. Der Korrelationskoeffizient in dieser Abbildung ist p =
+0.8. Eingezeichnet sind die Hauptachsen der Ellipse unter den durch
tan2¢ = =+(200.0y)/ (03 — o) gegebenen Winkeln ¢ und ¢ + 77/2.
Die punktierten Linien geben die bedingten Mittelwerte x — u, =

(y — my)pox /oy und y — py = (x — pix)poy /oy an.

Abbildung 4.22: Beispiel fiir Vielfachstreuung. Gezeigt sind die Bahnen
von zehn geladenen Teilchen, die vom gleichen Punkt horizontal starten
und durch Vielfachstreuung ihre Richtung dndern.

mit der charakteristischen Grof3e

2
6,2 — <§—ﬁ> /Xo;

dabeiist E; = 21.2 MeV, X, = Strahlungslidnge, p = Impuls, und g = p/E ist Geschwindigkeit/c.

Ein Koeffizientenvergleich von 62, 6, und y* im Exponenten mit dem entsprechenden Aus-

druck in Gleichung [@36) liefert p* = 3/4, 05 = x63/2 und oy = x° 67 /6. Gemittelt iiber alle
Streuwinkel 0, ist die Varianz des projizierten y-Abstandes von der x-Achse folglich

V| = <y2> = Uyz =x.02/6.
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Ebenso ist die Varianz des projizierten Streuwinkels 6,, gemittelt iiber alle Trajektorien
V[0,] = (6,%) = x6>/2.

Streuwinkel 6, und Ablage y sind korreliert. Wenn man zum Beispiel Teilchen mit einer ganz
bestimmten Auslenkung y = v, etwa durch eine Zdhlerkoinzidenz auswaéhlt, so ist der mittlere
projizierte Streuwinkel dieser Teilchen nicht mehr null, sondern (6,) = pyoy/cy = 3yo/2x
(siehe Gleichung (4.41)). Die Varianz des projizierten Streuwinkels um diesen neuen Mittelwert
folgt aus Gleichung (4.41)

2
v [B0)] = (-6 = ;70

weil 1 — p? =1/4.

4.8.3 Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichten

Die Wahrscheinlichkeitsdichte eines n-Vektors x von Zufallsvariablen mit Komponenten x;,
(i =1,2,...n) kann geschrieben werden als f(x1, x,...x,) = f(x). Hieraus lassen sich Wahr-
scheinlichkeiten definieren durch Integration tiber eine oder mehrere der Variablen x; analog
wie in Kapitel 4.8.11 Der Mittelwert der Variablen x; ist

E[xi] = (x;) = /xif(xl,xz,...,xn)dxl dxy ... dx,

= /xi~f(x)dx1dx2...dxn.

In n Dimensionen konnen alle n Mittelwerte der n Variablen x; durch den folgenden n-Vektor
zusammengefat werden: (x) = E [x].

Als Verallgemeinerung der Varianz definiert man die Kovarianzmatrix durch
V=V =E [(x—E[x])(x—E[x])T} . (4.43)

Damit ergeben sich als Diagonalelemente der Matrix V die Varianzen und als Nicht-Diagonal-
elemente die Kovarianzen:

Vi = var(x;) = / (xi — (x))* - f (x) dxydxy ... dx,

Vii = cov(x;,xj) = / (i = (xi)) (% — (%)) - f(x) dxydaz... doxy,

Die Kovarianzmatrix

var(xp) cov(xy, x2) ... cov(xy,xy)

cov(xp, x1) var(xp) ... cov(xp, xp)
VvV =

cov(xy,x1) cov(xy, x2) ... var(xy)

ist eine symmetrische n x n-Matrix. Fiir die Diagonalelemente V;; = var (x;) (Varianzen), die
stets positiv sind, schreibt man auch (71-2, und fiir die Nicht-Diagonalelemente V;; = Vj; =
cov (xl-, x]-) (Kovarianzen), die positiv und negativ sein konnen, schreibt man auch Tij,

2
oy 012 013 ... O
2
021 05, 023 ... Oy
V =

2
On1 Op2 Op3 ... 0Oy
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Wenn als Resultat einer Messung Parameter angegeben werden, so werden gewo6hnlich als Pa-
rameterfehler die Wurzeln der Diagonalelemente angegeben und als Fehlerbalken eingetragen.
Jedoch hingen die Konfidenzintervalle im mehrdimensionalen Raum auch von den Kovarian-
zen ab; falls Korrelationen zwischen verschiedenen Datenpunkten existieren, geben die Fehler-
grenzen allein keine zureichende Auskunft {iber die Ubereinstimmung zwischen der Messung
und der Erwartung.

4.84 Mehrdimensionale Gauf3-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Gaufifunktion in n Dimensionen enthilt als Parameter den
n-Vektor der Mittelwerte g, = (x) der n Variablen und die n? Elemente der Kovarianzmatrix
Vij:

’G’1/2

F3) = o xp (5= 1" 6 (=) (449

~

wobei die Matrix G = V! und |G| = det G = |V 1| ist. Die n-dimensionale Gauf-Verteilung
ist das einfachste Modell einer Wahrscheinlichkeitsdichte von n korrelierten Zufallsvariablen,
da die einzigen Parameter, welche die Wahrscheinlichkeitsdichte charakterisieren, die n Mittel-
werte und die 7% Elemente der Kovarianzmatrix V sind, von denen nur (72 + 1) /2 unabhéngig
sind.

Daf3 die Matrix G in Gleichung (4.44) gleich dem Inversen der Kovarianzmatrix ist, also G =
V1 sieht man folgendermafien: Um zu beweisen, dafs

(xj) = pi = /xl-f(x) dxpdx; ... dx,

ist, substituiert man u; = x; — p;, du; = dx;; dies fithrt zu

<xz->:/(ui+yi)f(u)du1du2...:/uif(u)dul---+yi/f(u)duz-....

Das erste Integral ist gleich null, wie man sieht, falls man #’ Gu in der Funktion f(u) auf Dia-
gonalform bringt durch eine lineare Transformation, und das zweite Integral ist gleich y; (Nor-
mierung). Nun folgt mit den Abkiirzungen

§lx) = —%(x ) Gx—m) , flx) = NeSW)

die Gleichung

E[(xi—pi)]=E[x]] —pui=0= /(xl- - yi)Neg(x) dxpdxp...dx,,

und deshalb
d d
aP‘lE [x; — pi o /(x, ui)Ne dxydxp...dx, =0,
und deshalb

0= —0;- /Neg(x) dxqdx, ... dx, +/N(x1- — yi)eg(x)y dx;dx;y... dx, (4.45)
!

wobei

aggj) = ;le(xk — Hi)
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wegen Gy = Gy. Das erste Integral in der Gleichung ist —d;;, und deshalb kann die
Gleichung geschrieben werden

Z/Nle(xk — “l/lk)(xi - yi)eg(x) dx1 dJCQ . dxn = (51'1 oder
k

Zle /N(xk — “l/lk)(xi - yi)eg(x) dx1 dJCQ e dxn = (51'1 oder
k

Zle /(xk — yk)(xi — yl)f(x) dxl de ce dxn = 51'1 . (446)
k

Das Integral ist definitionsgemaf3 gleich dem Matrixelement Vj; der Kovarianzmatrix, und des-
halb lautet Gleichung (4.46) wegen der Symmetrie der Matrix G

Zle'Vki :511' oder G- V=1,
k
woraus man sieht, da G = V! ist.

4.9 Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten
49.1 Transformation einer einzelnen Variablen

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f,(x) der Variablen x sei vorgegeben. Falls x in eine andere Va-
riable y transformiert wird vermége y = y(x), so besteht die Aufgabe in der Berechnung der
Wahrscheinlichkeitsdichte f,(y) in der neuen Variablen y.

Zur Herleitung des Tranformationsgesetzes bedenkt man, dafl das Intervall (x, x + dx) trans-
formiert wird in das Intervall (y, y + dy), und daf die Flachen unter den Kurven der beiden
Wahrscheinlichkeitsdichten in den jeweiligen Intervallen gleich sein miissen, also fy(x)dx =
fy(v)dy, woraus folgt

£, () = felx(y)) j—y

7

wobei x = x(y) die inverse Funktion zu y(x) ist, d.h. y = y(x(y)). Falls die Transformation
nicht eineindeutig ist, muf tiber alle Zweige summiert werden (innerhalb eines Zweigs darf
das Vorzeichen der Ableitung dy/dx sich nicht &ndern). Die Vorschrift ist dann

A= T

Zweige
Beispiel 4.22 Die Transformation x — x2.

Die Transformation x — y = x? ist nicht eineindeutig (auler man ldt nur ein Vorzeichen fiir x
zu); deshalb gibt es zwei Zweige, einen fiir positive und einen fiir negative x. Mit dy/dx = 2x
kann das Resultat geschrieben werden als

fy(y) = ﬁ (felx) + fu(—x)) = % Fe(+vT) + fe(—vD)) -

Transformation von Mittelwert und Varianz, Fehlerfortpflanzung. Nichtlineare Transforma-

tionen konnen zu komplizierten Ausdriicken fithren. Jedoch gibt es eine einfache Nidherung
fur den Mittelwert. Zunichst entwickelt man

2
Y =y () + (5= () <>+%<x_<x>)2%
x=(x =(x)
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und erhilt einen Néaherungswert fiir den Mittelwert, indem man nur Terme bis zur zweiten
Ordnung mitnimmt:

Ely ~y () +E[x — (x)] &

Nach Definition ist der zweite Term auf der rechten Seite null und der dritte ist proportional
02. Deshalb ist der Mittelwert der transformierten Variablen y

.. (4.47)

x=(x)

Die Gleichung enthilt einen Korrekturterm der zweiten Ordnung; jedoch hat die Transformation
x — y des gemessenen Wertes x bereits einen Fehler der ersten Ordnung wegen des Fehlers oy
von x, und deshalb wird der Term zweiter Ordnung oft weggelassen. Die Varianz wird folgen-
dermaflen ndherungsweise transformiert: Man entwickelt y um den Mittelwert (x)

((x—(x))+....

_ dy
y(x) =y({0) + 3, o

Die Varianz von y ist, mit (y) ~ y((x)),

(&) w1 = () v

Dies ist das Gesetz der Fehlerfortpflanzung fiir eine einzige Zufallsvariable.

Lineare Transformationen. Dieser Fall ist relativ einfach. Die allgemeinste lineare Transformation
ist y = ax 4+ b und deshalb

r=(-b/s wd A0 = ok (V).

a

Die transformierte Wahrscheinlichkeitsdichte in y ist verschoben, und sie hat eine Mafsstabs-
dnderung erfahren. Mittelwert und Varianz in der neuen y Variablen sind

Ely] = a-E[x]+b (y) =a(x)+0b
Viy] = E[(ax+b—(a(x)+0b))*] =a’E[(x — (x))*] =a*V [x] .

4.9.2 Transformation mehrerer Variabler und Fehlerfortpflanzung

Lineare Transformation. Eine lineare Transformation sei gegeben durch y = Bx, welche den
n-Vektor x mit Mittelwert u, und Kovarianzmatrix V(x) in den m-Vektor y tiberfiihrt, vermoge
der m x n Matrix B. Man beachte, daf8 By, = dy;/0dx,, und daf} im allgemeinen n und m ver-
schieden sein konnen. Die Vektoren der Mittelwerte (Erwartungswerte) Hy von y und die Ko-

varianzmatrix V [y] von y sind gegeben durch

(y) =py =Bpy und V[y]=BV[x] B, (4.48)
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wobei BT die zu B transponierte Matrix ist. Der Ausdruck fir V [y] ist das Fehlerfortpflanzungs-
gesetz. Die Gleichungen (£.48)) sind leicht abzuleiten

(y) = E[y] = E [Bx] = BE [x] = Bpx,

weil der Erwartungswert ein linearer Operator ist. Die Kovarianzmatrix V [y] von y ist gegeben
durch

Viyl = E |y —m)(y = m)")| = E [(Bx— Bpu)(Bx — Bw:)" |
= E [B(x—p,)(x—,)"B|
= BE|(x—p,)(x—p)| B' = BV [x] BT
Die Berechnung der multidimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte geht nach bewé&hrten Re-
geln fiir den Spezialfall n = m, d.h. falls die Zahl der Variablen vor und nach der Trans-

formation gleich ist. Dann ist B eine quadratische Matrix und die Wahrscheinlichkeitsdichte
ist

fyu(y) = fe(x(y)) det|B~|
mit x(y) = B~ ly. Diese Gleichung ist ein Spezialfall von Gleichung (@.49).

Allgemeiner Fall. Die Transformation ist durch Gleichungen der Form

yi = yi(x1, X2,...xy) = yi(x)

gegeben. Falls die Zahl der x- und y-Variablen gleich ist, dann kann die Wahrscheinlichkeits-
dichte f, (y) wenigstens im Prinzip aus fy(x) berechnet werden. Wie in Kapitel 4.9.T|dargestellt,
miissen die Wahrscheinlichkeiten aufsummiert tiber gleichgrofie infinitesimale Gebiete in den
Variablenrdumen x; und y; gleich sein:

fx(x)dxydxy ... dx, = fy(y)dyidya ... dy,,

wobei fy(x) und f,(y) die multidimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichten der Variablen x
und y sind. Das Transformationsgesetz ist dann

X
fy(y) = fu(x) -] <?> , (4.49)
wobei die x; in den y; ausgedriickt werden miissen, und ] (x/y) die Jakobideterminante ist,
gegeben durch

(3)-

In dem allgemeinen Fall einer nichtlinearen Transformation von dem n-Vektor x in den m-
Vektor y ist meist nur eine Ndherungsrechnung fiir die Kovarianzmatrix moglich. Das Stan-
dardverfahren benutzt die Matrix B der Ableitungen

0x10x7 - - - OXp
9Y10Y2 - - - OYn

oy1/9x1  Oy1/0x2 ... Oy1/0xy
oy2/0x1  0y2/0x2 ... 0y2/0xy
B=] ...

OYm/0X1 OYm/0Xx2 ... OYm/0Xy
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wobei jede Ableitung an der Stelle des Mittelwertes u, berechnet wird. Die folgende wichtige

Relation zwischen den Kovarianzmatrizen V[y| und Vx| heifit allgemeines Gesetz der Feh-
lerfortpflanzung;:

V[y] = BV [x] BT, (4.50)

wovon Gleichung ein Spezialfall ist. Sie kann abgeleitet werden, indem man y;(x) um
seinen Mittelwert y; = y;(py) entwickelt:

v dyi
—kgl(xk <xk>)axk+ ,

und das V;-Element der Kovarianzmatrix ist dann

Valyl = E [(yi — i) (y1 — )]

5 dyi e Y
~ K;m - <xk>>axk) (;w - <x]>>a—gcj)]

- lzm )y — (o)) 0

r dx Ox;

Weil dy; /dx; das ik-Element der Matrix B ist, sieht man leicht, da8 Vj; das il-Element in Glei-
chung ist.

4.9.3 Beispiele zur Fehlerfortpflanzung

Spezialfall (keine Korrelationen). Wenn die Variablen x; nicht korreliert sind, dann ist die
Kovarianzmatrix V[x| diagonal, und die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix von y sind
dann

e vl= L (3) v - £ (51) s

Jedoch, selbst wenn die x;-Werte nicht korreliert sind, so sind es die y;-Werte im allgemeinen
sehr wohl, d.h. Vi [y] # 0 fiir i # k (siehe Beispiel 4.26).

Beispiel 4.23 Transformation zweier Variabler x1, xo — y1, 2.

Die Varianz von y; wird

Vin] = i Zz:Blkaj(x)Blj

(), i\’ , dy1 91
= <7> o (x1) + s o (x2) +2 a—a—Zcov(xl,xz) (4.52)

Bei unkorrelierten Variablen x1, x5 fehlt der dritte Term, und man erhilt die vereinfachte Form
des Fehlerfortpflanzungsgesetzes Gleichung @.57).

Beispiel 4.24 Fehlerfortpflanzung — einfache Flle.
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Das Volumen eines Zylinders ist v = 7t72h mit r = Radius und i = Hohe. Wenn r und h mit
den Standardabweichungen ¢; und ¢, gemessen sind, dann ist die Varianz fiir die Bestimmung
des Volumens v gegeben durch

2 2
V] =02 = (g—zr]) o2+ (g—;) 07 = (2rrh)?0? + (mr?)2of

Der relative Fehler der Volumenbestimmung ist

2
0y 20, 0\ 2
v \/< r > + ( h > '
Ein noch einfacherer Fall ist die Summe oder Differenz zweier unkorrelierter Zufallsvariabler,
Yy =x1E£xp,

Viy = % 2(72+ %Y 2(72 =02 + 03
y - ax1 X1 axz X2 7YXy Xy *

Ein anderer einfacher Fall ist die Transformation einer einzigen Variablen, y = f(x),

Vi = (%)zvm .

Es folgt daraus, daf fiir den Fall y = ax" der relative Fehler von y gegeben ist durch o, /y =
noy / x. Ist zum Beispiel der Radius einer Kugel mit 1% Genauigkeit bekannt, so ist ihr Volumen
nur mit 3% Genauigkeit bekannt.

Beispiel 4.25 Rotation.

Rotation um den Winkel 6 ist ein wichtiger Spezialfall. Die Variablen xi, x, und y1,y> seien
durch eine Rotation um die z-Achse verkniipft: y = Bx, wobei B die Rotationsmatrix und BT
die transponierte Rotationsmatrix ist

(o) =)

mit den Abkiirzungen ¢ = cos 6 und s = sin 0. Die Kovarianzmatrix V[x| von x1, x sei

Vix] = ( o? cc2>v(x1,x2) > ,

cov(xy, x2) 03
wobei 07 = V [x1] und 05 = V [x]. Die Kovarianzmatrix von y1, y» ist dann
V]y] = BV[x]BT .
Die Elemente von V[y] sind

Vi = U'y21 =V ] = P2 +5%0m% + 25 - ¢ cov(xy, x2)

Vo = U'y22 =V [ya] = 0?4+ 5%01% — 25 - ¢ cov(xy, x2)

Vio = Vym =cov(yy, 1) =s- c(1722 —12) + (¢ — s*)cov(x1, x2) .
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Wenn cov(y1,y2) # 0, dann sind y; und y; korreliert. Diese Korrelation kann jedoch durch eine
Rotation um den Winkel 6y beseitigt werden, d.h. cov(y1, ¥2) kann zu null gemacht werden. Die
Bedingung lautet

2cov(x1, x2)

tan26y =

Weiterhin ist beachtenswert, dafd selbst wenn x1, x, unkorreliert sind, die transformierten Va-
riablen y1, > im allgemeinen korreliert sein konnen. Dasselbe gilt auch fiir allgemeinere Trans-
formationen, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 4.26 Transformation in Polarkoordinaten.

Zwei unkorrelierte Variable x, y haben die Kovarianzmatrix V von der Form

2
[ o® 0
V_<O ‘Ty2>'

Man transformiert in Polarkoordinaten:
2 o= 24 y2
6 = arctan(y/x) .

Die B-Matrix ist

ar or X y
ooy | (¥
B=1 3 o8 (ry Cc)

ax 3y 2 g2

Die Elemente der Kovarianzmatrix in » und 6 sind

1
1
Veg = V[0 = r—4(y2‘7x2+x2‘7y2)
X
Ve = cov(r,0) = 7/—g(ayz — (sz)

Die Variablen r, 0 sind offensichtlich korreliert (auler wenn o2 = UyZ).

4.10 Faltung

Zwei Zufallsvariable x und y seien durch ihre Wahrscheinlichkeitsdichten f,(x) und f, (v) ge-
geben. Offensichtlich ist ihre Summe w = x + y ebenfalls eine Zufallsvariable. Die Wahrschein-
lichkeitsdichte der Summe w sei f;,(w). Sie wird erhalten durch eine Faltung von x mit y:

folw) = | [ £ )06 —x—y) dxdy
~ [ F0fw-vdx= [ fnfilw-ydy.

Beispiel 4.27 Faltung zweier Gleichverteilungen.



4.10. FALTUNG 107

Angenommen f,(x) und f,(y) sind beide von der Form einer Gleichverteilung

1 falls0 < x <1
fx(x) = {0
sonst

und dieselben Gleichungen fiir f,(y). Die Wahrscheinlichkeitsdichte von w = x + y hat eine
dreieckige Form mit f;,(0) = f(2) = 0 und f,(1) = 1 (sieche Abbildung[4.23). Bei der Herlei-
tung miissen miithsam die Integrationsgrenzen beachtet werden.

0 o ‘ Abbildung 4.23: Faltung von zwei Gleich-
0 1 7 verteilungen.

Faltung zweier Gauf3-Verteilungen. Gegeben sind zwei Gauf3-Verteilungen von x und y mit
Mittelwerten i, und p, und Varianzen oy? und 0,2 Durch direkte Berechnung findet man, daf
die Wahrscheinlichkeitsdichte von w = x + y wieder eine Gauf3-Verteilung ist, mit Mittelwert
Hw = My + py und Varianz V [w] = Ow? = 0x% + Uyz.

Manchmal l4fit sich eine Faltung elegant iiber die charakteristische Funktion berechnen (siehe
Kapitel £.5.4): Die charakteristische Funktion von f,,(w) ist nach Definition

Pult) = [ e folw)dw = [ (x)f, (1)(w —x — y) dwdxdy =
[ fxdx [ ) dy = ga(t) - 4y (0)

Die charakteristische Funktion der Faltung zweier Variablen erhilt man als das Produkt ihrer charakte-
ristischen Funktionen.

Beispiel 4.28 Faltung zweier Gauf3-Verteilungen.

Gegeben sind fy(x) = Ne */2%" und fy(y) = Ne~¥*/20/ Thre charakteristischen Funktionen
sind (Gleichung #.23)) ):

¢r = Ny e /2 Py = Ny e Poy?/2

P = ¢Px-¢Py =Ny '€_t2(0*2+‘7y2)/2 .
Der letzte Ausdruck ist die charakteristische Funktion von

fw(w) =N, - e—w2/2(ax2+ay2) /
und deshalb folgt w = x 4 y wieder einer Gauf3-Verteilung mit Varianz o3 + 0.
Beispiel 4.29 Faltung zweier Poisson-Verteilungen.

Diese Faltung fiihrt wieder zu einer Poisson-Verteilung. Man geht aus von zwei Poisson-Verteilungen
mit Mittelwerten y, und p,,
_ ‘u xx . e_Vx _
Pe= T hs
w = x+y.

‘uyy . e*ﬂy
y!
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Die charakteristische Funktion von P, ist

$x = i;it"e—}uyx;{ = efﬂxi_(yx i eit)x

x! x!

0 0

= e Mexp (yx : eit> = exp (yx(e” - 1))
¢y = exp (P‘y (e - 1))
Pw = Px- Py =exp <(P‘x + P‘y)(eit - 1)) :

Die letzte Gleichung ist die charakteristische Funktion einer Poisson-Verteilung mit Mittelwert
HPw = Hx + Hy.
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5 Monte Carlo-Methoden

5.1 Einfiihrung

Ein historisches Beispiel fiir die Anwendung von Monte Carlo-Methoden ist Buffon’s Nadell.
Eine Nadel der Lange ¢ wird willkiirlich auf eine Flache mit gleich weit voneinander entfernten
parallelen Geraden geworfen, mit einem Abstand ¢ zwischen den Geraden. Man kann zeigen,
dafd die Haufigkeit p = k/n fiir k = Zahl der Ereignisse, mit der die Nadel eine Gerade trifft,
bei insgesamt n Versuchen im Mittel 2/ 7t ist. In Abbildung[5.1]ist die Grofle 2/p aufgetragen;
sie zeigt, wie man sich dem Wert 2/p = 7t mit zunehmender Zahl der Versuche anndhert, und
wie die Fluktuationen allmé&hlich abnehmen.

w+04

w+0.2

Abbildung 5.1: Bestimmung der Zahl
7t mit der Methode von Buffon. Die
Linie zeigt den sich der Zahl 7
anndhernden Wert von 2/ p als Funkti-

m—02 on der Zahl n der Versuche. Die gestri-

chelten Kurven geben die Grofie des

T—04 L L erwarteten statistischen Fehlers von
10 100 1000 10000  +2.37/+/nan.

Ein anderes Beispiel ist das Abpfliicken von Bliitenbldttern: ,Sie liebt mich, liebt mich nicht,
liebt mich, - - -“.

Die Verfiigbarkeit schneller Rechner hat die Monte Carlo-(MC-)Methode zu einem unentbehr-
lichen Hilfsmittel bei vielen statistischen Problemen gemacht, die zu kompliziert sind, um auf
analytischem Wege geltst zu werden. Selbst wenn man eine Losung in geschlossener Form fin-
den kann, ist es oft einfacher und schneller, die MC-Methode anzuwenden, und selbst wenn
man eine analytische Lésung hat, bietet die MC-Methode eine unabhingige Uberpriifung.

Grundlegend fiir die MC-Methode ist die Erzeugung von Zufallszahlen. Es gibt physikalische
Prozesse, die wirklich zufillig sind, und im Prinzip kénnte man sie verwenden, um Zufalls-
zahlen zu erhalten. In der Praxis funktioniert dies jedoch nicht, und man benutzt Zahlen, die
man durch einen Algorithmus mit Hilfe eines Rechners erhélt. Da nun ein Rechner eine de-
terministische Maschine ist, konnen die Zahlen, die er produziert, nicht wirklich zuféllig sein.
Zum Beispiel wird jeder Algorithmus schliefslich die Folge zufilliger Zahlen wiederholen; die
Léange dieser Folge wird Periode genannt. Die Erzeugung von Zufallszahlen ist also keine ein-
fache Sache. Eine Periode von 2% &~ 10!! mag zum Beispiel lang erscheinen, sie muf8 jedoch
mit den > 10° Operationen/s verglichen werden, die Rechner mit Parallelarchitektur aus-
zufiithren imstande sind. Gute Algorithmen fiir Zufallszahlen haben weitaus lingere Perioden
als die genannte. Uberdies kénnen zufillige Zahlen Korrelationen innerhalb der Zahlenfolgen
aufweisen, die eine MC-Rechnung total zunichte machen kénnen. Deshalb miissen Algorith-
men fiir Zufallszahlen sorgfiltig gepriift werden. Aber selbst der beste Algorithmus wird, ge-
nau genommen, nur Pseudo-Zufallszahlen liefern, selbst wenn die Giite dieser Zahlen allen
normalen praktischen Anforderungen geniigt. In Anlehnung an die allgemeine Praxis werden
diese Pseudo-Zufallszahlen im weiteren Verlauf einfach Zufallszahlen genannt.

1Graf G.L.L. von Buffon, 1707-1788
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Eine ausfiihrliche Behandlung findet man in der klassischen Arbeit von Knuth [42], eine wei-
tere Auswahl von Arbeiten ist [58} 78,79, 13} 27}, 28, [10].

5.2 Zufallszahlengeneratoren

MC-Rechnungen benétigen Zufallszahlen fiir eine Vielfalt von verschiedenen statistischen An-
wendungen. Ublicherweise werden zunichst Zufallszahlen u entsprechend einer gleichférmigen
Wahrscheinlichkeitsdichte durch einen Algorithmus erzeugt und in Zufallszahlen anderer Ver-
teilungen transformiert, falls erforderlich. Die gleichférmige Wahrscheinlichkeitsdichte zwi-
schen den Grenzen 0 und 1 bezeichnet man mit U(0, 1), die Zufallszahlen selbst mit .

1 falls O<u<1
0 sonst '

u(,1) = {

So wie hier formuliert, sind die genauen Werte (0,1) der Endpunkte ausgenommen, da sie Pro-
bleme verursachen konnen. Weiterhin werden oft Zufallszahlen der standardisierten Normal-
verteilung, bezeichnet mit N(0,1) (Mittelwert 0 und Varianz 1), benétigt; diese Zufallszahlen
werden mit z; bezeichnet. In diesem Kapitel wird durchgehend diese Notation

u; € U(0,1) gleichformig

zi € N(0,1) standardisierte Normalverteilung

verwendet.

Erzeugung gleichféormiger Zufallszahlen. Einer der einfachsten Generatoren ist der allgemei-
ne linear kongruente Generator

Ij=(a-Ili_1+c) modm uj=1Ij/m

Er benotigt drei ganzzahlige Konstanten, den Multiplikator a, den Summanden ¢ und den Mo-
dul m. Generatoren mit Summand ¢ = 0 werden multiplikative linear kongruente Generatoren
genannt. Beginnt man mit einer Anfangszahl Iy, genannt Saatzahl (seed), so wird eine Folge
I, I, ... von ganzen Zahlen zwischen 0 und m — 1 gebildet. Eine reelle Zufallszahl u; im Be-
reich 0 bis 1 wird mittels Division durch m berechnet. Im obigen Algorithmus kann der genaue
Wert u; = 1 niemals auftreten, und der genaue Wert u; = 0 wird gewdhnlich durch einen
Extratest ausgeschlossen. Die Zahlenfolge ist periodisch mit einer maximalen Periode von m.
Die wirkliche Periode hdngt von den Konstanten a und c ab, und das Maximum m wird unter
folgenden Bedingungen erreicht:

1. ¢ #0;

2. der Summand ¢ und der Modul m haben keinen gemeinsamen Teiler;

3. (a —1) ist ein Vielfaches der Primzahl p fiir jede Primzahl p, die ein Teiler des Moduls m

ist;

4. (a —1) ist ein Vielfaches von 4, falls der Modul m ein Vielfaches von 4 ist.
Zufallszahlen sollten unkorreliert sein, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Auftretens einer Zu-
fallszahl u; in einer Folge sollte nicht von der vorangehenden Zufallszahl u; 1 oder anderen
vorangehenden Zahlen abhidngen. Wegen des deterministischen Charakters des Generators
lassen sich solche Korrelationen zwischen den Zufallszahlen in einer Folge nicht vollig ver-
meiden. Man kann zum Beispiel zeigen, dafs k-Tupel aufeinander folgender Zufallszahlen, im
k-dimensionalen Raum aufgezeichnet, auf (k — 1)-dimensionalen Hyperebenen liegen, wenn
sie nach obiger Methode gebildet werden. Es gibt hochstens m'/ solcher Ebenen, und eine gu-
te Wahl der Konstanten a, ¢ und m wird eine gleichméfliige Verteilung der Ebenen erreichen.
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Beispiel: fiir m = 23 = 4294967296 und k = 10 ist der Wert von m'/* = 9.19. Ferner sollte
beachtet werden, dafs im allgemeinen die weniger signifikanten Bits einer Zufallszahl weniger
zufillig sind als die Bits hoherer Ordnung.

Eine Funktion zur Erzeugung von Zufallszahlen ist gew6hnlich in Rechnern verftigbar. Gewohn-
lich gibt es dabei die Moglichkeiten, die Saat-Zahl (seed) zu definieren und die aktuelle Zufalls-
zahl zur spéteren Fortsetzung der Rechnung zu speichern. Auf diese Weise kann man sicher-
stellen, daff Programme bei der wiederholten Ausfiihrung statistisch unabhéingig laufen und
nicht wieder mit derselben urspriinglichen Zufallszahl beginnen.

Ein einfacher Zufallszahlengenerator (in Fortran) ist im Anhang abgedruckt.

Geeignete Konstanten fiir einen einfachen linear kongruenten Generator mit einer Periode
oberhalb von 10° sind:

a 205 281 1021 421
c | 29573 28411 25673 54773
m| 139968 134456 121500 259200

Die Zahlen in der Tabelle sind verhéltnisméfsig klein und vermeiden die Moglichkeit einer
Uberschreitung des Zahlenbereichs (integer overflow). Die Behandlung eines Overflow miif3te
zusétzlich codiert werden.

Eine andere Klasse von Zufallszahlen-Generatoren sind Fibonacci Generatoren. Eine Zufallszahl
u, wird rekursiv aus vorangehenden Zufallszahlen nach einem Schema berechnet, das der Be-
rechnung von Fibonacci-Zahlen dhnlich ist. Ein Beispiel ist der Generator

Uy = (un—24 + un755) mod 1 n=>>55,

255

wobei x mod1 = x — int(x). Die Periode ist etwa 2°°. Diese Generatoren miissen vor der

ersten Verwendung initialisiert werden.

Der folgende Generator wurde bei einer sehr verbreiteten MC-Rechnung der QCD Gitter-Eichtheorie
benutzt:

Xp = (Xp—10 — Xp—24 — Cp—1) mod 1
¢, = Ofallsx, >0, sonstc, =1.

Er erwies sich im gap test als unzuldnglich (siehe Kapitel 5.3). Um ihn zu verbessern, wird die
Chaos-Theorie bemiiht, um mit folgendem Rezept einen besseren Generator zu erhalten: Man
erzeugt 24 Zufallszahlen, schliefit die ndchsten 300 aus, usw. Natiirlich impliziert dies einen
Verlust an Effizienz [50, 136].

Keiner dieser einfachen Generatoren ist in der heutigen Praxis voll befriedigend. Moderne
Monte Carlo-Generatoren kombinieren meist zwei oder mehr einfache Zufallszahlen-Generatoren.
Zwei Verfahren sind iiblich, um Zufallszahlen mit minimalen Korrelationen und aufserordent-
lich groflen Periodenldngen zu erhalten.

1. Kombination: Zwei Zufallszahlen werden mit je einem Generator erzeugt, und eine neue
Zufallszahl durch Kombination der zwei Zahlen gebildet, wobei die Operationen +, —
oder bitweises exklusives ODER 1iblich sind.

2. Durchmischung: Ein Speicher wird mit einer Reihe von Zufallszahlen gefiillt, und das Re-
sultat eines zweiten Zufallszahlen-Generators wird benutzt, um die Adresse der nidchsten
Zufallszahl im Speicher zu bestimmen. Vor der ersten Benutzung muf3 der Speicher nattirlich
mit Zufallszahlen gefiillt werden.
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Naiv kénnte man denken, dafl kompliziertere Formeln wie zum Beispiel x,,+1 = In(cos x,)mod 1
sehr zufdllige Zufallszahlen produzieren wiirden. Dies ist jedoch in der Regel nicht der Fall
[42].

Gutbrod’s Zufallszahlengenerator [27, 28]. Dieser Generator mit dem Namen RANSH] ge-
dacht fiir professionelle Anwendungen, wurde urspriinglich fiir einen i860-Microprocessor
konzipiert, ist aber universell einsetzbar. Er hat bisher in Tests keinerlei Unzuldnglichkeiten
gezeigt, und seine mittlere Periode ist etwa \/7tT/8 mit T = (1 —1/e) - 21(N+2) wobei n die
Zahl der Bits im Rechner-Wort (zum Beispiel n = 32) und N die Zahl der Worte im Pufferspei-
cher ist. Die Periode ist also sehr lang. Der Generator arbeitet nach dem allgemeinen Prinzip,
Zufallszahlen in einem Puffer willkiirlich zu mischen, in diesem besonderen Fall imitiert der
Algorithmus Zusammenstofse von Teilchen mit Spin. Er benutzt einen Puffer von N Worten,
die im Prozessor gespeichert sind. Die Zahl N muf} grofs genug sein, um eine gute Durch-
mischung sicherzustellen. Um schnell zu sein, fithrt der Generator Schiebeoperationen statt
Multiplikationen aus.

Ein Fortranprogramm RANSHI , das gegeniiber der Originalversion von Gutbrod leicht veriindert ist, befindet sich
im Anhang.

5.3 Priifung von Zufallszahlengeneratoren

Zufallszahlengeneratoren mit einem Defekt wie zum Beispiel Korrelationen konnen nume-
rische Ergebnisse von MC-Rechnungen verzerren und voéllig unbrauchbar machen. Deshalb
wurden viele Tests fiir Zufallszahlengeneratoren entwickelt [42].

Test auf gleichférmige Verteilung. Das Intervall (0,1) wird in k gleiche Unterintervalle der
Lange 1/k unterteilt. N Zufallszahlen u; werden erzeugt, und es wird gezahlt, wieviele dieser
Zufallszahlen in jedes dieser k Unterintervalle hineinfallen. Nennt man die Zahl der Fille in
jedem Unterintervall N;, i = 1,2, ...k, dann sollte (fiir N/k > 10) die Summe

k 2
2 & (Ni— N/K)
X _; N/k

niherungsweise einer x2-Verteilung mit (k — 1) Freiheitsgraden folgen, d.h. im Mittel sollte
das Verhéltnis x>/ (k — 1) eins sein. Man kann analoge Ausdriicke fiir nicht-gleichméfige Ver-
teilungen konstruieren. Zum Nachpriifen sollte ein Histogramm der erzeugten Zufallszahlen
angefertigt und mit der gewtinschten Verteilung verglichen werden.

Einen &hnlichen Test kann man fiir Paare von Zufallszahlen (u;, u]-) machen, die ebenfalls
gleichmifiig in einem zweidimensionalen Gitter mit Intervallen von gleichem Abstand verteilt
sein sollten. Zusitzlich sollte ein Kolmogorov-Smirnov Test durchgefiihrt werden (siehe Kapi-

tel0.1.5).

Korrelationstest. Wenn n sukzessive Zufallszahlen als die Koordinaten eines Punktes im 7-
dimensionalen Raum aufgezeichnet sind, so ist die Menge dieser Punkte nicht willkiirlich
verteilt, sondern liegt auf Hyperebenen. Bei einem guten Zufallszahlengenerator sollten die-
se Ebenen etwa gleichmiflig verteilt sein. Der Effekt ist ausgepragter, wenn man nur die Bits
niedriger Ordnung nimmt, die also getrennt getestet werden sollten. Ein Programm fiir diesen
Test ist bei [42] zu finden.

Sequenz-(up-down-)Test. Zwei aufeinander folgende Zufallszahlen u; und u;; werden ver-
glichen, und das Bit 0 bzw. 1 wird den Féllen u;,1 > u; bzw. u;;; < u; zugeordnet. Lange
Folgen solcher Bits werden erzeugt, und die Anzahl der Folgen von Nullen und Einsen der
Linge k bestimmt; diese Zahl wird N(k) genannt. Dann ist offensichtlich Y ; k- N(k) = N,
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wenn insgesamt N + 1 Zufallszahlen erzeugt worden sind. Die Summe aller Zahlen N(k) ist
YN | N(k) = (2N — 1)/3. Fiir unkorrelierte Zufallszahlen erwartet man im Mittel die folgen-
den Werte:

N(1) = 51\]1;1 N(Z):% (5.1)
2[(K2+3k+1)N— (K®+3k> —k—4
Ny = AETHIN (-3 kog)] -

Systematische, signifikante Abweichungen von den erwarteten Zahlen weisen auf Korrelatio-
nen zwischen Paaren von Zufallszahlen hin.

Liicken-(gap-)Test. Man wihlt zwei Zahlen «, B: 0 < a < B < 1. Man erzeugt (r + 1) Zufalls-
zahlen, die gleichmiBig im Intervall (0, 1) verteilt sind. Die Wahrscheinlichkeit, daf8 die ersten
r Zahlen auflerhalb des Intervalls («, B) liegen und die letzte (r + 1)ste Zahl innerhalb, sollte
sein

P, =p(l—p) mitp=p—u.

Random Walk-Test. Man wihlt eine Zahl 0 < & < 1. Man bildet eine grofie Zahl von Zufalls-
zahlen und registriert die Zahl der Félle r, in denen eine Zufallszahl kleiner als « erscheint. Man
erwartet eine Binomialverteilung fiir » mit p = a. Der Test ist sehr empfindlich fiir grofie Werte
von r. Der Test sollte auch gemacht werden, indem man die Zahl der Zufallszahlen zdhlt, die
groBer als (1 — «) sind. Man erwartet in diesem Fall natiirlich fiir r dieselbe Verteilung.

5.4 Zufallszahlen fiir beliebige Verteilungen

Kontinuierliche Zufallsvariable. Die Aufgabe ist, Zufallszahlen x; gemifs einer Wahrscheinlich-
keitsdichte f(x) zu erzeugen. Eine Standardtechnik beginnt mit Zufallszahlen u;, die entspre-
chend einer gleichférmigen Verteilung erzeugt werden, und transformiert sie. Wenn U(0, 1)
die gleichformige Verteilung ist, mufs gelten:

X
F(x)dx = U(0,1)du / F(t)dt = F(x) =u.
Die Gleichung u = F(x) kann fiir die Variable x gelst werden durch
x = FU(u)

mit der Umkehrfunktion F(~1(u). Fiir eine Folge gleichférmiger Zufallszahlen u j folgen die
Zufallszahlen x; = F D (u j) nach Konstruktion der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x). Diese di-
rekte Methode kann angewandt werden, wenn das Integral als analytische Funktion F(x) aus-
gedriickt und wenn die Funktion u = F(x) leicht invertiert werden kann. Die Methode ist in
Abbildung 5.2 skizziert.

Diskrete Zufallsvariable. Man betrachtet eine diskrete Zufallsvariable x; mit einer endlichen
Zahl n verschiedener moglicher Werte x1, x, . .. x,,. Eine Methode ist, alle Werte der kumulati-
ven Wahrscheinlichkeit fiir alle Werte k = 1,2, ... n im voraus zu berechnen:

k
Py =Y P(x;) furallek mitk=1,2,...n mitP =0, P,y =1,
i=1

wobei P(x;) die Wahrscheinlichkeit des diskreten Wertes x; ist. Die kumulative Wahrscheinlich-
keit P, hat Spriinge bei jedem Wert x; der diskreten Zufallsvariablen. Alle Werte Py werden in
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F(x)
1 -
u Abbildung 5.2: Erzeugung von Zu-
i fallszahlen einer kontinuierlichen Ver-
- teilung f(x). Die Abbildung zeigt
- die kumulative Verteilung F(x). Eine
0 X Zufallszahl u € U(0,1) wird in die Zu-
fallszahl x = F~!(u) transformiert.
P(r) 1
03 f @)
0.2 -
0.1 f H
a b
I b
N (b)
u L Pk Abbildung 5.3: Erzeugung von Zu-
. (k) fallszahlen einer diskreten Verteilung
0.5 r g gemdfs einem Histogram (a). Abbil-
I 5 dung (b) zeigt die kumulative Vertei-
I : lung. Ein Zufallszahl u € U(0,1) wird
0 — ! i ! ! r in die diskrete Zufallszahl k transfor-
a k b miert.

einer Tabelle gespeichert. Zu einem gegebenen Zufallswert u# hat man dann die Eintrdge in der
Tabelle mit P,_1 < u < P, aufzusuchen; k ist dann der Index der gewdhlten Zufallsvariablen.
Dazu kann ein bindrer Suchalgorithmus verwendet werden, wie in der folgenden Funktion.
Die Methode ist in Abbildung[5.3|skizziert.

Beispiel 5.1 Zufallszahlen aus einer linearen Wahrscheinlichkeitsdichte.

Eine linear anwachsende Wahrscheinlichkeitsdichte ist im Intervall 0 bis 1 gegeben als f(x) =
2x mit 0 < x < 1. Die direkte Methode fithrt auf die Wurzelfunktion:

X
u= [ 2tdt=x? xXi= \/uj.
/ =
Eine alternative Methode, Zufallszahlen mit dieser Wahrscheinlichkeitsdichte zu erzeugen, die
die Wurzelfunktion vermeidet, ist, zwei Zufallszahlen uj, Uiy € U(0,1) zu bilden, und die
grofiere der beiden auszuwiéhlen: x; = max(uj, uj;1).

Beispiel 5.2 Erzeugung von Zufallszahlen fiir eine Exponentialverteilung.

Die normierte Exponentialverteilung fiir die Variable x ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
f(x,A) = Aexp(—Ax) fiir x > 0 gegeben, und sie ist null fiir negative Werte von x

u= / Aexp (—At) dt =1 —exp (—Ax) .
0
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Das Ergebnis ist die Formel x; = —In (1 — u]-) /A oder, weil u; und 1 — u; beide im Intervall
(0,1) gleichméfig verteilt sind, x; = —In (uj) /A fiir eine Folge von exponentiell verteilten
Zufallszahlen x;.

Wenn es sich in einer speziellen Anwendung um sehr grofle Zufallswerte handelt (zum Bei-
spiel sehr lange Lebenszeiten t > T = 1/A), dann konnte die obige Methode nicht genau
genug sein. Sehr grofle Werte von x werden durch sehr kleine Werte von u erzeugt. Wegen
der diskreten Natur von Gleitkommazahlen in einem Rechner werden deshalb sehr grofie Wer-
te von x diskret sein. Wird ein kongruenter Generator mit einem Modul m benutzt, dann ist die
kleinste Zahl, die ungleich 0 ist, gegeben durch 1/m, und der grofite transformierte Zufallswert
wird Inm sein, und die nédchst grofiten Werte sind Inm —In2, Inm — In 3, usw.

Beispiel 5.3 Zusammengesetzte Ausdriicke.

Man betrachtet als Beispiel den einfachen Potenzausdruck

5 1
f(x):6-2x+6-5x4 0<x<1.

Man schreibt ihn um zu

) = 2fx) + ghlx),

wobei fi(x) = 2x und fa(x) = 5x* normierte Wahrscheinlichkeitsdichten sind. Die kumu-
lativen Verteilungen fiir f1(x) und f,(x) konnen invertiert werden, und man hat dann den
folgenden Algorithmus fiir Zufallszahlen fiir f(x):

Man wahlt zwei Zufallszahlen u1, u, und erhilt

. {«/bu wenn 1 <5/6
l‘:

u%/5 wenn iy >5/6

Verfahren mit roher Gewalt. Wenn es keinen einfachen Weg gibt, um nach der analytischen
Methode vorzugehen, kann man nach dem folgenden Algorithmus Zufallszahlen entsprechend
einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) erzeugen, was jedoch oft nicht sehr effektiv
ist. Angenommen, dafs die Variable x auf den Bereich 2 < x < b begrenzt ist. Man bestimmt
eine obere Schranke c fiir f(x) mit ¢ > max(f(x)); max(f(x)) ist das Maximum von f(x) im
Bereich (a,b). Dann folgt:

1. Man wihlt x; gleichmé&fig verteilt zwischen a und b: x; = a + u; - (b —a) mitu; € U(0,1).

2. Man wihlt eine weitere Zufallszahl u; € U(0,1).

3. Wenn f(x;) < u; - cist, geht man nach 1., sonst akzeptiert man x; als Zufallszahl.
Die Effizienz dieses Algorithmus kann erhoht werden, wenn man eine Funktion s(x) finden
kann, die die ungefdhre Gestalt von f(x) hat und deren Stammfunktion umgekehrt werden
kann. Dann wihlt man eine Konstante ¢, so da8 fiir alle x in (a,b) gilt: ¢ - s(x) > f(x). Mit

/x s(Hdt=S(x) x5 =SD(w)

kann man den folgenden Algorithmus anwenden:

1. Man wihlt eine Zufallszahl u; € U(0,1) und berechnet x; = S (1;).

2. Man wihlt eine Zufallszahl u; € U(0,1).

3. Wenn f(x;) < u;-c-s(x;) ist, geht man nach 1., sonst akzeptiert man x; als Zufallszahl.
Beweis: Der Zufallszahl x; entspricht eine s(x)-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit, daf sie in
Schritt 3 akzeptiert wird, ist f(x;)/(c - s(x;)); Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten ergibt
f(x)/e.
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5.5 Zufallszahlen fiir spezielle Verteilungen
5.5.1 Zufallswinkel und -vektoren

Zwei Dimensionen. Ein Zufallswinkel ¢, gleichmiBig verteilt innerhalb von (0, 277), wird
durch ¢; = 27tu; erzeugt. Oft werden sin ¢ und cos ¢ oder ein Zufallseinheitsvektor (cos ¢, sin ¢)
gefordert. Der folgende Algorithmus vermeidet den Gebrauch von trigonometrischen Funktio-
nen:

1. Man erzeugt zwei Zufallszahlen uy, u, € U(0,1).

2. Man berechnetv; = 21y — 1 und v = uy (v1 ist gleichformigin (—1,+1) und v, in (0,1)).
3. Man berechnet 12 = v% + v% . Wenn % > 1 ist, geht man nach 1., sonst

4. berechnet man den Sinus und Kosinus des Winkels ¢ durch

2 2
sin @; = 2—0102 T
Q; = 2 Cos ¢p; =

r2
Die beiden Werte stellen einen Zufallseinheitsvektor in zwei Dimensionen dar. Weder eine
trigonometrische Funktion noch die Wurzelfunktion werden benétigt.

Drei Dimensionen. Ein Polarwinkel § wird zusétzlich zu den Werten von sin ¢ und cos ¢ ge-
sucht. Entsprechend dem Raumwinkelelement

dQ) =sinf dd dg = |dcosf| dg

wird der Polarwinkel durch cos; = v; = 2u; — 1 gebildet. Aus dieser Zufallsvariablen wird

der Winkel 6 berechnet durch §; = arccos(cos6;) oder sin; = /1 —cos?6; = /1 — v%. Der

Zufallseinheitsvektor in drei Dimensionen hat dann die Komponenten sin ; cos ¢;, sin §; sin ¢;
und cos 6;.

5.5.2 Normalverteilung

Standardisierte Normalverteilung. Ein einfacher, aber nur angenéahert richtiger Generator fiir
Zufallszahlen z; € N(0,1), die der standardisierten Gauf-Verteilung (1/v/27) - exp(—x%/2)
folgen, basiert auf dem Zentralen Grenzwertsatz:

12
Zi = Zuj—6.
j=1

Der nédchste Algorithmus ist prazise und bedient sich der Methode von Kapitel Eine x?2-
verteilte Zufallszahl mit zwei Freiheitsgraden ist leicht zu erzeugen, weil die Dichteverteilung
fiir zwei Freiheitsgrade die Exponentialverteilung ist: f(x?)dx?> = 1/2exp(—x?/2) dx?. Die
Zufallszahl v = —2Inu folgt dieser Verteilung. In der z; zp-Ebene ist v das Quadrat des Ab-
stands vom Ursprung: v = z§ 4+ 23 = r*> = (rcos ¢)? + (rsin ¢)%. Nimmt man einen gleich-
verteilten Winkel ¢ an, so werden zwei unabhingige standardisierte normalverteilte Zufallszahlen
von v erzeugt durch z; = /vcos¢ und z = /vsin ¢. Diesen Algorithmus von Box und
Muller kann man durch die vorher beschriebene Methode vereinfachen, die trigonometrische

Funktionen vermeidet; dieser vereinfachte Algorithmus lautet wie folgt:

1. Man erzeugt zwei Zufallszahlen uy, u, € U(0,1).

2. Man berechnet v; = 2u; — 1 und v, = 2uy — 1 (v; und v; sind gleichférmig verteilt in
(—=1,+1)).
3. Man berechnet 2 = v% + U%. Wenn 2 > 1, geht man nach 1., sonst
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4. berechnet man z; und z, gemafs

—2In#? —2In#?
}’2 Zy = Uy .

Z21 =101 2

Die beiden Zahlen z; und z, sind unabhéngig voneinander normal verteilt.

Normalverteilte Zufallszahlen. Eine Zufallszahl x; aus der Normalverteilung mit Mittelwert
# und Standardabweichung o

_ 1 (x—p)?
N(V/U) - \/E(T - exp <_T>

erhdlt man aus einer standardisierten, normalverteilten Zufallszahl z; durch x; = p + 0 - z;.

Gauf-verteilte Zufallszahlen in n Dimensionen. Die n-dimensionale Normalverteilung wird
durch den Vektor u von Mittelwerten und die Kovarianz-Matrix V definiert. Die gegebene
n x n Kovarianz-Matrix V kann durch das Produkt RTR mit einer rechten Dreiecksmatrix R
dargestellt werden, indem man die Cholesky-Zerlegung (siehe Kapitel B3.6) anwendet. Aus n
Zufallszahlen z; der standardisierten Gaufs-Verteilung konstruiert man einen Zufallsvektor z
und transformiert in den gewiinschten Zufallsvektor x vermoge

x:y+R%.
Abbildung 5.4 zeigt als Beispiel 3000 Gau3-verteilte positiv korrelierte Zufallszahlen.

Beispiel 5.4 Erzeugung eines zweidimensionalen Vektors fiir eine Normalverteilung mit vor-
gegebener Kovarianz-Matrix.

Man nimmt an, daf$ die Mittelwerte y und die Kovarianz-Matrix V gegeben sind durch

_‘1/11_10 V= V11 V12_92
=) ~ \20 v ) T2 1)
Fiir eine zweidimensionale Kovarianz-Matrix V mit den Elementen V7 ... V» lauten die Glei-

chungen fiir die Cholesky-Zerlegung R' R wie folgt (Kapitel B.6):

Vi — Viz 2

mit dem Ergebnis

R— Rin R\ (3 2/3
-\ 0 Ryp/ Vv5/9) "
Mit zwei unabhédngigen Zufallszahlen z; und z; aus der Standard-Normalverteilung liefert die
folgende Gleichung einen Zufallsvektor gemif der vorgegebenen Kovarianz-Matrix:

R 0 z
o ()3 )
# H2 Ri2 Ry 22
_ H1 + Rq1 21 _ 10432z
U2+ Ripz1 + Rz 2042/3z1++v5/92z2) °
Es ist zu beachten, daf dieselbe Zufallszahl z; in beiden Komponenten erscheint; dies liefert

die Korrelation zwischen den beiden Komponenten, die durch die gegebene Kovarianz-Matrix
gefordert wird.
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y T T * T
‘uy+0'y -

iy _._.. -
Hy = Oy po o e C o

,ux — Oy ‘ux ,ux + Ox X

Abbildung 5.4: Stichprobe vom Umfang 3000 aus einer zweidimensio-
nalen Normalverteilung.

5.5.3 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung hat einen einzigen Parameter, den Mittelwert y. Um Poisson-verteilte
Zufallszahlen zu erhalten, erzeugt man unabhéngige, exponentiell verteilte Strecken (Wartezei-
ten zwischen Ereignissen): wenn die Summe der Strecken grofier ist als der Mittelwert i, dann
ist die gesuchte Zufallszahl um eins kleiner als die Zahl der Glieder in der Summe. Gleichbe-
deutend mit der Addition exponentieller Abweichungen ist, die Linge gleichverteilter Strecken
zu multiplizieren und sie mit e™# zu vergleichen:

1. x=e*k=0A=1.

2. Man wiéhlt eine Zufallszahl u; € U(0,1) und ersetzt A durch u; - A.

3. Wenn A > x ist, ersetzt man k durch k + 1 und geht nach 2. Sonst ist

4. k = Zufallszahl.

Dieser Algorithmus liegt der Funktion MCPQl zugrunde, die im Anhang enthalten ist.

Fiir einen groflen Wert von u (etwa p > 10) kann man eine Nédherung durch eine Gauf3-
Verteilung benutzen:

x =max (0, [p+ 2/ +05]),

wobei z eine Zufallszahl aus der standardisierten Normalverteilung N(0,1) ist, und |x] die
grofite ganze Zahl < x bedeutet.

5.5.4 x2-Verteilung

Fiir eine gerade Zahl n von Freiheitsgraden wird eine Zufalls-y2-Variable aus dem Produkt
von n/2 gleichférmig verteilten Zahlen u; € U(0,1) gebildet; fiir eine ungerade Zahl n von
Freiheitsgraden hat man das Quadrat einer Zufallszahl z aus einer standardisierten Normal-
verteilung zu addieren:

n/2
x = —2In (H”J) fir geraden,
j=1
(n—-1)/2
x = —21n< I uj>—|—zz fiir ungeraden.
j=1
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Fiir grofie n (etwa n > 30) kann man eine Naherung durch eine Gaufi-Funktion machen: die
Zufallsvariable y = /2x? — 2+/2n — 1 ist angendhert N(0, 1)-verteilt. Man erzeugt eine Zu-
fallszahl z € N(0,1) der standardisierten Normalverteilung und berechnet

xz%(z%—\/ﬁ)Z

(fir z < —+/2n — 1 wird die Zahl verworfen und eine neue generiert).

5.5.5 Cauchy-Verteilung

Der folgende Algorithmus kann benutzt werden, um Zufallszahlen gemaif3 einer Cauchy-Wahr-
scheinlichkeitsdichte 1/(7t(1 + x?)) zu bilden:
1. Man erzeugt zwei Zufallszahlen uy, u, € U(0,1).
2. Man berechnet v; = 2u; — 1 und v; = 2uy — 1 (v1 und v, sind gleichférmig in (—1, +1)).
3. Man berechnet 2 = v% + v% und beginnt erneut mit 1., wenn 2> 1.
4. Man berechnet x = 0.5v1/vs.
Die Zufallsvariable x folgt einer Cauchy-Verteilung mit Mittelwert 0 und einer vollen Breite bei

halber Hohe (FWHM) von 1. Durch die Transformation E = Ej + xI" wird eine Zufallszahl aus
der Cauchy-Verteilung mit dem Zentrum bei Ey und der vorgegebenen Breite I' gebildet.

Die Routine MCBI N (in Fortran) erzeugt Zufallszahlen k gemdf$ einer Binomialverteilung. Sie ist im Anhang
aufgefiihrt.

5.6 Monte Carlo-Integration
5.6.1 Integration in einer Dimension

Die Aufgabe ist, das eindimensionale Integral einer Funktion g(x)

I:/abg(x)dx

mit MC-Methoden zu berechnen. Das Integral kann folgendermafien geschrieben werden:

[:/abl-g(x)dxz (b—a)E[g(x)],

worin E[g(x)] die Bedeutung des Erwartungswertes von g(x) fiir eine zwischen den Gren-
zen a und b gleichférmige Wahrscheinlichkeitsdichte hat. Wenn u; aus einer gleichférmigen
Wahrscheinlichkeitsdichte im Intervall (0,1) gewéhlt wird, dann ist die Verteilung von x; =
a+u;(b—a) gleichformig in (a,b), und das Integral kann angendhert werden mit einer Menge
von n Werten x; durch

PR g, (5.3)

i=1

I%IMC: "

Der Fehler o7 der Schdtzung Iyc des Integrals hangt von der Varianz von g; ab:

b;az’l:gi] _ <b;a>zv

i=1

n

)8

i=1

Vilyc| =02 =V
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entsprechend dem Zentralen Grenzwertsatz. Diese Gleichung zeigt, dafy die Varianz, d.h. das
Quadrat des Fehlers von I;c, mit 1/n abnimmt (n = Zahl der Glieder der Summe) und pro-
portional zur Varianz des Integranden g(x) tiber dem Integrationsintervall ist. Die Varianz von
gi kann durch die Summen von g; und g7 ausgedriickt werden:

Vg =E [(81’ —é?)z] ~ [Z_gzz - <&>2] :

n n

Dies ergibt das endgiiltige Resultat fiir die Varianz des Schiatzwertes Ijic des Integrals:

V(lyc) = o = (b—a)2 [2&2 — <2gi>2] _1 {(b—a)z ET&Z —I?. (5.5)

n n n n

5.6.2 Varianzreduzierende Methoden

Im vorhergehenden Abschnitt wurde gezeigt, dafS der Fehler bei der Berechnung des Integrals
durch die Varianz des Integranden g(x) bestimmt ist. Es ist deshalb niitzlich, Methoden zur
Reduktion dieser Varianz zu betrachten.

Importance Sampling. Wenn man eine bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) hat, die im
Intervall (a,b) normiert ist, dann kann unter der Bedingung, da8 sie integrierbar und in ge-
schlossener Form umkehrbar ist, das Integral der Funktion g(x) folgendermafien geschrieben
werden:

I:/abg(x)dx:/ab {%} f(x)dx =E {%} ’

wobei der Erwartungswert von r(x) = g(x)/f(x) firr die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) be-
rechnet werden muf. Dieser Erwartungswert wird ndherungsweise ermittelt, indem man eine
Menge von n x-Werten benutzt, die man der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) entnimmt.

" g(x)
L ()

i=1

b—a
n

I~

mit x; € (a, b) entsprechend der Dichte f(x).

Das Verfahren ist gut, wenn man eine einfache Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) finden kann, die
dem Integranden g(x) dhnlich ist, und die eine einfache Erzeugung von Zufallszahlen erlaubt.
Die Varianz von r(x) = g(x)/ f(x)

Vinl = E[(r— ()]

sollte klein sein; das ist der Fall, wenn das Verhiltnis 7(x) nahezu konstant ist. Die Verwen-
dung einer Dichtefunktion f(x) erlaubt auch, Singularititen zu behandeln (zum Beispiel, wenn
g(x) — o0). Wenn die Integrationsgrenzen a und b die Werte +oo einschliefen, muf eine Trans-
formation der Variablen x in eine andere mit endlichen Integrationsgrenzen durchgefiihrt wer-
den.

Die Anwendung des importance sampling kann schwierig werden, wenn f(x) in einem bestimm-
ten x-Bereich sehr klein wird. Ferner wird es schwierig bei mehr als einer Dimension.

Kontroll-Funktion. Eine andere Methode der Varianzreduktion ist das Subtrahieren einer Funk-
tion f(x), die analytisch integriert werden kann und g(x) dhnlich ist:

/ﬂb g(x)dx = /ﬂb £(x) dx+/ab 9(x) — f(x)] dx,
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wobei das erste Integral auf der rechten Seite analytisch und das zweite nach MC-Methoden in-
tegriert wird. Die Varianz dieses Integrals kann durch geeignete Wahl von f(x) stark reduziert
werden.

Partitionierung. Die Varianz kann reduziert werden, indem man das Integrationsintervall in
zwei oder mehr Intervalle aufteilt. Die Intervalle sollten so gewéahlt werden, dafs der Integrand
¢(x) im gegebenen Intervall moglichst wenig variiert.

Als Beispiel betrachtet man das Integral der Funktion g(x)

I:/abg(x)dx.

Wenn man es nach Gleichung (5.3) mit dem Ergebnis I; = Ijic berechnet, ist seine Varianz

—a)? —a)? 2 A\ 2
vin) = C- Dy~ 020 .[251 - (E2) ]

n n

Nun wird das Intervall (a,b) in zwei Intervalle gleicher Liange (a,¢) und (c, b) geteilt, mit je-
weils (1/2) Werten x;. Das Integral wird dann

_(c—a) ‘ (b—c) .
L= n/2 ;gl+ n/2 Zg“

2

und seine Varianz ist

V] = (c—a)” [21812 B <Z1gi>2

n/2 n/2 n/2 n/2 n/2 n/2

(b—c)? 22812_ 12 8i ?
o - ()]

Mit (¢ —a) = (b —c¢) = (b — a)/2 erhélt man

VL] = (b —a)? (2181‘2 n 128" 5 [<@>2+ (Zz&‘)z])

und
V[hL] - VL]
_ (b —na)z (_ (Y gi :22281')2 s [(Z:ﬁi)z + (Z}zﬁi)zb
- (b—na)2 <(Zl g ;ZZzgiV) >0, (56)

d.h. wenn man das Integral in zwei Abschnitten (I;) berechnet, erhilt man eine kleinere Vari-
anz.

Gewichtung. Angenommen, ein Integral iiber eine Funktion g(x) ist berechnet worden, und
man mochte die Integration fiir eine modifizierte Funktion g, (x) wiederholen. Statt die zeit-
aufwendige MC-Berechnung zu wiederholen, kann man die Werte aus der ersten Integration
benutzen und sie mit den Gewichten w; = g, (x;)/g(x;) versehen.

b—a
n

Y gm(e) = L0 Y o) i

n

I’:/gm(x)dx%

Dies ist ein gutes Verfahren, vorausgesetzt die Werte g(x;) stehen noch zur Verfiigung.
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y | e ®

Abbildung 5.5: 1000 Zufallszahlen im Dreieck mit den Eckpunk-
ten (x,y) = (0,0), (1,0) und (1,1). In der Abbildung (a) wird x
gleichformig in (0,1) und y gleichférmig in (0, x) gewdahlt; diese Punk-
te sind nicht gleichmiflig in der Ebene verteilt. In der Abbildung (b)
werden zwei Zufallszahlen u; und u; gleichférmig in (0, x) gewdahlt
und x = max(uq,uz) und y = min(uy, uy) gesetzt; diese Punkte sind
gleichmidfiig in der Ebene verteilt.

Beispiel 5.5 Ein zweidimensionales Integral.

Es ist das zweidimensionale Integral von ¢(x,y) in dem zwischen der positiven x-Achse und
der Geraden y = x von x = 0 bis x = 1 gelegenen Integrationsgebiet zu berechnen,

1 rx
1:// ) dydx,
Oog(xy)yx

Die Abbildung[5.5]zeigt den dreieckigen Integrationsbereich. Der folgende Algorithmus scheint
plausibel:

man wihlt x;, gleichformig in (0,1)
man wihlt y;, gleichférmig in (0, x;)

und berechnet das Integral durch die Summe

n

I= % Y 8i (x;,y;) — das ist aber falsch.
i=1

Bei dieser Wahl sind die Punkte im Integrationsbereich nicht gleichméfig verteilt. Dieses Bei-
spiel zeigt, dafs es in anscheinend einfachen Problemen durchaus Fallen geben kann. Ein kor-
rekter Algorithmus ist:

n=0,1=0
1) n:=n+1
man wihlt eine erste Zufallszahl u; € U(0,1)
man wihlt eine zweite Zufallszahl u, € U(0,1)
v1 = max(uq, up)
vy = min(uy, uy)
I:= I+g(01,02)
wenn n < N ist, geht man nach (1)
[:=1I/N



5.6. MONTE CARLO-INTEGRATION 123

5.6.3 Vergleich mit numerischer Integration

Trapezregel. Die numerische Integration in ihrer einfachsten Form wird nach der Trapez-Regel
ausgefiihrt: Das Integral [ = | ab g(x) dx wird ndherungsweise berechnet durch

1 1
IT =h <§g0+g1+"'+gn—1+§gn> ’

wobei das Intervall (a,b) in n gleiche Intervalle der Lange h = (b — a)/n geteilt worden ist,
und

¢gi=g¢(x;)) xi=a+ih, i=0,1,...n

Um den Fehler von It herzuleiten, betrachtet man die Reihenentwicklung in einem Intervall
der Breite I

x2
p= [Tamar= [0 4280 + SO+ )ax

= g(0) by RO+ FL(O)
o= h(;8(0)+ 5 800)
= Th(3(0)+ (5(0) +hg/0) + g0 +--)).

Die Differenz ergibt eine Abschitzung des Fehlers der Trapezformel zu It — I = (1/12) " (0) 13 +
-+ . Summiert man die Beitrdge der n Intervalle der Lange h des Integrations-Intervalls (a, b),
wendet den Zentralen Grenzwertsatz an und setzt h = (b — a) /n, dann ist die Standardabwei-
chung von It

b—a)d /) b—a)d
<12n3) =87 (12112) '

Der Fehler der Trapezformel wird also mit wachsender Zahl n der berechneten Funktionswerte
kleiner mit der Proportionalitdt 1/ n2.

(I =D)'? = n - (")

Simpsonsche Regel. Bei dieser Regel wihlt man eine gerade Zahl 1, also eine gerade Zahl von
Intervallen

h
Is = g(go+4g1 +29+4g+ - +4g-1+8n) -

Sie fithrt zu einem Fehler, der noch schneller mit der Zahl n der Intervalle abnimmt, namlich
mit 1/n*. Im Vergleich dazu féllt der Fehler eines Integrals, das nach MC-Methoden berechnet
worden ist, nur mit 1//n ab (siehe Gleichung (5.4))). Darum sind konventionelle Integrations-
Methoden in einer Dimension immer besser als MC-Methoden.

Fiir Integrale in vielen Dimensionen ist die Sache jedoch anders. In einem d-dimensionalen
Raum hat man in jeder Dimension /n Intervalle mit n = Anzahl der Punkte, fiir die der Inte-
grand berechnet werden mufs, und der Fehler aus der Trapez-Regel ist dann proportional zu
1/(¢/n)? = n=?/4, Im Gegensatz dazu ist der Fehler bei der MC-Methode immer noch propor-
tional zu n~1/2. Die MC-Methode ist also dann besser, wenn gilt

2

—Eg— oder d > 4.

N[ =

Zusétzlich hat die MC-Methode die folgenden Vorteile:
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o Die Integrationsgrenzen konnen einfach behandelt werden; das ist wichtig in vieldimen-
sionalen Raumen, wo das Spezifizieren von Integrationsgrenzen analytisch ein Problem
werden kann.

e Die Genauigkeit kann kontinuierlich verbessert werden, indem man einfach mehr MC-
Terme zur Summe addiert, wihrend viele numerische Integrationsroutinen erfordern,
daf3 die Zahl der Terme nur in Potenzen von 2 anwachsen kann.

e Unabhingige Kontrolle: Selbst wenn es eine analytische oder numerische Losung gibt,
kann die MC-Methode eine Kontrolle bieten, was in komplizierten Fillen niitzlich sein
kann.

5.6.4 Quasi-Zufallszahlen

In Gleichung (5.6) ist gezeigt worden, daf8 die Unterteilung des Integrationsintervalls in Teil-
intervalle die Varianz vermindert und die Genauigkeit der Integration fiir eine gegebene Ge-
samtzahl von Stiitzstellen des Integranden erhoht. Folgt man diesem Vorgehen bis zu seinem
logischen Ende, dann fiihrt das zu einer dquidistanten Wahl der Koordinatenwerte im Integra-
tionsbereich. Dies jedoch kann zu starken Quantisierungseffekten an den Grenzen des Gitters
fihren. Quasi-Zufallszahlen bieten einen Weg aus dieser Schwierigkeit. Sie tiberdecken den In-
tegrationsbereich quasi gleichméfiig. Ihre Verwendung erfordert allerdings Vorsicht, zum Bei-
spiel ist es wichtig, daff die n Zufallszahlengeneratoren fiir die # Dimensionen voneinander
unabhingig sind. Im untenstehenden Algorithmus wird dies durch die Wahl verschiedener
Primzahlen fiir die verschiedenen Dimensionen erreicht.

Richtmyer-Generator. Dieser Generator erzeugt Quasi-Zufallszahlen. Hierbei sind die Kom-
ponenten x; ; des i-ten n-Vektors (Komponentenj = 1, 2, ... n), mit 0 < x;; < 1, gegeben durch

xi,j = (l : S]) mod 1,

wobei S; = /P; und P; die j-te Primzahl ist, und x mod 1 = x — int(x) .

Um Rundungsfehler zu vermeiden, sollte X j iterativ berechnet werden:

Xit1,j = (xi,]‘ + (Sj modl))mod 1.

Um die Giite eines Quasi-Zufallszahlengenerators zu beurteilen, definiert man eine Diskrepanz
genannte Grofie

1
8= (vi—mV;),
wobei m die Anzahl der n-dimensionalen Zufallsvektoren Xij, 1<i<m,istund1 <;j <nder

Komponentenindex mit 0 < xi; <1 Ein bestimmter Zufallsvektor Xi ] definiert ein Volumen

n
Vi=]]xij
=1

Sind die Zufallsvektoren gleichmifig verteilt, dann erwartet man m V; Vektoren innerhalb
des Volumens. Die tatsidchliche Zahl der Punkte in diesem Volumen sei v;. Ein Maf3 fiir die
Gleichmifiigkeit ist dann durch einen geeigneten Mittelwert {iber die g; gegeben, zum Beispiel
(g22)1/2. Dies nennt man Diskrepanz. Sie sollte klein sein und etwa wie 1/m abnehmen.
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6 Schitzung von Parametern

6.1 Problemstellung und Kriterien

Der wissenschaftlichen Methode liegt die Vorstellung zugrunde, dafs Messungen wenigstens
im Prinzip wiederholt werden kénnen und dann unter denselben Bedingungen dasselbe Re-
sultat geben. Dies ist nattirlich eine Idealisierung. In Wirklichkeit sind Messungen nie ganz
exakt, und die Bedingungen bleiben nie exakt gleich. Oft ist es auch unmdglich, die Umstande
genau zu kontrollieren, man denke etwa an Effekte, hervorgerufen durch thermische Fluktua-
tionen oder verursacht von Quantenprozessen. Deshalb werden wiederholte Messungen nie
genau dieselben Ergebnisse liefern. Diese Differenz zwischen aufeinanderfolgenden Messun-
gen einer Grofse und damit auch die Differenz zwischen einer Messung und ihrem wahren
Wert kann meistens nicht auf eine einzige Storursache zurtickgefiihrt werden, sondern wird
die Folge einer Reihe mehr oder weniger unkontrollierbarer Einfliisse sein, welche man zufillig
nennt.

Fehler dieser Art nennt man statistische Fehler. Die Aufgabe ist nun, aus fehlerbehafteten Mes-
sungen die genauest moglichen Ergebnisse zu erarbeiten, zusammen mit Aussagen iiber ihre
Zuverlassigkeit und ihre Grenzen.

Neben statistischen Fehlern gibt es auch noch systematische Fehler — dies ist eine wichtige Un-
terscheidung: Systematische Fehler konnen zum Beispiel verursacht sein durch Fehler in der
Methode, zum Beispiel falsche MefSinstrumente, oder durch falsche Formeln bei der Auswer-
tung. Systematische Fehler miissen anders als statistische Fehler behandelt werden: Sie konnen
nicht durch Mittelung iiber mehrere Messungen reduziert werden und begrenzen selbst bei
sehr kleinen statistischen Fehlern die Genauigkeit des Ergebnisses.

Wegen der unvermeidlichen Mefifehler wird man nach optimalen Verfahren suchen, um ein
moglichst genaues Ergebnis aus fehlerbehafteten Messungen zu erzielen und um den Feh-
ler des Endergebnisses zu bestimmen. Dies nennt man Schitzung von Parametern, und es ist
ein ganz allgemeines Problem in den quantitativen Wissenschaften. Einfache Beispiele fiir die
Schitzung von Parametern sind die Schdtzung des Mittelwertes und der Varianz der zugrun-
deliegenden Wahrscheinlichkeitsdichte anhand einer Stichproben-Mefreihe (siehe Kapitel 4.7).

Formal moge eine Messung von n unabhédngigen Werten x1, x2, . . . x,, (d.h. eine Stichprobe vom
Umfang 1) der (ein- oder mehrdimensionalen) Zufallsvariablen x vorliegen. Die Aufgabe be-
steht darin, aus diesen Daten eine beste Schdtzung eines oder mehrerer Parameter zu erhalten.
Diese besten Schidtzungen sind ihrerseits Zufallsvariable, und ebenso wichtig wie die Wer-
te selbst sind ihre Fehler und Korrelationskoeffizienten. Wenn die Mef3werte einer bekann-
ten Wahrscheinlichkeitsdichte f(x|a) folgen, welche von einem oder mehreren Parametern a
abhéngt, kann das Problem zum Beispiel durch die Maximum-Likelihood-Methode gel6st wer-
den.

Allgemeine Kriterien. Es ist wiinschenswert, dafs eine Methode zur Bestimmung von Parame-
tern die folgenden vier Kriterien erfiillt, wobei mit @ der Schdtzwert des Parameters und mit ag
sein wahrer Wert bezeichnet wird:

1. Konsistenz: lim,_c @ = ap.

2. Erwartungstreue: E[d] = ap, wobei E[a] der Erwartungswert von 4 ist.

3. Effektivitdt: die Varianz von @ sollte moglichst klein sein.

4. Robustheit (gegentiber falschen Daten oder falschen Voraussetzungen).

Diese Kriterien konnen oft nicht alle erfiillt werden. Insbesondere die beiden letzten Kriterien
sind sehr hdufig miteinander im Widerspruch. Zum Beispiel liefert die Methode der Maximum-
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Likelihood eine sehr effiziente Schitzung von Parametern, kann aber andererseits sehr abwei-
chende Resultate geben, wenn die angenommene Form der Wahrscheinlichkeitsdichte nicht
richtig ist. Es mufs deshalb oft ein dem Problem angemessener Kompromifd gewéahlt werden.

Die beiden am héufigsten benutzten Methoden sind die Maximum-Likelihood- Methode und
die Methode der kleinsten Quadrate. Maximum-Likelihood wird in diesem Kapitel bespro-
chen, wihrend den kleinsten Quadraten ein eigenes Kapitel gewidmet ist (Kapitel [7).

6.2 Robuste Schitzung von Mittelwerten

Die Schitzung von Mittelwerten ist ein Standardproblem der Datenauswertung. Ein einfacher
Fall ist die Schitzung eines Stichproben-Mittelwertes (siehe Kapitel 4.7).

Beispiel 6.1 Mittelwert einer Verteilung aus einer Stichprobe.

Es soll eine Schitzung des Mittelwertes einer Wahrscheinlichkeitsdichte anhand einer Stich-
probe von n unabhédngigen Werten x; vorgenommen werden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte
selbst muf$ dabei nicht spezifiziert sein. Die Schatzung des Mittelwertes ist

3 6.1)

¥ =

S| =

Diese Schatzung, welche mit der Methode der kleinsten Quadrate abgeleitet werden kann, ist
konsistent wegen des Zentralen Grenzwertsatzes, vorausgesetzt, die Varianz der Wahrschein-
lichkeitsdichte ist endlich. Sie ist auch erwartungstreu, weil

Eld = YE[x]=(x).

Die Frage nach der Robustheit und Effizienz der Schidtzung ist schwieriger zu beantworten.

Mittelwert einer symmetrischen Verteilung. Es wird zunéchst der einfachere Fall einer sym-
metrischen Wahrscheinlichkeitsdichte behandelt. IThr Zentralwert ist gleich dem Mittelwert.
Liegt eine Stichprobe einer symmetrischen unbekannten Verteilung vor, so ist eine offensicht-
liche Methode zur Schitzung des Zentralwertes der Stichprobenmittelwert X. Wie sich leicht
zeigen lafst, ist dieser Schatzwert konsistent nach dem Gesetz der grofsen Zahl unter sehr all-
gemeinen Voraussetzungen (die Varianz der zugrundeliegenden Verteilung mufs endlich sein).
Wenn die Stichprobe aus einer Gauf-Verteilung stammt, dann folgt Gleichung (6.1I) aus der
Maximum-Likelihood-Methode (siehe Beispiel [6.6). In diesem Fall ist der Schitzwert auch op-
timal in dem Sinne, daf$ die Varianz minimal ist.

Wenn die Verteilung allerdings nicht die Normalverteilung ist, ist der Stichprobenmittelwert
nicht der effizienteste, zum Beispiel wenn zu einer Normalverteilung noch ein Anteil einer
Cauchy- oder Breit-Wigner-Verteilung

A
(E—E)2+T12%/4

f(E[E) =

hinzukommt. Der Stichprobenmittelwert ist dann nicht robust.

Ist die Form der Verteilung bekannt, kann der Zentralwert der Verteilung (und damit der
Mittelwert und andere Parameter der Verteilung) mit der Maximum-Likelihood-Methode be-
stimmt werden; das Ergebnis hat dann die asymptotisch kleinstmogliche Varianz. Die Effizienz
anderer Schatzwerte ist definiert als das Verhéltnis dieser minimalen Varianz zur Varianz des
betreffenden Schatzwertes. Zum Beispiel hat der Median bei einer Normalverteilung eine Effi-
zienz von 64%.
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Ein robuster Schidtzwert fiir den Zentralwert einer symmetrischen Verteilung ist der getrimm-
te Mittelwert (Mittelwert mit Abschneiden). Hat man insgesamt n Mefspunkte, so bleiben bei
dieser Methode die (1 — 2r)n/2 kleinsten und die (1 — 2r)n /2 grofiten Werte unberticksichtigt,
und es wird der Mittelwert der verbleibenden 2rn zentralen Einzelwerte gebildet. Fiir r = 0.5
ist dies der Stichproben-Mittelwert, und im Grenzfall ¥ — 0 ist dies der Median. Die Abbildung
[6.1] zeigt die asymptotischen Effizienzen als Funktion des Parameters r fiir drei zum Zentral-
wert symmetrische Verteilungen; fiir die Gauf3-Verteilung, fiir die Cauchy-Verteilung und fiir
die doppelt-exponentielle Verteilunﬂ. Bei der Wahl von r = 0.23 ist fiir diese drei Verteilun-
gen die Effizienz mindestens 82%. Dieser Wert sollte also fiir eine robuste Schiatzung benutzt
werden, um bei Unkenntnis der tatsdchlichen Verteilung die minimal mogliche Effizienz zu
maximieren.

Die Methode des getrimmten Mittelwertes ist vielseitig und allgemeiner einsetzbar; zum Bei-
spiel wird sie verwendet, um die Punktzahlen mehrerer Schiedsrichterwertungen zu mitteln
(Weglassen der besten und der schlechtesten Bewertung). Die Strategie sollte in allen nicht
vollig klaren Fillen mit Monte Carlo-Methoden tiberpriift werden.

Median Mittelwert
1 T T T T
ormal]
05 DE
I Abbildung 6.1: Aymptotische Effizienz des ge-
Cauchy trimmten Mittelwertes als Funktion des Parame-
I ters r fiir verschiedene symmetrische Verteilun-
0 , , , , ; gen: die Normalverteilung, die Cauchy-Verteilung
0O 01 02 03 04 05 und die doppelt-exponentielle Verteilung (DE).

Mittelwert einer unsymmetrischen Verteilung. Angenommen, es ist der Mittelwert einer un-
symmetrischen Verteilung zu bestimmen. Durch die Unsymmetrie ist die Benutzung des ge-
trimmten Mittelwertes problematisch. Oft wird eine derartige Unsymmetrie durch die Uberla-
gerung einer Gauf-Funktion mit einem unsymmetrischen Untergrund hervorgerufen.

Eine Moglichkeit ist es, den Verlauf des Signals und des Untergrunds zu parametrisieren und
an die Daten nach der Maximum-Likelihood-Methode oder der Methode der kleinsten Qua-
drate anzupassen. Das Ergebnis wird durch die gewihlte Parametrisierung beeinflufst und
kann nicht-robust sein, wenn es empfindlich von der genauen Form der Parametrisierung
abhéingt.

Im Fall von unsymmetrischen Verteilungen ist es oft das beste, eine Variablentransformation
vorzunehmen, so dafd die neue Variable angendhert Gaufi-verteilt ist. Dies zeigt das Beispiel
6.2

Beispiel 6.2 Mittlerer Impuls eines Teilchenstrahls.

Ein Strahl von Teilchen wird in einer Spurkammer nachgewiesen. Im Magnetfeld der Kammer
beschreiben die Teilchen eine gekriimmte Bahn, wobei der Zusammenhang zwischen Kriim-
mungsradius R, Impuls p und Magnetfeld B gegeben ist durch p = eBR (e = Teilchenladung).

ISie besteht aus zwei symmetrisch vom Zentralwert x; abfallenden Exponentialverteilungen, also f(x) =
0.5exp(x — xg) fiir x < xp und f(x) = 0.5exp(xp — x) fiir x > xq.
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Aus der Messung der Sagitta s = [2/8R (I = Spurlinge) wird der Radius R und dann der
Impuls p berechnet. Bei diesem Verfahren kénnen sehr grofse Werte von p auftreten, wenn die
Mefigenauigkeit o etwa gleich der Sagitta s ist: Aufgrund von Mefifehlern kann man sehr kleine
Werte von s erhalten, was zu riesigen Werten fiir p fiihrt. Die gemessene Verteilung von p ist
also sehr asymmetrisch. Viel besser ist es deshalb, statt p die Variable 1/p zu betrachten, die
Gauf3-verteilt ist.

(@)1 1200 | (b)-
02 f . 7 1
| 1
L '_l |
800 1 -
| | |
O
0.1 . I
400 ! " .
r
L 4 | r| I
0 . . . | . : 0 L~ Lo
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Abbildung 6.2: Die Wahrscheinlichkeitsdichte der verschobenen Moyal-
Verteilung mit einem Mittelwert u = 7.5ist links (a) gezeigt. Die rechte Abbil-
dung (b) zeigt das Ergebnis von Bestimmungen des Mittelwertes aus 10 000
Stichproben vom Umfang 20. Das graue Histogramm zeigt den Mittelwert
aus Maximum-Likelihood-Anpassungen, diese Methode hat die minimale
Varianz. Das durchgezogene Histogramm zeigt die Stichprobenmittelwerte;
im Mittel wird der Parameter richtig bestimmt, die Effizienz ist jedoch nur
44%. Die Effizienz der Mittelwertbestimmung kann durch Weglassen von je-
weils 9 der 20 Einzelwerte der Stichprobe auf 55% verbessert werden, wie
das gestrichelte Histogramm zeigt. Dabei wird jedoch der Mittelwert zu klei-
neren Werten hin verschoben.

Beispiel 6.3 Landau-Verteilung.

Die Landau-Verteilung beschreibt die Verteilung des Energieverlusts durch Ionisation beim
Durchgang eines geladenen Teilchens durch eine diinne Materieschicht. Sie hat einen langen
Schwanz bei grofsen Werten des Energieverlusts. Die Form der Landau-Verteilung kann durch
die Moyal-Verteilung angenéhert werden, die durch

f(x)dx = \/;_nexp <—% (x+exp(—x))> dx

definiert ist; die Moyal-Verteilung hat ihr Maximum bei x = 0 und den Mittelwert y = 1.27.
Durch die Transformation x = 1.27 + (E — E) /b wird die Verteilung des Energieverlusts E
um den Mittelwert E beschrieben. Diese Dichteverteilung ist in Abbildung [6.2(a) fiir einen
Mittelwert von E = 7.5 gezeigt.

Es werden Stichproben vom Umfang 20 aus dieser Verteilung angenommen, aus denen der
Mittelwert des Energieverlusts, also E zu bestimmen ist. Das Ergebnis einer Simulation mit 10
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000 solcher Stichproben ist in Abbildung[6.2(b) gezeigt. Das graue Histogramm zeigt den Para-
meter E aus Maximum-Likelihood-Anpassungen. Das Histogramm der Stichproben-Mittelwerte
(durchgezogenes Histogramm) ist deutlich breiter; diese Breite wird durch die nicht geringe
Wahrscheinlichkeit fiir sehr grofien Energieverlust verursacht.

Eine gute Strategie, um solche Einfliisse bei der Berechnung des mittleren Energieverlusts zu
vermeiden, besteht wieder darin, einen gewissen Prozentsatz der grofsten Werte der Stichprobe
wegzulassen und dann erst den Mittelwert zu berechnen. Die Simulationsrechnung zeigt, daf3
man die geringste relative Breite beim Weglassen von neun der 20 Werte erhilt; das Ergebnis
wird im gestrichelten Histogramm gezeigt. Die systematische Verschiebung von E miifite kor-
rigiert werden. Die Simulation zeigt, dafs die Effizienz des Mittelwertes von 44% durch Weg-
lassen fast der Halfte der Daten auf 55% gesteigert werden kann. Das Ergebnis der Maximum-
Likelihood-Anpassung ist jedoch deutlich besser.

Beispiel 6.4 Mittelwert einer Gleichverteilung.

Der Mittelwert einer Gleichverteilung (siehe Gleichung (4.17))) kann mit Hilfe von Gleichung (6.1)
bestimmt werden. Aber dies ist nicht die effektivste, d.h. die genaueste Schdtzung. Ihre asym-
ptotische Effizienz im Sinne der Definition von Seite [126] ist sogar null, da die Varianz der
bestmoglichen Schitzung in diesem speziellen Beipiel wie 1/n? gegen null geht und nicht wie
1/n. Diese beste Schitzung ist gegeben durch ¥ = (£ + ¥)/2, wobei £ und ¥ die groiten bzw.
kleinsten Werte der Stichprobe sind. Die Varianz dieser Schdtzung ist minimal.

6.3 Die Maximum-Likelihood-Methode
6.3.1 Prinzip der Maximum-Likelihood

Es mogen n Messungen der Zufallsvariablen x vorliegen, wobei x eine einzelne Variable oder
ein Vektor von Variablen sein kann. Die den MefSwerten x1, x, ... x, zugrundeliegende Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(x|a) soll bekannt sein, und a steht fiir einen oder mehrere unbekannte
Parameter, von denen die Wahrscheinlichkeitsdichte abhdngt. Die Aufgabe besteht darin, die
beste Schatzung @ des Parameters aus den vorliegenden Mef3daten zu gewinnen.

Die Maximum-Likelihood-Methode geht von der ein- oder mehrdimensionalen Wahrscheinlich-
keitsdichte f(x|a) der gemessenen Werte aus und bildet die Likelihood-Funktion

L(a) = f(x1la) - f(xala) - - f(xnla) = ﬁf(xl‘lﬂ)-

Die Funktion L(a) ist fiir eine gegebene Stichprobe x; eine Funktion der Parameter a und gibt
sozusagen die Wahrscheinlichkeit an, bei einer vorgegebenen Wahl der Parameter a gerade die-
se Mefiwerte zu erhalten. Sie ist aber nicht eine Wahrscheinlichkeitsdichte in den Parametern a.
Gemifl dem Maximum-Likelihood-Prinzip ist die beste Schidtzung von a derjenige Wert @, wel-
cher L(a) zu einem Maximum macht, d.h. welcher die Wahrscheinlichkeit maximiert, gerade
den beobachteten Satz von x;-Werten zu erhalten. Die formale Bedingung ist deshalb

L(a) = Maximum .

Es ist wichtig, darauf zu achten, daf8 f(x|a) fiir alle Werte von a auf eins normiert ist,
/ f(x]a)dx =1 fir alle a.
0

Diese Normierung mufd wahrend aller Schritte aufrecht erhalten werden, bei denen a variiert
wird, um das Minimum von L(a) zu finden. Dies bedingt einen groflen Teil des numerischen
Aufwands der Methode.
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Das Maximum wird wie tiblich durch Differenzieren gewonnen.

dL(a) =0 oder a—L =0 fiurallek.
da oay

In der Praxis arbeitet man mit dem Logarithmus der Likelihood-Funktion /(a) = In L(a) - sie
heifist Log-Likelihood-Funktion. Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist, hat er sein
Maximum an derselben Stelle, und die Bedingung fiir das Maximum wird
n
l
I(a) =In L(a) = } In f(x;|a) = Maximum oder di(a)
i=1

=0 (6.2)

tiir den Fall eines einzigen Parameters. Fiir einen Vektor a von m Parameternag;, i = 1,2,...m
hat man

dl(a)
aak

=0 fuar k=1,2,...m.

Wenn das Maximum am Rande des Parameterraumes von a liegt, miissen spezielle Verfahren
zur Anwendung kommen (siehe Kapitel [8.6)).

In diesem Buch wird aus Konsistenzgriinden fortan die negative Log-Likelihood-Funktion

F(a) = —1(a) = — Y In f(xila) 63)

i=1

benutzt. In diesem Fall muf8 man natiirlich F(a) minimieren Die Maximum-Likelihood-Me-
thode ist in aller Regel konsistent, aber nicht notwendigerweise erwartungstreu (siehe Kapi-
tel[6.6). In der Grenze n — oo kann die Konsistenz bewiesen werden, und in diesem Fall ist
die Methode auch erwartungstreu. Fiir diesen Grenzfall kann auch bewiesen werden, dafs die
Methode effizient ist. Das sieht eigentlich ganz gut aus. Die Methode hat aber auch ihre Pro-
bleme. In aller Regel erfordert ihre Anwendung einen grofien Rechenaufwand. Mit modernen
Rechnern sollte dies aber kein ernsthaftes Problem mehr sein. Jedoch, was wichtiger ist, erfor-
dert sie weiterhin die a priori Kenntnis der Form der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x|a). Wenn
diese falsch angenommen wird, so wird auch das Ergebnis falsch. Eine wichtige Kontrolle ist in
diesem Zusammenhang, ob die Wahrscheinlichkeitsdichte mit den besten Werten der Parame-
ter auch tatsdchlich die Daten richtig wiedergibt. Eine solche Kontrolle erfordert meist einen
zusdtzlichen Aufwand, der jedoch geleistet werden sollte. Man sollte sich vergewissern, dafs
die Daten mit den Werten der Parameter vertraglich sind, und zwar iiberall. Im Fall mehrdi-
mensionaler Verteilungen mufi man den Raum der Daten in n-dimensionale Intervalle teilen
und die Priifung in allen Intervallen durchfiihren.

Beispiel 6.5 Zerfallswinkelverteilung eines Elementarteilchens.

Die Zerfallswinkelverteilung eines bestimmten Teilchens moge durch die folgende Wahrschein-
lichkeitsdichte gegeben sein

f(x]a) :%(1+ax) mit x =cos?.

Angenommen, n Werte x; = cos 9; (¢; = Zerfallswinkel) sind gemessen worden. Die Aufgabe
besteht darin, die beste Schitzung a des Zerfallsparameters a zu finden, welcher das Teilchen

2Manchmal wird auch noch ein Faktor 2 in die Definition eingeschlossen, um den Ausdruck dem einer Summe
kleinster Quadrate dhnlich zu machen (siehe Gleichung (6.8)).
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Abbildung 6.3: Die negative Log-Likeli-
hood-Funktion F(a) fir die Winkel-
verteilung (a) als Funktion des Parame-
ters a. Der beste Schiatzwert 4 ist durch
das Minimum der Funktion Fn;, defi-
niert. Die Werte des Parameters a mit
F(a) = Fnin + 0.5 definieren die 1lo-
Grenzen (Pfeile). Die erste Ableitung
dF/da in Abbildung (b) ist angendhert
linear. Die zweite Ableitung d’F /da? in
_ Abbildung (c) ist im Bereich innerhalb
20 k . +1c0 angendhert konstant, insbesondere

I 5 | bei grofieren Werten gibt es jedoch deut-
0 1 . .

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 liche Abweichungen.

charakterisiert. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist fiir Werte —1 < x < +1 bereits richtig nor-
miert, und kann so direkt in der negativen Log-Likelihood-Funktion verwendet werden

n

F(a) = —Em% (1+ax,) .

i=1

In diesem Fall kann das Minimum von F(a) direkt dem Verlauf von F(a) gegen a entnommen
werden. Abbildung [6.3] zeigt als Beispiel die Funktion F(a) fiir eine Stichprobe von Mefiwer-
ten, die durch eine Monte Carlo-Simulation mit dem wahren Wert des Parameters ap = 0.25
gewonnen wurden. Auflerdem sind die erste und zweite Ableitung nach a gezeigt. Die zweite
Ableitung ist nahezu konstant, d.h. die Kurve ist ndherungsweise eine Parabel und die zu-
gehorige Likelihood-Funktion ist ndherungsweise gaufSisch.

Beispiel 6.6 Mittelwert einer Gaufs-Verteilung.

In diesem Beispiel wird angenommem, dafs die Mefiwerte x; bekannte Werte ihrer Standard-
abweichung o; haben, die im tibrigen alle verschieden sein kénnen. Die Gauf3-Wahrscheinlich-
keitsdichte ist

1 .
flala) = —5—-exp [—T,iz

In diesem Fall bedeutet der Parameter a den Mittelwert. Die negative Log-Likelihood-Funktion
ist

-~ (xi—a)? (6.4)
=1

1
F(a) =k + = !
(a) onst 5 E 72

1=
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Seine beste Schitzung gemdfs dem Maximum-Likelihood-Prinzip ergibt sich aus der Bedin-
gung

dF(a)  &Gxi—a
da Z =0

2
-1 Y

Man fiihrt die Gewichte w; = 1/ (71-2 ein, und erhilt das Resultat

L X Wi

Y w;

Die beste Schitzung des Mittelwertes @ ist also das gewichtete Mittel aller Werte x;.

i= (6.5)

Die beste Schédtzung von a ist ihrerseits eine Zufallsvariable. Wie genau ist die Schdtzung? Nach
Gleichung (6.17) ist ihre Standardabweichung

~ d2F -1/2
a

Fiir das Beispiel erhélt man
1 1
VEw L y(1/02)

Wenn alle Gewichte gleich sind, also 0; = ¢, dann gilt fiir den Mittelwert und fiir den Fehler
des Mittelwertes

o(a) (6.6)

P 6.7)

Dies sind die Formeln in Kapitel 4.7]

6.3.2 Methode der kleinsten Quadrate

Wenn den Daten eine Gauf3-Verteilung zugrundeliegt, erhdlt man die folgende Verbindung
zwischen der Maximum-Likelihood-Methode und der Methode der kleinsten Quadrate: Die
negative Log-Likelihood-Funktion ist in diesem Fall gegeben durch Gleichung (6.4). Man muf3
nunmehr ein Minimum dieser Funktion suchen. Das Minimum von F(a) ist gleichbedeutend
mit dem Minimum der Summe

S(a) = 2 M (6.8)

wobei die folgende wichtige Beziehung besteht zwischen der negativen Log-Likelihood-Funktion
und der Summe S der Abweichungsquadrate der Methode der kleinsten Quadrate:

F(a) = konst + %S(a) . 69)

Oft besteht das Problem darin, daf8 an einer Reihe von Stiitzstellen z; Werte fiir y;(z;) vorgege-
ben sind, und der Parameter a bedeutet in diesem Fall den theoretisch vorausgesagten Mittel-
wert y;(z;|a’) fir y an der Stelle z;, der von dem Parameter 4’ abhéngt. Mit den Ersetzungen
x; — y(z;)unda — y;(z;|a’) erhdlt man die Standardformulierung des Prinzips der kleinsten
Quadrate,

ds

S(a) = i (vi(zi) — yi(zila))? ¥

5 = Minimum,
i

0, (6.10)
i=1
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wobei 0; den statistischen Fehler der Messungen bedeutet.

Die Methode kann auf mehrere Parameter ay,ay, . ..ay erweitert werden. Die Bedingung fiir
das Minimum ist dann gegeben durch die Gleichungen
dS

— =0 fir k=12,...N.
aﬂlk

Die Methode der kleinsten Quadrate erscheint hier als ein Sonderfall der Maximum-Likelihood-
Methode im Falle von Gauf3-verteilten Mefigrofien. Man kann jedoch die Methode der klein-
sten Quadrate aus einem allgemeinen Prinzip herleiten ohne diese spezielle Annahme iiber die
Verteilung. Die Methode wird im Kapitel [/lausfiihrlich dargestellt.

6.4 Fehlerberechnung bei der Maximum-Likelihood-Methode

Ein Parameter. Der Fall eines einzigen Parameters ist relativ einfach. Am besten zeichnet man
die negative Log-Likelihood-Funktion F(a) als Funktion von a auf. Man definiert dann ana-
log zur Gauf3-Verteilung Fehlergrenzen entsprechend 1o, 20, 30 durch die Forderung, daf8
die Funktion um 1/2, 2, 9/2 zugenommen hat, verglichen mit dem Minimalwert bei @. Die-
ses intuitive Verfahren hat seine Rechtfertigung darin, dafs die Likelihood-Funktion haufig
ndherungsweise Gauf3-verteilt ist. Die Fehlergrenzen konnen allerdings unsymmetrisch um @
liegen, und dann ist die Schitzung nicht erwartungstreu.

Im asymptotischen Fall n — oo ndhert sich die Likelihood-Funktion einer Gauf3-Funktion, und
die Varianz V [a] — 0. Die negative Log-Likelihood-Funktion F(a) kann dann um ihren Mi-
nimalwert entwickelt werden, wobei man beachtet, daf8 dF(a)/da = 0 ist fiir 2 = 7 nach
Definition.

Dann gilt

oder

N 1 dZF o\ ([/Z—/ﬂ\)z
L(a) = konst - exp <_§ . W(g —a) ) = konst - exp (— 252 > .

Die Likelihood-Funktion hat in dieser Grenze in der Ndhe des Maximums die Form einer Gaufs-
Funktion, und durch Vergleich der Exponenten folgt

~ d2 —-1/2
o (@) = (d—;; ) . (6.11)

Die negative Log-Likelihood-Funktion hat die Form einer Parabel und ihre zweite Ableitung
ist eine Konstante. Der Wert von F(a) um das Minimum beia =@ +r - o ist

~ N 1
F(@atr-o)=F@) + Er2 . (6.12)
Die Gesamtwahrscheinlichkeit, die in den Konfidenzintervallen @ & ¢ oder @ & r - ¢ enthalten
ist, kann aus der Gauf3-Verteilung berechnet werden. Wenn die tatsdachliche Log-Likelihood-
Funktion ein parabolisches Verhalten zeigt, kann die Standardabweichung aus Gleichung (6.11)
bestimmt werden. Wenn die Log-Likelihood-Funktion aber von einem parabolischen Verhalten
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abweicht, mufl man eine nichtlineare Transformation der Variablen 4 in eine Variable z = z(a)
suchen, so daB8 F(z) ein parabolisches Verhalten hat, und dann kann wie oben verfahren wer-
den, um die Standardabweichung ¢, von z zu bestimmen. Abbildung [6.5] zeigt dies an einem
Beispiel. Wegen der Invarianzeigenschaft der Maximum-Likelihood-Schitzungen ist die beste
Schitzung z = z(a), und die Identititen

F(z4+0:) = F@)+ = F(@+o)

—_ N

FE—0,) = F@) +-=F@+==F@a—a) (6.13)

N

gestatten die Bestimmung der rechtsseitigen und linksseitigen Standardabweichung o, und o;
fur den Parameter 4. Man kann Aussagen tliber 2 machen, ohne tatséchlich die Transformation
durchzufiihren, und die rechtsseitige und linksseitige Standardabweichung fiir a bestimmen,
indem man an die Stelle geht, an welcher der Wert F(4) des Minimums um 1/2 zugenommen
hat (siehe Abbildung6.4). Oft hat man das Problem, Messungen mit asymmetrischen Fehler-
grenzen zu kombinieren. Dazu gibt es Rezepte [61]].

Sind die Fehlergrenzen nicht symmetrisch, so ist im tibrigen nicht mehr garantiert, dass jeweils
16% ausserhalb der 0;- bzw. der 0;- Fehlergrenzen liegen [62].

Das Resultat einer Likelihood-Anpassung wird tiblicherweise in der Form x =+ ¢ oder xfgl’ an-
gegeben (eine Standardabweichung). Intervalle, die eine grofsere Wahrscheinlichkeit einschlie-
en, konnen ebenfalls mit dem entsprechenden Verfahren bestimmt werden mit einer Funkti-
onsdifferenz von 72 /2 bei r Standardabweichungen.

Mehrere Parameter a4, ap, . . . ay: Hier ist die Likelihood-Funktion

n

L(ay,ap,...aN) = Hf(xl-, ay,az,...a4y) .
i=1

Entwickelt man die negative Log-Likelihood-Funktion um ihr Minimum bei @, so erhdlt man,
da bei 2 = @ die ersten Ableitungen verschwinden,

F(ay,ay,...ayn)

PN ~ 1 0°F
= F(al,az,...aN) + EZ
ik

aai : aak

(ai — ;) (ax — ax) + ...
S . 1 . .
= F(al,az,...,aN)+§ZGik(ai—ai)(ak—ak)+... .
ik

Asymptotisch ndhert sich die Likelihood-Funktion L(a) = exp(—F(a)) einer Gau3-Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir die Variablen @; an, und nach Gleichung (4.44) ist die Kovarianzmatrix
V des Vektors a gegeben durch

_PF
N aaiaak ’

V=G' mit Gy (6.14)
genommen am Minimum 4. Diese anschauliche Ableitung kann im asymptotischen Fall richtig
begriindet werden (siehe Kapitel [6.6]) Es ist wichtig, zu beachten, da8 die Matrix G die Form
der Hesse-Matrix H in Kapitel hat. Bei Methoden, welche zur Optimierung die Hesse-
Matrix H = G und ihre inverse Matrix benutzen, ist die Kovarianzmatrix bereits bekannt. Im
nicht- asymptotischen Fall ist die inverse Matrix der Hesse-Matrix im Minimum eine Ndherung
fir die Kovarianzmatrix.
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Im Fall von zwei Parametern zeichnet man Konturlinien als Linien gleicher Likelihood F(a) =
F(@) + 1/2 r*. Abweichungen vom asymptotischen Verhalten kénnen ndherungsweise durch
asymmetrische Fehler beschrieben werden, analog zum Fall mit einer Variablen. Formal ist eine
Funktion Fin (a;) des i-ten Parameters von a definiert durch

Fmin(4;) = minF(a) ,

welche das Minimum von F(a) beztiglich aller anderen Parameter a; ist. Dann werden durch

~ . 1
Fmin(ai + O'r) = F(a) + E
1

Pmin(ai — UZ) = F(ﬁ) + E

die Standardabweichungen wie im Fall einer Variablen definiert. Diese Methode ist im Pro-
gramm MINUIT [37] unter dem Namen MINOS implementiert.

6.5 Anwendungen der Maximum-Likelihood-Methode
6.5.1 Beispiele
Beispiel 6.7 Mittelwert der Poisson-Verteilung.

Eine Schitzung ji des Parameters y = Mittelwert einer Poisson-Verteilung soll anhand von n
Einzelbeobachtungen erfolgen, die in der Form von ganzen Zahlen x1, x, . . . x,, vorliegen. Die
Poisson-Wahrscheinlichkeit mit Mittelwert y fiir das Auftreten der Anzahl x; ist

xj

P(x]) - Fefﬂ .
j

Abbildung 6.4 Die negative Log-
Likelihood-Funktion F(u) fiur die Be-
stimmung des Parameters p der Poisson-
Verteilung aus drei Einzelwerten x; mit
: | einer Summe von Y,jxj = 30. Zum Ver-
L gleich ist auch die parabolische Nidherung

6 8 10 12 14 (gestrichelt) gezeigt.

Die negative Log-Likelihood-Funktion ist

F(u)=—=Y InP(x;)) ==Y [xjlny—p—Inx;!] = —Inp-)_ xj+npu+ konst.
j=1 j=1 j=1
(6.15)

Die Terme In x;! hdngen nicht von y ab und sind deshalb Konstante beziiglich y. Die ersten und
zweiten Ableitungen von F () nach u sind also
dF 1 ¢ d*F

1 n
2% d—yz:—szj-

—=n — —
dp [
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Die Maximum-Likelihood-Schitzung ji folgt aus der Forderung, daf3 die erste Ableitung null
ist. Die Schdtzung der Varianz ist gegeben durch Gleichung (6.11), und so folgt

~_1¢ oK

,”—Ej:lx] V[P’]—E~

Die beste Schiatzung des Mittelwertes der Poisson-Verteilung ist also der arithmetische Mittel-
wert der Einzelbeobachtungen - ein einleuchtendes Ergebnis. Abbildungl6.4]zeigt die negative
Log-Likelihood-Funktion an einem Beispiel. Eine weitere niitzliche Information zur Poisson-
Verteilung ist Tabelle

Beispiel 6.8 Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung.

Ein Einzelereignis habe die Wahrscheinlichkeit p. Bei n Versuchen moge man es insgesamt r
mal erhalten. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist die Binomialwahrscheinlichkeit

Py = pa-p (7).

r

Die negative Log-Likelihood-Funktion ist

Fl(p)=—rlnp—(n—r)In(1—p) —1In <:l> .

Die Schitzung p fiir die Wahrscheinlichkeit p erhdlt man aus

dF r n—r

- = +
dpp 1-p
Das Resultat fiir die Schitzung von p ist einleuchtend,

T

P=2-

Die Varianz der Schétzung ist mit r = np

dZF -1 /\(1 . A)

-~ ~\2 p p
Vipl=o(p)" = (dp2>

n
Beispiel 6.9 Gleichverteilung.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Gleichverteilung ist

1
f(x):b—a a<x<b.

Sie enthdlt zwei Parameter 4 und b, den Anfangs- und den Endpunkt. Um diese Parameter
aus einer Stichprobe von beobachteten Werten X, j = 1,2,...n zu schétzen, bildet man die
negative Log-Likelihood-Funktion

F(a,b) = —In [Hﬁ] —n-In(b—a).
=1

Hierbei hingt F(a,b) nicht von den Beobachtungswerten ab (!). Die Ableitung nach a oder
b fithrt zu nichts Gescheitem. Jedoch sieht man der Funktion F(a) unmittelbar an, daf8 sie
ein Minimum fiir das kleinste Intervall a...b hat. Deshalb sind die Maximum-Likelihood-
Schitzungen von a und b die kleinsten und grofiten Werte der Stichprobe



6.5. ANWENDUNGEN DER MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE 137
Beispiel 6.10 Akzeptanz eines Experiments.

Dieses Beispiel aus der Praxis der Hochenergiephysik behandelt die Bestimmung der Lebens-
dauer eines Elementarteilchens aus seiner Zerfallslinge, d.h. aus dem bis zu seinem Zerfall
zuriickgelegten Weg. Um konkret zu sein, betrachtet man den Zerfall des K2 Mesons in 71+ +
7t~ in einem Detektor, welcher die Zerfallslange ¢ im Intervall

/i =1cm bis > =10 cm

zu messen gestattet; dies ist der Akzeptanzbereich. Die Wahrscheinlichkeit einer Beobachtung
auflerhalb dieses Intervalls ist null, und dies mufs bei der Aufstellung der Likelihood-Funktion
beriicksichtigt werden. Nach dem exponentiellen Zerfallsgesetz ist die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Zerfallszeiten f(t) proportional zu e~*/7, wobei T die mittlere Lebensdauer ist. Jede
Messung, welche nur im Zeitintervall ¢; ... ¢, sensitiv ist, muf$ jeweils richtig normiert sein
gemafs

/ttzf(t)dtzl,

und damit wird die Zerfallszeitverteilung

eft/r

T (e—fl/’( _ e—fz/T)

flt|r)dt = :
giltig im Ruhesystem des Teilchens (die mittlere Lebensdauer ist im Ruhesystem definiert). Die
Wahrscheinlichkeitsdichte mufs als Funktion der Zerfallsldnge ¢ ausgedriickt werden, welche
im Bereich /; . .. /; gemessen werden kann. Der Zusammenhang zwischen der Zerfallszeit ¢ (im
Ruhesystem) und der Zerfallsldnge ist ¢ = Bcyt mit = v/c (v = Teilchengeschwindigkeit, c =
Lichtgeschwindigkeit), wobei ein Faktor v = 1/4/1 — B? fiir die relativistische Zeitdilatation
enthalten ist. Mit der Masse m (in GeV /c?) und dem Impuls p (in GeV /c) kann die Zerfallslinge
geschrieben werden als ¢ = ctp/m, und die Wahrscheinlichkeitsdichte wird

—Lm/(cTp)
o ) ‘ de .

f(m”f) d/ = <CT v (e_gl m/(ctp) _ p—la m/(crp))

Die Abbildung[6.5]zeigt die negative Log-Likelihood-Funktion, aufgetragen gegen ct, die mitt-
lere Lebensdauer mal der Lichtgeschwindigkeit in cm, fiir eine Stichprobe von 50 Einzelmes-
sungen. Das Minimum ist in der Ndhe des erwarteten Wertes ct = 2.68 cm.

Die Form der negativen Log-Likelihood-Funktion ist unsymmetrisch um das Minimum. Wenn
statt des Parameters ct in der Abbildung [6.5(a) der inverse Wert, also 1/ct, benutzt wird
(Abbildung [6.5[b)), ist die Form der Funktion in guter Ndherung symmetrisch. Aus beiden
Abbildungen konnen die Parameter-Fehler in konsistenter Weise bei den Funktionswerten
Fmin + 1/2 abgelesen werden. Fiir den Fall asymmetrischer Fehlergrenzen ist jedoch nicht ga-
rantiert, dass jeweils 16% ausserhalb der rechts- bzw. linksseitigen Standardabweichung lie-
gen [62].

6.5.2 Histogramme

Wenn die Gesamtzahl n der Datenpunkte grofs ist, kann man das Ergebnis oft mit Vorteil in
Form eines Histogramms prasentieren, wobei die x-Achse in | Intervalle (bins) eingeteilt wird.
Oft will man dann eine von einem Parameter a abhédngende Wahrscheinlichkeitsdichte f(x|a)
an die Zahl der Datenpunkte in jedem der | Intervalle anpassen. Die Zahl der Eintragungen
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Abbildung 6.5: Die negative Log-Likelihood-Funktion als Funktion der Le-
bensdauer ct (a) und der inversen Lebensdauer 1/ct (b).

im j-ten Intervall sei nj, mitj = 1, 2,... ] und 2]1:1 nj = n. Die Zahlen der Eintragungen n; im
Intervall | sind Zufallsvariable, verteilt geméafs einer Poisson-Verteilung mit Erwartungswert
#4j, der von dem Parameter a abhéngt:

Njp=Hj
Pnylp) = 2

.|
1’1].

Die Poisson-Verteilung beschreibt die statistische Verteilung der Zahl der Eintragungen in je-
dem Intervall. Der Erwartungswert yi;(a) dieser Zahl wird gewonnen durch Integration der
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x|a) iiber die Lange des Intervalls und anschliefende Multiplika-
tion mit der Grofe der Stichprobe n,

@) =n [ fixda)dxnfxla) - b,

wobei x, der x-Wert in der Intervallmitte und Ax die Intervallbreite ist. Nun kann die Maximum
Likelihood-Methode auf die Daten in dem Histogramm angewandt werden. Die negative Log-
Likelihood-Funktion ist

/ / J
==Y mjlnpi+ Y ui+) In(n). (6.16)
j=1 j=1 j=1

Die Gleichung gilt auch, wenn die Zahlen 7; in einzelnen Intervallen klein oder sogar null sind;
sie ist also universell anwendbar. Der letzte Term kann fiir die Minimierung ignoriert werden,
da er fiir die vorgegebenen Daten konstant ist. Dies ist die Formel, die in allen Anwendungen
mit Poisson-Statistik verwendet werden sollte, da sie erwartungstreu ist.

Der Funktionswert im Minimum scheint schwierig zu interpretieren. Man kann ihn aber an-
gendhert auf eine x?-Form bringen, wenn man eine passende Konstante addiert, namlich

J
1 (njlnn; —n;—In(n;!)) .
]:

Sie hingt nur von den gemessenen Zahlen 7; ab und @ndert sich nicht, wenn der Parameter y;
variiert wird; die neue negative Log-Likelihood-Funktion hat ihr Minimum an derselben Stelle.
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Sie ist
] ]/l .
Fu(a)=—=Y_ <nj In~ — (j— nj)> + konst

=1 nj

(fir n; = 0 mufl der Klammerausdruck durch —p; ersetzt werden). Nun hat fiir y; ~ n; die
Grofle Sy, (a) = 2F,(a) eine einfache Interpretation. Mit der Ndherung

2
lnﬁzln 1+Vj_nj %Vj_”j_l K=
Tl]' Tl]' Tl]' 2 Tl]'

erhilt man

Sw(a) =Y (= m)” 6.17)
]

Diese Likelihood-Funktion, genannt Neyman’s Chi-Quadrat, hat also wieder eine anschauliche
ndherungsweise Interpretation. Fiir kleine Werte 7; ist die Ndherung offensichtlich schlecht,
denn sie gibt Intervallen mit kleinen Werte 7; ein gr0fes Gewicht; bei wachsenden n; geht der
Fehler allerdings gegen Null. Eine etwas bessere Ndherung erhidlt man, wenn man in diesem
Fall im Nenner n; durch y;(a) ersetzt:

(4 —nj)*
Sm(a) =) ———— 6.18
) = DS (618)
Bei einem Fit mit der Bestimmung des Minimums von S, (a) beztiglich des Parameters a wird
das Ergebnis einen Bias zu groferen Werten des Nenners y;(a) haben. Man kann diesen Bias
verhindern durch folgende Strategie: Man wiederholt den Fit iterativ, indem man im Nen-
ner den Werte von y;(a) auf dem Wert der vorigen Iteration festhalt. Damit wird die besse-
re Nidherung (6.18) benutzt, und die Ableitung des Nenners beziiglich des Parameters a ver-
schwindet.

Fiir den Fall einer Gauf3-Verteilung wird die negative Log-Likelihood-Funktion

J
]

Bis auf einen Faktor 1/2 vor der Summe ist die Gleichung dann identisch mit der Gleichung (6.10)
der Methode der kleinsten Quadrate. In diesem Fall Gauf3-verteilter Fehler folgt die Grofse
2F (@) also einer x2-Verteilung mit k Freiheitsgraden, wobei k = Zahl der Intervalle | minus
Zahl der angepaf3ten Parameter ist. Der Wert von 2F (@) /k sollte fiir eine akzeptable Anpas-
sung etwa eins sein. In diesem Fall enthilt der Wert von F(@) also niitzliche Information tiber
die Giite der Anpassung.

6.5.3 Erweiterte Maximum-Likelihood-Methode

Bei der iiblichen Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode werden unter Benutzung
der korrekt normierten Wahrscheinlichkeitsdichte Parameter a dieser Dichte aus der Messung
von n Ereignissen bestimmt. Bei bestimmten Problemen ist auch die mittlere Anzahl der Er-
eignisse selbst ein Parameter, der zu bestimmen ist. Man benutzt dann nicht eine normierte
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Wahrscheinlichkeitsdichte f(x|a), sondern einen Ausdruck g(x|a), dessen Integral im MefSbe-
reich Q) der Anzahl erwarteter Ereignisse N entspricht,

N= | d
Qg(xu x

wobei N von den Parametern a abhédngt. In der erweiterten Maximum-Likelihood-Methode
wird fiir dieses Problem die negative Log-Likelihood-Funktion

F(a) = — éln(g(xi]a) + /Qg(x]a)dx (6.20)

definiert.

Zur Herleitung dieser Funktion setzt man den Ausdruck g(x|a) = N - f(x|a) mit einer korrekt
normierten Dichte f(x|a). Die tibliche Likelihood-Funktion L(a) = f(x1|a) - f(x2]|a) - - - f(xn|a)
wird multipliziert mit der Poisson-Wahrscheinlichkeit P = N"e N /n!, bei einem Erwartungs-
wert von N Ereignissen tatsdchlich n Ereignisse zu beobachten. Dieser im Rahmen des Likelihood-
Prinzips liegende Ansatz ergibt die negative Log-Likelihood-Funktion

n
F(a) = —Zln(f(xi|u) —nInN+ N +Inn!,
i=1

die, abgesehen von dem konstanten Term In n!, identisch mit der Funktion (6.20) ist.

Zur Herleitung kann man auch von dem Fall eines Histogramms ausgehen, bei dem fiir jedes
Intervall die Poisson-Verteilung angesetzt wird. Im Grenzfall sehr kleiner Intervallbreiten ist
die Zahl der Ereignisse pro Intervall entweder 0 oder 1, und man erhilt in diesem Grenzfall
aus der Gleichung (6.15) wiederum die Gleichung (6.20).

Vorsicht ist bei der erweiterten Maximum-Likelihood-Methode allerdings bei der Berechnung
der Kovarianzmatrix der Parameter geboten, welche nicht immer mit der Standardmethode
ubereinstimmt. Hierfiir sei auf den ausfiihrlichen Artikel von Barlow [4] verwiesen.

6.6 Eigenschaften der Maximum-Likelihood-Methode

6.6.1 Konsistenz

Wenn @ die beste Schitzung des Parameters a ist als Losung der Maximum Likelihood-Glei-
chung (6.2), dann ist diese Schitzung konsistent, wenn @ sich dem wahren Wert ay beliebig
anndhert, wenn die Zahl der Beobachtungen 7 beliebig grofs wird

lim,, 0ol = ag .
Dies ist in der Tat der Fall. Beweis: Die Bedingung fiir das Minimum der negativen Log-
Likelihood-Funktion F(a) lautet

n
Z f(xila) =0 fir a=a.
=1

Man fiihrt die Funktion Q(a) ein durch

Q@) = S =23 L inf(wfa)) , (621)
i=1

n da
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wobei nach Definition der Wert Q(a) = 0 ist. Mit der Abkiirzung

y(x) = dlngc(lx|a)

ist der Erwartungswert von y gegeben durch (siehe Kapitel 4.3.2)

/ In f(x[a)|,_,, f(x]ao) dx.

Das Integral ist null, wie man nach einer Umformung sieht.

[ S0 fxla)l, -, fxlag) dx = [ fxla)l,y, dr=0,

weil [ f(x|a) dx = 1 die Normierung fiir alle Werte von a ist. Auf der anderen Seite hat man

fir a=ag

Q(ao) = % Zn:yi'

i=1
Nach dem Zentralen Grenzwertsatz geht die Summe gegen E [y] Deshalb ist
lim Q(ao) = E [y] = 0= Q(@),
was den Beweis abschlief3t.

6.6.2 Erwartungstreue

Eine Schitzung heifit erwartungstreu, wenn E [a] = 4. Man sollte beachten, dafl die Maximum-
Likelihood-Schédtzung 7 im nicht-asymptotischen Fall im allgemeinen nicht erwartungstreu
(also nicht unverzerrt) ist. Dies ist leicht zu sehen, wenn man den Parameter a — 4’ trans-
formiert entsprechend a = g¢(a’). Die Likelihood-Funktion L(a) geht damit in die Funktion
L(g(a’)) = L'(a") iiber. Die Funktion L'(a") hat ihr Maximum an der entsprechenden Stel-
le @/ mit @ = g(pT’ ). Dies ist eine wichtige Invarianzeigenschaft der Maximum-Likelihood-
Methode. Die Transformation in den neuen Parameter kann jedoch zu einer Verzerrung fiihren
(oder eine solche beseitigen). Dies zeigt Abbildung6.5/an einem Beispiel. Wenn die Maximum-
Likelihood-Kurve und damit die Fehler symmetrisch um 7 sind, dann sind sie es im allgemei-
nen nicht mehr in dem neuen Parameter ', da die a-Skala in eine a’-Skala geéndert ist. Die
Fehlergrenzen sind dann nicht mehr symmetrisch, was zu einer Verzerrung fiihrt. Formal folgt
das auch aus Gleichung (@.47). Danach wird der Erwartungswert E [a] nicht gleich E [g(d’)]
sein, wihrend @ = ¢(@'), und deshalb kénnen die Schitzungen @ und @’ nicht beide gleichzei-
tig erwartungstreu sein. Fiir n — co werden die zwei Erwartungswerte gleich, da dann 02 in
Gleichung und damit auch ¢? gegen null geht nach dem Zentralen Grenzwertsatz. Die
Maximum-Likelihood-Schdtzung wird dann asymptotisch erwartungstreu.

6.6.3 Asymptotische Anndherung an die Gaufi-Funktion
Man entwickelt die Funktion Q(a) (Gleichung (6.2I)) um den wahren Wert a9 des Parameters,

Qa) = Q) + (a — ap) T

ap

Da @ eine konsistente Schitzung ist, folgt @ — ap in der asymptotischen Grenze. Dann kann
man quadratische und hohere Terme vernachlissigen, und Q(a) wird eine lineare Funktion
von a, und weiterhin gilt

~ dln f(x;
R TR Ve e 2
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Nach dem Zentralen Grenzwertsatz nimmt die Zufallsvariable @ — a9 asymptotisch die Form
einer Gauf-Verteilung an mit Mittelwert null und Varianz

V[(a—ao)]:V[a]:%E[(dg;f>2]/<%a>2, 6.22)
Dieser Ausdruck wird umgeformt zu
=2 [ ()
el Ge)-obeg <[]

Nunmehr gilt
1d%f 1d%f d?
E [7@] =) Faa S = g | fx=0,
weil das Integral gerade die Normierung und deshalb konstant ist. Deshalb ist
dlnf\? d?In f
E =—E . 2
[< da > ] [ da? (6.23)

Weiterhin geht dQ/da fiir n — oo gegen E {dz Inf/ daz] nach dem Zentralen Grenzwertsatz.
Setzt man den Ausdruck in Gleichung (6.22) ein und benutzt Gleichung (6.23), so erhélt man

-1
Via = —F [d21nf] . (6.24)

Wenn man den Erwartungswert durch den Mittelwert ersetzt, erhdlt man Gleichung (6.11)) un-
ter Verwendung von Gleichung (6.3).

Gleichung ist niitzlich, weil sie die zu erwartende Genauigkeit der Parameterschitzung
angibt. Man berechnet sie vermoge

d*Inf| [ dInf
E[ ]— A - fdx.

da? da?

Man kann zeigen, daf die Varianz nach Gleichung (6.24) oder nach Gleichung (6.11)) die kleinst-
mogliche ist: Die Maximum Likelihood-Methode ist asymptotisch effizient. Dies folgt aus dem
Theorem fiir die minimale Varianz

~1
. 1_|d°Inf
Via > -~ ,
@) = nE[ da? ]

Wegen eines Beweises siehe zum Beispiel [3} [10].
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6.7 Konfidenzgrenzen

Angenommen, eine Grofse mit dem wahren Wert x,, wird gemessen, wobei die Meflappara-
tur den Gaufi-verteilten Fehler ¢ hat. Das Ergebnis der Messung ist eine Zufallsvariable x,,,
die einer Gauf3-Verteilung mit Mittelwert x,, und Standardabweichung o gehorcht. Haufig hat
man jedoch das umgekehrte Problem: Eine Messung mit dem bekannten Fehler ¢ liefert den
Wert x,,. Was kann man tiber den wahren Wert x,, der Grofle x aussagen? Der wahre Wert ist
unbekannt, jedoch sind Wahrscheinlichkeitsaussagen tiber obere und untere Grenzen fiir x,
moglich. Diese Grenzen nennt man Konfidenzgrenzen.

Im folgenden sind zwei einfache Fille, normalverteilte und Poisson-verteilte Messgrossen, be-
handelt. Aber nicht immer ist es so einfach. Dann ist oft der Einsatz von Monte Carlo-Methoden
angebracht.

(a)

Xu  Xm
—f
(b)
1 1 1 1 1 1
Xm  Xo

Abbildung 6.6: Normalverteilungen mit Mittelwerten x, (a)
und x, (b). Diese beiden Werte sind die unteren und obe-
ren Grenzen mit einer (einseitigen) Konfidenz von je (100 —

15.87)% = 84.13% bei einem beobachteten Wert von xp,.
Die grauen Fldchen entsprechen einer Wahrscheinlichkeit von
15.87%.

Normalverteilte Mefsgrofien. Der einfachste Fall ist eine Messung mit Gaufi-verteilten Feh-
lern. Um eine obere Grenze x, zu erhalten, nimmt man an, der wahre Wert von x wire x,. Man
verlangt dann, dafd das Meflergebnis x,, oder ein noch kleineres nur mit der (kleinen) Wahr-
scheinlichkeit «, auftritt,

o, = /xm N(x,,0)dx = /xm ! exp(—(x — x,)?/20%) dx.
—c0 —o0 \/ 270
Dies ist eine Gleichung fiir x,, wenn «, vorgegeben ist, und ist eine sichere obere Grenze fiir
den wahren Wert x;, (siehe Abbildung[6.6l) Auf Grund der Messung kann man also eine obere
Grenze x, mit einer Konfidenz von 1 — «, angeben, d.h. die Aussage, daf8 x,, > x, ist, hat eine
Wahrscheinlichkeit von weniger als a,. Kleine Werte von a, fithren zu grofien (vorsichtigen)
Werten von x,.

Entsprechend definiert man eine untere Konfidenzgrenze x, mit der Konfidenz 1 — «,, durch
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die Forderung, dafd man den gegebenen Meflwert x,, oder einen noch grofleren mit der (klei-
nen) Wahrscheinlichkeit a;, erhilt, wenn der wahre Wert x,, ist,

Ny = ooqu, dx = exp(—(x — x,)%/20?) dx
oG T ep(— (%20

(siehe Abbildungl6.6). Hieraus folgt wieder x,, als Funktion von «,,. Man sagt, die untere Grenze
von Xy, sei x, mit einer Konfidenz von 1 — «,,. Man kann somit den wahren Wert zwischen eine
obere und untere Grenze einschlieffen und sagen, der wahre Wert liegt zwischen x, und x,
mit einer Konfidenz von 1 — &, — a,,. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese Aussage ist kleiner oder
gleich a, + «y,.

Will man zum Beispiel die gesuchte Grofse mit einer Konfidenz von 68% mit symmetrischen
Grenzen einschliefSen, so entspricht dies im Falle einer Gauf3-Verteilung «, = a, = 15.87%,
und x, = x,;, + 0, X, = x,; — 0. Ist man nur an einer oberen Grenze interessiert und wahlt x, =
Xm + 0, so entspricht dies einer Konfidenzgrenze von (100 — 15.87)% = 84.13%. Es ist deshalb
bei der Angabe von Konfidenzgrenzen wichtig, zu spezifizieren, ob man eine einseitige obere
bzw. eine einseitige untere oder eine beidseitige Grenze meint. Bei beidseitigen Grenzen wéhlt
man in der Regel symmetrische obere und untere Konfidenzen, also «, = &,. Gebrduchlich
sind Zahlenwerte von 95% fiir die Konfidenz, entsprechend etwa 2 ¢ im Fall von gaufiischen
Fehlern. Von der Unsitte, Konfidenzgrenzen in ¢ anzugeben, sollte man ganz absehen.

Poisson-verteilte Megrofien. Fiir den Fall von Poisson-verteilten Grolen sind die Uberle-
gungen ganz analog, nur miissen die Integrale durch Summen ersetzt werden. Das folgende
steht fiir einen hdufig vorkommenden Fall. Angenommen, man beobachtet von einem schwach
radioaktiven Prdparat 9 Zerfélle. Was kann man hieraus {iber die mittlere Zahl von Zerféllen in
dem betreffenden Mef3zeitintervall sagen, also tiber den Mittelwert y, den einzigen Parameter
der zugrundeliegenden Poisson-Verteilung? Die Antwort erfolgt wieder durch Angabe von
Konfidenzgrenzen.

Man erhélt eine obere Grenze y, fiir den Mittelwert y, indem man fordert, daf$ eine Poisson-
Verteilung mit dem Mittelwert y, zu der beobachteten Zahl n oder einer noch kleineren Zahl
mit der (kleinen) Wahrscheinlichkeit a, fithrt. Man erhlt so y,, die obere Grenze fiir die Kon-
fidenz 1 — «,. Die Bedingung fiir y, lautet in Gleichungsform

ao =y P o

|
r=0 r

Die Losung erhélt man aus der Gleichung

n _ r
0=}, Xpltol o P(X3us2 < 2p0), (6.25)
r=0

wobei P(X% < 2u,) die XZ-WahrscheinliChkeit fur k Freiheitsgrade ist, einen Wert < 2y, zu
erhalten.
Zum Beweis betrachtet man

o [ exp(—u/2) yﬁdu
R

und benutzt die Beziehung

/ub My = ™

ut Xb: “p(b—1)...(0b—k+1) s

k=1
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In dhnlicher Weise erhélt man eine untere Grenze y,, fiir den Mittelwert, indem man fordert,
daf} eine Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert p, nur mit einer (kleinen) Wahrscheinlich-
keit a,, zu der beobachteten Zahl n oder einer noch grofieren fithrt; in Gleichungsform ist die
Losung

[ee]

e
a =) S = (i, < 2m). (6.26)

|
r=n I

In der Praxis hat man bei der Beobachtung kleiner Signale oft das Problem, das Untergrundbei-
trage bei der Berechnung der Grenzen beachtet werden miissen. Von Feldman und Cousins[21]]
wurde eine auf klassischer Statistik beruhende Methode entwickelt, die unphysikalische Gren-
zen vermeidet und einheitlich obere Grenzen und zweiseitige Intervalle behandelt.

0.2 |
Ir (a)

0.1

OJSHHL.J.,

Hu 10 20 30

0.1 (b)
0 | 1 ! R L]_IJ]H ! L ! H”H”H rl [N = - 1
0 10 Ho 20 30

Abbildung 6.7: Poissonverteilungen mit Parameter y, = 4.7 (a)
und y, = 15.7 (b). Diese beiden Werte sind die unteren und obe-
ren Grenzen fiir eine (einseitige) Konfidenz von 95% bei einem
beobachteten Wert von r = 9. Der Anteil der schwarzen Balken
entspricht jeweils 5%.

Beispiel 6.11 Konfidenzintervall bei der Poisson-Verteilung.

Es werden n = 9 radioaktive Zerfille beobachtet. Welches ist die zugrundeliegende mittle-
re Zahl von Zerféllen? Man wéhlt ein 90% Konfidenzintervall mit symmetrischen Konfidenz-
grenzen a, = &y = 5%, entsprechend etwa 1.645 ¢ bei einer Gauf3-Verteilung. Die oberen und
unteren Grenzen sind definiert durch die beiden Gleichungen

Xzzzllu )(2:2}10
Ky = 0.05 = / §018(t) dt Ko = 0.05=1- / §020(t) dt
0 0

und es folgen daraus die Grenzen p, = 4.7 und y, = 15.7 (siehe Tabelle [6.1). Das Resultat

(mit 90% Konfidenz) ist y = 9:%, zu vergleichen mit den naiven (und falschen) Grenzen y =

9+ 164519 = 94 4.9 aus der Gaufischen Naherung. Die Vorgehensweise zur Bestimmung
der Grenzen ist in der Abbildungl6.7] dargestellt, wobei die Tabelle[6.I|benutzt wird.
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84.2%  90%  95% 97.5% | 97.5%  95%  90% 84.2%
3.69  3.00 2.30 1.84
017 011 0.05 0.03 557 474  3.89 3.30
0.71 0.53 0.36 0.24 7.22 6.30 5.32 4.64
1.37 1.10 0.82 0.62 877 7.75 6.68 5.92
2.08 1.74 1.37 1.09 | 1024 9.15 7.99 717
284 243 1.97 1.62 | 11.67 10.51 9.27 8.39
362 315 2.61 220 | 13.06 11.84 10.53 9.59
442  3.89 3.29 281 | 1442 1315 1177 10.77
523 466 398 345 | 1576 1443 1299 1195
6.05 543 4.70 412 | 17.08 1571 1421 13.11
10 6.89 6.22 543 480 | 1839 1696 1541 14.27
11 7.73 7.02 6.17 549 | 19.68 1821 16.60 1542
12 8.58 7.83 6.92 620 | 2096 1944 1778 16.56
13 9.44 8.65 7.69 692 | 2223 20.67 1896 17.70
14 | 10.30 947  8.46 765 | 2349 21.89 2013 18.84
15 | 11.17 10.30 9.25 840 | 2474 2310 2129 1996
16 | 12.04 11.14 10.04 9.15 | 2598 2430 2245 21.09
17 | 1291 1198 10.83 990 | 2722 2550 23.61 2221
18 | 13.79 1282 11.63 10.67 | 2845 26.69 2476 2333
19 | 14.68 13.67 1244 1144 | 29.67 27.88 2590 24.44
20 | 1556 1453 1325 1222 | 30.89 29.06 27.05 2555

O O NN UTk WN - OS

Tabelle 6.1: Untere (links) und obere Grenzen (rechts) des Parameters y der Poisson-Verteilung
bei beobachteten Werten von 0 bis 20. Angegeben ist die einseitige Konfidenz.

6.8 Bayes’sche Statistik

Was kann man {iber den wahren Wert einer Grofie aufgrund einer fehlerbehafteten Messung
aussagen? Nach den Ausfithrungen des vorhergehenden Kapitels konnen lediglich Aussagen
tiber obere und untere Grenzen mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit gemacht werden. Dies
ist der Standpunkt der klassischen Statistik. In der Bayes’schen Statistik macht man Aussagen
tiber den wahren Wert selbst, zum Beispiel der wahre Wert von x ist x,, £ o mit einer Wahrschein-
lichkeit von 68%. Diese Aussage, die im Falle gaufsischer Fehler numerisch mit derjenigen der
klassischen Statistik iibereinstimmt, ist ja das, was man eigentlich wissen will, aber sie hat
ihren Preis. Man benétigt fiir eine derartige Aussage eine zusitzliche Annahme, welche oft
stillschweigend gemacht wird. Dies ist die Annahme, daff der wahre Wert mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit irgendwo in der Ndhe des gemessenen ist. Um dies zu formulieren, benutzt
man das Bayes’sche Theorem in der Form (siehe Gleichung (4.6))

flalx) = f(x|a) - f(a)/g(x), (6.27)

wobei x fiir die Daten steht und a fiir den Parameter, der durch Anpassung an die Daten
bestimmt werden soll. In dieser Gleichung ist f(a|x) die bedingte Wahrscheinlichkeit von g,
vorausgesetzt, die Daten x sind gegeben, und f(x|a) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit der
Daten x fiir eine bestimmte Wahl des Parameters a. Diese letztere Funktion kann nach den Re-
geln der Statistik, etwa als Likelihood-Funktion, bestimmt werden (siehe Kapitel [6.3.T). Was
man eigentlich mochte, ist die Funktion f(a|x). Um sie zu berechnen, benétigt man weiterhin
f(a) und g(x). Die Funktion g(x), die Wahrscheinlichkeitsdichte der Daten, liegt fest; sie bleibt
wihrend der Anpassung konstant und kann weggelassen oder in der Normierung absorbiert
werden. Die zweite Funktion f(a), die Wahrscheinlichkeitsdichte von g, ist streng genommen
eine unsinnige Grofie, da der Parameter a einen genau bestimmten, wenn auch unbekannten
Wert hat. Sie muf$ also interpretiert werden als der Glaube, dafl a einen bestimmten Wert hat.
Dieser Einbruch des Glaubens in die Statistik wird von vielen abgelehnt, jedoch ist dies not-
wendig, wenn man Aussagen tiber die wahren Werte von Parametern machen will. Dies ist
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vermutlich harmlos, solange man sich dartiber im klaren ist, was man macht.
In der Sprache der Bayes’schen Statistik heifit f(a) der Prior, und f(a|x) der Posterior.

Als Beispiel moge eine Messung der Elektronenmasse dienen. Wenn man einen Wert von m1,=
0.511 MeV/c? erhilt, mit einer Standardabweichung ¢ = 0.001, so ist es nicht unsinnig, zu
glauben, dafs die wahre Elektronenmasse mit grofier Wahrscheinlichkeit in der Ndhe von 0.511
liegt.

Setzt man f(a) = konstant, so erhilt man f(a|x) = N - f(x|a) mit N gleich einer Normierungs-
konstanten. Es folgt, dafl mit dieser Wahl von f(a) die Aussagen in Kapitel [6.7] zu numerisch
identischen Aussagen iiber die Grenzen des Parameters a fithren. Das Beispiel mit der Gaufs-
Verteilung fithrt zu der Aussage: Der Wert der Elektronenmasse ist m, £ o.

Es mag verniinftig erscheinen, wie oben geschehen, eine Gleichverteilung in a fiir den Prior
f(a) anzunehmen, aber es mag ebenso gute (oder schlechte) Griinde geben, stattdessen eine
Gleichverteilung in a? oder loga zu benutzen, und dies wird zu verschiedenen Resultaten fiir
die Schidtzung von 4 und seinen Fehlern fithren. Um den Einflufs dieser Willkiir abzuschétzen,
betrachtet man das folgende Beispiel, das leicht verallgemeinert werden kann.

Angenommen, p ist der Mittelwert einer Wahrscheinlichkeitsdichte und x der Mittelwert einer
Stichprobe aus dieser Wahrscheinlichkeitsdichte. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen ¥ ndherungsweise gegeben durch die Gaufs-
Verteilung N (p, o), wobei ¢ die Varianz von % ist. Wenn der Prior als f() angenommen wird,
ist die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte von y nach Gleichung (6.27) gegeben durch

f(ulx) =N (w0) - f(n),

wobei eine Normierungskonstante weggelassen wurde. Nach der Maximum-Likelihood-Methode
ist die beste Schitzung fiir u diejenige, welche f(u|X) zu einem Maximum macht, was zu der
folgenden Gleichung fiir y fiithrt

Lg;’y) =0= 7011\1(;;;,0) - f(u) +N(u,0) - —d];(;) ,
oder
dinN(u,0) 1 df(w) _ (x—n)
dp f(u) dp o2

Fiir f(u) = konstant erhélt man das Standardresultat ¢ = ¥, im allgemeinen Fall erhilt man
aber

R S S SV (D (6.28)

f(u) du
Der Einflufs der Wahl des Priors ist also klein, wenn der Zusatzterm zu X klein gegentiber ¢ ist,
also
df(u)
4 Tdu < f(p)-

Entwickelt man f(p) um po mit f(p) = f(po) (1 + a(p — up)), dann lautet die Bedingung
a0 < 1. In Worten: Die relative Anderung des Priors f () iiber eine Standardabweichung muf3
klein sein.

Die sogenannten Bayesianer halten diesen Zugang fiir verniinftig und nattirlich. Mit Argumen-
ten dhnlich denen der Gleichung (6.28) machen sie geltend, dafl die Willkiir fiir genaue Messun-
gen klein ist, und daf$ die statistische Methode sowieso noch andere willkiirliche Annahmen
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enthdlt. Sei dem wie dem wolle. Auf jeden Fall bietet die Bayes’sche Statistik ein wohldefi-
niertes Verfahren, um a priori Wissen bei der Schitzung von Parametern einzubringen, zum
Beispiel um absolute Grenzen fiir den Wert von Parametern zu berticksichtigen, wie sie aus
Erhaltungssédtzen oder dem gesunden Menschenverstand folgen.

Was ist, wenn man {iiber die a priori Wahrscheinlichkeit gar nichts weifs? Es gibt Leute, die
in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit zu 0.5 festsetzen. Das kann nicht immer ein guter Rat
sein, wie das folgende eher scherzhafte Beispiel zeigt: Was ist die Wahrscheinlichkeit, daf’ es
auf dem Begleitplaneten von Centaurus « Kaninchen gibt? Dariiber weifs man nichts, also ist
die Wahrscheinlichkeit Px = 0.5. Und Lowen? Auch hier ist die Wahrscheinlichkeit P; = 0.5.
Und so weiter. Die Wahrscheinlichkeit, daf mindestens eine dieser Lebensformen auf diesem
Planeten existiert, ist das oder aller dieser Wahrscheinlichkeiten, ndmlich 1 — Pr - Py --- Py =
1 — 0.5", welches beliebig nahe zu eins = GewiSheit gebracht werden kann, wenn man N grof3
genug wahlt. Was ist hier los? Offensichtlich sind die Wahrscheinlichkeiten korreliert, was in
der Rechnung ignoriert wurde.

Eine Anwendung der Bayes’schen Statistik ist die Interpretation der Likelihood-Funktion als
proportional zur Wahrscheinlichkeitsdichte der Parameter a. Man kann eine Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir a definieren durch die Bayes’sche Beziehung f,(a|x) = fo(a) - L(a|x), wobei
fo(a) der Prior von a ist. Setzt man fy(a) = konst, so steht die Ableitung der Kovarianzmatrix
der Parameter a in Kapitel 6.4 auf formal richtigem Boden. Die Willkiir bei der Wahl des Priors
fo(a) sollte in der asymptotischen Grenze keine Rolle mehr spielen, weil dann ¢ — 0 ist, und
der Einfluf des Priors verschwindet vermoge Gleichung (6.28).

Beispiel 6.12 Suche nach einem Signal.

Man mochte das Vorhandensein eines Signals tiber einem Storuntergrund feststellen. Dieses
Signal konnte zum Beispiel die Zahlrate sein, herrithrend von einer radioaktiven Verseuchung,
der Untergrund die normale Umgebungsradioaktivitdt plus Hohenstrahlung. Die Untergrund-
zdhlrate R, moge genau bekannt sein. Die Rate des gesuchten Signals sei R,. Bei der Messung
tiber ein Zeitintervall T hat man n Zdhlimpulse gefunden. Der erwartete Mittelwert von # ist
(n) = R, T + R, T. Die beste Schitzung fiir den Mittelwert der gesuchten Zhlrate ist

— n
Rx:T—Ru.

Die Standardabweichung von R, ist

o(Ry) = \/02 (%) +02(R,) = \/% +0= 4

Numerisches Beispiel: R, = 10, T = 10, n = 104. Dann ist

=
[

. = 04
o(Ry) = 1.02

Wie lautet nun das Resultat fiir R, und seine Fehler? Ist das Signal tiberhaupt signifikant?
Innerhalb der Bayes’schen Statistik ist es naheliegend, fiir den Prior den folgenden Ansatz zu

machen

f(Ry) =0 fir Ry <0 und f(Ry)=konst fir R, >0.
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Darin wird zum Ausdruck gebracht, dafy die Zadhlrate nicht negativ sein kann. Dann hat man
fiir R, > 0 mit einem Normierungsfaktor Ny und Gleichung (6.27)

f(Rx’Rx) = f(ﬁxmx)f(Rx)NO = N(er 02) - No

1 . exp _(RX_FX)z _ _ R \2
B e

» ~(R—R.)? ~ 065
ol e (S ake 06 2w

202

fiir R, > 0 und null fiir R, < 0. Die Funktion f(Ry|Ry) ist in Abbildung[6.8zu sehen.

0.6
04 r
0.2 Abbildung 6.8:  Die Wahrscheinlichkeit
f(Ry|Ry) fuir die wahre mittlere Zdhlrate Ry,
0 L LR, wenn die gemessene mittlere Zahlrate R, =
4 0.4 ist.

Um eine obere Grenze R, fiir Ry zu erhalten, die einer Standardabweichung (einseitig) ent-
spricht, d.h. einer Wahrscheinlichkeit von & = 0.16, hat man als Bedingung

]. /00 _(Rx - Fx)Z
| exp(m " V4R, = = 0.16.
0.65 /270 JR, P(—m )k

Dies ist eine Gleichung fiir R,, sie gibt, nach R, aufgeltst, eine obere Grenze von R, = 1.69.
Das Resultat ist dann

1.29
R, = 04*}2

mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 — a = 84%, da8 R, zwischen diesen Grenzen liegt. Umge-
kehrt kann man mit 84% Konfidenz ausschliefsen, dafy das Signal grofier ist als 1.69, voraus-
gesetzt, man akzeptiert den Bayes’schen Ansatz. Es ist ja eine Gleichverteilung fiir den Prior
angenommen worden; hitte man angenommen, daf f(Ry) ~ R2 fiir R, > 0 ist, so hitte man
eine etwas andere obere Grenze erhalten.

Fiir das Problems eines kleines Signals mit Untergrund wurde von Feldman und Cousins[21]]
eine Methode entwickelt, die unphysikalische Grenzen vermeidet und einheitlich obere Gren-
zen und zweiseitige Intervalle behandelt (siehe auch Seite [145).

Beispiel 6.13 Katastrophenwahrscheinlichkeit.

Dieses Beispiel zeigt die Grenzen der klassischen Statistik im Vergleich zur Bayes’schen. An-
genommen, 100 Raketenstarts in einer Reihe waren erfolgreich. Welches ist die Wahrschein-
lichkeit eines Fehlstarts beim 101. Versuch bei sonst unverdanderten dufieren Bedingungen? Die
Antwort erfordert die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit p eines Fehlstarts bei einem Versuch.
Um eine obere Grenze p, fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlstarts mit 95% Konfidenz zu er-
halten, fordert man, dafs fiir diesen Wert von p die Wahrscheinlichkeit, bei 100 Versuchen null
Fehlstarts zu erhalten, mindestens gleich (100 — 95)% =5% ist. Unter Verwendung der Binomi-
alverteilung erhalt man

P(100,0) = p%(1 — p,)'® =a = 0.05,
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wobei P(100,0) die Binomialwahrscheinlichkeit fiir 0 Fehlstarts bei 100 Versuchen ist. Die oben-
stehende Gleichung liefert 100In(1 — p,) = Ina oder p, = 0.03. Man hat eine obere Grenze
von 3% (mit 95% Konfidenz) fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlstarts beim nidchsten Versuch
erhalten.

Um eine Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehlstart und nicht nur eine Grenze zu erhalten, benétigt
man die Bayes’sche Statistik. Angenommen, der Prior von p wére eine Gleichverteilung zwi-
schen null und der 95% Grenze. Dann ist die Wahrscheinlichkeit p gegeben durch

1 Po 1 Po
p:—/ P(l,p)dp:—/ e Ppdp =1.5%.
Po JO Po JO
Hatte man stattdessen eine exponentiell fallende Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Prior an-
genommen, proportional zu exp(—p - In(1/a)/p,), dann wire das Resultat p = 1%.

Als Literatur zur Bayes’schen Statistik sei genannt [57, (15, 83, 5].

6.9 Systematische Fehler

Systematische Fehler beeinflussen jeden Einzelwert einer Mefireihe in dhnlicher Weise. Sie
konnen verursacht sein durch falsche Mefimethoden, wie zum Beispiel falsche Eichung oder
tehlerhaftes Gerit, falsche Auswertemethoden, Nichtberiicksichtigung von Untergrund, zeitli-
che Anderung der MefSbedingungen usw. Systematische Fehler kénnen nicht durch eine bes-
sere statistische Genauigkeit reduziert werden, und bei sehr kleinen statistischen Fehlern be-
stimmen sie die Genauigkeit der Messung.

Es gibt kein allgemeines Rezept zur Bestimmung der systematischen Fehler. Bewéhrt hat sich,
ein und dieselbe Grofie mit verschiedenen Methoden, zu verschiedenen Zeiten und mit ver-
schiedener Reihenfolge der Einzelmessungen zu bestimmen. Man muf? sich einen Eindruck
von der Genauigkeit der Eichung der verschiedenen Instrumente und anderer Konstanten
verschaffen, die in die Auswertung der Messungen eingehen. Manchmal kann man Erhal-
tungssdtze oder allgemeine Gesetzmdfigkeiten benutzen, um die Genauigkeit zu tiberpriifen.

Das néchste Problem ist die Einbeziehung systematischer Fehler in die Fehlerrechnung. Wenn
es viele systematische Fehlerquellen gibt, kann man unter Berufung auf den Zentralen Grenz-
wertsatz die Beitrdge der einzelnen systematischen Fehler quadratisch addieren. Statistische
und systematische Fehler sind statistisch unabhdngig. Sie sollten getrennt aufgefiihrt werden,
also zum Beispiel

x = 10.0 £ 1.2(stat.) = 1.0(syst.) .

Wenn mehrere systematische Fehlerquellen da sind, gibt es weitere Komplikationen. Generell
sind systematische Fehler stets korreliert, und dies mufs sorgfaltig beachtet werden.

Fiir eine formale Behandlung betrachtet man einen Vektor von Variablen x; mit Mittelwerten
u; und Standardabweichungen ¢;. Das Element i, j der Kovarianzmatrix ohne systematische
Fehler ist (siehe Gleichung (4.43))

Vi = [ (= i) = ) flx)dx

Sind systematische Fehler vorhanden, so konnen die Werte x; systematisch um s; verschoben
sein. Das Matrixelement Vg ;; fiir den gesamten Fehler mit Einschluff der systematischen Feh-
ler ist dann

Vges,ij = /(xi —S5i— .ul)(x] — 5= .u])f(x) dx.
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Dies kann ausgedriickt werden durch

Vees,ij = Vij + 5i8; /f(x) dx —s; /(x]- —pi)f(x)dx —s; /(x,- —ui)f(x)dx.

Die beiden letzten Integrale sind null, und deshalb folgt

Vges,ij = Vl] + SiS; - (6.30)

Statistische und systematische Fehler sind unabhingig nach Voraussetzung, und deshalb kann
man sie quadratisch addieren. Der Kovarianzterm s;s; mit i # j gibt ein Ma# fiir die Grofse von
Korrelationen, die durch systematische Fehler hervorgerufen werden kénnen.

Die Abschitzung von systematischen Fehlern erfolgt oft mit roher Gewalt. Dabei wird die Ana-
lyse (zum Beispiel Entfaltung) fiir jeden systematischen Fehlereinflufi wiederholt, wobei jeder
systematische Fehlereinfluf$ (Index k) zu =+ seiner Standardabweichung J; angenommen wird.
Wenn sich dabei der Wert von x; fiir den k-ten systematischen Fehlereinflufl um Jy - (1 ); dndert,
ist das Element der Kovarianzmatrix der systematischen Fehler

Vsyst,ij = 25]% ’ (rk)i : (rk)j :
k

Ein wichtiger Spezialfall ist ein Normierungsfehler. Er beeinfluft alle Mefiwerte in derselben
Weise, indem er sie mit dem Faktor (1 + €) multipliziert, wobei € die Standardabweichung
des relativen Normierungsfehlers ist. Damit wird s; = €x; in Gleichung (6.30), und damit das
Element i, j der Kovarianzmatrix des Normierungsfehlers nach Gleichung (6.30)

2
Vsyst,ij =€ xl-x]- .

Es ist leicht zu sehen, daf fiir jeden einzelnen Beitrag der systematischen Fehler die Elemente
der Kovarianzmatrix einer vollstdndigen Korrelation (|o| = 1) der Komponenten entsprechen,
und die Normierungsfehler positiv korreliert sind (o = +1).

Eine ausfiihrliche Behandlung systematischer Fehler findet sich auch bei [3].

Schitzung von Parametern mit systematischen Fehlern. Ein gingiges Verfahren wird hier
tiir den einfachen Fall unkorrelierter normalverteilter Daten y; mit Standardabweichung o; be-
schrieben. Ohne systematische Fehler wiirde man die Parameter bestimmen, indem man die
Funktion S in Gleichung (6.10) minimiert. Wenn die Daten einen systematischen Fehler r; ha-
ben, konnen sie um den Betrag #r; systematisch verschoben sein, wobei 17 einer standardisierten
Gauf3-Verteilung gehorcht. Eine solche mogliche Verschiebung wird durch einen zusitzlichen
Summanden in der x2-Summe beriicksichtigt. Man minimiert dann den Ausdruck

e +17,

sof i fma ),

der Gleichung (6.10) ersetzt.

Sind die Fehlergrenzen unsymmetrisch, so gibt es kein vollstandig akzeptables Verfahren, son-
dern nur Rezepte. Ein Problem ist, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte systematischer Fehler-
quellen i.a. nicht bekannt ist. Hier ist die Lektiire einer Arbeit von R.Barlow [60] zu empfehlen.
Er beschreibt die Vor- und Nachteile verschiedener Rezepte, mit asymmetrischen Fehlern um-
zugehen, und wie man mehrere systematische Fehler in diesem Fall kombiniert. Er kritisiert
dabei auch die Sitte, im Fall mehrerer unsymmetrischer systematischer Fehler die Quadrat-
summe der positiven und negativen Fehler getrennt zu berechnen. Dies ist schlecht, weil es
dem Zentralen Grenzwertsatz widerspricht. Ob im Fall unsymmetrischer Fehler der gemesse-
ne Wert y; verschoben werden sollte, ist Gegenstand kontroverser Diskussionen.
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7 Methode der kleinsten Quadrate
7.1 Einleitung

Die Geschichte der kleinsten Quadrate geht zuriick zum Beginn des 19. Jahrhunderts, als Le-
gendre, Gaufs und Laplace diese Methode einfiihrten und ihre Eigenschaften untersuchten.
Die Methode der kleinsten Quadrate ist einfach zu handhaben und sehr effektiv, um Daten zu
analysieren [47].

In diesem Kapitel werden direkte MefSwerte mit der Eigenschaft von Zufallsvariablen, Daten
genannt, durchweg mit y; bezeichnet. Eine Mefireihe besteht aus n Mefswerteny;,i =1, 2,...n.
Wegen der Mefdfehler weichen die gemessenen Werte von den wahren Werten um einen Betrag
ab, welcher durch die Standardabweichung ¢ bzw. die Varianz 0?2 beschrieben wird. Im Sinne
der Statistik sind die y; eine Stichprobe, welcher eine Wahrscheinlichkeitsdichte zugrundeliegt.
Es sei weiterhin angenommen, daf8 eine gewisse funktionelle Beziehung, Modell genannt, fiir
die wahren Werte existiert. Dieses Modell kann von zusétzlichen Variablen a;, j = 1,2,...p
abhédngen. Sie werden Parameter genannt; fiir sie gibt es keine direkten Messungen. Das Modell
wird im allgemeinsten Fall als eine oder mehrere Gleichungen der Form

flai, a2, ...ap, Y1, Y2,...yn) =0 (7.1)

dargestellt. Diese Gleichungen heilen Bedingungen. Das Modell mit den Gleichungen (7.1)) kann
benutzt werden, um Korrekturen Ay; fiir die MefSwerte y; zu finden, so daf$ die korrigierten
Werte die Bedingungen (Z.I) exakt erfiillen.

Das Prinzip der kleinsten Quadrate verlangt, dafS die Summe der Quadrate der Korrekturen Ay;
(Differenzen zwischen Daten und Modell = Residuen) den kleinstmoglichen Wert annimmt. Im
einfachsten Fall unkorrelierter Daten, die alle die gleiche Standardabweichung haben, kann das
Prinzip der kleinsten Quadrate durch die Forderung

n
S =Y Ay; = Minimum (7.2)
i=1

ausgedriickt werden. Wegen der zusitzlichen Information, die aus den Bedingungsgleichun-
gen (Z1) kommt, kann damit die Genauigkeit in der Kenntnis der MeSwerte verbessert werden.
Man kann hieraus auch Werte fiir die nicht gemessenen Parameter unter allgemeinen Bedin-
gungen ermitteln, und man kann dies als eine indirekte Messung der Parameter betrachten.

Eine einfache Anwendung ist der Fall von n wiederholten Messungen y; der Variablen y. Die
Bedingung der kleinsten Quadrate lautet

S =Y (y—vi)?* = Minimum,
i=1

sie wird erfiillt durch den Mittelwert der Mefidaten und ergibt § = Y_!' ; y;/n. Das Symbol "
wird benutzt, um den Schitzwert des wahren Mittelwertes y zu bezeichnen. Der Schitzwert §
ist seinerseits eine Zufallsvariable mit einer Standardabweichung, die kleiner ist als diejenige
der einzelnen Mefiwerte.

Die Methode der kleinsten Quadrate hat einige optimale statistische Eigenschaften und fiihrt
dariiber hinaus oft zu einfachen Losungen. Andere dhnliche Vorschriften wie

n
Y |Ayi| = Minimum  oder  max|Ay;| = Minimum
i=1
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fihren im allgemeinen zu komplizierteren Losungen als die Bedingung (7.2)). Eine Losung der
Gleichung der kleinsten Quadrate wird tiiblicherweise in Matrixschreibweise formuliert, die
sich auch gut zur Umsetzung auf einem Rechner eignet. Im allgemeinen Fall von Daten, be-
schrieben durch einen n-Vektor y mit voneinander verschiedenen Standardabweichungen und
mit Korrelationen, welche durch die Kovarianzmatrix V beschrieben werden, lautet die Bedin-
gung der kleinsten Quadrate in Matrixform

S=Ay"Vv'Ay = Minimum, (7.3)

wobei Ay der Residuenvektor ist. Durch Spezialisierung erhilt man Gleichung (Z.2) zurtick.
Normalerweise hingt die quadratische Summe S von Parametern 4; ab, sodafy man eine Funk-
tion S(aj, az,...) zu betrachten hat. Einige optimale Eigenschaften der Methode folgen bereits
ohne spezielle Annahmen tiber die Form der Wahrscheinlichkeitsdichte oder der Mefifehler.
Im Spezialfall einer Gaufs-Verteilung der Messungen lafst sich das Prinzip der kleinsten Qua-
drate der Gleichungen (Z.2) und (Z.3) aus der Maximum-Likelihood-Methode herleiten (Ka-
pitel [6.3.2). Die Beziehung zwischen der Summe der Quadrate S(ay, ay,...) und der negati-
ven Log-Likelihood-Funktion F(ay, ay, . ..) ist (bis auf eine additive Konstante, die ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit zu null gewdhlt werden kann) gegeben durch

S(El], az,...)ZZ-P(al, az,...), (74)

sie unterscheiden sich also um einen Faktor 2.

Die kleinsten Quadrate konnen auf eine grofie Klasse von Problemen angewandt werden. Ein
héufiger Fall ist ein Modell der Form

y= f(x,ﬂ],az,. . 'ap) ’, (75)

d.h. die einzelnen Messungen y; werden von einer Funktion vorausgesagt, die von den Parame-
tern a; sowie von einer Variablen x abhingt, die einen festen Wert x; fiir die jeweilige Messung
yi besitzt; in diesem Fall gestattet die Methode die Bestimmung der Parameter. Eine andere
Anwendung besteht in der Bestimmung einer ndherungsweisen funktionellen Beziehung zwi-
schen den Variablen x und y; in diesem Fall kann zum Beispiel eine Polynomdarstellung in
x angesetzt werden. Eine weitere Anwendung besteht in einer Verbesserung der Genauigkeit
der Daten. Die Bedingung der kleinsten Quadrate liefert weiterhin automatisch ein Kriterium
dafiir, ob die Mefidaten statistisch vertraglich mit der modellméfsigen Parametrisierung sind.

7.2 Lineare kleinste Quadrate
7.2.1 Bestimmung von Parameterwerten

Dieses Kapitel handelt von der Bestimmung von Parameterwerten a aus Messungen anhand
eines linearen Modells. Der Vektor a der Parameter hat p Elemente ay, ay, ...a,. Diese Para-
meter stehen in Beziehung zu einem anderen Vektor y von n Zufallsvariablen mit Elementen
Y1, Y2, - - - Yn, den MeBwerten. Der Erwartungswert von y; ist gegeben als Funktiony = f(x;, a)
der Variablen x. Die Funktion f(x, a) hdngt linear von den p Parametern a; ab und kann in der
Form

y(x) = f(x,a) = a fi(x) +azfo(x) + ... +apfy(x) (7.6)

geschrieben werden. Eine Reihe von n Messungen y;, i = 1, 2,...n wird bei den x-Werten
xj, i =1, 2,...n vorgenommen; nach Gleichung (7.6) ist der Erwartungswert jeder Einzelmes-
sung y; gegeben durch

Elyi] = f(xi, @) = 7;, (7.7)
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wobei die Elemente von a die wahren Werte des Parameters a sind. Die Variable x ist eine
unabhéngige Variable (ohne Fehler); sie kann ebenfalls ein Vektor sein.

Residuen r; sind definiert als die Differenzen zwischen den Meflwerten y; und den nach dem
Modell erwarteten Werten f(x;, a) fiir beliebige Werte von a,

ri =1y — f(xj,a) Residuum . (7.8)
Die Residuen fiir a = a haben die Eigenschaften

E[ri] =0 E[r?] = Virj] = o? (7.9)
d.h. ihr Erwartungswert ist null und die Varianz ¢?. Es wird keine Annahme iiber die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Residuen gemacht, insbesondere ist es nicht nétig, dafy sie gauf3-
verteilt sind. Die einzigen Annahmen sind Unverzerrtheit und eine endliche Varianz. In diesem
Kapitel wird der Einfachheit halber angenommen, daf3 alle Mefswerte dieselbe Varianz haben
und unkorreliert sind; dann verschwinden die Kovarianzen.

7.2.2 Normalgleichungen im Fall gleicher Fehler

Alle Daten sollen die gleiche Varianz (und Standardabweichung) haben und unkorreliert sein.
Dann erhélt man in diesem und den folgenden Abschnitten verhidltnisméafiig einfache Aus-
driicke.

Nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate mufs die Summe der Quadrate der Residuen in Be-
zug auf die Parameter ay, ay, . .. a, minimiert werden. Die Summe S ist eine quadratische Funk-
tion der Parameter 4;

S = Zn: 1’12 = i (yz — a1f1 (xl-) — Elzfz(xi) — ... apfp(xi))2 . (710)

i=1 i=1

Als Bedingung fiir das Minimum mdiissen alle partiellen Ableitungen nach den Parametern a;
verschwinden:

3751 = 2&/‘1(9@) (a1fi(x:) +anfo(xi) + ...+ apfp(xi) —yi) =0

i=1
88752 = 2£;,f2(x1‘) (a1f1(x:) + aofo(xi) + ...+ apfp(xi) —yi) =0
E?TSP = zanfp(xi) (arfi(x;) +a2fo(xi) + ... Fapfp(x;) —yi) =0.

i=1

Die Bedingung kann in Form der sogenannten Normalgleichungen geschrieben werden (alle
Summen laufen tiberi =1, 2, ...n)

am L ff(xi) + o+ Y Alx)fp(xi) = Lyifilx)
mY o(xi)filx) + ..+ aLh)fp(x) = Lyif(x)
mEfHEA() - e+ GLRE) = Tyl

Die Schétzwerte von a4y, a2, . .. a, nach kleinsten Quadraten folgen als die Losung dieser Nor-
malgleichungen.



7.2. LINEARE KLEINSTE QUADRATE 155

7.2.3 Matrixschreibweise

Die Matrixschreibweise und Matrixalgebra vereinfachen die Formulierung wesentlich. Die n x
p Werte f;(x;) konnen als Elemente einer n x p Matrix A aufgefait werden, mit n Zeilen und
p Spalten. Die p Parameter a; konnen als Elemente eines p-Vektors a (oder einer p x 1 Matrix)
aufgefafst werden.

filx1) fa(x1) ... fp(x)
filxa) fa(x2) ... fp(x2)

A= (7.11)

fir) folr) - folon)

n
1
Y2
%)
a=| y=| - (7.12)
ap Y

Das Produkt Aa ist der n-Vektor der Erwartungswerte der n Messungen y1, a2, . ..Y,, die als
Elemente eines n-Vektors y angesehen werden kénnen. Mit der Definition des n-Vektors der
Residuen r (Gleichung (7.8)) wird

r=vy— Aa. (7.13)
Der Ausdruck (Z10) kann dann in Matrixschreibweise geschrieben werden

S=rlr=(y—Aa)'(y—Aa) =y'y—2a"ATy + a"AT Aa (7.14)

(der Index T bezeichnet die transponierte Matrix bzw. den transponierten Vektor). Die Bedin-
gung fiir das Minimum von S lautet

—2ATy+2ATAa =0, (7.15)
oder in der Matrixform der Normalgleichungen
(ATA)a = ATy. (7.16)

Hierbei ist @ der Vektor der Schitzwerte der Parameter. Das Produkt AT A ist die symmetrische
p X p Matrix

ATA=| (7.17)

L fo) fitx) T fox) flx) - T Fx)



156 KAPITEL 7. METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

und das Produkt ATy ist ein p-Vektor (alle Summen laufen tiberi =1, 2,...n)

Y yifi(x)
¥ vifa(xi)

Aly = . (7.18)

L vifp(xi)
Die Losung der Gleichung (7.16)

a=(ATA) ATy (7.19)

liefert die beste Schdatzung von 4 und kann mit den Standardverfahren der Matrixalgebra be-
rechnet werden.

7.2.4 Kovarianzmatrix der Parameter

Gleichung (7.19) zeigt, dal der Schitzwert @ des Parametervektors aus einer linearen Trans-
formation des Vektors y der Mefiwerte hervorgeht. Deshalb kann die Kovarianzmatrix des Pa-
rametervektors mit den Standardmethoden der Fehlerfortpflanzung aus der Kovarianzmatrix
des Vektors y berechnet werden. Die Kovarianzmatrix V[y] ist die quadratische n x n Matrix

var(y1) cov(yi,y2) .. cov(yi,Yn)
cov(yz,y1) var(ya) .. cov(y2,¥n)

V[y] = - , (7.20)
cov(Yn,y1) cov(Yu,y2) ... var(y,)

wobei var(y;) die Varianz von y; ist mit der iiblichen Schreibweise 0?; weiterhin ist cov(y;, yx)

die Kovarianz von y; und yy, geschrieben oj;. Im vorliegenden Fall ist die Kovarianzmatrix eine
Diagonalmatrix

2 0 0 0
0 ¢2 0 ... 0

Viy] = o*I, = , (7.21)
0 0 0 ... 02

wobei I, eine 1 x n Einheitsmatrix ist, da in V[y] alle Varianzen gleich ¢ und alle Kovarianzen
null sind. Fiir eine lineare Beziehung & = By ist die Kovarianzmatrix fiir & gegeben durch die
Standardformel der Fehlerfortpflanzung (Gleichung (4.50))

V[a) = BV[y|BT . (7.22)

Setzt man fiir B den Ausdruck aus Gleichung (Z.19) ein, (d.h. B = (ATA)~1AT), so erhilt man
die Matrix

Via] = (ATA)tATV[y]A(ATA) L.

Fiir V]y] = 021, vereinfacht sich dies zur endgiiltigen Formel

Via) =* (ATA). (7.23)

Die Kovarianzmatrix der besten Schitzung der Parameterwerte 4 ist also einfach die inverse
Matrix der Produktmatrix (AT A) in den Normalgleichungen (ZI6) mal dem Skalar ¢?. Man
beachte, daf8 V[a] nur von der festen Matrix A abhdngt und von 02, aber nicht von den Werten
der Residuen. Wichtig ist auch, daf die Varianz ¢ keinen Einfluf auf die Parameterwerte hat,
wenn ¢? fiir alle Me3werte gleich ist.
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7.2.5 Quadratsumme der Residuen

Die Summe S der Quadrate der Residuen im Minimum von S folgt, indem man die Losung a
aus Gleichung (Z.19) in Gleichung (7.14) einsetzt

A -1
S=yTy—2aTATy+aTATA (ATA> ATy =yTy—aTATy. (7.24)

Der Ausdruck zeigt, daf die Summe der Quadrate y'y vermindert wird durch das Skalarpro-
dukt von @ und Ay. Die Summe der Residuenquadrate kann also berechnet werden, ohne die
einzelnen Residuen r; zu berechnen. In der Praxis kann dies jedoch zu grofsen Rundungsfeh-
lern fithren (Differenz zweier grofier Zahlen), und es ist deshalb genauer, S aus den einzelnen
Werten r; zu berechnen. Der Erwartungswert E [S] ist

E[S] =c*(n—p)]|. (7.25)

Fiir einen Beweis siehe Abschnitt[7.3.3]
Wenn die Varianz 0% der Mefdaten y nicht bekannt ist, so erhdlt man aus S nach Gleichung
(Z.25) den Schitzwert

o*=S5/(n—p). (7.26)
Die Grofle 62 ist eine Zufallsvariable. Fiir grole Werte von (1 — p) ist dies eine gute Schatzung.

7.2.6 Korrektur der Datenwerte

Nach der Berechnung der Parameter mit linearen kleinsten Quadraten konnen Werte der Funk-
tion f(x) fur beliebige x bestimmt werden durch

p

9(x) = f(x,a) =) _afi(x) . (7.27)

j=1

Speziell fiir die Werte x;, die zu den Meflwerten y; gehoren, sind die korrigierten Datenpunkte
gegeben durch §J = Ad. Da §] eine lineare Funktion der Parameter 4 ist, welche die Kovarianz-
matrix V]| besitzen, liefert die Fehlerfortpflanzung die Kovarianzmatrix

V[j] = AV[a]AT = 2A(ATA)1AT (7.28)

des Vektors §J. Die Grofse der Differenzen zwischen Messung y; und dem berechneten Wert ;
sollte kontrolliert werden. Geeignet zur Kontrolle ist insbesondere die normierte Korrektur, die
am Ende von Abschnitt[/.7.2l behandelt wird.

7.3 Losungseigenschaften

Schitzwerte, welche mit der Methode der kleinsten Quadrate gewonnen wurden, haben wich-
tige statistische Eigenschaften, die zusammen mit dem relativ einfachen numerischen Forma-
lismus den weiten Anwendungsbereich der Methode erkldren. Die folgenden Aussagen sind
beschrédnkt auf lineare Probleme. Die Annahmen in Gleichung (7.9) in Kapitel tiber die

Eigenschaften der Daten waren

1. die Daten sind unverzerrt (erwartungstreu), und
2. alle Varianzen sind gleich,
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also in Gleichungsform
Ely — Aa] =0 oder E[y] = Aa Vly — Aa) = o’I,, . (7.29)

Im folgenden wird gezeigt, daf3

1. Schéatzwerte nach kleinsten Quadraten unverzerrt (erwartungstreu) sind, und
2. den kleinsten Fehler von allen linearen Schitzwerten haben.

Fiir den Beweis mufs keine Annahme tiber die Wahrscheinlichkeitsdichte der Residuen gemacht
werden, insbesondere ist die Annahme einer Gauf3-Verteilung nicht notwendig.

7.3.1 Erwartungstreue

Schitzungen mit kleinsten Quadraten nach Gleichung (7.19) sind erwartungstreue Schitzungen
der wahren Werte a, d.h.

Ela] = a. (7.30)
Zum Beweis benutzt man die Gleichungen (Z.29) und (Z.19)
Ela] = (ATA)'ATE[y] = (ATA)'ATAa =a. (7.31)

Die Schitzwerte sind also unverzerrt, aber nur dann, wenn die Daten unverzerrt sind und das
Modell korrekt ist. Wenn die Daten verzerrt sind, werden es im allgemeinen auch die Para-
meterschidtzungen sein. Ebenso mufi das Modell korrekt sein; wenn zum Beispiel eine Gera-
denbeziehung an Daten angepaft wird, die tatsdchlich auf einer Parabel liegen, so werden die
Werte fiir die Steigung verzerrt sein und auflerdem von dem Anpassungsbereich abhdngen.
Eine andere Ursache fiir Verzerrung kann ein einzelner falsch gemessener Datenpunkt sein.

7.3.2 Das Gaufi-Markoff-Theorem

Das Gaufl-Markoff-Theorem macht die Aussage, dafs von allen Klassen von Schiatzwerten a*, die

1. erwartungstreu sind, und die
2. lineare Funktionen der Daten sind,

die Schidtzwerte nach kleinsten Quadraten & die Eigenschaft
V[fl]]] S V[&l*]” fﬁl‘ allej (7.32)

haben, d.h. die Schdtzung nach kleinsten Quadraten hat den kleinstmoglichen Fehler.

Beweis: Der Schitzwert 4 nach Gleichung (Z.19) hat nach Gleichung (Z.23) die Varianz V[a] =
0% (AT A)~!. Nun betrachtet man einen anderen linearen und erwartungstreuen Schitzwert a* =
Uy mit einer Matrix U. Der Erwartungswert und die Varianz des Schitzwertes a* sind, mit

Gleichung (7.29)
E[a"] = UE[y] = UAa = a Via'] = ccuu’ (7.33)

und folglich UA = I,, wobei I, eine p X p Einheitsmatrix ist. Wegen UA = I, kann das
Produkt UUT mit der Abkiirzung C = AT A in der Form

uu’ =c 4+ WUu-cltahu-ctant (7.34)
geschrieben werden. Damit wird die Kovarianzmatriz mit (Z.23)
Via*] = V[a]+ (U - Cc AT (U - ctAT)T. (7.35)

Das Produkt auf der rechten Seite hat Diagonalelemente > 0 (sie sind null nur fiir die kleinste-
Quadrate Losung U = C'AT = (ATA)~1AT), und es folgt die Ungleichung (Z32).
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7.3.3 Erwartungswert der Summe der Residuenquadrate

Der Erwartungswert S der Summe der Residuenquadrate ist nach Gleichung (Z.25) gegeben
durch E[S] = ¢?(n — p). Diese Eigenschaft folgt aus der Definition von S und Gleichung (Z.16)

S=(y—Aa)T(y— Aa) =y'y —yTAa. (7.36)

Zur Berechnung des Erwartungswertes wird die Gleichung durch a anstatt 4@ ausgedriickt (Ma-
trix C = ATA)

S=(y—Aa)l (I, — AC'AT)(y — Aa) . (7.37)

Man priift diese Identitdt, indem man die rechte Seite ausmultipliziert und beachtet, dafs die
Beziehung ATAC™! = C'ATA = I, gilt; mit Gleichung (7.16) erhalt man den Ausdruck aus
Gleichung (7.36)) zurtick. Fiihrt man einen Vektor z und eine Matrix U ein gemaf3

z=y— Aa Uu=1I1,—AC'AT, (7.38)

dann kann die Summe $ ausgedriickt werden als $ = z” Uz. Nach Definition (Gleichung (7.29))
sind Erwartungswert und Varianz von z

E[z] = Ely — Aa] =0 V[z] = V]y — Aa] = *I,. (7.39)

Fiir die Komponenten z;, zx bedeutet die letzte Gleichung V[z;] = E[z?] = 02 und E|[z;z] = 0.
Fiir S erhalt man

é = ZZ Ul-k Zi Zj. (740)
ik
Wenn man nun den Erwartungswert von S bildet, so erhilt man, da alle Terme mit i # k null

sind,

E[S] =Y U;E[z}] =0 Y U; = o Spur(U) (7.41)

(die Spur einer quadratischen Matrix ist die Summe ihrer Diagonalelemente). Die Spur von U
ist

Spur(U) = Spur(I, — AC'AT) = Spur(I,) — Spur(AC*AT)
= Spur(I,) — Spur(C*ATA)
= Spur(I,) —Spur(I,) =n—p. (7.42)

Also ist der Erwartungswert von $

E[S] = o*(n — p). (7.43)

Gauf3-verteilte Mefifehler. Im Falle gauf3-verteilter Fehler ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
von S bekannt. Das Verhiltnis $/0? hat eine y?-Verteilung mit (n — p) Freiheitsgraden. Damit
kann man einen X2-Test machen, um zu priifen, ob das Modell und die Daten statistisch ver-
trdglich sind. In der Praxis kann man diesen Test ndherungsweise auch dann verwenden, wenn
die Wahrscheinlichkeitsdichte etwas von einer Gauf3-Verteilung abweicht.
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7.4 Der allgemeine Fall unterschiedlicher Fehler
7.4.1 Die Gewichtsmatrix

Wenn die einzelnen Datenpunkte verschiedene Genauigkeit haben, kann der Formalismus von
Kapitel Z2Inicht unverdndert benutzt werden. In diesem allgemeinen Fall gilt V[y;] = ¢7, d.h.
jeder Mepunkt y; hat eine Varianz ¢?, die fiir jeden Mefpunkt verschieden sein kann. Wenn
die einzelnen Datenpunkte statistisch unabhiingig sind, dann sind alle Kovarianzen cov(y;, yx)
null, und die Kovarianzmatrix ist

2 0 0 0
0 02 0 ... 0

Viy] = 2 : (7.44)
0 0 0 o2

Nur die Diagonalelemente sind also von null verschieden. Der Ausdruck fiir die Summe der
Residuenquadrate S (siehe Gleichung (7.10)) lautet nunmehr

2
r; ..
S = Z —12 = Minimum . (7.45)
1 1
Um diese Forderung in Matrixschreibweise zu formulieren, fithrt man die Gewichtsmatrix
W (y) ein als inverse Matrix der Kovarianzmatrix V[y]|,

/¢ 0 0 ... 0
0 1/62 0 ... 0

W(y) =V]y] = , (7.46)
0 0 0 ... 1/02

d.h. die Diagonalelemente sind gleich den inversen Varianzen. Der Ausdruck fiir S lautet dann:
S=r"W(y)r=(y— Aa)'W(y) (y — Aa). (7.47)

Dieser Ausdruck hat allgemeinere Giiltigkeit und gilt auch im allgemeinen Fall korrelierter
Daten; dann sind die Matrizen V[y] und W(y) = V[y]~! nicht diagonal. In diesem Fall kann
man mit einer orthogonalen Transformation wieder auf Diagonalform kommen und damit die
Aquivalenz zu Gleichung zeigen. Zum Beweis macht man eine lineare Transformation
des Datenvektors y durch eine n x n Matrix U” in einen neuen Vektor z,

z=Uy. (7.48)
Nach dem Gesetz der Fehlerfortpflanzung ist die Kovarianzmatrix des neuen Vektors z
Viz] =U'vylu. (7.49)

Im Kapitel 3.8 tiber lineare Algebra wird gezeigt, daB fiir jede symmetrische Matrix V[y| eine
orthogonale Matrix U existiert, welche V[y] in eine Diagonalmatrix V|[z] transformiert. Dann
ist auch die inverse Matrix W (z) diagonal, und die Gleichung fiir S ist

S=(z—UTAa)"W(z)(z — U" Aa) . (7.50)
Diese Gleichung ist identisch mit Gleichung (7.47)

S = (Uly—-uTAa)"™W(z)(UTy —UTAa)
(y — Aa)TUW (2)UT (y — Aa). (7.51)
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Dies sieht man, indem man Gleichung von links mit UW (z) und von rechts mit U’
multipliziert und beachtet, daf3 u'u = uu® = 1, und W = WT ist. Man erhilt dann
Uw(z)u" =viy] ' = W(y), (7.52)
d.h. Gleichungen (7.47) und (7Z.50) sind identisch.
7.4.2 Losungim Fall der allgemeinen Kovarianzmatrix
Die Summe der Quadrate der gewichteten Residuen
S=r"W(y)r=(y— Aa)"W(y)(y — Aa) (7.53)

mufd nun beziiglich der Parameter minimiert werden. Nach den Regeln lassen sich nun Glei-
chungen fiir @ und die Kovarianzmatrix V[a] herleiten (W (y) wird jetzt mit W bezeichnet).

a = (ATwa)1ATwy

via] = (ATwA)! 7:54)

(der Faktor ¢? in Gleichung (7Z.23) ist bereits im Matrix-Produkt enthalten). Die Summe der
Residuenquadrate fiir a4 = @ hat mit Gleichung (7.54) die Form

S=y'wy—alaTwy (7.55)

und den Erwartungswert

A

E[S]=n—p|. (7.56)

Die Kovarianzmatrix der korrigierten Datenpunkte ist (vgl. Gleichung (Z.28))
V(g = A(ATwA) AT, (7.57)

7.5 Kleinste Quadrate in der Praxis
7.5.1 Normalgleichungen fiir unkorrelierte Daten

Normalerweise sind direkte Mefswerte als Eingabe fiir kleinste Quadrate unkorreliert, d.h. die
Kovarianzmatrix V]y| und die Gewichtsmatrix W sind diagonal. Dies wird in diesem ganzen
Abschnitt angenommen, und es vereinfacht die Berechnung der Matrixprodukte C = ATW A
und b = ATWy, die man fiir die Lésung

a=C' (7.58)
benotigt.

Die Diagonalelemente der Gewichtsmatrix W aus Gleichung werden mit w; = 1/0?
bezeichnet. Jeder Datenpunkt y; mit seinem Gewicht w; macht einen unabhéngigen Beitrag zu
den Matrixprodukten der Endformeln, abhingig von der i-ten Zeile der Matrix A. Nennt man
diese i-te Zeile A;,

A= (dy, dy, ...d,)

dann konnen die Beitrdge dieser Zeile zu C und b geschrieben werden als die p X p Matrix
wl-AZ-T A; und der p-Vektor wiAl-T yi. Die Beitrdge einer einzelnen Zeile sind dann

| & b d
d] wid% widldz wl-dldp
dz wid% wl‘dzdp (7.59)
dp wid%

wobei die symmetrischen Elemente in der unteren Hilfte weggelassen sind.



162 KAPITEL 7. METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

7.5.2 Geradenanpassung

In diesem Abschnitt wird eine Geradenanpassung mit der Funktion
y = f(x,a1,a2) = a1 + axx (7.60)

behandelt, wobei a; und a, die zwei Parameter sind, welche die Gerade bestimmen. Die Mefs-
werte y; liegen an den genau bekannten Punkten x; vor. Dann hat die Matrix A die folgende
Form

1 X1
1 X2

A=|1 x5 |. (7.61)
1 Xy

Zur Bestimmung der Parameter miissen die Produkte ATW A und AT Wy gebildet werden (alle
Summen geheniiberi =1,2, ... n,w; = 1/0?),

ATWA _ 2 Wi 2 wiXxi — 1 x
< Zwi-xi Zwixiz Sy Sxx
i S
ATwy = ( &Y > = < v > : 7.62
Y < L WiXiYi Sxy (7.62)
d.h. die folgenden Summen miissen gebildet werden (die Summe S, wird spéter benétigt):
S1 = Luw; Sy = Ywyi
Sy = Luwx; Sxyy = Lwixy;
Sxx = Zwixiz Syy = Zwiyf :

Das System linearer Gleichungen

S Sx a S
< Sjc Sxx > < ﬂ; > - < SZy > (7.63)

wird fiir die Parameter der Geraden a; und a, gelost mit Hilfe der inversen Matrix

-1
S1 Sy _ l Sxx —Sx
< Sx Sxx > B D < _Sx Sl ) (7'64)

mit Determinante D = 5§15,y — S%. Die Losung ist

x>

1 = (Sxxsy — Sy Sxy)/D
2 = (=S5:S,+5154)/D, (7.65)

>

und die Kovarianzmatrix ist

A1 1 [ Sy =5
Via) = 5( iy ) : (7.66)

Weiterhin ist die Summe der Residuenquadrate

S =Sy, — 1Sy — 825y, (7.67)
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d.h. die Summe der Quadrate der direkten Mefswerte S,;, wird vermindert um das Produkt des
Losungsvektors mit dem Vektor der rechten Seite von Gleichung (Z.63).

Fiir einen Wert J = 4; + d>x, berechnet an der Stelle x, ist die Standardabweichung die Wurzel
aus der Varianz V[g], die nach dem Gesetz der Fehlerfortpflanzung (Gleichung (.52)) folgen-
dermafsen berechnet wird:

VI[§] = V[ay] + x*V[aa] + 2xV a1, 82] = (Syx — 2xSx + x%S1)/D. (7.68)

Die Abbildung (7.1 zeigt ein Beispiel fiir eine Geradenanpassung.

3 -
*
2 -
¢
o . . Abbildung 7.1: Anpassung einer Geraden
0 5 10 f(x) = a1 + axx an 20 Datenpunkte.

Die Parameter 4; und 4, sind im allgemeinen korreliert (S, # 0). Die Korrelation zwischen den

beiden Parametern einer Geradenanpassung kann jedoch durch eine Koordinatentransforma-
. . / . .

tion x — x/, mit x; = x; — X, beseitigt werden mit der Wahl

7 Yo wix; _ S«
Y Wi S1’

d.h. man wihlt den gewichteten Mittelwert der x-Werte als Ursprung der neuen x-Achse.

Nennt man die Summen in dem neuen x -Koordinatensystem S, S.. usw., dann hat die Losung

tir die Parameter all und alz die einfache Form

”1:?25_1 b =g

d.h. die Formel fiir die beste Geradenanpassung f(x) = 7 + a,(x — %) enthlt die Mittelwerte
xund 7.
Geradenanpassung bei Fehlern in beiden Variablen. Beide Variablen x; und y; mogen feh-

lerbehaftet sein mit Standardabweichungen oy; bzw. ¢,;. Dann minimiert man die Summe der
Quadrate des Abstands der Fehlerellipsen von der Geraden, also

n

2
; — 11 — A2X;
S(ar, a2) =y, Wim M Z X
i=1 !

mit der Abkiirzung N; = (75{ + azzai . Die Gleichungen
S 0 o5

a0 9, 0
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miissen unter Umstdnden mit numerischen Methoden gelost werden; die Forderung 0S/da; =
0 fithrt auf die Gleichung

h — Y yi/Ni — a2} x;/N;
b L1/N;

Ein mogliche Methode besteht darin, ein Minimum der Summe S zu suchen, indem man d,
variiert und 4; der Gleichung (7.69) entnimmt. Das Problem kann auch mit den allgemeinen
Methoden des Kapitels [8] gelost werden, die auch die Kovarianzmatrix der Parameter aus der
Matrix der zweiten Ableitungen von S(a;, a2) ergeben.

(7.69)

Lineare Regression. In diesem Zusammenhang bedeutet Regression die Anpassung einer Ge-
raden durch eine Punktmenge in der x-y-Ebene, wobei man die Summe der Quadrate der
senkrechten Abstdnde der Punkte von der Geraden minimiert. Dies ist ein Spezialfall des oben
behandelten Problems, in dem alle Standardabweichungen denselben Wert ¢ haben. Man mi-
nimiert also

n

s=y (yi — a1 — a2x;)

i
— (1 —|—El22)0'2

2

7

und dies fiihrt auf die Losung

ﬁlzy—ﬁgf ﬁgzqﬂ:\/qZ—i—l,
mit den Abkiirzungeny =) y;/n, ¥ =Y x;/n,und

Y(yi—9)? —Y(xi—%)°
20 (yi = %) (xi— %)

Eines der Vorzeichen der Wurzel gibt die beste Geradenanpassung.

q:

7.5.3 Reduktion der Matrixgrofie

In vielen Problemen mit einer sehr grofsen Anzahl von Parametern enthalten viele der Glei-
chungen zu einzelnen Mefswerten nur einige wenige der Parameter. Dann enthalt die Produkt-
matrix ATWA der Normalgleichungen (7.58) viele Elemente mit dem Wert null. Im folgenden
Beispiel erlaubt diese Struktur der Produktmatrix, ihre Grofle erheblich zu reduzieren. Da der
Rechenaufwand bei der Losung eines linearen Gleichungssystems bei n Unbekannten propor-
tional zu 73 ist, kann ein Problem mit sehr vielen Parametern erst dadurch in der Praxis 16sbar
werden.

Die Mefireihe bestehe aus einer grofieren Zahl von Teilmessungen; jede Teilmessung moge zum
einen von globalen Parametern a und zum anderen von lokalen Parametern &; abhidngen, wo-
bei die letzteren nur in den Teilmessungen i auftauchen. Ferner sei angenommen, daf$ nur die
globalen Parameter und nicht die vielen lokalen von Interesse sind. In diesem Fall konnen alle
lokalen Parameter eliminiert und damit die Grofie der Matrix stark reduziert werden, entspre-
chend der kleineren Zahl der globalen Parameter.

Die Beitrdge zur Produktmatrix zerfallen dabei in drei Teile. Der erste Teil kommt von einer
symmetrischen Matrix C mit einer Dimension, die durch die Anzahl der Komponenten des
globalen Parametervektors a gegeben ist. Der zweite Beitrag (auf der Diagonalen) kommt von
einer weiteren symmetrischen Matrix I';, welche nur von den lokalen Parametern «; einer Teil-
mefireihe abhédngt. Der dritte Beitrag ist eine Rechteck-Matrix G;, deren Zeilenzahl durch die
globalen Parameter a und deren Spaltenzahl durch die lokalen Parameter «; gegeben ist. Au-
Berdem gibt es zwei Beitrdage zu Vektoren der Normalgleichungen, b; fiir die globalen und B;
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fur die lokalen Parameter. Die folgende Gleichung zeigt diese Beitrdge in dem groflen System
der Normalgleichungen.

Y. C; G; a Y b;
0 0 .| - (7.70)
Gl 0 T; 0 w; B,
0 0

In dieser Matrixgleichung enthalten die Matrizen C;, I';, G; und die Vektoren b; und B, je einen
einzelnen Beitrag der i-ten Teilmessung. Wenn man die globalen Parameter ignoriert, konnte
man die Normalgleichungen I';a; = B; fiir jede Teilmessung getrennt wie {iblich 16sen durch

w; =T, (7.71)

Das gesamte System der Normalgleichungen hat eine spezielle Struktur, da viele Untermatri-
zen null sind, wie man in Gleichung (Z.70) erkennt. In der Matrix in Gleichung (Z.70) gibt es
aufler tiber die Untermatrizen G; und C; keine Verbindung zwischen den lokalen Parametern.
Da das Ziel ist, die globalen Parameter a zu bestimmen, kann man nun die Partionierungs-
formeln von Kapitel 3.7 anwenden. Diesen Formalismus kann man nacheinander auf jede der
Teilmessungen anwenden und erhilt Normalgleichungen

c’ a|l=|v |, (7.72)

die sich nur noch auf die globalen Parameter beziehen, mit einer modifizi