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Zum Geleit

Herr Professor Dr. phil. nat. Wilhelm Miiller leitete in den Jahren 1977 bis 1992
an der TU Darmstadt (damals noch TH Darmstadt genannt) das Fachgebiet
~Felder elektrischer Energiewandler” am Institut fiir Elektrische Energiewand-
lung. Gemeinsam mit seinem Fachkollegen Professor Dr.-Ing. Egon-Christian
Andresen, der am selben Institut in den Jahren 1969 bis 1997 das Fachgebiet
»Elektrische Energiewandlung" vertrat, wurden richtungsweisende Forschungs-
arbeiten zur Bemessung elektrischer Maschinen, Aktoren und Apparate mit
den modernen Methoden der numerischen Feldberechnung, aber auch mit
neuen Materialien wie den damals neuen Selten-Erd-Hochenergiemagneten,
geleistet und publiziert.

Dabei oblag Herrn Professor Miiller als Universitatslehrer die Aufgabe, die
Studierenden der elektrischen Energietechnik mit den Grundlagen der Elek-
trodynamik, aber auch mit seinem Forschungsschwerpunkt der numerischen
Berechnung zwei- und dreidimensionaler elektromagnetischer und thermischer
Felder vertraut zu machen. Die dabei entstandenen Skripte, die noch heute
in der Institutsbibliothek zuganglich sind, werden nun Dank der Bemiihungen
von Professor Wolf-Rainer Novender in Form dieses Buches einer breiteren
Offentlichkeit zugénglich gemacht.

Als Nachfolger von Herrn Professor Andresen als Leiter des Fachgebiets , Elek-
trische Energiewandlung” am gleichnamigen Institut habe ich Herrn Professor
Miiller, damals schon im Ruhestand, gut gekannt. Bei manchem privaten
Anlass einer Geburtstags- oder Institutsfeier pflegten Herr Kollege Miiller und
ich intensiven Austausch. Ich erfuhr dabei Vieles aus dem reichhaltigen Leben
dieses international anerkannten Wissenschaftlers und Lehrers.

Das vorliegende Buch dokumentiert seine padagogischen Fahigkeiten, auch
komplizierte Zusammenhange leicht fasslich darzustellen. Und so hat der
vorliegende Text auch nach mehr als vierundzwanzig Jahren nichts von seiner
grundsatzlichen Bedeutung verloren. Im Gegenteil, durch die knappe, aber auf
die wesentlichen Fragestellungen abzielende Darstellung werden die Leserin
und der Leser in die Thematik der Berechnung elektromagnetischer und
thermischer Felder in eleganter und konziser Weise eingefiihrt, so dass dieses
Buch als einfiihrendes, zeitloses Grundlagenwerk sehr zu empfehlen ist. Ich



wiinsche allen, die dieses Buch lesen, den beabsichtigten Erkenntnisgewinn,
den die Studierenden schon damals, als Herr Professor Miiller sie lehrte, mit
Erfolg fiir sich verbuchen konnten.

Darmstadt, im Juni 2016

Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

Institut fir Elektrische Energiewandlung
Fachbereich Elektrotechnik und Informationstechnik
Technische Universitat Darmstadt



Vorwort

Das vorliegende Buch enthédlt die Vorlesungen von Professor Dr. Wilhelm Miiller zur
Feldberechnung, so wie er sie in den Jahren 1977 bis 1993 an der Technischen Hochschule
in Darmstadt' gehalten hat. Ziel seiner Lehrveranstaltungen war es, Studierenden einen
alternativen Weg der Feldberechnung zu zeigen, ermdglicht durch die enormen Fortschritte
in der Entwicklung von Digitalrechnern und der numerischen Mathematik — die numerische
Feldberechnung.

Moiller hat sehr friih erkannt, dass der Einsatz von Computern bei der Berechnung von Feldern
eine revolutiondre Errungenschaft darstellte und den Konstrukteuren und Gerateentwicklern
ungeahnte Moglichkeiten bieten wiirde. Dieser Gedanke befliigelte ihn derart, dass er sich
wahrend seiner Hochschullehrerzeit und auch im Ruhestand fast ausschlieBlich diesem Thema
widmete. Seinen wissenschaftlichen Arbeiten und Verdiensten ist dieses Buch gewidmet.

Der erste Teil des Buches stellt die Grundlagen der Feldtheorie vor mit zahlreichen analyti-
schen Ansatzen zur Lésung von Feldproblemen. Erganzt werden die analytischen Losungsan-
satze durch eine eigene Vorlesung iiber Technische Wéarmeprobleme. Beide Kapitel zeigen
die Grenzen der analytischen Ansatze auf und enthalten einen Ausblick auf numerische
Verfahren, die den Umfang der Lésungsmoglichkeiten enorm erweitern, z. B. durch die
Beriicksichtigung von Nichtlinearitaten.

Der zweite Teil entwickelt aus den Grundlagen verschiedene, numerische Verfahren, die
geeignet sind, mittels Computer bequem gelést werden zu kdénnen. Schwerpunkt seiner
Ausfiihrungen ist die Losung der magnetostatischen Feldgleichungen im Dreidimensionalen
mittels des Ansatzes des skalaren Potentials. Mit diesem Ansatz war es zum ersten Mal
moglich, auch groBere Feldprobleme, wie sie z. B. im Elektromaschinenbau auftreten, mit den
damals zur Verfligung stehenden Rechnern |6sen zu kdnnen. Hier leistete Miiller mit seinen
Kollegen Pionierarbeiten und entwickelte daraus ein universelles Feldberechnungsprogramm
auf der Basis finiter Differenzen. Seine Vorlesung Numerische Verfahren zur Berechnung
von Feldern befasst sich vorwiegend mit der Herleitung der diskretisierten Feldgleichungen
und der iterativen Losung der daraus entstehenden groBen Gleichungssysteme. In einem
separaten Beitrag behandelte er die Berechnung von Kréften im Innern von Eisenkérpern
und leitete, neben einigen Ersatzverfahren, den Maxwell'schen Spannungstensors fiir hart-
und weichmagnetische Werkstoffe her.

lheute: Technische Universitit Darmstadt



Der dritte Teil befasst sich mit praktischen Anwendungen zur Feldberechnung. Zuerst wird
das Programm PROFI kurz beschrieben, welches Miiller wahrend seiner Hochschulzeit
entwickelte. AnschlieBend folgt ein Beitrag von Prof. Dr. Werner Fritz, der als , Weggefahrte"
von Miiller die Entwicklungsgeschichte seiner Bemiihungen zur numerischen Berechnung
von seinen Anfangen miterlebt und aus praktischer Sicht unterstiitzt hat, mit mehreren
praktischen Beispielen, die teilweise analytische und numerische Ergebnisse vergleichen und
die Grenzen der Analytik aufzeigen.

Mit dem Tod von Wilhelm Miiller im Jahre 2012 endete auch die Weiterentwicklung an
dem Programmsystem PROFI.

Der Forscherdrang von Miiller war gréBer als der Wunsch, seine wissenschaftlichen Erfah-
rungen und Ergebnisse zu veroffentlichen. Aus diesem Grunde habe ich mich entschlossen,
mit Hilfe seiner Familie und ehemaligen Kollegen seine Vorlesungsmanuskripte und einige
geeignete Beitrage zu verdffentlichen, in der Hoffnung, die von ihm maBgebliche Entwicklung
auf dem Gebiet der numerischen Feldberechnung schriftlich festzuhalten und zu wiirdigen.
Gleichzeitig soll das Buch den Zweck erfiillen, Studierenden einen geeigneten Eingang in die
numerische Mathematik und Feldberechnung zu vermitteln.

Mein Dank gilt Allen, die mir bei der Entstehung dieses Buches geholfen haben. Besonders
bedanken mochte ich mich bei Familie Miller und der Firma PROFI-Engineering, die mir
ihre Unterlagen zur Verfiigung gestellt haben. Dankbar bin ich auch meinen ehemaligen
Kollegen vom DESY fiir ihre Hilfe, das vorliegende Buch verdffentlichen zu kdnnen.

Bensheim, Juni 2016 Wolf-Rainer Novender (Hg.)
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Hat man sich einmal entschlossen, numerische Verfahren zu verwenden, dann
kann auch die Einfiihrung in die Feldtheorie wesentlich vereinfacht werden.
Der aufwendige Formalismus der analytischen Feldtheorie kann auf wenige
Grundbegriffe reduziert werden. Die physikalischen Inhalte treten hierbei viel
deutlicher in Erscheinung als in der analytischen Feldtheorie, wo sie durch den
mathematischen Formalismus stark liberdeckt werden.

Wilhelm Miiller
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1 Grundlagen der Feldtheorie

Dieses Kapitel enthalt die Vorlesung Grundlagen der Feldtheorie. Es behandelt eine Ein-
fihrung in die Vektorrechnung und -analysis. Des weiteren werden zeitlich konstante und
zeitlich veranderliche Felder behandelt. Zur analytischen Losung werden verschiedene Be-
rechnungsverfahren vorgestellt begleitet von mehreren Beispielen.

1.1 Vektorrechnung

1.1.1 Skalare und Vektoren

In der Feldtheorie treten zwei Arten von physikalischen GréBen auf. Die GroBen der ersten
Art sind durch Angabe eines Zahlenwertes und der Einheit erschopfend gekennzeichnet.
Solche GroBen nennt man Skalare. Zu ihnen gehéren z. B. die Temperatur, die elektrische
Ladungsdichte oder der Druck. Neben den Skalaren gibt es GroBen, die erst dann vollstandig
gekennzeichnet sind, wenn zu dem Zahlenwert noch eine Richtung im Raum angegeben wird.
Diese GroBen nennt man Vektoren. Beispiele fiir Vektoren sind die Kraft, die Geschwindigkeit,
die elektrische Feldstarke oder die magnetische Flussdichte.

Vektoren im Raum werden durch einen gerichteten Pfeil veranschaulicht. Einfacher als
durch Zahlenwert und Richtung ist ein Vektor durch seine Komponenten zu beschreiben.
Die Komponenten eines Vektors sind die Projektionen des Vektorpfeils auf drei zueinander
senkrechte, von einem Punkt 0, dem Ursprung, ausgehende Halbgeraden, die man die drei
Koordinatenachsen oder auch x,y,z-Achsen eines kartesischen Koordinatensystems nennt
(Abb. 1.1).

Wenn die Richtung der positiven z-Achse mit der Drehrichtung, die die x-Achse durch eine
90°-Drehung in die y-Achse tberfiihrt, durch die Rechtsschraubenregel verkniipft ist, so
spricht man von einem Rechtssystem (Abb. 1.2a), im anderen Fall von einem Linkssystem
(Abb. 1.2b). Im folgenden werden ausschlieBlich Rechtssysteme benutzt.
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Abb. 1.1: Definition eines Vektors in einem kartesischen Koordinatensystem

x y
Z Z
y X
— 12 —

(a) Rechtssystem (b) Linkssystem

Abb. 1.2: Koordinatensysteme

1.1.2 Rechenregeln fiir Vektoren

Unter dem Betrag G versteht man den folgenden Ausdruck:

|G| = \|G? + G + G .

Der Betrag gibt die Lange des Vektorpfeils an. Ein Vektor G wird mit einem Skalar «
multipliziert, indem jede Komponente von G mit @ multipliziert wird:

(@G)x =aGy, (a@G)y=aGy, (@G);=aG;.

Die drei Vektoren ey, e,, e, vom Betrag 1, die in die Richtungen der drei positiven Koordina-
tenachsen weisen, nennt man die Einheitsvektoren. Mit ihrer Hilfe kann man jeden Vektor
G in der Form

G=Giex+Gyey,+Gye,
darstellen.
Zwei Vektoren werden addiert, in dem die entsprechenden Komponenten addiert werden.

A+B=(Ac+By)ex+(Ay+By)e, +(A; + B;) e,



Eine entsprechende Definition gilt fiir die Subtraktion zweier Vektoren, namlich:
A-B=(Ac—By)ex+(Ay—By)e, +(A; - B;)e; .
Addition und Subtraktion sind in Abbildung 1.3 veranschaulicht.

A+B

Abb. 1.3: Addition und Subtraktion von Vektoren

1.1.3 Skalar- und Vektorprodukt

Unter dem skalaren Produkt A - B zweier Vektoren A, B versteht man die skalare GroBe:
A-B=|A| |B| cosa (1.1)

wenn a der Winkel bedeutet, den beide Vektoren einschlieBen. Aus dieser Definition folgt:
das skalare Produkt verschwindet, wenn entweder mindestens einer der beiden Vektoren
verschwindet oder wenn beide Vektoren aufeinander senkrecht stehen. Das skalare Produkt
andert sich nicht, wenn man die Reihenfolge der Vektoren vertauscht (Kommutativgesetz):

A-B=B-A.

Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist gleich dem Quadrat seines Betrages:
A-A=|AP.

Das skalare Produkt ist distributiv, d. h. es gilt:
A-B+C+D+..)=A-B+A-C+A-D+...

Aus (1.1) ergibt sich fiir die skalaren Produkte der Einheitsvektoren:

ex-ex = ey-e,=e;-e; =1

ex-e, = ec-e;=¢ey,-e;=0.



Diese Beziehungen ermoglichen die Darstellung des skalaren Produkts durch die Komponen-
ten der Vektoren. Schreibt man:

A = Acec+Aje,+Aze; (1.2a)
B = Bie,+Bye,+B;e; (1.2b)

so erhalt man durch Ausmultiplizieren:
A-B=AyB.+AyB,+A;B; .

Interpretiert man in der Definition (1.1) den Vektor A als eine Kraft, den Vektor B als
eine endliche Verschiebung, so gibt das skalare Produkt die von der Kraft wahrend der
Verschiebung geleistete Arbeit an.

Unter dem Vektorprodukt A X B zweier Vektoren A, B versteht man einen Vektor C, der
durch folgende Angaben eindeutig festgelegt ist:

1.
|C| =|A| |B] sina

wenn a den Winkel bezeichnet, der von beiden Vektoren eingeschlossen wird.

2. C steht senkrecht auf A und B und ist mit dem Drehsinn der A auf dem kleinsten
Weg in B lberfiihrt durch die Rechtsschraubenregel verbunden.

Aus dieser Definition folgt: das Vektorprodukt dndert sein Vorzeichen, wenn man A und B
vertauscht.

AXB=-BxA.
Das Vektorprodukt ist distributiv, d. h. es gilt:
AXB+C+D+..)=AXB+AXC+AXD+...

Das Vektorprodukt verschwindet, wenn entweder mindestens einer der beiden Vektoren
verschwindet oder wenn die Vektoren gleich oder entgegen gerichtet sind.

Fir die Vektorprodukte der Einheitsvektoren eines Rechtssystems gilt:
exXex=e,Xe,=¢e,xXe, =0

exXe,=e;,, e Xe.=¢€,, e, Xe;, =e,.

Mit diesen Formeln gelangt man, wie beim skalaren Produkt, durch Ausmultiplizieren der in
der Form (1.2) dargestellten Vektoren zu der Komponentendarstellung des Vektorprodukts.
Sie lautet:

AXB=(AyB,—A.B))e,+ (A, B — A B.)ey + (A By — A, By)e. .



Leicht einpragsam ist die Determinantenschreibweise des Vektorprodukts. Sie lautet:

AxB=|A, A, A,
B, B, B,

Auch das Vektorprodukt kann anschaulich interpretiert werden. Es gibt nach Abbildung 1.4a
die Flache des von den Vektoren A, B aufgespannten Parallelepipeds an.

AxB
ci A cC
B
A
-
(a) Vektorprodukt (b) Spatprodukt

Abb. 1.4: Multiplikation von Vektoren

Wie eine einfache Uberlegung zeigt, bedeutet der Ausdruck
D=A-(BxC(C)

das Volumen des von den drei Vektoren A, B, C aufgespannten Parallelepipeds. Man nennt
D auch das Spatprodukt (sieche Abb. 1.4b). Da das Volumen unabhéngig davon sein muss,
welche Flache des Parallelepipeds man als Grundflache auffasst, muss gelten:

A-BxC)=B-(CxA)=C-(AxB).

1.1.4 Differentiation eines Vektors

Der Vektor r = xex + y ey, + z e, kann dazu dienen, einen Punkt P mit den Koordinaten
X, ¥,z im Raum zu definieren. Wir nehmen an, dass der Punkt P seine Koordinaten mit der
Zeit t dndert. und beschreiben diese Bewegung dadurch, dass wir uns die Komponenten
X, ¥,z von r als Funktion der Zeit gegeben denken.

r(t)=x(t)ex +y(t)e, +z(t) e, .



Auf diese Weise kann z. B. die Bahnkurve eines geladenen Teilchens in einem elektrischen
oder magnetischen Feld beschrieben werden.

Von Interesse ist die Geschwindigkeit des Teilchens. Sie ist definiert durch den Grenzwert

b(1) = lim rt+An)—r() _ ﬂ
T AIS0 At -~ dt

und hat in kartesischen Koordinaten die Komponenten

b, i,
dr ¥ dr 7

Wie Abbildung 1.5 erkennen lasst, zeigt der Vektor der Geschwindigkeit in Richtung der
Tangente, die die Bahnkurve am Punkt P besitzt. Auf die gleiche Weise gelangt man zu

dx
v(t) = et

o
=

1l
Al
=y

r(t+Ar)

Abb. 1.5: Differentiation eines Vektor am Beispiel der Geschwindigkeit

dem Vektor der Beschleunigung als zweite Ableitung des Ortsvektors r.

d?r dv d%x N d?y N d?z

— =—=——et+t—Se,+—e,.

de2  dr de2 " de2? der 7t
Da die Differentiation von Vektoren formal genau so wie fiir Skalare definiert ist, gelten
folgende Regeln:

d dA dB

— (A+B) = — +—

dt( +B) dt+dt

d dB dA

—(A-B) = A-—+B.—— 1.
dt( ) dtJr dt (1.3)
d dA dB

E(AXB) = EXB-FAXE

Um die Vorteile der Vektorrechnung zu demonstrieren, wollen wir aus dem Grundgesetz der
Mechanik

o
d 2



mit der Masse m und der Kraft F den Energiesatz herleiten. Dazu multiplizieren wir beide
Seiten skalar mit dr = %dt und erhalten
dr d%r dr
— ——dt=F - —
A A dr
Rechts steht die in der Zeit d¢ geleistete Arbeit. Die linke Seite kann nach Gleichung (1.3)
folgendermaBen umgeformt werden:

dt=F -dr.

VTR T

2 4t . ds

dr d*r m d dr dr mdzd(m2)
dt dt

Die von der Kraft geleistete Arbeit ist gleich dem Zuwachs der kinetischen Energie.

1.2 Grundlagen der Vektoranalysis

1.2.1 Felder

Wenn eine physikalische GréBe als Funktion der Ortskoordinaten gegeben ist, so spricht
man von einem Feld. Dabei unterscheidet man zwischen skalaren und vektoriellen Feldern,
je nachdem ob die betreffende GroBe ein Skalar U oder ein Vektor G ist. Die Abhangigkeit
der GroBe von den Ortskoordinaten wird durch die Schreibweise

U = Uxy2) (1.4a)
G GX (X,y,Z) ex+Gy (X,y,Z) ey+Gz (X,y’z) eZ (14b)

zum Ausdruck gebracht.

Ein spezielles Vektorfeld ist das Feld des Ortsvektors r, dessen Komponenten durch die
Koordinaten eines Punktes P gegeben sind

r=xe,+ye,+ze;.

Dieses Feld ist in Abbildung 1.6 dargestellt.

Im folgenden wollen wir das Symbol r auch zur Kennzeichnung des oft vorkommenden
Argumententripels (x, y, z) benutzen. Anstelle von (1.4) schreiben wir kiirzer

U = U(r) (1.5)
G = G(r)ex+Gy(r)e,+G,(r) e, 1.6
oder auch

G=G(r).



Abb. 1.6: Das Vektorfeld r = xe, + ye, + ze;

Skalare Felder werden durch die Flachen konstanten Funktionswertes veranschaulicht, die
man Niveauflachen nennt. Fir das skalare Feld U = |r| sind z. B. die Niveauflachen Kugeln
um den Nullpunkt. Dies gilt fiir jedes skalare Feld, das nur von dem Betrag |r| des Ortsvektors
r abhangt.

Schwieriger ist es, Vektorfelder zu veranschaulichen. Die in Abbildung 1.6 verwendete
Methode, an einigen Punkten Vektorpfeile zu zeichnen, ist zwar allgemein anwendbar, fir
dreidimensionale Felder jedoch nicht sehr anschaulich. Um wenigstens die Richtung des
Vektorfeldes zum Ausdruck zu bringen, konstruiert man Feldlinien derart, dass die Tangente
an die Feldlinie mit der Richtung des Vektors (ibereinstimmt. Im allgemeinen Fall sagt
diese Darstellung tiber den Betrag des Vektors nichts aus. Wir werden jedoch spater eine
wichtige Klasse von Vektorfeldern kennenlernen, bei denen aus der Feldliniendarstellung
sowoh| Richtung als auch Betrag des Vektors ermittelt werden kénnen.

Im allgemeinen Fall kénnen die Komponenten eines Feldes noch von der Zeit ¢ abhdngen:

U(r,t)
G(r,t)

U(x,y,21)
Gy (x,y,2,t) ex + Gy (X,y,2,1) ey + G, (x,y,2,1) e .



Zwischen den Feldverlaufen zu verschiedenen Zeitpunkten braucht keine Beziehung zu
bestehen. In den Anwendungen sind jedoch zwei spezielle Arten der Zeitabhangigkeit von
Bedeutung, die am Beispiel eines skalaren Feldes erldutert werden sollen.

1.

U(r,t)y=U"(x,y,2)- f(1)

Hier wird ein zeitunabhangiges Feld mit einem Faktor f(z) multipliziert, der nur von ¢
abhangt. Der relative Verlauf des Feldes ist fiir jeden Zeitpunkt derselbe (Beispiel:
stehende Wellen).

Ur,)y=U"(r—vt)

Der zur Zeit t = 0 vorhandene Feldverlauf U* (r) wird mit der Geschwindigkeit |v| in
Richtung des Vektors v verschoben. Das an der Stelle r zur Zeit t = 0 vorhandene
Feld ist gleich dem Feld an der Stelle r’ = r + vt zur Zeit t.

1.2.2 Flachen- und Linienintegrale

Gegeben sei ein Flachenstiick A im Raum und ein Vektorfeld G (r). Das Flachenstiick werde
in eine endliche Anzahl von Flachenelementen A A zerlegt. Jedes Flachenelement kann
hinsichtlich GréBe und Orientierung im Raum durch einen Vektor A A beschrieben werden.
Dazu dienen folgende Vereinbarungen:

1. Der Betrag des Vektors A A ist gleich dem Flacheninhalt des Elementes A A.
2. Der Vektor A A steht senkrecht auf dem Flachenelement A A.

3. Der Berandung des Flachenelements A A wird eine Umlaufrichtung zugeordnet, die
mit der Richtung des Vektors A A durch die Rechtsschraubenregel verbunden ist (siehe
Abbildung 1.7).

Uber die Form des Fliachenelements A A sagt der Vektor A A nichts aus.

Wir nummerieren nun die Flachenelemente A A auf irgendeine Weise durch und bilden die
Summe der Skalarprodukte

N
S=) Gi(r)-AA;,
i=1

wobei G; den Wert von G am Ort des Elements A A bedeutet.

Macht man die Unterteilung immer feiner so dass die Betrage aller A A gegen Null streben
und ihre Anzahl unendlich wird, so wird im allgemeinen die Summe der Skalarprodukte



AA

~
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Abb. 1.7: Kennzeichnung der rdumlichen Lage eines Flachenelements durch einen Vektor

einem Grenzwert zustreben. Diesen Grenzwert nennt man das skalare Flichenintegral des
Feldes G iiber das Flachenstiick A und bezeichnen es mit

N
1=$@WZ;G[(r)-AA,~:/G-dA.
= A

Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 1.8 dargestellt.

AA G

Abb. 1.8: Das skalare Flachenintegral

Um die physikalische Bedeutung von skalaren Flachenintegralen zu veranschaulichen, inter-
pretieren wir das Feld G (r) als Geschwindigkeitsfeld der Stromung einer inkompressiblen
Flissigkeit. Die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit die Flache A durchsetzt, ist gegeben
durch:

m=p [v()-da.

A

wenn p die ortlich konstante Dichte der Flissigkeit bedeutet.



In Analogie zu diesem Beispiel spricht man bei einem beliebigen Vektorfeld G (r) von dem
Fluss der VektorgroBe G durch die Flache A.

Die Flache A kann auch eine geschlossene Hiillflache sein, die ein Volumen V einschlieBt.
Ist dies der Fall, so bringen wir dies bei dem Integral durch einen Kreis im Integralzeichen
zum Ausdruck und schreiben:

I:Z{G(r)-dA

und sprechen von einem Hiillintegral.

In dhnlicher Weise werden skalare Linienintegrale definiert. Gegeben sei ein Kurvenstiick C
und ein Vektorfeld G (r) (Abb. 1.9). Man unterteilt das Kurvenstiick in kleine Linienelemente

Ga

Abb. 1.9: Zur Definition des Linienintegrals

d s; und nummeriert sie durch von 1,2,...,i,...,N. In der Mitte des Linienelementes d s;
habe das Vektorfeld den Wert G;. Man bildet nun die Summe uber alle i:

N
S:ZGi'dsi-
i=1

Bei hinreichend kleinem d s nennt man diese Summe das Linienintegral des Feldes G (r)
tber die Kurve C und bezeichnet es mit

S=/G(r)-ds.

C

Ist die Kurve C geschlossen, so spricht man von einem Kreisintegral und schreibt:

S = G(r)-ds.
$ 6w

C



1.2.3 Wirbelfreie Felder, der Gradient

Wenn fiir ein gegebenes Vektorfeld G (r) das Linienintegral

ng-ds:O

C

ist fir jede geschlossene Kurve C, so nennt man das Vektorfeld wirbelfrei. Aus der Wirbel-
freiheit von G folgt sofort, dass das Linienintegral (iber eine nicht geschlossene Kurve C’,
die die beiden Punkte P und Py verbindet, unabhéangig vom Integrationsweg ist. Ware dies
nicht der Fall, so miisste fiir zwei verschiedene Wege C; und Cs, die beide entsprechend
Abbildung 1.10 von Py nach P gehen, gelten:

/ P

Co

G

——

P 0 2-5

Abb. 1.10: Das Linienintegral in einem wirbelfreien Vektorfeld

/G-ds—/G-ds=}I§G-ds¢O.

C1 Co C

Dabei ist C ein geschlossener Weg, bei dem zuerst C; und anschlieBend Cy in umgekehrter
Reihenfolge durchlaufen wird. Die letzte Ungleichung steht im Widerspruch zur Annahme.

Da das Linienintegral vom Weg nicht abhangt, ist das Ergebnis der Integration bei fester
Wahl von Py nur von der Lage des Punktes P abhangig. Man kann daher dem wirbelfreien
Feld G (r) durch das Integral

P(r)

¢(r)= /G-ds (1.7)

Py

eine skalare FeldgréBe ¢ (r) bis auf eine von der Lage des Punktes Py abhangige additive
Konstante eindeutig zuordnen. Man nennt ¢ (r) das Potential des wirbelfreien Vektorfeldes
G(r).

Umgekehrt kann man das Vektorfeld G (r) aus dem Potential ¢ (r) eindeutig ermitteln.
Dazu integriert man einmal von Py bis P und dann bis zu einem Punkt P’, der sich von P
um die infinitesimal kleine Verschiebung ds = d xe, + d ye, + d ze, unterscheidet (siehe
Abb. 1.11). Subtrahiert man beide Integrale, so erhalt man:



P/

d(x+dx,y+dyz+dz)
#(x, 5, 2)

Abb. 1.11: Ermittlung des Vektorfeldes G (r) aus dem Potential ¢ (r)

dg=¢(x+dx,y+dy,z+dz)—¢(x,y,2) =Gydx+Gydy+G,dz.

Mit der bekannten Darstellung fiir das totale Differential d ¢ ergibt sich:

a¢d +a—¢d +%dz—G dx+Gy,dy+G,dz.
0x oy 0z

Da die Verschiebung d s beliebig gewahlt werden kann, folgt daraus

o¢ o¢ o¢

Gy=2, G, =
ox’ 7 ’ T8z

G, =
dy

(1.8)

(1.9)

Man fasst nun die drei partiellen Ableitungen des Potentials zu einem Vektor zusammen,

den man den Gradienten von ¢ nennt und mit grad ¢ bezeichnet.

By By By

grad¢=aex+$ey+§ez .

Fir G gilt dann

G =grad ¢ .

Wir fassen zusammen: jedem wirbelfreien Vektorfeld G (r) kann durch Gleichung (1.7) ein
skalares Potentialfeld ¢ (r) zugeordnet werden, das bis auf eine additive Konstante eindeutig
bestimmt ist. Aus dem Potential ¢ (r) kdnnen die Komponenten von G (r) nach (1.9) durch

Bildung der drei partiellen Ableitungen berechnet werden.

Da man mit einer skalaren FeldgroBe leichter rechnen kann als mit einer VektorgroBe, ist
die Verwendung des Potentials von Vorteil. Mit Hilfe des Gradienten lasst sich die Anderung



einer skalaren FeldgroBe langs eines Linienelements d s leicht angeben. Das totale Differential
auf der linken Seite von (1.8) kann namlich auch in der Form

d¢ =grad ¢ -ds (1.10)

als skalares Produkt aufgefasst werden. Denkt man sich d s nach Abb. 1.12 bei konstantem
Betrag beliebig drehbar, so sagt Gleichung (1.10) aus, dass d ¢ verschwindet, wenn d s
senkrecht auf grad ¢ steht und sein Maximum erreicht, wenn d s in Richtung von grad ¢
weist. Der Gradient gibt also die Richtung der stérksten Zunahme des skalaren Feldes ¢ (r)

grad ¢

¢
¢
¢
Abb. 1.12: Zur Definition des Gradienten
an. Die auf grad ¢ senkrecht stehende Ebene ist die Tangentialebene zur Niveauflache an

dem betrachteten Punkt.

Wir betrachten nun die Anderung eines Vektorfeldes G (r) lings einer Verschiebung d s. Fiir
jede der drei Komponenten von G gilt Gleichung (1.10), wobei nacheinander ¢ = Gy, Gy, G,
zu setzen ist.

de — an dx+an dy+an dZ=grad Gx‘ds
0x 0y 0z
dG, = aGyd +6Gyd +aGyd =grad Gy - d 1.11
Y dx * 0y Y 0z ¢Tgrad by a8 (111)
46, = % qx+ % 4y, %% 4o grac, - ds
0x 0y 0z

Man nennt den aus den Ableitungen gebildeten Tensor den Vektorgradienten von G. Anstelle
des Gleichungssystems (1.11) schreibt man

dG=(ds-grad) G . (1.12)

Diese Schreibweise ist nicht sehr logisch, wird aber allgemein benutzt. Es ist nitzlich zu
wissen, dass die Gleichung (1.12) gleichbedeutend ist mit der Darstellung (1.11).

Wenn das Feld noch explizit von der Zeit abhangt, dann interessiert man sich fiir die totale
zeitliche Ableitung des Feldes, die ein mit der Geschwindigkeit v bewegter Beobachter



wahrnimmt, der in der Zeit d ¢ die Strecke d s = v dt zurlicklegt. Fiir ein skalares Feld ¢ (r)
ist die Anderung gegeben durch:

d¢=((;—¢;dt+grad¢-ds (1.13)
und fiir ein Vektorfeld G (r):
0G
dGzadt+(ds-grad)G. (1.14)

Die totale Anderung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Term in den
Gleichungen (1.13) und (1.14) gibt die Feldanderung an, die ein ruhender Beobachter im
zeitlich veranderlichen Feld, der zweite Term die Feldanderung, die ein bewegter Beobachter
im zeitlich konstanten Feld feststellt.

Gleichung (1.14) kann wegen v = d s/d ¢ auch in der Form
dG = %—C:+(Vograd)G) drt (1.15)

geschrieben werden.

1.2.4 Die Rotation eines Vektorfeldes

Im allgemeinen wird fiir ein vorgelegtes Vektorfeld G (r) das Linienintegral iiber eine beliebige
geschlossene Kurve C nicht verschwinden. Ein Beispiel fiir ein nicht wirbelfreies Feld ist
in Abbildung 1.13 dargestellt. Das Feld hat nur eine x-Komponente, die linear mit y

y
b o |
—lb —_—l —_—
C J
—— — —

Abb. 1.13: Beispiel eines nicht wirbelfreien Feldes

zunimmt. Zwar wird das Linienintegral gleich Null fir senkrecht zur Zeichenebene liegende
Kurven, fiir eine in der Zeichenebene liegende Kurve erhilt man jedoch einen von Null
verschiedenen Wert. Wir betrachten eine geschlossene Kurve C, die ein ebenes Flachenstiick
A A umrandet. Die Umlaufrichtung der Randkurve sei mit der Orientierung von A A durch
die Rechtsschraubenregel verbunden®.

Lm folgenden wollen wir allgemein die Randkurve eines Flichenstiickes A mit (A) und die Hiillfliche eines
Volumens V mit (V) bezeichnen.



Wir halten den Betrag von A A konstant und variieren nur seine Richtung. Bei einer
bestimmten Orientierung des Elementes A A, das sich am Punkt P (r) befinden moge,
erreicht das Integral

/ G(r)-ds

(a4

ein Maximum. Diese ausgezeichnete Richtung, gekennzeichnet durch den Einheitsvektor
n, ist die Richtung eines dem Vektorfeld am Punkt P zugeordneten Vektors, den man die
Rotation von G nennt und mit rot G bezeichnet. Der Betrag von rot G ist gegeben durch
den Grenzwert

[rot G| = i L jlg G(r)-ds, (1.16)

|A/14I|ILO |AA|
(a4)

wobei AA = n -|A A| gesetzt, d. h. die Richtung des Maximums angenommen wird. Um den
Grenzwert auf der rechten Seite von (1.16) fir ein beliebig orientiertes Flachenstiick A A” zu
berechnen, braucht man nur rot G auf den in die Richtung zeigenden Normaleinheitsvektor
zu projizieren. Es gilt also:

rot G-AA" = ‘?{ G-ds.
(AA)
Dies benutzen wir zur Bestimmung der Komponenten von rot G. Wir betrachten dazu

nacheinander drei rechteckférmige Flachenstiicke AAy,AA,,AA, deren Normalen in die
positiven Koordinatenrichtungen zeigen (Abb. 1.14). Fir A A, erhélt man beispielsweise,

AA, AA,
. T T s 1
)
Z N P l Ax Aix v
o = —

Abb. 1.14: Zur Bestimmung der Komponenten von rot G

wenn man den Integranden auf jeder Rechteckseite durch seinen Wert an der Seitenmitte



ersetzt:

(rot G)x

. 1 Ay Ay
1 A —z] - -— -
Ayg?—»O AyAz { ¢ [GZ (x’y+ 2 ’Z) Gz (x’y 2 Z)}

A A
-Ay [Gy (x,y,z+7z) -G, (x,y,z—TZ)]}

dy 98z

Entsprechend findet man fiir die anderen Komponenten:

G, 0G,

ot Gy = -~ 52
0Gy,  9G,

(I‘Ot G)Z = W— ay .

Der Vektor rot G hat also folgende Darstellung:

0G, 0G oG, 0G 0Gy, 0G
tG=|—-—] ex+ == - — +=-= 1.17
e (6y 0z ) e ( 0z ax | @ 0x ay ¢ (1.17)
Auch hier kann man sich die Determinantenschreibweise
ex e, e
_|a a8 2
rot G = x 5 3z
G. G, G,
besonders leicht einpragen.
1.2.5 Die Divergenz eines Vektorfeldes
Unter der Divergenz eines Vektorfeldes versteht man den folgenden Grenzwert:
1
di = 1l — - . :
ivG A1‘1/]r50 NG ‘7{ G-dA (1.18)
(av)

Die Integration ist {iber die Oberfliche (AV) eines Volumens AV zu erstrecken. Der
Grenzwert muss unabhangig von der Form des Volumens sein.

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist das Verhaltnis des durch die geschlossene Oberflache
tretenden Flusses zu der GroBe des Volumens. Wahlt man AV als kleinen Quader mit
den Kantenlangen A x, Ay, Az und ersetzt den Integranden in (1.18) durch seinen Wert



Abb. 1.15: Divergenz eines Vektorfeldes

in der Mitte des jeweiligen Flachenstiicks der Quaderoberflache, dann ergibt sich nach
Abbildung 1.15:

1
. — 1'
div G (r) AxAﬁlz—m AxAyAz {

Ax Ax ]

AyAz [Gx (x+7,y,z) - Gy (x——,y,z)

A Ay |

+ AxAz [Gy (x,y—i—Ty,z)—Gy (x,y— yz)

A Az)]
+ AxAy [GZ (x,y,z+7z)—c;Z (x,y,z——z)}

G, 0G, 4G
div G(r) = P (')yy + a;

Man nennt div G auch die Quellen des Feldes G; negative Quellen werden auch Senken
genannt.

1.2.6 Koordinatensysteme

Oft ist es zweckmaBig, allgemeine krummlinige Koordinaten anstelle der kartesischen
Koordinaten zu verwenden. Wir nehmen an, dass die kartesischen Koordinaten x,y,z
eindeutige Funktionen der krummlinigen Koordinaten uy, us, us seien.

=
Il

x (u1, uz, u3)
y (w1, uz, u3) (1.19)

Z (uy, uo, u3) .

~
Il



Die Koordinaten x, y, z auf der rechten Seite sind hier gleichzeitig Funktionsbezeichnungen.

Durch die Vorgabe eines Wertetripels u1, us, us3 ist dann die Lage eines Punktes im Raum
genauso bestimmt wie durch die Vorgabe der kartesischen Koordinaten. Die Koordinaten
u1, g, u3 brauchen keineswegs Langen zu sein.

Wir betrachten nun einen Punkt Py im Raum, dessen Koordinaten x, yo, 2o man aus (1.19)
durch Vorgabe der Werte uq, uog, uzp erhalten moge. Erhdhen wir 41 um duy, so andert
sich x um (0x/0u1)duy, y um (@y/0u1)du; und z um (0z/0u1)du;. Dabei gelangt man
von Py zu einem Punkt Pp, der sich von Py um die Verschiebung

fii-ex S, 02 e |du (1.20)
aul

dsi =
51 6u1 Y au1

unterscheidet (siehe Abb. 1.16). In entsprechender Weise liefert die alleinige Erhéhung von

P3 (u10, ugo + duz, uzp)

P3 (u10, ug0, ugp + dus)

Py (u10 + duy, ug0, uzo)

Po (u10, u20, u30)

Abb. 1.16: Krummlinige Koordinatensysteme

us um dug und von ug um dug die Verschiebungen:

0x oy 0z

dSQ = (%ex'FfEey'l‘(%eZ)duQ
0x dy 0z

dsg = (a—u3 ex+a—u3 e, +a_u3 ez)dug.

Die Einheitsvektoren in diesen drei Richtungen sind gegeben durch:

e = i a_x e + a_y e + a_z e
t- h1 6141 * 6u1 Y 6141 ¢
1 (ox dy 0z
= — [= e, + = = 1.21
¢2 ho (au2 €xt ous ey + Ouso ez) ( )

0. = L (Ox Oy - 0z
37 h3 6u3 * 8143 Y 61/!3 <



mit den Abkiirzungen:
ox\* (oy\* (0z)
o= () (2] =
ouq ouq ouy
dx 2+ 9
6142
2 2 2
o= () () (%)
6u3 8u3 6143

Die GroBen hy, ho, hs nennt man die metrischen Koeffizienten des Koordinatensystems.

<

)2+ 0z)* (1.22)

h2
2 6u2

D |
S
)

Im folgenden beschranken wir uns auf Orthogonalsysteme, die die Eigenschaft haben, dass
die Einheitsvektoren e; aufeinander senkrecht stehen.

81-8226’2'83281'8320 (1.23)
Dies ist der Fall, wenn die drei Funktionen (1.19) die folgenden Orthogonalitatsrelationen
erfiillen:

ox 6x+6y dy 0z 0z _

Ou; Oup  Ou; Oup  Ou; Oup
firi,k=1,23undi # k.

Jeden beliebigen Vektor kann man mit Hilfe der Einheitsvektoren e; auch in der Form

A=A1€1+A2€2+A383

schreiben. Die drei Skalare A, A2, A3 nennt man sinngemaB die u1, us, us-Komponenten von
A. Zwischen ihnen und den x, y, z-Komponenten besteht der Zusammenhang:

bzw.
A = %(%Ax+(§%Ay+%AZ)
Ay = %(%Ax+%Ay+%Az)
Az = %({%Ax+§7y3Ay+(,%2Az)



Wie der Vergleich mit (1.21) zeigt, sind die Vektorkomponenten genau so miteinander
verkniipft wie die Einheitsvektoren. Wir wollen nun den Abstand zweier infinitesimal benach-
barter Punkte durch die Differentiale der Koordinaten uy, uo, us ausdriicken. Zunachst gilt
nach (1.20):

ds? = (dsye1 +dsoes +dS3e3)2 .

Betrachtet man die Orthogonalitatsrelationen (1.23), so erhalt man:
ds? =ds?+ds+ds?

und nach Einsetzen von (1.20) mit Hilfe der Abkirzungen (1.22):
ds*=h?du? +h3dus + h3duj .

Hier treten wieder die metrischen Koeffizienten auf. Erst mit ihrer Hilfe kann man den
Koordinatendifferentialen d u; eine Lange zuordnen.

In allgemeinen krummlinigen Koordinaten haben die bisher definierten GréBen der Vektoral-
gebra und Vektoranalysis folgende Darstellungen:

A-B A131+AQBQ+A383
AxB = (AyB3—A3B3) e +(A3B1— A1 B3) ex + (A1 By — Ay By) e3

radU—ia_Ue.Fia_Ue_,_ia_Ue
8 0 ! hy Ous 2 h3 Oug 3
1 |8 B 1
tA = — (h3As) — — (h2 A
ro Iy Tts _6u2(3 3) 6u3(2 2)_ el
1 [ o B ]
+ = (hy Ay) = —— (h3 A:
I T »aug(l 1) 6141(3 3)_ )
1 [o B ]
— (g A9)—— (M A
+ i |6 (ha A2) au2(1 1)‘ es
1 0 0 )
divA = ——— |— (hoh3A))+ — (h1h3Ay)+ — (h1ho A
iv I T T [8u1(2 3 1)+au2(1 3 2)+6u3(1 9 3)}
divgrad U = 1 0 (h2h30U\ 8 (mh3dU) 8 (hihydU
& " hihohs |0up \ By Our|  Ouz \ hy Ouz|  Ouz \ hy Ous

Beispiel: Zylinderkoordinaten

Nach Abbildung 1.17 gilt:

x=rcos¢, y=rsing, z=2z



Abb. 1.17: Zum Beispiel Zylinderkoordinaten

Setzt man u; =, ug = ¢, uz = z so erhalt man fiir die metrischen Koeffizienten

h% = cos’p+sing=1
hg = r?sin? o+ r? cos? ¢ = r?
o= 1

Damit ergibt sich:

ou 1 oU oU
grad U = o 6 —%e¢+§e2
divgrad U = %i% (r%_[;’[)-'-réfj%-'-% (1.24)

Zwischen den Vektorkomponenten besteht der Zusammenhang

Ay = cos¢pA,—sing Ay
A, = cospA+singA,
Ay = singA, +cos¢pAy
Ay = —singpA;+cospA, .



Beispiel: Kugelkoordinaten
Nach Abbildung 1.18 gilt:
x=rsinf cos¢, y=rsinfsing, z=rcosh.

Mit uy = r, ug = 6, ug = ¢ lauten die metrischen Koeffizienten

P(r,0,9¢)

X 2-13

Abb. 1.18: Zum Beispiel Kugelkoordinaten

h% sin 0 cos® ¢ + sin® 0 sin® ¢ + cos? 0 = 1
hg = r?cos?0 cos’ ¢ +r?cos® 0 sin? ¢+ r?sin’0 = r

hg r?sin? 0 sin® ¢ + r?sin 0 cos® ¢ = r?sin’ 6

2



und

qU 6Ue+16Ue+ 1 aUe
ra = — - — —
& or " r o9 ? rsin@ 0¢ ¢
10 1 1 044
divAd = =— (24 + —_—
v 2o AT g ae rsing 0¢
1 0Ag
rot A = o (69 (s1n9A¢,)——¢)er+
1 0A,
A
+rsin0 (6¢ (r ¢))e9+
1({0 0A,
- A
e (ar 89)e¢
19 oU 1 9 U 1 8%U
di dU = = = [P =|+5—— = 6 — 57 ao
v era r2 or (r ar) r2sin@ 06 (sm 60) r2sin? @ 0¢?
Ay = sinf cos¢ A, +cosf cosp Ag —sing Ay
Ay = sin@singA, +cosf sing Ag +cos¢ Ay

A; = costA,—sinfAg.

1.2.7 Die Integralsatze von GauBB und Stokes

Der GauB’sche Integralsatz lautet:

/dedV $ GdA|.
V)

Das Volumenintegral liber die Divergenz eines beliebigen Vektorfeldes G(r), erstreckt
tiber ein beliebiges endliches Volumen V, ist gleich dem Fluss der VektorgréBe durch die
geschlossene Oberflache (V) des Volumens V.

Der Beweis ist sehr einfach: man unterteilt das Volumen V liickenlos in kleine Volumenele-
mente AV (siehe Abb. 1.19) und wendet auf jedes Volumen AV die Definitionsgleichung
(1.18), Seite 18, der Divergenz an. Summiert man tber diese Gleichungen, so heben sich die
Flachenintegrale iiber die inneren Oberflachenteile weg, und es bleibt im Grenzfall AV — 0
nur das Flachenintegral iiber die duBere Oberflache iibrig.

Der Stokes’sche Integralsatz lautet:

/rotG dA=¢ G-ds|.
(4)

Das Flachenintegral (iber die Rotation eines Vektorfeldes G(r), erstreckt iiber ein beliebiges
endliches Flachenstiick A, ist gleich dem Linienintegral des Feldes G(r) iiber die Randkurve



AV

2-14

Abb. 1.19: Zum GauB'schen Integralsatz

(A) von A. Dabei ist die Umlaufrichtung auf der Randkurve mit der Normalrichtung des
Flachenstiicks durch die Rechtsschraubenregel verkniipft.

Zum Beweis wird die Flache A nach Abbildung 1.20 in kleine Flachenelemente A A zerlegt
und auf jedes dieser Elemente Gleichung (1.16), Seite 17, angewendet. Summiert man iber

OOOOIO
OOIOOKD
OOOTO
OOOOIO

Abb. 1.20: Zum Stokes'schen Integralsatz

AA

alle Flachenelemente, so heben sich die Linienintegrale tiber die inneren Berandungen der
A A weg und es bleibt im Grenzfall |]A A| — 0 nur das Linienintegral iber die Randkurve
(A) lbrig.

1.2.8 Kleine Formelsammlung zur Vektoranalysis

Zur Vereinfachung von Umformungen fiihren wir einen symbolischen Vektor V (Nabla) ein,
der definiert ist durch:

0

V:ex—+eya—y+eZa—Z.

0x
Fir sich alleine hat der Vektor V keinen Sinn. Er wird als Operator aufgefasst, der auf einen
Operanden ,,angewendet” werden muss. Fasst man die Verkniipfung Operator—Operand
formal als Produkt auf, so kénnen grad U, div G,rot G mit Hilfe des Vektors V wie folgt



geschrieben werden:

gradU = VU Produkt Vektor V Skalar U
divG = V-G Skalarprodukt Vektor V- Vektor G
rot G = VXG Vektorprodukt Vektor Vx Vektor G

Als Beispiel fiir die Benutzung von V berechnen wir den Ausdruck div (UG), indem wir fir
V die Produktregel anwenden:

V-UG=UV-G+VU-G
dh.
div UG =UdivG+G-grad U .

Die folgenden Formeln kénnen durch direktes Ausrechnen oder durch Umformungen mit
Hilfe des Vektor V leicht verifiziert werden.

div rot G (1.25)
rot grad U = 0 (1.26)
grad (UV) = Ugrad V+Vgrad U (1.27)
div (UG) = UdivG+G-grad U (1.28)

(1.29)
(1.30)
(1.31)

0

rot (UG) = Urot G—G xgrad U
div(GxH) = H-rot G-G-rot H
rot (AXB) = AdivB-BdivA+ (B -grad)A—-(A-grad)B

Den haufig auftretenden Ausdruck div grad U bezeichnet man auch mit AU (Delta U) und
nennt A den Delta-Operator oder den Laplace’'schen Operator. In kartesischen Koordinaten
hat er die Darstellung:

02U 0°U 0°U

divgradU=AU:ax2 +8y2 +aZ2 =V.VU.

Die Differentialgleichung AU = 0 nennt man die Laplace’'sche Differentialgleichung.
Unter der GroBe A G (Delta G) eines Vektorfeldes G versteht man folgenden Ausdruck:

AG=AGyex +AGyey, +AGge; .
In kartesischen Koordinaten gilt folgende wichtige Identitat:

rot rot G = grad div G -AG . (1.32)



In den folgenden Formeln ist r der Ortsvektor und r’ ein konstanter Vektor:

1 (r-r') )
=_ f ! 1.
grad Y P irr#r (1.33)

1

= =0 firr#r' .
|r —r’| |r —r’|

div grad

Der Ausdruck |r — r’| lautet in ausfiihrlicher Schreibweise:

r—r'|=Vx-x)2+(y-y)>2+(z-2)%.

1.2.9 Der Green’sche Integralsatz

Es seien u und v zwei beliebige skalare FeldgroBen. Wendet man Formel (1.28) auf das
Produkt u grad v an, so erhalt man:

div (ugrad v) =uAv +grad u - grad v
und nach Vertauschen von u und v entsprechend:
div (vgrad u) = vAu+grad v - grad u .
Werden beide Gleichungen subtrahiert, so ergibt sich:
div (ugrad v—vegrad u) =uAv-vAu.

Wir integrieren beide Seiten tber ein beliebiges Volumen V und wenden auf der linken Seite
den GauB'schen Satz an. Das Ergebnis lautet:

f(uAv—vAu)dV:yg(ugradv—vgradu)-dA . (1.34)
% %)

Das Produkt grad v - d A ist die Projektion des Vektors grad v auf den Vektor d A, d. h.
die Ableitung von v in Richtung d A. Damit nimmt Gleichung (1.34) die Form an:

/(uAv—vAu)dV=‘}Z{(u@—v%) dA|.
on on
v V)

Dies ist der Green'sche Satz der Potentialtheorie.



1.2.10 Berechnung eines Vektorfeldes aus seinen Quellen und Wirbeln

Die Quellen und Wirbel eines Vektorfeldes sind nicht nur wichtige, vom Koordinatensystem
unabhangige Eigenschaften, sondern auch konstruktive Bestimmungsstiicke des Feldes.
Jedes Vektorfeld, das im Unendlichen verschwindet, kann aus seinen Quellen und Wirbeln
eindeutig berechnet werden. Gibt man ein skalares Feld ¢(r) und ein quellenfreies Vektorfeld
w(r) beliebig vor, so lasst sich ein Vektorfeld G(r) ermitteln, dessen Quellen mit g(r) und
dessen Wirbel mit w(r) Gibereinstimmen.

div G(r) = q(r), rot G(r) =w(r) .

Bezlglich des Beweises sei auf ausfiihrliche Lehrbiicher der theoretischen Elektrotechnik
verwiesen. Wir beschranken uns hier darauf, das Ergebnis einfach mitzuteilen. Es lautet:

G(r) = G1(r) + Gx(r)

mit
1 g(r’)(r —r’)
Gl(r) = -— 3 dv’ (135)
4dn ‘,// |r —r’|
Go(r) = ﬁ /% av’ . (1.36)

Das gesuchte Feld G setzt sich aus zwei Teilfeldern G; und G2 zusammen, die folgende
Bedingungen erfiillen:

div G1(r) = ¢q(r), rot G1(r) =0,

div Go(r) =0, rot Go(r) = w(r),
d. h. das Teilfeld G ist wirbelfrei und das andere Teilfeld G ist quellenfrei. Wegen (1.26)

kann deshalb G; als Gradient eines skalaren Feldes ¢(r) und wegen (1.25) kann G2 als
Rotation eines Vektorfeldes A(r) dargestellt werden.

Gi(r) —grad ¢(r) (1.37)
Go(r) = rot A(r). (1.38)

Man nennt ¢(r) das skalare Potential des (wirbelfreien) Vektorfeldes G; und A(r) das
Vektorpotential des (quellenfreien) Vektorfeldes Go. Die beiden Potentiale werden aus den
Quellen bzw. Wirbeln wie folgt berechnet:

_ 1 q(r’)
o) = |r—r’|dv (1.39)
\4
_ 1w
A = - P dv'=A. (1.40)

\%



Zur Unterscheidung vom Flachenvektor A schreiben wir zukiinftig fiir das Vektorpotential
A.

1.3 Zeitlich konstante Felder

1.3.1 Das elektrostatische Feld im Vakuum

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten das mathematische Instrumentarium
zur Analyse von Feldern kennengelernt haben, wollen wir nun die in der Elektrotechnik
auftretenden FeldgroBen behandeln.

Die elektrische Feldstirke E ist definiert durch die Kraft F, die auf eine kleine Probeladung
q ausgeiibt wird.

F =qE . (1.41)

Verschiebt man die Ladung ¢ um eine kleine Strecke d s, so wird Arbeit d W geleistet, die
gegeben ist durch:

dW =—gE -ds.

Die bei der Verschiebung der Ladung ¢ langs einer endlichen Kurve C zu leistende Arbeit
W betragt:

W:—q/E-ds.

C

Die Arbeit ist Null, wenn die Kurve C geschlossen ist. Ware dies nicht so, so kdnnte man
Energie erzeugen, was nach aller Erfahrung unmaoglich ist. Es muss also fiir jede geschlossene
Kurve C gelten:

fE-ds:O, (1.42)

d. h. die elektrische Feldstarke E ist wirbelfrei.

Durch Gleichung (1.41) ist nur eine Wirkung der elektrischen Ladung erfasst. Die Ladung
wird als Probeladung verwendet und dient dazu, das Vorhandensein einer elektrischen
Feldstarke durch eine Kraftmessung nachzuweisen.

Eine Ladung hat aber noch eine zweite Wirkung, namlich eine elektrische Feldstarke zu
erzeugen. Die Ladungen sind je nach Vorzeichen Quellen oder Senken der elektrischen
Feldstarke. Die Existenz einer Ladungsverteilung in einem geschlossenen Volumen macht



sich dadurch bemerkbar, dass durch die Oberflaiche des Volumens elektrische Feldlinien
treten. Dabei gilt:

so-}{E-dAzQ (1.43)
V)

wenn Q die gesamte Ladungsmenge in V bedeutet. g ist eine dimensionierte Konstante, die
erforderlich ist, weil die Einheiten von Q, E und d A bereits festliegen. Sie hat den Wert

g0 =8854...-1072 As/Vm

In differentieller Schreibweise lauten die beiden Gleichungen (1.42) und (1.43):

1
rot E =0, divE=—p, (1.44)
&0
wobei p die Ladungsdichte bedeutet. Ist die Ladungsdichte auf endliche Bereiche beschrankt
und vorgegeben, so konnen elektrische Feldstarke und Potential nach den Ausfiihrungen des
Abschnitts 1.2.10 sofort angegeben werden:

) v
P(r) = 4m /Ir—r| (1.45)
E(r) = —grad ¢ = 47:130 / p(lrr)frrjlgr Lav. (1.46)

Die beiden Darstellungen (1.45) und (1.46) haben die Form von Fernwirkungsgesetzen. Zu
dem Potential ¢(r) leisten alle Ladungselemente pd V' einen Beitrag, der mit wachsender
Entfernung von der Stelle r immer kleiner wird. Wie die Wirkung der Ladungselemente zu
der entfernten Stelle gelangt, bleibt dabei ungeklart. Demgegeniiber sind in den Gleichun-
gen (1.44) nur Feldwerte an infinitesimal benachbarten Punkten miteinander in Beziehung
gesetzt, man spricht daher von Nahwirkungsgesetzen.

Die differentielle Schreibweise in den Gleichungen (1.44) stellt die allgemeinere Formu-
lierung des physikalischen Sachverhaltes dar. Fiir das Potential ¢(r) ergibt sich aus den
Gleichungen (1.44) die sog. Poisson’sche Differentialgleichung, welche lautet:
. 1
divgrad g =A¢p=-— p.
£0

Wir geben einige einfache Grundlosungen der Poisson’schen Differentialgleichung an.



Kartesische Koordinaten

Wenn das Potential ¢ nur von einer der drei kartesischen Koordinaten, etwa x, abhangt,
dann gilt in ladungsfreien Gebieten:

d?¢
— 7T -0
d x2

mit der allgemeinen Lésung:

_de _

p=cr+cox, E, =
dx

Dies ist die Darstellung eines homogenen elektrischen Feldes.

Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten gilt fiir das Potential ¢, wenn es nur von der radialen Komponente r
abhéngt, nach Gleichung (1.24) die Differentialgleichung

d?¢ 1 d¢
9,29y,
dr? +r dr

Sie hat die allgemeine Lésung
#(r)=—¢p In - (ro,¢0 beliebig) . (1.47)
o

Die Feldstarke E hat nur eine r-Komponente, gegeben durch:

_d¢ _ ¢

E, = .
g dr r

Der elektrische Fluss durch eine Zylinderflache der Lange [
U =2meorEl =2neggpol =ql

ist unabhangig von r. Es handelt sich demnach um das Feld einer linienférmigen Ladungs-
verteilung. Die Ladung pro Langeneinheit betragt

q=2ne)Po -
Wir weisen auf folgende Besonderheiten hin:

= Da die Ladungsverteilung nicht auf endliche Bereiche beschrankt ist, kann das Potential
nicht durch Integration von Gleichung (1.45) berechnet werden, da das Integral nicht
konvergiert.



» Das Potential ¢(r) lasst sich nicht normieren, sodass ¢(c0) = 0 ist.

Nach (1.47) sind die Aquipotentialflichen konzentrische Kreise um den Ort der Linienladung.
Die Potentialverteilung bleibt ungedndert, wenn man eine der Potentialflaichen durch eine
Leiteroberflache ersetzt. Auf diese Weise gelangt man zu der Potentialverteilung in der
Umgebung eines zylindrischen Leiters. Da die Konstante rg frei wahlbar ist, kann das
Potential auf der Leiteroberflache jeden beliebigen Wert annehmen, sodass es unmaoglich ist,
dem Leiter eine Kapazitat zuzuordnen.

Der unendlich lange geladene Einzelleiter ist im strengen Sinn ein unmégliches, d. h. nicht
realisierbares Gebilde. Zu seiner Herstellung wiirde man eine unendliche Ladungsmenge
benétigen. Sinnvoll sind nur Anordnungen, bei denen die Gesamtladung pro Langeneinheit
den Wert Null annimmt.

Kugelkoordinaten

In Kugelkoordinaten nimmt die Poisson’sche Gleichung fiir ein nur von r abhangiges Potential
¢ die Form an:

d?¢ 2 d¢
a2t ra !

Die allgemeine Losung lautet:

¢ = Cr_1+02. (1.48)

Auch hier besitzt die elektrische Feldstarke E nur eine r-Komponente, gegeben durch:

_de _a

E, = = .
g dr 2

Innerhalb einer Kugel von einem beliebigen Radius r ist die Ladung
0 =4ngg r?E, = dmeg ey

enthalten. Gleichung (1.48) stellt daher das Potential einer Punktladung Q bei r = 0 dar. Sie
ist die Grundlage fur die integrale Darstellung (1.45). Die Konstante ¢y in Gleichung (1.48)
wird gewohnlich gleich Null gesetzt, sodass das Potential im Unendlichen verschwindet.

Als einfaches Anwendungsbeispiel berechnen wir das elektrische Feld in der Umgebung
der Sperrschicht einer Halbleiterdiode. Durch Diffusion von Ladungstragern stellt sich am
Ubergang zwischen dem p- und dem n-Leiter eine Ladungsdichteverteilung ein, die grob
vereinfacht durch einen stiickweise konstanten Verlauf approximiert werden kann (siehe
Abb. 1.21).



p(x)

Ey (x)

Abb. 1.21: Das elektrische Feld in der Umgebung der Sperrschicht einer Halbleiterdiode

Die elektrische Feldstarke erhalten wir durch Integration der Poisson’schen Gleichung:

d¢ 1 [ £ (x+a), falls x<0
/pdx:

dx ¢

Y La-x), falls x>0

Es ergibt sich der in Abbildung 1.21 dargestellte, stiickweise lineare Verlauf. Integriert man
nochmals, so erhilt man das Potential als stiickweise quadratische Funktion, die bei x = a
den Wert a? p/e erreicht.

Wir berechnen nun das Potential zweier entgegengesetzt gleicher Punktladungen +g, die
sich in einem Abstand dr’ gegeniiber stehen. Eine solche Anordnung nennt man einen
elektrischen Dipol (Abbildung 1.22).

Das Potential an einem beliebigen Punkt P(r) ist nach (1.45) gegeben durch:

q 1 1
Cdmeg \|Ir-@+dr)| r-r)

_1
r—r’|

der vektoriellen Verschiebung d r’. Diese Anderung kann nach Gleichung (1.10) durch ein
Skalarprodukt ausgedriickt werden. Es ergibt sich dann:

Die in der Klammer stehende Differenz ist die Anderung der skalaren GroBe langs

q ’
=- dr’-grad .
|r —r’| 4meg & lr —r’|

__ 4 4., ,
o(r) = Tneg dr’ - grad

Das Produkt gd r’ = p nennt man das elektrische Dipolmoment. Wenn |d r’| gegen Null
strebt, so muss ¢ unendlich werden, damit p endlich bleibt. Bleibt die Ladung jedoch
konstant, so schreibt man

dp =qgdr’



. 0

Abb. 1.22: Das Potential an einem elektrischen Dipol

und bringt damit zum Ausdruck, dass d p mit dr’ gegen Null strebt. Der Vektor d p zeigt
immer von der negativen zur positiven Ladung. In den Anwendungen wird ein elektrisches
Dipolmoment oft einem Volumen- oder Flachenelement zugeordnet. Man schreibt dann:

dp=PdV
bzw.
dp=P'|dA]|.

Die GroBe P ist die raumliche Dichte, die GroBe P’ die Flachendichte des Dipolmoments.
Fir die zugehorigen Potentiale gilt:

dv

1
d¢(r)= —— P -grad’
4dm &g |r —r’|

bzw.

1
d¢(r) = Fgo P . grad' IdAI . (149)

lr —r’|

Die letzte Formel gestattet eine interessante Umformung fiir den Fall, dass P’ mit der
Normalrichtung d A des Flachenelements zusammenfallt.

P'|dA|=|P'|dA .
Mit Ricksicht auf (1.33) nimmt (1.49) die Form an:

[P’ (r—r')-dA _ |P’| |dA|cose
ey |r-r’2  dmey |r—r)?

de(r) =

Nach Abbildung 1.23 ist |d A| cos ¢ die Projektion des Flachenelements d A auf die Ebene,



Abb. 1.23: Zum elektrischen Dipolmoment

die senkrecht auf dem Vektor r — r’ steht. Fithrt man den Raumwinkel d Q ein, unter dem
ein Punkt P befindlicher Beobachter das Flachenelement erblickt, d. h.
cos ¢

dQ=|dA
Al

so gilt einfach:

|P’|

dQ
431380

de(r) =

Auf einen Dipol mit dem Moment p, der sich in einem elektrischen Feld E befindet, wird
ein Drehmoment Mp der GroBe

Mp =pXxE

ausgelibt, wie aus Abbildung 1.24a leicht zu entnehmen ist. Befindet sich der Dipol in einem

E(x) E(x+Ax)
+q —_— _— >
+F
ﬁ//{
-q +q
—F -F - | » +F
o -9 - ~— Ax —=
(a) Das Dipoldrehmoment (b) Gesamtkraft bei einem Dipol

Abb. 1.24: Dipol in einem elektrischen Feld

Gebiet ortlich veranderlicher Feldstarke, so werden auf die Einzelladungen unterschiedliche



Krafte ausgeiibt, die sich nicht mehr kompensieren. Die Gesamtkraft auf den Dipol ist nach
Abbildung 1.24b gegeben durch

OE,
ox

Fo=F,+F =¢q [Ex(x+Ax)—Ex(x)] = px

Unter dem Einfluss dieser Kraft wird sich der Dipol, wenn er beweglich ist, in Richtung
zunehmender Feldstarke bewegen.

1.3.2 Das elektrische Feld bei Anwesenheit von Materie

Nach dem heutigen Stand der Kenntnis ist Materie aus positiven und negativen Ladungstra-
gern aufgebaut, die sich im Normalzustand kompensieren, sodass die von den Ladungen
erzeugten Felder nach auBen nicht in Erscheinung treten. Wir betrachten zunachst Stoffe,
bei denen die Ladungen nicht beweglich sind und daher den Atomverband nicht verlassen
konnen (Nichtleiter).

In einem duBeren Feld werden die in der Atomhiille vorhandenen negativ geladenen Elektronen
so verschoben, als seien sie elastisch an eine Ruhelage gebunden. Aus dem Atom wird so
ein kleiner elektrischer Dipol.

Daneben gibt es Stoffe, deren Atome auch ohne elektrisches Feld einen Dipol bilden. Die
Dipole sind jedoch unregelmaBig angeordnet und werden erst unter dem Einfluss eines duBeren
elektrischen Feldes ausgerichtet. Da letzten Endes nach auBen die gleiche Wirkung auftritt,
brauchen wir im folgenden diese beiden Effekte nicht zu unterscheiden. Charakteristisch fiir
den zweiten Effekt ist seine Temperaturabhangigkeit.

Addiert man vektoriell die Momente aller in einem Volumenelement d V befindlichen Dipole,
so erhalt man das zu dV proportionale Gesamtdipolmoment.

dp=PdV

Die GroBe P nennt man die elektrische Polarisation. Sie ist fiir die meisten Stoffe proportional
zur elektrischen Feldstarke E.

P=¢eyx.E . (1.50)

Die von Stoffart zu Stoffart unterschiedliche, aber stets positive Konstante y,. nennt man
die elektrische Suszeptibilitit. Das elektrische Potential ¢ setzt sich daher zusammen aus
einem Anteil, der den freien Ladungen, und einem Anteil, der von der Verteilung der Dipole
herriihrt.

.0("') , 1 /
= e /ll +P(r) grad P dv’. (1.51)



Mit Hilfe von (1.28) kann der zweite Term rechts wie folgt umgeformt werden:

- (7

P(r’) - grad’
lr—r’|

1
— div’ P(r’) .
|r_r'| |r—r’|

Setzt man dies in (1.51) ein, so kann das Volumenintegral iiber die Divergenz in ein
Oberflachenintegral verwandelt werden, welches verschwindet, wenn die Polarisation auf
endliche Bereiche beschrankt ist. Es bleibt:

/pwy@www)

Ir —r'|

dv’].

o(r) = —
0

Der Vergleich mit (1.39) zeigt, dass die Quellen des elektrischen Feldes gegeben sind durch:

eodiv E=p—div P. (1.52)

Zu der Ladungsdichte treten noch die negativen Quellen der Polarisation hinzu. Dieser
Sachverhalt ist in Abbildung 1.25 dargestellt. Von den Senken von P gehen elektrische

P

o
— K

|

' Ea.
|
|
|

leP>0 diVP<0 35

Abb. 1.25: Elektrische Polarisation

Feldlinien aus, die in den Quellen von P enden. Das auBere Feld wird also im Innern des
polarisierbaren Koérpers geschwacht.

Um die Verhaltnisse einfach zu beschreiben, definiert man ein neues Vektorfeld D durch die
Beziehung

D=gE+P. (1.53)
Man nennt D die elektrische Erregung. Setzt man dies in (1.52) ein, so folgt:

divD=p (1.54)
und weiterhin mit Hilfe von (1.50):

D=g(1+y.)E=¢E . (1.55)



Die Konstante &€ > &y heiBt Permittivitit. Die Gleichung (1.54) und (1.44) bilden zusammen
mit der Materialgleichung (1.55) die Grundgleichung der Elektrostatik. Sie lauten:

rot E =0, divD =p, D=¢E. (1.56)

Aus der ersten Gleichung folgt die Existenz eines skalaren Potentials fiir E. Der Inhalt der
drei Gleichungen wird in der einen Gleichung fiir das Potential ¢ zusammengefasst, welche
lautet:

div (e grad ¢) = & - div grad ¢ + grad ¢ - grad ¢ = —p . (1.57)

Sie ist die Verallgemeinerung der Poisson’schen Gleichung.

1.3.3 Das stationare elektrische Stromungsfeld

Wir nehmen nun an, dass die in einem Werkstoff vorhandenen Ladungen zum Teil frei
beweglich sind. Diese Ladungen setzen sich bei Vorhandensein eines elektrischen Feldes
in Richtung der Feldlinien in Bewegung und erzeugen so ein elektrisches Stromungsfeld.
Die Stromung wird beschrieben durch den Vektor der elektrischen Stromdichte J, der so
definiert ist, dass die Ladungsmenge d Q, die in der Zeit d ¢ durch ein Flachenelement d A
tritt, gegeben ist durch

dQ=J-dAd:. (1.58)

Wie aus Abbildung 1.26 hervorgeht, werden in der Zeit d ¢ alle diejenigen mit der Geschwin-
digkeit v bewegten Ladungen den Querschnitt d A passieren, die sich im gegenwartigen
Zeitpunkt t in einem Zylinder der Lange v dr befinden. Wenn p die Dichte der bewegten

Abb. 1.26: Zur Definition der elektrischen Stromdichte J
Ladungen bedeutet, dann gilt:
dQ=pdV=pdAvdr.
Der Vergleich mit (1.58) liefert die wichtige Beziehung:

J=pv. (1.59)



Obwohl der Mechanismus der Leitung bei verschiedenen Werkstoffen verschieden sein kann
(metallische Leiter, lonenleiter, Halbleiter), besteht zwischen der Stromdichte und der
elektrischen Feldstérke fiir viele Stoffe ein linearer Zusammenhang:

J=vE.
Dies ist das verallgemeinerte Ohm’'sche Gesetz. Die Stoffkonstante y nennt man die elek-
trische Leitfihigkeit.

Wenn der Vektor der Stromdichte an jedem Ort zeitlich konstant ist, so nennt man das
Stromungsfeld stationdr. In diesem Fall muss wéhrend eines Zeitelementes d ¢ aus jenem
Volumen V genau so viel Ladung heraus stromen wie in das Volumen hinein stromt. Dies
bedeutet:

!%JdA:O. (1.60)
V)

Diese Gleichung lautet in differentieller Schreibweise:
divJ =0. (1.61)

Die Gleichungen (1.59) und (1.61) zusammen mit rot E = 0 sind die Grundgleichungen des
stationdren elektrischen Strémungsfeldes. Um die Analogie zu den entsprechenden Gleichun-
gen (1.56) der Elektrostatik vollstindig zu machen, trennt man von der Integrationsflache
(V) von Gleichung (1.60) das Flachenelement d A” ab, durch das der duBere Strom in das
Volumen geleitet wird. Gleichung (1.60) nimmt dann die Form an:

/ J-dA=—-J -dA =i
(V)=d A’

wenn i den einflieBenden Strom bedeutet. Damit lauten die Grundgleichungen des stationaren
elektrischen Stromungsfeldes:

ot E=0, divl=gq, J=yE. (1.62)

Die GroBe g gibt die Quellen der Stromdichte an und wird Ergiebigkeit genannt. Die nunmehr
vollstandige Analogie der Gleichungen (1.62) mit den Grundgleichungen der Elektrostatik
ermoglicht es, elektrostatische Felder experimentell durch Messungen am elektrolytischen
Trog zu ermitteln.

Wie im elektrostatischen Fall konnen die drei Gleichungen (1.62) zu der einen Gleichung
div ygrad ¢ = —¢q

fur das Potential ¢ zusammengefasst werden.



1.3.4 Die Grundgleichungen der Magnetostatik im Vakuum

Die magnetische Flussdichte B ist definiert durch die Kraft, die auf eine mit der Geschwin-
digkeit v bewegte Ladung ¢ ausgeiibt wird:

F=gvxB. (1.63)
Die magnetische Flussdichte ist stets quellenfrei:

div B=0. (1.64)
Die Wirbel von B sind bei Abwesenheit von Materie durch die Stromdichte gegeben:

rot B=poJ . (1.65)

Der dimensionierte Faktor pyg ist notwendig, weil die Einheiten von B und J bereits festliegen.
Man nennt ug die magnetische Feldkonstante. Sie hat die GroBe

P Vs
Am

Da Quellen und Wirbel durch (1.64) und (1.65) gegeben sind, erhdlt man fiir B nach (1.36)
mit g =0 und w = yo J:

J@r)x(r—r)

lr —r’|3

Mo = 4 - 10"

B(r) = Z—TOE av’. (1.66)

Da B quellenfrei ist, kann man es aus einem Vektorpotential A herleiten:
B =rot A.

Firr A erhalt man aus (1.40) die etwas einfachere Darstellung:

ﬂ(r):&/ Jr) gy (1.67)

A J |r—r’|

Gleichung (1.66) nennt man das Biot-Savart'sche Gesetz. Mit seiner Hilfe kann man
bei Abwesenheit von Materie B berechnen, wenn eine auf endliche Bereiche beschrankte
Verteilung der Stromdichte vorgegeben ist.

Als einfaches Beispiel berechnen wir die Flussdichte, die von einem geraden, von einem Strom
i durchflossenen Leiter der Lange [ hervorgerufen wird (Abb. 1.27). Alle Leiterelemente
liefern zu der magnetischen Flussdichte am Punkt P einen Beitrag, der aus der Zeichenebene
heraus gerichtet ist. Deshalb brauchen im folgenden nur die Betrage addiert zu werden.
Zunéichst gilt:

JdV' =ids
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Abb. 1.27: Beispiel zum Biot-Savart'schen Gesetz

und weiterhin:
I x(@r—r)|dV' =ilds||r—r'| sing.
AuBerdem ist nach Abbildung 1.27:

r—r’|-d
M und |r-r'|= —.
sin ¢ sin ¢

ds| =

Setzt man dies in (1.66) ein so erhalt man

j ds||r—-r’|si ] ]
|B(r)|:@ |ds]| |sm<p= 'uol/Singp-dg0=&(COSLp1—COSQDQ).
4 lr —r’|3 4t a 4dra

Fiir ¢1 = 0 und @2 = & ergibt sich das Feld eines unendlich langen geraden Linienleiters

B(r) = % : (1.68)

Aus dem Kraftgesetz (1.63) lasst sich mit Hilfe der Beziehung

J=pv,

in der p und v Dichte und Geschwindigkeit der bewegten Ladung bedeuten, die Kraft
ermitteln, die auf ein stromdurchflossenes Leiterelement d s im Feld B ausgelibt wird. Sie
betragt:

dF =idsxB.

Mit Hilfe des Kraftgesetzes konnen wir auch das Drehmoment berechnen, das auf eine kleine
rechteckige, vom Strom i durchflossene und im Feld B befindliche Leiterschleife ausgelibt



Abb. 1.28: Zur Berechnung des Drehmomentes auf eine stromdurchflossene Leiterschleife im Ma-
gnetfeld: a) d A mit B gleichgerichtet; b) d A auf B senkrecht; c) beliebige Richtungs-
beziehung

wird (Abb. 1.28). Die Orientierung der Schleife im Raum beschreiben wir wieder durch den
Normalvektor d A auf der Schleifenfliche d A = a - b. Wenn d A mit B gleichgerichtet ist,
so wird das Drehmoment gleich Null, weil sich die Krafte paarweise kompensieren. Steht
d A auf B senkrecht, so gilt nach Abbildung 1.28:

b
[dMy| =2ia 3 |B| =i |dA||B] .
Die Richtungsbeziehung des Drehmoments kommt in der vektoriellen Darstellung
dMy=idAXB (1.69)

in allen Fallen richtig zum Ausdruck.

Die GroBe
dm=idA

nennt man das magnetische Moment der Schleife. Gleichung (1.69) kann auch in der
Form

dM(]:deB

geschrieben werden. Die Leiterschleife verhalt sich im Feld B wie eine kleine Magnetnadel.

1.3.5 Das magnetostatische Feld bei Anwesenheit von Materie

Materie beeinflusst nicht nur das elektrische Feld, sondern auch die magnetische Flussdichte.
Die Erscheinungen sind insofern reichhaltiger, als nicht nur eine Verstarkung sondern
auch eine Schwachung des urspriinglich vorhandenen Feldes méglich ist. Die folgenden



Ausfiihrungen beanspruchen nicht, eine vollstindige Erklarung der z. T. sehr komplizierten
und bis heute nicht vollstindig geklarten Vorgange zu liefern, sondern sollen nur eine
anschauliche Vorstellung der wesentlichen Effekte geben.

Man untersucht drei Arten von Magnetismus, namlich den Diamagnetismus, den Parama-
gnetismus und den Ferromagnetismus.

Der Diamagnetismus, der in allen Stoffen auftritt, kann mit Hilfe des Induktionsgesetzes
folgendermaBen erklart werden: in jedem Atom sind Kreisstrome unterschiedlicher Orientie-
rung vorhanden. Wird ein B-Feld angelegt, so entsteht wahrend der zeitlichen Zunahme
ein induziertes elektrisches Feld E, unter dessen Einfluss die Kreisstrome je nach ihrer
Orientierung verstarkt oder abgeschwacht werden (Abb. 1.29). Dadurch tritt eine Anderung

0B
A g
rot E
Abschwiachung Verstarkung

Abb. 1.29: Diamagnetismus

des von den Kreisstromen verursachten magnetischen Moments auf, das Zusatzmoment ist
dem &uBeren Feld entgegen gerichtet.

Bei Paramagnetismus besitzt jedes Atom von Haus aus ein magnetisches Moment. Die
Momente sind jedoch unregelmaBig orientiert und werden erst nach Anlegen eines duBeren
Feldes ausgerichtet. Eine stabile Lage tritt nach Abbildung 1.28 ein, wenn das magnetische
Moment in Feldrichtung weist. Dies bedeutet aber eine Verstarkung des duBeren Feldes.
Charakteristisch fiir den Paramagnetismus ist seine Temperaturabhangigkeit. Bei zuneh-
mender Temperatur wird die durch das duBere Feld erzwungene Ordnung der magnetischen
Dipole immer mehr zerstoért, sodass das Zusatzfeld — im Gegensatz zum Diamagnetismus
— immer schwacher wird.

Der Ferromagnetismus kann als ein sehr stark ausgepragter Paramagnetismus aufgefasst
werden, obwohl die ihn verursachenden Vorgange sehr verwickelt sind. Durch eine starke
Kopplung kommt es auch bei Abwesenheit eines duBeren Feldes zu einer nahezu vollstandigen
Ausrichtung aller atomarer Momente innerhalb von endlichen Bereichen, den sog. WeiB'schen
Bezirken. In einem auBeren Feld vergroBern sich die in Feldrichtung orientierten Bezirke auf
Kosten der iibrigen (Wandverschiebungen). Bei groBeren Feldstarken finden auBerdem noch
Umbklappprozesse statt, wobei die gegen die Feldrichtung orientierten WeiB'schen Bezirke ihre
Richtung spontan um 180° dndern. Oberhalb einer gewissen, fiir jeden Stoff charakteristischen
Temperatur, der Curie-Temperatur, verschwindet der Ferromagnetismus.



Wie im elektrischen Fall fassen wir nun die in einem Volumenelement dV vorhandenen
magnetischen Momente zu einem Gesamtmoment d m zusammen, das proportional zur
GroBe des Volumens ist:

dm=MdV .

Die GroBe M, d. h. die Momentdichte, nennt man die Magnetisierung. Die in dem Volumen
dV flieBenden Elementarstrome kdnnen zu einem Ringstrom zusammengefasst werden, der
das Volumen umschlieBt.

N OJOJOJ0XOJO)

AV

PDIIXOX®

Abb. 1.30: Definition der Magnetisierung
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Wie man aus Abbildung 1.30 abliest, besteht zwischen der Dichte Jr der Elementarstréme
und der Magnetisierung M der Zusammenhang:

rot M = Jg . (1.70)

Wir erweitern nun Gleichung (1.65), indem wir auf der rechten Seite zu der Leitungsstrom-
dichte J noch die Dichte der Elementarstrome Jg hinzufligen:

I"OtB:ﬂo (J+JE)

Setzt man hier Gleichung (1.70) ein, so entsteht:

rot (i B —M) =J. (1.71)
Ho

Wir fiithren nun eine neue FeldgroBe H ein, die man magnetische Erregung nennt:

1
H=—B-M. (1.72)
Ho

Die Wirbel von H sind nach (1.71) durch die Leiterstromdichte J gegeben:

rot H=J].



Fir die Quellen folgt aus (1.72):
div H =-div M .

Die Magnetisierung wird durch die am Ort des Volumenelementes herrschende Flussdichte
bestimmt. Bei ferromagnetischen Werkstoffen besteht ein sehr komplizierter Zusammenhang
zwischen M und B, der durch eine lineare Abhangigkeit grob vereinfacht wird. Konsequent
ware es, zu schreiben:

M=aB.

Aus historischen Griinden schreibt man jedoch:
M=y, H

und nennt y,, die magnetische Suszeptibilitdt. Zwischen B und H gilt dann die Beziehung:
B=puo 1+ xm) H=pH.

Die GroBe u = pg (1 + xm) heiBt Permeabilitit. Neben der Magnetisierung M ist noch
die GroBe pugM = Jy gebrduchlich, die man magnetische Polarisation nennt. Da das
Formelzeichen Jj leicht mit der Bezeichnung fiir die Stromdichte verwechselt werden kann,
wollen wir im folgenden fiir die magnetische Polarisation einfach g M schreiben.

Zusammenfassend erhalten wir die Grundgleichungen der Magnetostatik:

ot H=J, divB=0, B=puH|. (1.73)

Diese drei Gleichungen werden in der folgenden Gleichung fiir das Vektorpotential vereinigt:

rot %rot A=T]|. (1.74)

Sie ist das Analogon zur Poisson’schen Gleichung der Elektrostatik.

Die hier wiedergegebene Definition der Felder H und B ist heute allgemein iblich. Eine
zweite Moglichkeit, die FeldgréBen B und H zu definieren, soll hier kurz vorgestellt werden,
da ihre Kenntnis fiir einige Anwendungen sehr niitzlich ist.

Wir nehmen an, dass es magnetische Ladungen gibt, die zwar experimentell bisher nicht
nachgewiesen worden sind, deren Existenz jedoch logisch nicht ausgeschlossen werden kann.
Unter dieser Annahme wiirde man — analog zur Elektrostatik — die magnetische Feldstarke
H definieren durch die Kraft, die auf eine magnetische Probeladung ¢,, ausgeiibt wird:

S=qn -H.



Das Feld H entspricht also dem Feld E. Wenn es aber magnetische Ladungen gibt, dann
gibt es auch magnetische Dipole und man kénnte — wieder in Analogie zur Elektrostatik —
die magnetische Polarisation Jy durch die magnetische Dipoldichte definieren. Anstelle von
Gleichung (1.53) wiirde man die magnetische Flussdichte B durch

B=pH+Jo

definieren. Die Dichte p;, der an die Materie gebundenen Ladung kdme in der Gleichung
o = —div Jo

zum Ausdruck. Die Annahme freier magnetischer Ladungen wére nicht erforderlich, sodass
divB=0

weiterhin giiltig bleibt.

1.3.6 Das Verhalten der FeldgroBen an Grenzflachen

Aus den drei Gleichungssystemen (1.56), (1.61) und (1.73) lassen sich die nachstehend
angegebenen Ubergangsbedingungen auf folgende Art herleiten:

Ist fir eine FeldgroBe die Divergenz vorgegeben, so wird die betreffende Gleichung iiber ein
flaches Volumen integriert, dessen Stirnseiten sich eng an die Grenzflachen anschmiegen
und entsprechend Abbildung 1.31a anschlieBend der GauB’sche Satz angewendet. Ist die

d51
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Abb. 1.31: Verhalten der FeldgréBen an Grenzflachen
Rotation vorgegeben, so wird nach Abbildung 1.31b Gber eine kleine Schleife integriert und
anschlieBend der Stokes'sche Satz angewendet.

Es ergeben sich dann folgende Beziehungen, in denen der Index ¢ die Tangential- und der
Index n die Normalkomponente kennzeichnen:



E = Eso . Stetigkeit der Tangentialkomponente von E;

Dy = Do Stetigkeit der Normalkomponente von D, falls Grenzflache ladungsfrei.

Befinden sich in der Grenzflache Flachenladungen der Dichte pf, so gilt D,; — Dy;2 = pr
und somit

Jo1 =Juo @ Stetigkeit der Normalkomponente von J.

An der Grenzflache zweier Stoffe, die die Leitfahigkeiten y1,v2 und die Permittivitaten &1, &9
besitzen, bilden sich Flachenladungen aus, deren Dichte gegeben ist durch

Nur wenn die Normalkomponente oder der Klammerausdruck zuféllig verschwindet, sind die
Flachenladungen Null.

B,1 = B,s : Stetigkeit der Normalkomponente von B;

H, = Ho : Stetigkeit der Tangentialkomponente von H, falls Grenzfliche stromfrei.
Sind Flachenstrome der Dichte J4 (Einheit A/m) vorhanden, so gilt:
Hi1 —Hpp = Ja

Dabei ist J4 die Komponente von J,, die senkrecht auf H, steht.

Die in den Grenzflachenbedingungen zum Ausdruck kommende Verkniipfung zwischen p und
D bzw. J und H kann manchmal in vorteilhafter Weise zur Vereinfachung von Rechnungen
genutzt werden. Fiir orientierende Uberlegungen geniigt es oft, eine raumlich ausgedehnte
Verteilung von p bzw. J durch eine flichenhafte Verteilung zu ersetzen.
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Abb. 1.32: Ersetzen einer raumlich ausgedehnten Verteilung durch eine flichenhafte Verteilung




Abbildung 1.32 zeigt eine Anordnung stromfiihrender Leiter in zwei Ebenen y = +a parallel
zur xz-Ebene. Ersetzt man diese Stromverteilung durch eine Verteilung von Flachenstromen
in diesen Ebenen, so kann der Verlauf von H sofort angegeben werden. Es ergibt sich ein
rechteckformiger Verlauf mit der Hohe
H=J,= !
=Ja=

wenn N die Anzahl der Leiter pro Meter und i die Stromstarke bedeuten.

1.3.7 Randbedingungen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Grundgleichungen der Elektrostatik,
des stationaren elektrischen Stromungsfeldes und der Magnetostatik hergeleitet. Fiir jede
der drei Problemgruppen wurde eine Differentialgleichung angegeben, der die jeweilige
Systemvariable (Vektorpotential, skalares Potential) geniigen muss. Aus der SystemgroBe
konnen dann alle lbrigen FeldgroBen auf einfache Art ermittelt werden.

Den raumlichen Bereich V, innerhalb dessen die SystemgroBe gesucht ist, nennen wir im
folgenden den Rechenbereich. Er kann endlich sein, aber auch in einzelnen Richtungen ins
Unendliche reichen. AuBerdem koénnen aus dem Rechenbereich endliche oder unendliche
Teilbereiche ausgespart sein.

Die Differentialgleichung reicht zur eindeutigen Bestimmung der SystemgrdBe nicht aus. Im
allgemeinen gibt es unendlich viele Feldverlaufe, die alle die Differentialgleichung erfiillen,
von denen jedoch nur eine die Lésung des gestellten Problems darstellt. Erst wenn man
verlangt, dass die SystemgréBe auf dem Rand des Rechenbereiches weitere Bedingungen
erfillt, ist die Losung eindeutig festgelegt. Diese zusatzlich zu stellenden Forderungen
nennt man die Randbedingungen des Problems. Mit ihnen wollen wir uns im folgenden
beschaftigen.

1. Auf dem Rand des Rechenbereiches sind die Werte der SystemgroBe vorgeschrieben.
Man spricht dann von einem Dirichlet’'schen Problem oder von der 1. Randwertauf-
gabe. Sind &, 1 Koordinaten der Randflache und bedeutet X die Systemvariable, so

gilt:
X(&n) = f&n) .

2. Auf dem Rand des Rechenbereiches ist die Ableitung der SystemgroBe in Normal-
richtung vorgegeben. In diesem Fall spricht man von einem Neumann’schen Problem
oder von der 2. Randwertaufgabe. Es gilt dann:

0X
n = f&n),

wenn n die Richtung der aus dem Rechenbereich weisenden Normale bedeutet.



3. Auf dem Rand des Rechenbereiches ist eine Linearkombination von X und 0X/on
vorgegeben. Man spricht dann von der 3. Randwertaufgabe. In diesem Fall gilt:

0X
QX+IBa_n=f(§’rl) (a,ﬁ;t())

In der Elektrotechnik tritt die 3. Randwertaufgabe nur bei der Behandlung von
Antennenproblemen auf.

Es muss betont werden, dass diese Einteilung manchmal versagt, da es durchaus vorkommen
kann, dass z. B. auf einem Teil der Randfldche von V die SystemgréBe und auf einem anderen
Teil die Normalableitung vorgeschrieben ist. In diesem Fall spricht man von gemischten
Randbedingungen.

1.3.8 Das Superpositionsprinzip

Die verallgemeinerten Poisson’schen Differentialgleichungen (1.57 und (1.62) sind lineare
Differentialgleichungen fiir das elektrische Potential ¢, falls die StoffgroBen & bzw. y
feldunabhangig sind, was in den meisten Fallen in guter Naherung zutrifft. Im magnetischen
Fall stellt die Annahme einer feldunabhangigen Permeabilitadt zwar eine grobe Vereinfachung
dar, fiir orientierende Rechnungen ist es aber trotzdem sinnvoll, die fiir das Vektorpotential
zustandige Differentialgleichung (1.74) als linear anzunehmen.

Die in Rede stehenden Gleichungen konnen allgemein in der Form
L(X)=c mit X = X(x,y,2)
geschrieben werden, wobei L ein linearer Differentialoperator ist. Im Fall (1.57) ist z.B. £

gegeben durch £ = div egrad, im Fall (1.74) durch £ = rot irot.

Ein Differentialoperator heiBt linear, wenn er folgende Relation erfiillt:
L@ Xy + B Xo) = a L(X1) + B L(X2)
wenn a, 8 Konstanten bedeuten.

Die im letzten Abschnitt behandelten Randbedingungen sind linear in X und 0X/0n und
konnen allgemein in der Form

aX+ba—X:c
on

geschrieben werden. Ist ¢ = 0, so nennt man die Randbedingung homogen.

Wenn X; und Xs Losung der linearen homogenen Differentialgleichung £(X) = 0 sind und
beide ein und dieselbe homogene Randbedingung erfiillen, dann ist auch die Linearkombi-
nation a X1 + B X» Losung und erfiillt die Randbedingung. Diese Aussage nennt man das
Superpositionsprinzip.



Ist die zu I6sende Differentialgleichung oder eine der Randbedingungen inhomogen, so muss
das Superpositionsprinzip modifiziert werden, wie wir nun anhand eines Beispiels erlautern
wollen.

Gesucht sei eine Lésung der Gleichung
div e grad ¢ = —p(x, y)

in einem zweidimensionalen Bereich x; < x < x9,y1 < y < yo. Auf der Berandung seien
folgende Randbedingungen vorgeschrieben:

¢ = fi(Y) bei x=ox
¢ = fo(Y) bei x = xy

9 9 :
2= —£ =gi(x) bei y=y
d¢ _ 3¢

on = 7y = 82(x)  bei y=ys

Die Lésung des Problems stellt sich dar als Summe von 5 Teilldsungen ¢;(i = 1,2,3,4,5). Die
Losung ¢; erfillt die in Tabelle 1.1 angegebene Differentialgleichung und Randbedingung.
Wie die Tabelle zeigt, kann man sich bei der Berechnung jeder Teillosung auf eine der

Tabelle 1.1: Zum Beispiel des Superpositionsprinzips

Randbedingung bei

Dgl. X=X X=X2 Yy=y1 Y=)2
¢1 divegradg=-p ¢=0 ¢=0 -0 ¥
¢ divegradg=0 o=f ¢=0 =0 ¥
g3 divegradg=0 ¢=0 o=f 2=0 ¥=0
¢ divegradg=0 ¢=0 ¢=0 X=-g ¥_
¢5 divegradg=0 ¢=0 ¢=0 =0 ¥4

Anregungen konzentrieren. Die Losung ¢ enthalt z. B. den Einfluss der Ladungsdichte, die
Teilldsung ¢o beriicksichtigt nur den Einfluss der Randbedingungen bei x = x; usw.

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips kann man in zahlreichen Fallen die Lésung eines
komplizierten Feldproblems aus einfachen Teillosungen konstruieren. Von dieser Moglichkeit
werden wir im folgenden haufig Gebrauch machen.



1.4 Elementare Berechnungsverfahren fiir statische und
stationdre Felder

1.4.1 Das Spiegelungsverfahren

Das Spiegelungsverfahren ist eine leicht zu handhabende elementare Methode, die mit
wenig Mathematik die Losung einfacher, aber praktisch wichtiger Feldprobleme liefert.
Die Lésungen werden aus bekannten Grundlésungen mit Hilfe des Superpositionsprinzips
konstruiert.

Bekannt ist z. B. das Potential in der Umgebung einer Punktladung g:

q 1
dmey |r—r'|

¢(r) =

Zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen +¢, die sich nach Abbildung 1.33 im Abstand
2a gegeniiberstehen, erzeugen an einem beliebigen Punkt P das Potential

o= (27

47 &0 r ro

Wie man aus Abbildung 1.33 ablesen kann, ist ¢ = 0, wenn P auf der Mittelebene zwischen

P

Leiter

r2

+q‘v T * —(

Abb. 1.33: Zwei entgegengesetzte gleiche Punktladungen

den Ladungen liegt, weil dann r; = ry ist. Die Mittelebene ist eine Fliche konstanten
Potentials, eine Aquipotentialfliche, und kann deshalb durch eine leitende Wand ersetzt
werden. Wir kénnen sogar den gesamten rechten Halbraum mit leitendem Material anfiillen,
ohne an der Potentialverteilung im linken Halbraum das geringste zu andern. Daraus folgt:

Das Feld einer Punktladung ¢, die sich im Abstand a vor einer unendlich ausgedehnten
leitenden Wand befindet, ist identisch mit dem Feld, das durch die Ladung ¢g und eine
Ladung —g im Abstand a hinter der Wand erzeugt wird.

Die hinter der Wand anzunehmende fiktive Ladung wird Spiegelladung genannt. Tatsach-
lich bilden sich auf der Grenzflache Flachenladungen aus, die das gleiche Feld wie die
Spiegelladung erzeugen.



In Abbildung 1.34 ist eine Punktladung ¢ dargestellt, die sich in beliebiger Position vor zwei
leitenden Ebenen befindet, die einen Winkel von 90° bilden. Wir versuchen, die Losung

+qhbﬂ * ¢ =—q
a
l

Leiter

Abb. 1.34: Punktladung vor zwei rechtwinkligen leitenden Ebenen

durch Spiegelung an den beiden Leiterflachen zu konstruieren.

Zunichst erhalten wir die primaren Spiegelladungen ¢’ = ¢”’ = —q im jeweils gleichen

Abstand hinter den beiden Leiterfliachen. Diese Spiegelladungen miissen nun erneut gespiegelt
werden. Zum Gliick fallen die dann entstehenden Spiegelladungen zu einer Ladung ¢ =
+g zusammen. Insgesamt ist eine Anordnung von Punktladungen nach Abbildung 1.35
entstanden, die das Potential

g (1 1 1 1

___+___

43’580 r ro rq r3

¢(r) =

erzeugen. Das Potential ist Null, wenn P auf der ersten Ebene (r; = r3, ro = rq, Abb. 1.35a)

+q -q +q -q

1 2

(a) (b)
Abb. 1.35: Anordnung der Spiegelladungen

und auch, wenn P auf der zweiten Ebene (r; = ro, r3 = r4, Abb. 1.35b) liegt.



Wir kénnen nun das allgemeine Prinzip formulieren, das die Lésung in dhnlichen Fallen
liefert:

Die gegebene Punktladung g muss an jeder der vorhandenen Ebenen gespiegelt werden.
Dabei mdgen sich die Spiegelladungen ¢’, g”, ... ergeben. Jede dieser Spiegelladungen muss
nun wieder an allen Ebenen gespiegelt werden und die dann entstehenden Ladungen miissen
erneut gespiegelt werden usf. Es kann sich dabei eine unendliche Folge von Spiegelladungen
ergeben. Dies ist z. B. der Fall fiir eine Ladung, die sich zwischen zwei parallelen leitenden
Platten befindet.

Wenn auch nur eine der so entstehenden Spiegelladungen in einen Bereich fallt, der nicht
mit leitendem Material angefiillt ist, dann kann man das Feldproblem durch Spiegelung
nicht I6sen. Im anderen Fall ist die endliche oder unendliche Summe der Potentiale aller
entstandenen Ladungen die Lésung des Feldproblems.

Diese Ergebnisse gelten sinngemaB auch fiir Linienladungen, die parallel zu leitenden Ebenen
angeordnet sind.

Ist eine beliebige Ladungsverteilung p(r) vorgegeben, so kann die Lésung nach dem Su-
perpositionsprinzip folgendermaBen ermittelt werden: Die in einem Volumenelement dV
befindliche Ladungsmenge d Q = pdV wird als Punktladung aufgefasst und die zugehrige
Potentialverteilung ermittelt. Das Potential der gesamten Ladungsverteilung ergibt sich
durch Addition der Potentiale aller Punktladungen. Der Fehler ist umso kleiner, je kleiner
die Volumenelemente d V angenommen wurden.

Spiegelung an einer Kugel

Wir betrachten als nachstes Beispiel eine Punktladung Q vor einer leitenden Kugel (Abb. 1.36).
Die Kugel habe den Radius rg, die Ladung sei im Abstand @ vom Kugelmittelpunkt ange-

y P(x,y)
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Abb. 1.36: Spiegelung an einer Vollkugel



ordnet. Im Innern der Kugel ist die elektrische Feldstarke gleich Null. Fiir das Potential ¢
auBerhalb der Kugel machen wir den Ansatz:

(28

43‘[80 ro ri

d. h. wir nehmen auf der Verbindungslinie zwischen der Ladung und dem Kugelmittelpunkt
an der Stelle xy eine Ladung Q" an. Wir wollen versuchen, x¢g und Q’ so zu bestimmen,
dass die Kugeloberfliche das Potential ¢ = 0 annimmt. Zunéchst gilt nach Abb. 1.36:

rPo= (x—x0)® +y*+ 2
}’22 = (cl—)c)2+)/2+z2

Das Potential wird gleich Null, wenn gilt:

2 _,_n
0 ra
oder
x2—2xx0+x§+y2+zz:k2(a2—2ax+x2+y2+22). (1.75)

Die Gleichung einer Kugel um den Nullpunkt lautet:
P +yi+=ag. (1.76)

Damit (1.75) mit (1.76) tGbereinstimmt, muss gelten:

2 _ 12,2
x5 —k“a

x0=k2a, rg=0kQ—_1=k2a2.

Daraus folgt:
p="0_ & (1.77)
a Q
_ 7 (1.78)
Xo=—". :

Gleichung (1.78) ist das Gesetz der reziproken Radien. Das Produkt der Abstande der
Ladungen Q, O’ vom Kugelmittelpunkt ist gleich dem Quadrat des Kugelradius. Die Spiegel-
ladung hat das umgekehrte Vorzeichen wie die gegebene Ladung und wird mit zunehmender
Entfernung der Originalladung immer kleiner.

Nach dem gleichen Verfahren kann auch die Spiegelung an einer Hohlkugel behandelt
werden. In Abbildung 1.37 sei das AuBere der Kugel mit leitendem Material angefiillt. Die
gegebene Ladung Q befinde sich im Abstand a, die Spiegelladung im Abstand xy, vom
Kugelmittelpunkt. Die Rechnung lauft formal genauso ab wie bei der Spiegelung an der
Vollkugel, sodass die Gleichungen (1.77) und (1.78) ungeandert gelten.



Abb. 1.37: Spiegelung an einer Hohlkugel

Spiegelung an einem Zylinder

Wir berechnen nun nach dem gleichen Verfahren das Potential einer Linienladung, die
sich im Abstand a von der Achse eines leitenden Zylinders befindet (Abb. 1.38). Nach

" P(x,y)

Abb. 1.38: Spiegelung an einem Vollzylinder

den Ausfilhrungen von Abschnitt 1.3.1 miissen wir verlangen, dass die Spiegelladung
entgegengesetzt gleich der Originalladung ist”. Fiir das Potential ¢(x,y) auBerhalb des
Zylinders gilt dann die Darstellung:

1 ri
#(6.y)=5—qn—
TEY ry

mit

2 2 .2 2 2 2
ri = (x—=x0)" +y°, ry =(a—x)"+y°.

2Im anderen Fall wire die Gesamtladung der Anordnung unendlich und das Problem physikalisch sinnlos.



Setzt man abkirzend

2negdg
k=e 4

so lautet die Darstellung der Potentialfliche ¢ = ¢¢
(x = x0)” +y* = k*[(a = x)* + y*] .

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit dem Radius g um den Nullpunkt, wenn man setzt:

xo = k*a, ro=ka (k<1). (1.79)
Daraus folgt wieder das Gesetz der reziproken Radien:

Xpa = rg .
Im Gegensatz zur vorigen Aufgabe kann man auf der Zylinderflache kein beliebiges Potential

vorgeben. Es gilt vielmehr nach (1.79):

2nepéo
ro=ka=ae a4

d. h. ¢ ist durch a und ry bereits festgelegt. Gleichung (1.79) ist nur sinnvoll, wenn k < 1
ist, sodass ¢ und g entgegengesetzte Vorzeichen haben miissen. Im anderen Fall wiirde die
Spiegelladung auBerhalb des Zylinders liegen.

Bei der Spiegelung an einem Hohlzylinder (Abb. 1.39) nehmen wir die Originalladung ¢ im
Innern, die Spiegelladung —g auBerhalb des Kreises an. Jetzt gilt:

Abb. 1.39: Spiegelung an einem Hohlzylinder

q r
= In — .
27 &0 ri

b0
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Abb. 1.40: Anordnung mit zwei parallelen, kreisférmigen Leitern

Die weitere Rechnung verlauft wieder analog zu der Rechnung fiir den Vollzylinder und
liefert dieselben Ergebnisse.

Von groBer praktischer Bedeutung ist eine Anordnung von zwei parallelen, kreisformigen
Leitern, die sich im Abstand 2a gegeniiberstehen (Abb. 1.40). Auch hier missen auf beiden
Leitern entgegengesetzt gleiche Ladungen angenommen werden. Um das Potential in der
Umgebung der Leiter zu bestimmen, nehmen wir auf der Verbindungslinie der beiden
Kreismittelpunkte zwei entgegengesetzte gleiche Linienladungen an, deren Abstand 2a’ noch
zu bestimmen ist. Das Potential dieser Linienladungen ist gegeben durch

r
o= 7 1,2
231380 ry
mit
r12=(a’+x)2+y2, r22=(a'—x)2+y2.

Wir setzen wieder abkiirzend

2neq
k=e «a

$o

und erhalten als Gleichung der Aquipotentialfliche ¢ = ¢q:
(@ +x)?+y? =k [(d - x)* +)?].
Nach elementaren Umformungen ergibt sich daraus:

2

1-k2

1
(1-k2)2

2
(x+a' ) +y2=4a"k?

Dies ist die Gleichung eines Kreises. Die beiden Parameter a’ und k wollen wir nun so
wahlen, dass die Aquipotentialfliche mit der Leiteroberfliche zusammenfillt. Wir nehmen



zunachst an ¢g > 0, d.h. k > 1. Der Mittelpunkt des Kreises liegt dann in der rechten
Halbebene und es muss gelten:

24’k ,k2+1_
"Teor Yot

k2-1"°
Fir a’ und k erhalten wir daraus:

a .

a’2=a2—rg

k2:a+a’:(a+a’)2:(a+a’)2
— g 2_ 2 2
a—a a“—a’ "

Die zu ¢ = —¢g gehdrende Potentialflache ist ein Kreis mit dem gleichen Radius und dem
Mittelpunkt bei x = —a.

Wir berechnen nun die Kapazitat pro Langeneinheit. In der Leitungstheorie nennt man diese
GroBe den Kapazitatsbelag der Leitung und bezeichnet sie mit C’. Es ist:
q T EQ T &EQ

CI: = =
2¢0 In k&

- )
In %(a+ a2—r§)

Wenn rg < a ist, so kann der Wurzelausdruck durch a ersetzt werden und es ergibt sich die
wohlbekannte Formel

CI _ ngO

- 2a °
111%

(1.80)

Leitende Kugel im homogenen Feld

Auch dieses Problem kann durch Uberlagerung bekannter Felder leicht geldst werden.

Im Innern der Kugel muss das elektrische Potential ¢ konstant sein. AuBerhalb der Kugel
addieren wir zum Potential des homogenen Feldes noch das Potential eines im Kugelmit-
telpunkt befindlichen und in Feldrichtung orientierten elektrischen Dipols, dessen Moment
noch zu bestimmen ist (Abb. 1.41). Diese Anordnung erzeugt das Potential

mit r2:x2+y2+z2.

Setzt man
Px = 43‘[78()Ex R3 .
dann wird das Potential auf der Kugeloberflache » = R Null. Die Lésung lautet:

¢:—Exx(1—&).

73
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Abb. 1.41: Leitende Kugel im homogenen Feld

Punktladung vor einer dielektrischen Wand

Das Spiegelungsverfahren ist auch anwendbar, wenn anstelle der Leiter dielektrische Korper
vorhanden sind. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: einer Punktladung vor einer
dielektrischen Wand. Die Ladung Q sei im Abstand a von der dielektrischen Wand angebracht
(Abb. 1.42).

P(x,y)

€1 L))

ri r2

Q Qll
Q" '
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Abb. 1.42: Punktladung vor einer dielektrischen Wand

Im Raumgebiet 1 (x < 0) setzen wir

b= — (g + Q”) (1.81)

43’581 r ro

mit r12 = (a+x)?+y% und r22 = (a—x)?>+y?, d.h. wir nehmen im gleichen Abstand a hinter
der Wand eine noch zu bestimmende Spiegelladung Q” an.

Im Raumgebiet 2 (x > 0) wird das Potential einer am Ort der Ladung Q angebrachten
Spiegelladung Q' angenommen. Es gilt dann:

1
2 e (1.82)

43’[?82 ro



Gesucht sind die beiden angenommenen Ladungen Q' und Q”. Zu ihren Berechnungen
dienen die Gleichungen:

$1(0,y) = ¢2(0, y)

091 _ 0¢9
E(O,)’) = &2 a(o’)’)

Da fiir r; = ro gilt: x = 0, ergeben sich aus (1.81) und (1.82) folgende Bestimmungsglei-
chungen fir Q" und Q”:

€1

Ql
Ql

2 +0"
&2
Q _ Ql/

mit den Losungen

Q// _ &1~ &2
B &1+ &2

Q’ _ 282
B &1+ &2

Wenn &1 = & ist, so wird Q" =0 und Q’ = Q.

Dielektrische Kugel im homogenen Feld

In groBer Entfernung von der Kugel sei ein homogenes elektrisches Feld vorhanden. In den
beiden Raumgebieten innerhalb und auBerhalb der Kugel machen wir fiir das Potential ¢
folgende Ansatze:

-E; x (1.83)

’ Px X
-E x4+ — 1.84
x X 4dwegrs (1.84)

innerhalb der Kugel: ¢,
auBerhalb der Kugel:  ¢»

d. h. wir nehmen im Kugelmittelpunkt einen elektrischen Dipol mit dem noch unbekannten
Moment p, in Richtung des Feldes an. Nun gilt nach Abbildung 1.43:

X =rcosd

sodass die beiden Gleichungen (1.83) und (1.84) die Form annehmen:

$1(r,0) = —E.r cos@
¢o(r,0) = |—-Ex+ Px r cosé .
dmegrs



P(x,y)
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Abb. 1.43: Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Zur Bestimmung der Unbekannten E; und p, dienen wieder die Gleichungen

$1(R,0) = ¢2(R,0)
s% (R,O) = g 942 (R,0) .
or or

Fihrt man die vorgeschriebenen Operationen aus, so erhdlt man zunichst:

Px
—E’ R cosh = + R cos
x ( * 43‘580R3)
—¢E/ cos = —g9E, cosb — 2Px cos 6
X - 0 X 43_[ 3
und errechnet daraus
’ 380
E, = — E;
e+2¢
2 E—&Q
= 4meyRP — L .
Px 0 e+2¢g *

Linienstrom parallel zur Trennflache zweier permeabler Werkstoffe

Zum Schluss dieses Abschnitts behandeln wir ein Beispiel aus dem Gebiet der Magnetostatik.
Vorgegeben sei ein unendlich langer Linienstrom I, der parallel zur Trennfliche zweier
permeabler Werkstoffe mit den Permeabilitaten uy, uo flieBt (sieche Abbildung 1.44). Gesucht
sind im ganzen Raum die Felder H und B, fiir die gilt:

1. H und B sind Losungen der zustandigen Differentialgleichungen.
2. Es gilt tiberall B=uH.
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Abb. 1.44: Linienstrom parallel zur Trennflache zweier Werkstoffe

3. Die Tangentialkomponente von H tritt stetig durch die Trennflache.
4. Die Normalkomponente von B tritt stetig durch die Trennflache.

Punkt 1 erledigen wir dadurch, dass wir mit Feldern von Linienstromen arbeiten. Das
Problem kann durch folgenden Ansatz gel6st werden:

= Im linken Halbraum (x < 0) wird B erzeugt durch den gegebenen Linienstrom I und
einen im gleichen Abstand hinter der Trennflache parallelen Linienstrom I’.

= Das Feld B im rechten Halbraum (x > 0) wird erzeugt durch einen Linienstrom 1"
am Ort des gegebenen Stromes [.

Damit erhalten wir nach (1.68) an einem beliebigen Punkt P; dicht vor der Trennflache:

I ’
Hyy = —— cosa- cosa
2nr r
mil I
By = —— sina- sin
2nwr 2nr

Ill
Hy, = cos
Y 2nr
144
2 I”
By, = - sin
2nr

Da gelten muss: Hi, = Hay und By, = By, ergibt sich:

-r =1
pl = I’

™ 1"



woraus folgt:

I = M2 — M1 )i
M2 +
21

i+ po

II/ —

1.4.2 Die Methode der konformen Abbildung

Wir betrachten im folgenden ein zweidimensionales Gebiet G der xy-Ebene, das frei von
Ladungen sei und auch keine elektrisch oder magnetisch polarisierbaren Werkstoffe enthalt.
Im Innern von G muss das Potential ¢ der zweidimensionalen Potentialgleichung

%¢ 929
Ap=—+-—5=0
¢ 0x2  9y?
geniigen. Auf dem Rand von G sind die dort vorgeschriebenen Randbedingungen fiir ¢ zu
erfillen. Wir werden sehen, dass der erste Teil dieser Aufgabe ohne jede Rechnung erledigt

werden kann, wenn man die Hilfsmittel der Funktionentheorie heranzieht.

Es sei w(z) eine komplexwertige Funktion einer komplexen Veranderlichen z. Jedem Punkt
7 =x+ ]y der komplexen z-Ebene ist durch die Rechenvorschrift w = w(z) ein Punkt w =
u+jv der komplexen w-Ebene zugeordnet. Wahrend man im Reellen eine Funktion y = y(x)
durch einen Kurvenverlauf veranschaulicht, interpretiert man eine komplexwertige Funktion
durch die Abbildung der z-Ebene auf die w-Ebene. Prinzipiell kdnnte man hinreichend viele
Punkte in der z-Ebene markieren und ihre Bildpunkte in der w-Ebene eintragen, wobei die
Zuordnung erkennbar sein muss. Dies ware jedoch sehr uniibersichtlich.

Eine bessere Vorstellung von der Art der Abbildung gewinnt man, wenn man die Koordina-
tenlinien x = const, y = const der z-Ebene in die w-Ebene transformiert. Betrachtet man
z. B. die Funktion

w=u+jv=z2=(x+jy)?,
dann liefert die beiderseitige Zerlegung in Real- und Imaginérteil:

u = x2—y?2=uxy) (1.85a)
v = 2xy=v(xy) (1.85b)

Nun setzen wir x = xg und eliminieren y. Das Ergebnis lautet:

v =2x0/x0 —u. (1.86)



Setzt man y = yg und eliminiert x, so erhalt man:

v =2y0+/ya +u. (1.87)

Die Gleichungen (1.86) und (1.87) stellen je eine Schar von Parabeln dar, die beide in
Abbildung 1.45 dargestellt sind. Sie sind die Bildkurven der Koordinatenlinien x = const, y =
const der z-Ebene.
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Abb. 1.45: Bildkurven der Funktion w = u + jv fiir x = xo = const (schwarz) und y = yg = const

Man kann auch umgekehrt die Frage stellen, welche Kurve der z-Ebene in eine Koordinaten-
linie der w-Ebene transformiert wird. Die gesuchten Kurven erhdlt man, wenn man in der
Zerlegung (1.85) die GroBen u = ug, v = vy konstant halt. Dabei ergibt sich:

)CQ—y2 = U,

2xy = w

Dies ist die Darstellung zweier Hyperbelscharen, die in Abbildung 1.46 gezeichnet sind.
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Abb. 1.46: Bildkurven der Funktion z=x+jy

Im folgenden betrachten wir ausschlieBlich differenzierbare Funktionen. Die Ableitung einer
komplexen Funktion w = w(z) ist formal wie im Reellen definiert. Die Funktion heiBt
differenzierbar, wenn der Grenzwert

wz+Az)-w(z) _dw
1A z]—0 Az ~dz

fir jedes Az, das absolut gegen Null strebt, vorhanden ist. Dabei darf es keine Rolle spielen,
von welcher Richtung sich Az bei dem Grenziibergang |Az] — 0 dem Nullpunkt nahert.
Wir setzen zuerst Az = A x und anschlieBend Az = jAy und erhalten:

1
lim  —— [u(x + Ax,y) +jv(x + Ax,y) —u(x, y) = jv(x, y)]
Ax—0 Ax

lim ——[u(x,y +Ay)+jvix,y +Ay)—u(x,y)—jv(x,y)]
Ay—>0JAy



Der Grenziibergang liefert zunachst

ou Oov _ . ('E_'_B_v
ax Jax ) oy Jay

und nach Zerlegung in Real- und Imaginarteil:

0 0 0 0

LA LA (1.88)

0ox Oy 0y 0x
Dies sind die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Sie werden von Real- und
Imaginarteil jeder differenzierbaren komplexen Funktion w = w(z) = u(x,y) + jv(x, y)
erfullt.

Eine solche Funktion nennt man auch analytisch.

Differenziert man die erste Gleichung (1.88) nach x und die zweite nach y und addiert
beide, so erhalt man fiir u:

Pu o _
ox2  0y?

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass gilt:

8%y 62
ax2 ay

Sowohl| Real- als auch Imaginérteil einer analytischen Funktion erfiillen die Laplace’schen
Differentialgleichungen. Sie sind damit Lésung irgendeines Potentialproblems. Beispielswei-
se konnen die Linien u = const von Abbildung 1.46 als Potentiallinien einer Anordnung
aufgefasst werden, bei der zwei leitende Ebenen einen rechten Winkel einschlieBen. Jede
der beiden Parabelscharen von Abbildung 1.45 beschreibt die Potentialverteilung in der
Umgebung einer leitenden Halbebene.

Bevor wir weitere Beispiele untersuchen, soll eine wichtige Eigenschaft der durch analytische
Funktionen vermittelten Abbildung zur Sprache kommen, namlich ihre Winkeltreue. Wenn
sich zwei Kurven in der z-Ebene unter dem Winkel ¢ schneiden, dann schneiden sich ihre
Bildkurven in der w-Ebene unter dem gleichen Winkel. Der Beweis ist speziell fiir ¢ = 90°
sehr leicht zu erbringen. Man braucht nur das Skalarprodukt grad u - grad v zu bilden und
die Cauchy-Riemann’'schen Differentialgleichungen einzusetzen:

Ou ov 814 ov  0v dv 0v Ov

d dv=s— -+ = ——— — =
gracu-grad v 0x Ox 6y6y 0y O0x 0x Oy

Da die Gradienten aufeinander senkrecht stehen, muss dies nach Abbildung 1.47 auch fiir
die Kurven selbst gelten. Aus der Winkeltreue der Abbildung folgt weiter, dass infinitesimal



grad v grad u
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Abb. 1.47: Zum Beweis der Winkeltreue der durch analytische Funktionen vermittelten Abbildung

kleine Quadrate wieder in infinitesimal kleine Quadrate abgebildet werden. Die Abbildung ist
»im Kleinen ahnlich”. Wegen dieser Eigenschaft nennt man die durch analytische Funktionen
vermittelte Abbildung auch konform.

Wir betrachten nun als zweites Beispiel die Funktion
1
w=—.
z

Sie ist auBer bei z = 0 (iberall differenzierbar, also analytisch. Zerlegt man w = u +jv in
Real- und Imaginarteil, so erhalt man

X M
U= 45—, V=—-——F—. 1.89
X2+ y2 X2+ y2 (1.89)

Die Koordinatenlinien u = ug, v = vy der w-Ebene sind die Bilder der Kurven

) 1\ (1)
XH+ly+—| =|—
2\/0 2\/0

der z-Ebene. Dies ist die Darstellung zweier Kreisscharen, die in Abbildung 1.48 aufgezeichnet
sind. Jede der beiden Kreisscharen kann als eine Schar von Potentiallinien interpretiert
werden. Da beide Scharen durch eine Drehung von 90° ineinander iibergehen, kénnen
wir uns im folgenden mit der Diskussion einer Schar, etwa u = ugy begniigen. Die Frage
lautet: Welches physikalische Feldproblem wird durch diese Kurvenschar gelést? Die Antwort
kann durch geschicktes Raten gegeben werden. Das Feld dhnelt einem Dipolfeld: da es
zweidimensional ist, kommt nur das Potentialfeld eines Liniendipols in Frage.

Eine Linienladung ¢ am Ort r’ erzeugt an einem Punkt r ein Potential ¢, der GroBe

q Ir —r'|
= ln .
¢+ 231780 1o
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Abb. 1.48: Bildkurve der Funktion w = %

Die Linienladung —g am Ort r’ + dr’ erzeugt das Potential

—q lr—r’ —dr’|
In .

¢__

- 231780 1o

Die Summe der Potentiale betragt:

_ ’ _ /_d ’
dp=¢.+¢_ = 26] In Ir r|—ln r=r r’
T EQ ro ro
S dr’-grad’ In r = r’|
23‘[780 1o
= q dr’-grad ln| =
2meg ro
q r—r’

2neg |r—r'|?



Setzt man p = py e, und r’ =0, dann ergibt sich

_ _Px X
2mwey x2+y2

Der Vergleich mit Gleichung (1.89) zeigt, dass die Kurven u = uy von Abbildung 1.48 das
Potentialfeld eines Liniendipols der Starke P, = 2mgg darstellen.

Wir untersuchen als 3. Beispiel die analytische Funktion
z=k coshw, (k reell).
Man erhalt
x+jy=kcosh(u+jv)=k(coshu cosv+j sinhu sinv) .

Durch Gleichsetzen der reellen und imaginéren Teile auf beiden Seiten ergibt sich:

x = k coshu cosv (1.90a)
y = ksinhusinv. (1.90b)

Nach Elimination von v erhalt man

x2 y2

+ =
k2 cosh’>u k2 sinh?u

Dies ist eine Schar von Ellipsen, die symmetrisch zum Nullpunkt liegen (Abbildung 1.49).
Fiir u = 0 erhalt man den Streckenabschnitt —k < x < +k der x-Achse. Dieser Abschnitt ist
das Bild der imaginaren Achse der w-Ebene. Eliminiert man in (1.90) u, so ergibt sich fir
die Kurven v = vg eine Hyperbelschar. Sie hat die Darstellung

x2 y2

k? cos?v k2 sin?v

=1.

Die entsprechenden Kurven sind in Abbildung 1.49 eingezeichnet. Die Potentiallinie v = 0,
die das Bild der reellen Achse ist, wird durch die beiden Halbgeraden |x| > k gebildet, wie
man am leichtesten aus der Darstellung (1.90) ablesen kann.

Wir missen nun noch die beiden Potentialverldufe physikalisch interpretieren.

Die Ellipsenschar stellt das Potential in der Umgebung eines unendlich langen Leiterstrei-
fens der Breite 2k dar. Die Hyperbelschar ist das Potentialfeld in der Umgebung eines
Langsschlitzes der Breite 2k innerhalb einer leitenden Wand. Sie ist gleichzeitig auch das
Potentialfeld in der Umgebung einer leitenden Halbebene, die einer zweiten leitenden Ebene
im Abstand k gegeniibersteht.
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Abb. 1.49: Bildkurve der Funktion z = k coshw

Bei allen Beispielen sind wir von der komplexen Abbildungsfunktion ausgegangen, haben die
Kurvenscharen u = const, v = const ermittelt und mussten uns hinterher liberlegen, welches
Feldproblem eigentlich gelost wurde. Ist das Problem vorgegeben, wie es in der Praxis meis-
tens der Fall ist, so erscheint dieses Verfahren sehr zeitraubend und aufwendig, selbst dann,
wenn man schon eine gewisse Erfahrung mit der Interpretation von Abbildungsfunktionen
gesammelt hat.

1.4.3 Fortsetzung eines Feldverlaufs durch Potenzreihenentwicklung

Wir betrachten ein dreidimensionales Raumgebiet V, das keine Ladungen oder Stréme und
auch keine polarisierbaren oder magnetisierbaren Werkstoffe enthéalt. Innerhalb von V ist
dann sowohl die elektrische Feldstirke E wie auch die magnetische Flussdichte B quellen-



und wirbelfrei.

rot E =0, divE =0 (1.91a)
rot B =0, div B=0 (1.91b)

Die folgenden Rechnungen brauchen daher nur fiir eine FeldgroBe, etwa B, durchgefiihrt zu
werden, da sie direkt auf die andere FeldgroBe tibertragbar ist.

Wir nehmen im folgenden an, dass B in einer Ebene bekannt sei. Durch die Differentialglei-
chungen (1.91) sind die Komponenten von B so miteinander verkniipft, dass sie auBerhalb
der Ebene berechnet werden kénnen.

Probleme dieser Art treten in der Praxis auf z. B. bei der Bewegung geladener Teilchen
in einem elektrischen oder magnetischen Feld. Wenn beispielsweise die Teilchen eine aus-
gezeichnete Ebene, die Sollebene, nicht verlassen diirfen, so muss dafiir gesorgt werden,
dass auf ein auBerhalb der Sollebene laufendes Teilchen eine Kraft ausgeiibt wird, die das
Teilchen wieder auf die Sollebene zuriicktreibt. MaBgebend fiir die Kraft sind aber die
Feldkomponenten auBerhalb der Sollebene.

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnung wollen wir annehmen, dass B in der Ebene z = 0
nur eine Komponente B, senkrecht zur Ebene besitzt, die als Funktion der Ebenenkoordinaten
x,y bekannt sei.

By (x,y,0) = By(x,y,0) =0, B;(x,y,0) = fo(x,y)
Da B quellen- und wirbelfrei ist, muss gelten:

0B, OBy 0B, _ = 9B, 0By _ = 0B, 0B, _ = 9By 0B, _

Bx Ty ez % oy e 0% e ek 00 ax ey D0 (192
Wir entwickeln nun die Komponenten von B in eine Potenzreihe nach z:
Bx(x,y,2) = i gty = g1(xy) 2z +ga(x, )2 + ... (1.93a)
i=1
By(x,y,2) = i hi(x,y) 2" = h(x,y) 2+ ha(x, y) 22 + . .. (1.93b)
i=1
B.(x,y,2) = iﬁ(x, N2 = folu )+ il )z + ) +... . (1.93¢)

~
I
=)

Bekannt ist nur die Funktion fy(x, y) und natirlich auch die Ableitungen %, %. Mit diesem
y
Ansatz erhalt man aus (1.92):
Og1 982 » Om  0hz ,

PRk +...+$z+$z f.o. .+ i+2hz+3 /72 +...=0



%+%Z+%Z2+...:h1+2h22+3h322+...
dy 0y dy

_0fo afl 0f 2

+2gy7+3832°+... T+ =72+
&1 g22+3832 T ox 6x 6x

6h1 6h2 2 8g1 ag2 2

— 2+ — +...= Z+ — + ...,

(')xZ axz ay ayz

Die gesuchten Funktionen f;, g;, h; ergeben sich durch Gleichsetzen der Koeffizienten von

kin den ersten drei Gleichungen. Die vierte Gleichung bringt keine neue Aussage. Man
erhalt:

8 0
k=0: fi=0, f” hlza—f
o o 6h1 L (%, 0
o 0x2  0y?
1 f 1of
:——:O h :0
82 ax , ha = 26y
k=2: :—1( ahQ)
3
_lop_ 1o (h Of
873 7% 6 8x | 9x2 © 8y2
pooLOf 18 (3 f
3 3 0Oy 6 0y \ 0x2  8y?

Die unbekannten Funktionen f;, g;, h; werden durch die bekannten Funktionen fj und ihre
Ableitungen ausgedriickt. Fiir die gesuchten Feldkomponenten erhalt man durch Einsetzen:

afo 1 fy %\ 5
B.(x,y, = - = — —
ey = 5ps 66x(6x2+8y2 o
dfo 18 (8%fy 0%\ 5
B,(x,y, = —z-- —_— e
(X, Y, 2) ayz 66y(8x2 +8y2 77+
1 a2fO 82fO 2
B.(x,y, = - = | ==+ —= e
Z(x y Z) f 2 (ax2 + ay2 ) Z +

Natiirlich wird diese Reihe nicht fiir alle z konvergieren, sie liefert jedoch eine gute Naherung
des Feldverlaufs in der Umgebung der Sollebene.

Als einfaches Anwendungsbeispiel betrachten wir den Verlauf der magnetischen Flussdichte
in der Mittelebene z = 0 des klassischen Zyklotrons. In Abbildung 1.50 sind die Kontur
der Polschuhe und einige B-Linien schematisch dargestellt. Man erkennt, dass die radiale
Abnahme der z-Komponente von B in der Mittelebene mit einer bestimmten Richtung der
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Abb. 1.50: Verlauf der magnetischen Flussdichte im Luftspalt eines Zyklotrons

r-Komponente auBerhalb der Mittelebene verkniipft ist. Da B keine ¢-Komponente besitzt
und alle Ableitungen nach ¢ verschwinden, vereinfacht sich die Rechnung erheblich. Anstelle
von (1.92) erhalt man in Zylinderkoordinaten:

1 0B, 0B, 0B, _ 0B,

P P My

Analog zu (1.93) setzen wir nun

B.(r,z2) = for)+ il z+ fo(r)2® +...
B.(r,z) = gi(r)z+gr)2+...

und erhalten durch Einsetzen und Koeffizientenvergleich

d 1 (10 02
fi=0, g1=a—fo7 f2=——( fo 0o
r 2

r or 6r2)’ g2=0

Der Anfang der Reihenentwicklung lautet also:

B 1 (108B, %°B;\ ,
BZ(T,Z) = BZ(I",O)—§ (; a—r+ arQ)Z +
B
B, (r,z) = &z+...
or

Wie Abbildung 1.50 zeigt, muss ein positiv geladenes Teilchen aus der Zeichenebene heraus
laufen, damit die magnetische Kraft nach innen gerichtet ist und die Zentrifugalkraft
kompensiert. Ein solches Teilchen wird dann auf die Mittelebene zuriickgetrieben, wenn
652 < 0 ist. Diese Bedingung wird, wie in Abbildung 1.50 angedeutet, erfiillt, wenn die

Polschuhe nach auBen aufgeweitet werden.




1.4.4 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen
Losung in kartesische Koordinaten

Die Methode der Entwicklung nach orthogonalen Funktionen ist ein vielseitig anwendbares
Verfahren zur Losung linearer Feldprobleme. Der Anwendungsbereich erstreckt sich auch
auf die Lésung der allgemeinen Maxwell'schen Gleichungen. Wir erldutern das Verfahren an
einem einfachen Beispiel.

Gesucht sei nach Abbildung 1.51 das Potential ¢(x,y) im Innern eines rechteckférmigen,
ladungsfreien Bereichs 0 < x < @, 0 < y < b. An den drei Seiten x = 0,x = a,y =0

y
¢ =f(x)

¢ =0

4-18 a

Abb. 1.51: Beispiel zur Entwicklung nach orthogonalen Funktionen
sei das Potential ¢ = 0, an der vierten Seite y = b ein beliebiger Verlauf ¢(x,b) = f(x)
vorgeschrieben.

Wir gehen folgendermaBen vor: zunachst ermitteln wir die allgemeinste Losung der La-
place’'schen Differentialgleichung. Sie wird mehrere frei wahlbare Konstanten enthalten.
Uber die Konstanten wird so verfiigt, dass die geforderten Randbedingungen erfiillt sind.
Das Ergebnis ist die eindeutige Losung des gestellten Problems.

Die Laplace'sche Gleichung lautet in kartesischen Koordinaten:

0%¢ 9%

- _-0. 1.94
ax2  0y? (1.94)

Wir suchen Losungen, die als Produkt zweier Funktionen X(x) und Y(y) darstellbar sind:

$(x,y) = X(x) - Y(y).

Dieser Produktansatz ist unter der Bezeichnung Separation der Variablen bekannt. Er ist
charakteristisch fiir das hier behandelte Losungsverfahren. Fihrt man ihn in die Dgl. (1.94)



ein, so ergibt sich:
X"Y+XY"=0

oder nach Division durch XY:

X/I Y//

X Y

Dabei bedeutet * Differentiation nach der jeweiligen Variable. Die linke Seite dieser Gleichung
ist eine Funktion nur von x, die rechte Seite eine Funktion nur von y. Wenn die Gleichung fiir
beliebige x, y giiltig sein soll, so miissen beide Seiten gleich einer gemeinsamen Konstanten
sein, die wir in der Form —a? annehmen. Es ergibt sich:

X" +a’X =
Y”—G’QY —

Die zu dieser Wahl von a gehoérende Losung lautet:

X(x) = A 4 Bedax (1.95)
Y(y) Ce*’+De™ .,

2

Wahlt man die Separationskonstante in der Form +a*, so nimmt die Lésung die Form an:

Ae® + Be™®*
Cel?Y + Deiay |

X(x)
Y(y)

Losung (1.95) enthalt die frei wahlbaren Konstanten A, B, C, D, @, mit denen wir nun die
Randbedingungen befriedigen.

Bei x =0,y =0 soll ¢ =0 sein. Das bedeutet:

A+ B
C+D

Die Lésung nimmt jetzt die Form an:
¢(x,y) = ¢ sinax sinhay .
Fir x = a soll ¢ ebenfalls verschwinden. Dies bedeutet:

sinaa =0



bzw.

a=a,=—.
a

Um die Allgemeinheit nicht einzuschranken, muss iiber alle n summiert werden:

¢:Z;cn sin”;”smh”;“y. (1.96)

Zur Bestimmung der ¢, dient die noch nicht beriicksichtigte Forderung, dass bei y = b das
Potential ¢ den vorgegebenen Verlauf f(x) annehmen soll.

Bekanntlich kann jede periodische Funktion unter sehr allgemeinen Voraussetzungen in eine
Fourierreihe entwickelt werden. Die Funktion f(x) ist nur im Intervall 0 < x < a definiert und
nimmt an den Grenzen x = 0, x = a den Wert Null an. Das Potential ¢(x, y) hat nach (1.96)
bei y = b bereits die Form einer Fourierentwicklung, in der nur sin-Glieder vorkommen. Um
beide Entwicklungen vergleichen zu kénnen, muss f(x) durch die Vorschrift

fla+x)=—f(a-x) 0<x<a

im Intervall 0 < x < 2a definiert werden (siehe Abbildung 1.52). Setzt man f(x) dber das

y=f

2a

S

4-19

Abb. 1.52: Vorschrift fiir f(x) im Intervall 0 < x < 2a

Intervall 0 < x < 2a hinaus periodisch fort und entwickelt in einer Fourierreihe, so treten
nur sin-Glieder auf.

niwx

f(x)= ) fu sin
n=1

a

nmx
dx.

a

2a
ﬁ=2/ﬂmm1
0

Der Koeffizientenvergleich liefert:

., nnb
cp sinh —— = f;, .
a



Damit lautet die Losung endgiiltig:

$(x.y) = ans P RLLEY (1.97)

hnrrb a

Als Beispiel betrachten wir den in Abbildung 1.53 dargestellten Verlauf der Funktion f(x).
Sie besitzt die Fourierentwicklung

y=f(x)
$ot------
b X
a 2a
Abb. 1.53: Beispiel einer Randfunktion
8¢po (. mx 1 . 3mx 1 | Hmx
= — _— = + — —
f(x) (sm — 75 sin p 5% sin
Die zugehorige Losung lautet:
8¢ [sinh = Tx 1Sinh3% 3nx 1 sinh? 51t x
P(x,y) = — sin — — — sin + — sin — ...

m® | sinh 22 a 9 sinh 32 a 25 sinh 31k a

Mit Formel (1.97) haben wir nicht nur ein spezielles Feldproblem geldst, sondern eine ganze
Gruppe. Die Funktion f(x) kann beliebig vorgegeben werden; in die Lésung (1.97) gehen
nur die zugehorigen Fourierkoeffizienten ein.

Wir hatten natirlich auch an einer der (ibrigen Seiten des Rechtecks den Potentialverlauf
vorgeben konnen. Die Rechnung ware dann ahnlich abgelaufen und hatte ein Potential
¢o geliefert, das z. B. bei y = 0 einen vorgeschriebenen Verlauf ¢o(x,0) = fo(x) aufweist.
Nach dem Superpositionsprinzip ist die Summe ¢ + ¢ diejenige Lésung der Laplace'schen
Differentialgleichung, die an beiden Seiten die inhomogenen Randbedingungen erfiillt.

Wir betrachten nun einen Bereich, in dem die Permittivitat stiickweise konstant sei. In jedem
Teilbereich mit konstantem ¢ = ¢; gilt wieder die Laplace'sche Differentialgleichung. Um die
Rechnung nicht zu umfangreich werden zu lassen, wollen wir uns auf die in Abbildung 1.54
dargestellte einfache Anordnung beschranken.



¢=rx

€2 Vo

4-21 ¢ = 0 C‘l

Abb. 1.54: Beispiel mit stiickweise konstanter Permittivitat

In beiden Teilbereichen V1(0 < y < ¢) und Va(c < y < b) konnen wir die allgemeine Lésung
¢1 bzw. ¢2 wie vorher in der Form

(a1 €% + b1 e %) (c1 ¥ +dy e )
(a2 €% + by e %) . (cge?Y + dye™ )

b1
b2

annehmen. Bei x = 0 miissen ¢ und ¢2 gleich Null werden. Dies bedeutet:

a1+b1

Il
o O

a2+b2

Ebenso miissen ¢1 und ¢2 bei x = a verschwinden:

nm
a=a, =—.
a

Die Losung lautet jetzt:

(o)

¢ = Z(cm e'n’ +di,en) sina, x (1.98)
n=1
o0
¢2 = Z(CQn e'n’ +dye”n’) sina, x .
n=1

Beide Losungen miissen bei y = ¢ stetig ineinander lbergehen, d. h.

¢1(x’ C) = ¢2(x’ C) y (199)



AuBerdem muss die Normalkomponente von D stetig durch die Grenzflaiche y = ¢ hindurch-
treten:

041 0o
&1 — —

ay = &9 ay .
Weiterhin muss ¢, bei y = 0 verschwinden, d. h.
Cinp + dln =0.

Die Gleichungen (1.98) und (1.99) liefern die Bestimmungsgleichungen

cipnen +di,en =c9,e"nc +do, e n

a Cc (04 C — (e C (04 C
g1ay(c1pe"n —di, e n) = ey, (c2p " n° —dope " n),

die es gestatten, die Konstanten ¢y, d2,, und dy, durch ¢y, auszudriicken. Das Ergebnis
lautet:

din = —Cin
@ c s &1
dy, = e¥n(sinha,c— — cosha,c)ciy
&2
—a o €1
con = e ¥n°(sinhay,c+ — cosha,c)cy, .

&2

Setzen wir dies in (1.98) ein, so ergibt sich:

(o)
o1 = 2 ¢, sinh @, y sina, x
n=1
= £
. 1 . .
¢o = Z 2c¢in [smh ay ¢ cosha, (y—c)+ — cosha, c sinha,(y—c)| sina, x .
&2
n=1

Fir y = b hat die Lésung ¢o die Form einer Fourierentwicklung, deren Koeffizienten mit den
bekannten Entwicklungskoeffizienten f,, der Funktion f(x) Gbereinstimmen miissen. Damit
konnen die ¢y, durch die f,; ausgedriickt werden, sodass man endgililtig erhalt:

(o8] . .
6 = Zf sinha, y sina, x
1 = ; ;
o " sinh a, ¢ coshay, (b —c) + i—; cosh ay, ¢ sinh a, (b - c)
* sinha,c cosha, (y—c)+ i—; cosh @, ¢ sinh a, (y — ¢)
¢2 Z Jn = e - sina, x .
o sinh a, ¢ cosha, (b—c) + = cosh ay, ¢ sinh a, (b —c)

Das Beispiel hat gezeigt, dass der Rechenaufwand durch die Einfiihrung einer Materialgrenze
erheblich zugenommen hat.



Losung in Zylinderkoordinaten

Wir wollen nun das im letzten Abschnitt behandelte Losungsverfahren auf Zylinderkoordina-
ten lbertragen. Die zu I6sende Laplace'sche Differentialgleichung lautet:

62@+1 0p 1 62@+62®_
a2 r or  r? 99?2 9872
Die Losung sei gesucht im Innern eines Zylinders, der durch die Zylinderflache r = r,
und die Ebenen z = 0,z = [ begrenzt sei (Abb. 1.55). Folgende Randbedingungen seien

]

0.

< —=

Abb. 1.55: Zur Lésung in Zylinderkoordinaten

vorgegeben:
= @=0firz=0und r =ry;

w &= f(r,p) fir z=1 mit f(rs, ) =0.

Das Potential soll also auf der gesamten Berandung verschwinden mit Ausnahme der oberen
Stirnflache, wo es einen vorgegebenen Verlauf annehmen soll.

Es ist klar, dass die Losung eine periodische Funktion von ¢ mit der Periode 2 7t sein muss.
Wenn man namlich ¢ um 2 7t erhoht, so gelangt man wieder zum selben Punkt. Eine Losung
mit dieser Eigenschaft nimmt die Form

D(r, ¢, z7) = g(r,z) (a cosve + b sin vy) (1.100)

an, wobei a, b beliebige Konstanten bedeuten und v eine ganze Zahl sein muss. Differenziert
man (1.100) zweimal nach ¢, so erhalt man:

0’d

02
Die jetzt noch zu ermittelnde Funktion g(r, z) genligt dann der folgenden Differentialglei-
chung:

0%¢ 1 0g 2 0%g
o rar 2820 (1.101)

V2o .



Wir machen nun wieder den Produktansatz:

8(r,z) = R(r) - Z(2) .
Dies setzen wir in (1.101) ein und dividieren durch R - Z. Das Ergebnis lautet:
R// 1 Rl V2 ZII
— 4+ .
R r R r2 Z
Links steht eine Funktion von r, rechts eine Funktion von z. Beide Seiten kénnen fur
beliebige r,z nur (ibereinstimmen, wenn sie gleich einer gemeinsamen, frei wahlbaren

Konstante —a? sind. Anstelle der partiellen Differentialgleichung fiir g haben wir zwei
gewdhnliche Differentialgleichungen fir R und Z erhalten. Diese lauten:

” 1 ’ 2 V2
R"+-R'+|a"-=|R=0 (1.102)
r r
Z"-a*Z=0.
Die zweite Gleichung hat die allgemeine Lésung
Z(z) = Ae** + Be %, (1.103)

Es bleibt noch die radiale Gleichung (1.102) zu untersuchen. Setzt man @ = 0,v = 0, so
erhalten wir die bereits bekannte, nur von r abhangige Lésung

®(r)=Cln—. (1.104)
]

Wir setzen nun v # 0, d. h. wir nehmen nach (1.100) eine sinusférmige Abhangigkeit von ¢
an. Zunachst betrachten wir den Fall @ = 0, fiir den nach (1.103) die Lésung unabhéngig
von z wird. Die radiale Dgl. lautet dann:

144 1 ’ V2
R"+-R -—= R= 0.
r r
Sie wird gelost durch den Ansatz
R(r)y=r".
Durch Einsetzen findet man leicht

m=zxv.

Damit ergeben sich die Losungen der Form

B
D(r,p) = (A1r+ 1) (a1 cos ¢ + by sin @) +

r

B
+(A2r2+—22) (ag cos2¢ + by sin2¢)+... . (1.105)
r



Mit den bisher bekannten Lésungen (1.104) und (1.105) kénnen wir die Randbedingungen
des Problems nicht erfiillen. Wir sind daher gezwungen, auch die zu @ # 0 gehérenden
Losungen der Dgl. (1.102) zu suchen. Fithrt man in (1.102) durch die Substitution

p=a-r
eine neue Variable p ein, so erhalt man die folgende Normalform:

2
d—R+l d—R+(1—V—2) R=0.
dp?  p dp p?

Man nennt diese Differentialgleichung die Bessel’sche Differentialgleichung. Sie ist charak-
teristisch fiir alle Zylinderprobleme. Die Losungen von (1.106) heiBen allgemein Zylinder-
funktionen: ist v?, wie im vorliegenden Fall, reell, so nennt man die beiden voneinander
unabhangigen Fundamentallésungen Besselfunktionen und Neumann-Funktionen. Bessel-
funktionen werden iiblicherweise mit J,(p), Neumann-Funktionen mit N, (p) bezeichnet. Die
allgemeine Losung von (1.106) lautet daher, wobei jetzt der Fall v = 0 einbezogen ist:

(1.106)

R(r) = c1 J,(ar) + co N, (ar) .

Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, dass Zylinderfunktionen nur dann auftreten, wenn
eine Abhangigkeit von der axialen Koordinate z vorhanden ist.

Wir verzichten hier darauf, die beiden normierten Fundamentalldsungen aus der Differential-
gleichung zu berechnen. Alle in der Praxis auftretenden Zylinderfunktionen sind aufgelistet;
auBerdem gibt es fiir numerische Auswertungen gute Naherungsformeln (siehe z. B. [1]).

Fiir das Verstandnis der weiteren Uberlegungen geniigt es, die wichtigsten Eigenschaften
der Zylinderfunktionen zu kennen. Abbildung 1.56 zeigt den Verlauf von Jy(x) und Ji(x),
Abbildung 1.57 den Verlauf von Ny(x) und Ni(x). Die beiden Funktionen bleiben fir
x = 0 endlich, wahrend die Neumann-Funktionen dort unendlich werden. Fiir x —
verschwinden sowohl die Bessel- als auch die Neumann-Funktionen. Fiir kleine x gelten
folgende Naherungsformeln:

1
Jo(x) = 1_4_LXQ+
x 1
Ji(x) = E—Ex3+
2
No(x) = SmXy
7 2
21
Nl(X) ~ _R ;'l'

Dabei ist y die Euler-Mascheroni’sche Konstante, definiert durch

1
Iny = lim 1+§+...+lnn =0.57722... .

n—oo
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Abb. 1.56: Die Besselfunktionen Jy(x) und Jy(x)

Fir groBe x gilt ndherungsweise

Jo(x) =~ (%) i cos (x - g)
Ji(x) =~ (&)2COS (x— %)
2 2 7
No(x) =~ (H) sin (x - Z)
Ni(x) =~ (nix)zsin (x— %)

Den Index v, der hier den Wert 0 oder 1 annimmt, nennt man die Ordnung der betreffenden
Funktion. Die Bessel- bzw. Neumann-Funktionen héherer Ordnung kénnen mit Hilfe der fir

beliebige Zylinderfunktionen giiltigen Rekursionsformel

2v
Zyi1 = TZV_ZV—I

auf Zylinderfunktionen der Ordnung 0 und 1 zuriickgefiihrt werden; ihr Verlauf braucht

daher hier nicht diskutiert zu werden.

Zur Loésung des eingangs gestellten Feldproblems kommen nach den vorangegangenen

Uberlegungen nur Teilldsungen der folgenden Form in Frage:

D(r,p,z) = (Ae® + Be %) (a cosve + b sinvy) [c J,(ar) + d N, (ar)]



_— X

Abb. 1.57: Die Neumann-Funktionen Ny(x) und Ny(x)

Nun werden die Konstanten A, B, a, b, ¢, d nacheinander durch Erfiillen der Randbedingungen
festgelegt.

Da die Losung fiir r = 0 endlich bleiben muss, ist d = 0 zu setzen. Weiterhin soll gelten:
@ =0 fur z = 0. Daraus folgt: A+ B =0, d.h. A= -B. Die Lésung (1.107) reduziert sich
jetzt auf die Form

D(r, ¢, z) = sinha z(a cosve + b sinvy) J,(ar) . (1.108)

Um die folgenden Rechnungen zu begrenzen, wollen wir annehmen, dass der an der Stirnflache
z = [ vorgegebene Potentialverlauf nur von r abhangt. In diesem Fall braucht @ auch fiir
z < I nicht von ¢ abzuhangen, d. h. wir kénnen in (1.108) v = 0 setzen. Die Lésung (1.108)
vereinfacht sich dadurch erheblich und lautet jetzt

D(r,z) =a sinha z - Jy(ar) .

Nun missen wir die Randbedingungen bei r = ry erfiillen, wo @ = 0 werden soll. Abbil-
dung 1.56 zeigt, dass die Besselfunktion Jo(x) unendlich viele Nullstellen besitzt, die wir —
nach wachsender GréBe geordnet — mit y; bezeichnen. Nur wenn @ einen der folgenden
Werte

_ i

T ra

a = q;

annimmt, verschwindet @ fiir r = r,. Zu jedem q; gehort ein radialer Verlauf Jy(a;r). Um
die Allgemeinheit nicht einzuschranken, muss man eine Summe (ber alle i zulassen:

@(r,z):Zaisinh):Z Jg(yir) . (1.109)

i=1 a Ta



Wir missen jetzt noch dafiir sorgen, dass bei z = [ der vorgegebene Verlauf
D(r, 1) = f(r)

angenommen wird. Dazu stehen die noch freien Koeffizienten a; zur Verfiigung.

Jede Funktion f(r) kann unter allgemeinen Voraussetzungen in eine Reihe nach Besselfunk-
tionen der folgenden Form entwickelt werden:

S r
Fry=) fido (}71‘_) : (1.110)
i=1 Ta
Diese Entwicklung ist deswegen moglich, weil die folgenden Orthogonalitatsrelationen gelten:

/rJo( ) ]o(yk )dr— itk (1.111)
Taq Ya
0

Dabei sind y; und y; zwei verschiedene Nullstellen von Jy(x). AuBerdem gilt

T’ r\\? r2
/r (Jo (yi r_)) dr = 35‘ Jf(yi) . (1.112)
0

Zur Bestimmung der gesuchten f; multiplizieren wir beide Seiten von (1.110) mit r Jo(yx r/r4)
und integrieren anschlieBend von 0 bis r,

r ha r ,
Fosoafot) o= S 1a ) 2] i
Ta i=1 Ta Ta
0 0

Auf der rechten Seite verschwinden wegen der Orthogonalitatsrelationen (1.111) alle Glieder
mit i # k und es ergibt sich wegen (1.112)

2 7’ r
fk:—rgjf(yk) O/Ff(r)fo ()’ka)dr-

Die Integration kann numerisch durchgefiihrt werden, sodass im folgenden die f; als bekannt
angenommen werden sollen. Vergleichen wir nun (1.110) mit (1.109) fir z = I, so erhalten
wir

ZfJo( ) ia,smhylijo(y rr)'

i=1 Ta a



Daraus ergeben sich die unbekannten a; zu

sinh (y,- r%)

a; =

Die vollstandige Losung des Problems lautet daher

or2) =) f;

o sinh (yl i) r
) (o)
i—1 sinh (yi%)

1.4.5 Weiteres iiber Zylinderfunktionen

Im letzten Abschnitt wurde erwahnt, dass Dgl. (1.106) charakteristisch ist fir alle Zylinder-
probleme. Sie tritt auch bei der Lésung der zeitabhdngigen Maxwell’schen Gleichungen auf,
wie wir in einem spateren Abschnitt sehen werden. Es ist deshalb niitzlich, die wichtigsten
Eigenschaften der Zylinderfunktionen zu kennen.

Wie man mit Hilfe der Bessel'schen Differentialgleichung leicht bestatigt, gelten fiir Jo(x)
und Ji(x) folgende Reihenentwicklungen:

Jo(x) = 1—% (%)2+ % (5)4—% (%)6+ (1.113)
2 4 6
" = 3 {1—% (g) +%3! (%) —ﬁ (g) +} . (1.114)

Ohne Beweis sei die nicht einfach herzuleitende Darstellung der beiden Neumann-Funktionen
No(x) und Ny(x) mitgeteilt:

2 yx (x\2 1+3 [x\4
Mol = 2 {JO(X) ln7+(§) 21l (5) *
1+34+L 6
2 t3
—= =) - 1.115
* = 2) (1.115)
2 yx 1 «x 2+1 (x\2
M= g {fl<x>1“7‘;‘z[1‘ mar (3)

2(1+5)+5 x\4 2(1+5+5)+1 (x\6
213l (5) - 3141 (5) T

+

. } . (1.116)




Die Konstante y ist bereits in 1.4.4 definiert worden. In den Darstellungen (1.113) bis (1.116)
ist x eine reelle Variable. In den spateren Anwendungen treten diese Funktionen auch fiir kom-
plexe Argumente der Form x’ =jx und x’ = (—j)%x auf. Die Reihenentwicklungen (1.113)
und (1.114) zeigen, dass Jy fir rein imaginare x reell und J; rein imaginar wird. Man setzt
dann

Jo (j x)
J1(x)

Iy (x)
il (x)

und nennt die reellen Funktionen Iy und I1 die modifizierten Besselfunktionen. Sie haben
die Reihenentwicklungen

1 x\2 1 x\4 1 x\6
fox) =1+ (5) METE (5) HETEY (5) +
+

hw = 3 {1 - (g)ﬁﬁ (g)ﬂﬁ (g)%...} .

Ihr Verlauf ist in Abbildung 1.58 dargestellt. Im Gegensatz zu Jy, J1, die einen oszillatorischen

5 2.0
4
15
3
1.0
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0.5
1
0 0.0
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4-25 x 4-26 x
Abb. 1.58: Funktionen Iy(x) und I(x) Abb. 1.59: Funktionen Ky(x) und K7(x)

Verlauf haben, sind Iy, I; monoton ansteigende Funktionen. Fiir groBe x gilt:

ex

Io(x) = Ii(x) ~ NETh




Die beiden anderen Fundamentallésungen Ny, N1 werden fiir rein imaginare x komplex. In
diesem Fall werden Ny, Ny ersetzt durch

No (j x)

$10(0) = = Kof)

MGD) = ~h()+] 2 Ki)

mit den so definierten reellen Funktionen Ky, K. Sie besitzen die Nadherungsdarstellungen

1
Ko(x) = —ln%,Kl(x):— fir x < 1
X
T .
Ko(x) = Kl(x)=1/2—ex fir x > 1
X

Ihre Verlaufe sind in Abbildung 1.59 dargestellt.

Far rein imaginare x sind also die Funktionspaare Iy, Ky und Iy, K1 ebenfalls Fundamentallo-
sungen der modifizierten Bessel'schen Differentialgleichung.

Ist das Argument x der Besselfunktion komplex von der Form

3 ; Ire
x,:e4J.x: —J_x

dann wird auch Jy(x’) komplex. Durch Real- und Imaginarteil werden zwei Funktionen
ber(x) und bei(x) definiert, die man Kelvin-Funktion nennt.

berg(x) +j beig(x) = Jo (v=j x) (1.117)

beri(x) +j beiy(x) = J1 (v=j x) . (1.118)

S
—_
a

o
[
o
=
SN —
I

J1 (es‘Tnj . x)

Der Index 0 wird gewdhnlich einfach weggelassen. Diese Funktionen haben folgende Reihen-



entwicklungen:

ber(x)
bei(x)

ber(x)

bei; (x)

% (%)4 0 (%)8—ﬁ 5) + (1.119)
g { 2) (g)g_% (g)m+...} (1.120)
_7 { 1'2' (x) 213! (_)4_ﬁ (g)ﬁ_%m (§)8+

e () +} (1.121)
5 () - ) v ) g ()

- (2)" } (1.122)

Ihre Verlaufe sind in Abbildung 1.60 wiedergegeben.

20
ber(x)
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0 beiy (x)
berq(x)
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Abb. 1.60: Verldufe der Funktionen ber(x), bei(x), beri(x) und bei(x)



Fir groBe x gelten die Naherungsdarstellungen

x/V2
ber(x) ¢ cos (i - E)

V2 x V2 8

ex/‘@ X T

bei _ (X =
ei(x) e sin (\/5 8)
bery(x) i cos [ = + 37
1 = —t
V2mx \/§ 4
beii(x) /¥ sin [ = + SA
1 = 3 —= T
V2mx V2 o4

Tabelle 1.2 enthalt die Ableitungen und unbestimmten Integrale fiir die Zylinderfunktionen.

1.5 Numerische Verfahren

Mit der allgemeinen Verfiigbarkeit moderner GroBrechner riicken heute die rein numerischen
Verfahren zur Lésung von Feldproblemen immer mehr in den Vordergrund des Interesses.
Mit ihrer Hilfe ist es erstmalig moglich, realistische Probleme, die mit den analytischen
Methoden der klassischen Feldtheorie nicht gelost werden kénnen, in Angriff zu nehmen.
Die wichtigsten numerischen Verfahren sind:

1. das Differenzenverfahren,
2. die Methode der finiten Elemente,
3. das Ersatzladungs- und das Ersatzstromverfahren.

Im folgenden beschranken wir uns darauf, die Grundziige der Verfahren 1 und 3 in stark ver-
einfachter Form darzustellen. Das Finite-Elemente-Verfahren werden wir erst im Kapitel 1.8
kennenlernen.

1.5.1 Das Differenzenverfahren

Vorgegeben sei die in Abbildung 1.61 dargestellte zweidimensionale Anordnung. Die Elektrode
befinde sich auf dem Potential ¢ = 1000V, wahrend auf dem Rand das Potential ¢ =



Tabelle 1.2: Ableitungen und unbestimmte Integrale der Zylinderfunktionen

Ableitungen
o) = () L 1) = Jo(x) = = ()
X dx X
L Nox) = M) L M) = No(x) =+ Na()
X dx X
=) = 110 1) = fo() = 2 hi()
b dx X
LK) = K0 K = Ko() -~ K ()
X dx X
Unbestimmte Integrale
/x Jo(x)dx = x J1(x) /Jl(x) dx =—-Jy(x)
/xNo(x)dx = x N1(x) /Nl(x)dx = —Np(x)
/xlo(x)dx =xI(x) /Il(x)dx = Ip(x)
/xKo(x)dx = —-xKi(x) /Kl(x)dx = Ko(x)

0V vorgegeben sei. Im Gebiet zwischen den beiden Elektroden muss das Potential der
Potentialgleichung

0%¢  0%¢

kRl 1.123
0x2  9y? ( )

genligen. Wir iiberziehen das Gebiet mit einem Gitternetz, das hier der Einfachheit halber

aquidistant gewahlt werde. Gesucht sind die Potentiale an den Gitterpunkten.

In Abbildung 1.62 ist ein beliebiger Gitterpunkt Py mit seinen 4 Nachbarpunkten heraus-
gezeichnet. Wir ersetzen die zweiten Ableitungen in (1.123) durch die finiten Differenzen
zweiter Ordnung. Mit den Bezeichnungen von Abb. 1.62 ergibt sich

¢ _pa-2¢0+ ¢y 00 _ $1—2¢0+ 3

x2 h? T8y h?
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Abb. 1.61: Elektrostatisches Beispiel
Die Potentialgleichung (1.123) nimmt jetzt die einfache Form
1
$o =17 (¢1 + ¢2 + ¢3 + ¢4) (1.124)

an. An jedem Gitterpunkt ist das Potential gleich dem arithmetischen Mittel der vier
Nachbarpotentiale. Dabei spielt es keine Rolle, ob an einem Nachbarpunkt das Potential
vorgegeben oder gesucht ist. Es sei jedoch betont, dass die Relation (1.124) nur fir
aquidistante Gitternetze gilt.

Schreibt man die Differentialgleichungen fiir die 23 unbekannten Potentiale untereinander, so
erhdlt man ein lineares Gleichungssystem, das am einfachsten iterativ nach dem GauB-Seidel-
Verfahren gelost werden kann. Hierbei wird Gleichung (1.124) als Bestimmungsgleichung
fir die neue Nadherung von ¢ aufgefasst. Auf der rechten Seite werden die bekannten
N&herungen, neu oder alt, eingesetzt, d. h. jeder neu errechnete Potentialwert wird sofort
fur die weitere lteration verwendet.

Das Rechenschema ist in Tabelle 1.3 (Seite 147) ausfiihrlich dargestellt. Angegeben sind
weiterhin die Ergebnisse der ersten 5 lterationszyklen, die schon eine recht brauchbare
Naherung darstellen. In der Praxis wird man die Rechnung natirlich nicht von Hand
durchfiihren, sondern einem programmierbaren Rechner iibertragen.

Wir nehmen nun an, dass eine beliebige Verteilung von Werkstoffen und der Ladungsdichte
vorgegeben ist. In diesem Fall (iberzieht man den Losungsbereich mit einem allgemeinen,
nicht dquidistanten Gitternetz, das so gewahlt wird, dass alle Materialgrenzen auf Gitterlinien
liegen. Die Methode zur Herleitung der Differenzengleichung muss aber jetzt abgeandert
werden, da & eine unstetige Funktion des Ortes sein kann. Wie aus der verallgemeinerten
Poisson’schen Gleichung

divegrad ¢ = p (1.125)
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Abb. 1.62: Zur Herleitung der Differenzengleichung

zu entnehmen ist, muss das Produkt € grad ¢ senkrecht zur Grenzflache zweier Werkstoffe
stetig sein, so dass an der Unstetigkeitsstelle von & ein Knick im Verlauf von ¢ auftritt.
Daher kann die zweite Ableitung nicht mehr gebildet werden.

Abbildung 1.63 zeigt einen beliebigen Gitterpunkt innerhalb des Netzes, der von 4 Werkstoffen
mit den Permittivitdten &1 bis &4 umgeben sein kann. Man integriert die zu lésende

Py | é
&1 &2
hy
®2 Py | ¢o o4
P2 P4
h3
€3 &4
N P3| ¢3

ho

5-3 !

hy

Abb. 1.63: Diskretisierung der Poisson’schen Gleichung

Bestimmungsgleichung (1.125) fiir ¢ iiber das in Abb. 1.63 grau hinterlegte zweidimensionale

Volumen V und wendet den GauB’schen Satz an:

/div ggrad ¢ dV =
1%

/

\%

sa—¢dA:—/pdV.
on

\%4

(1.126)



Bei der Auswertung des Oberflachenintegrals wird die Normalableitung g—‘fl durch den
Differenzenquotienten ersetzt. Es ergibt sich z. B. fiir die obere Rechteckseite

0¢ _ ¢1— o
on h1 ’
so dass diese Seite den Betrag

1 — o
hy

1
L = 5(81 ho + €2 hy)

zum Integral liefert.
Fiir die rechte Seite von (1.126) erhalt man die Ladung Q im Volumen V.

Addiert man alle Anteile, so ergibt sich eine lineare Beziehung zwischen dem Potential ¢q
am Punkt Py und den 4 Potentialen ¢; bis ¢4 an den Nachbarpunkten P; bis Py. Fiihrt
man die Rechnung fiir alle Punkte durch so erhilt man ein lineares Gleichungssystem
fiir die gesuchten Potentiale, das mit Hilfe eines Rechners geldst werden kann. Auf die
Losungsverfahren, die speziell zur Losung der Differenzengleichungen mit schwach besetzter
Koeffizientenmatrix entwickelt wurden, wollen wir in diesem Zusammenhang nicht mehr
eingehen.

Das hier skizzierte Verfahren lasst sich ohne Schwierigkeiten auf dreidimensionale Probleme
ubertragen.

Mit dem Differenzenverfahren kdénnen nach geringfiigigen Anderungen auch magnetostatische
Feldprobleme gelést werden. Das Vektorpotential erfiillt nach (1.74) die Differentialgleichung:

1
rot —rot A=J, (1.127)
IT;

wobei J und u als beliebige Funktionen des Ortes vorgegeben seien. Zur Herleitung der
Differenzengleichung gehen wir auf Abbildung 1.63 zuriick, ersetzen g&; durch y; und nehmen
weiterhin in den 4 den Punkt Py umgebenden Elementarbereichen des Netzes beliebige
Stromdichten J; ... Jy senkrecht zur Zeichenebene an. Nun integrieren wir (1.127) tber
den grau hinterlegten Bereich von Abbildung 1.63 und wenden auf die linke Seite den
Stoke'schen Satz an. Es ergibt sich

1
/—rotﬂds=/]dﬂ:i.
H e

(Ao)

Im zweidimensionalen Fall, auf den wir uns hier beschranken, kénnen die Tangentialkompo-
nenten von rot A, e, durch die Normalableitungen von A, ausgedriickt werden. Es gilt
namlich nach (1.17)

0A,

oA,
ay ’ '

ox

(rot A)x = By = (rot A)y =By = -



Ersetzt man nun wieder Differential- durch Differenzenquotienten, so erhalt man eine lineare
Beziehung, die das Vektorpotential Ay an Py mit den 4 Vektorpotentialen A; ... Ay an
den Nachbarpunkten P; ... P4 verkniipft. Das so entstehende Gleichungssystem hat die
gleiche Struktur wie im elektrostatischen Fall.

Mit dem Ansatz des Vektorpotentials kdnnen in einfacher Weise nur zweidimensionale
Probleme gelést werden. Die Ubertragung auf 3 Dimensionen gestaltet sich so schwierig,
dass dieses Verfahren fiir die Praxis ohne Bedeutung ist. Zur Lésung dreidimensionaler ma-
gnetostatischer Feldprobleme stehen andere Losungsansatze zur Verfiigung, ihre ausfihrliche
Behandlung wiirde jedoch den Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung iiberschreiten.

Ebenso sei hier nur erwdhnt, dass das hier skizzierte Verfahren auch auf die Lésung von
Wirbelstromproblemen (ibertragen werden kann.

1.5.2 Das Ersatzladungsverfahren

Das Ersatzladungsverfahren ist eine Erweiterung des im Abschnitt 1.4.1 behandelten Spie-
gelungsverfahren. Wir beschranken uns darauf, die sehr einfachen Grundlagen dieser zur
Losung realistischer Feldprobleme oft verwendeten Methode an Hand einiger Beispiele zu
erlautern.

Gegeben sei nach Abbildung 1.64 eine dreidimensionale Elektrode beliebiger Form, auf der
das Potential ¢ = ¢y vorgeschrieben sei. Gesucht ist der Potentialverlauf auBerhalb der

Abb. 1.64: Zur Berechnung des Potentialverlaufs einer beliebig geformten Elektrode

Elektrode.

Wir wahlen auf der Oberflache der Elektrode, moglichst gleichmaBig verteilt, N Punkte
P;, an denen das Potential bestimmt wird und innerhalb der Elektrode, in einem gewissen
Abstand von der Oberflache, ebenfalls N Punkte P]’., an denen unbekannte Punktladungen
Q; angenommen werden. Diese Ladungen werden so bestimmt, dass das Potential an den
Punkten P; den Wert ¢y annimmt.



Die Ladung Q; erzeugt am Punkt P; ein Potential

Q;j 1
¢l] B dre rij ’
wenn r;; nach Abb. 1.64 den Abstand der Ladung Q; vom Punkt P; bedeutet. Das gesamte
Potential ¢; am Punkt P; setzt sich aus den Betragen aller Punktladungen Q; zusammen:

N N
1 Q;
¢z—;¢z]—m —.

j=1 "

Dies ist ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Q;. Da die Anzahl der
Ladungen nicht allzu groB zu sein braucht (in der Praxis genligen meist 20 — 200 Ladungen),
bereitet die Losung dieses Gleichungssystems mit Hilfe eines Rechners keine besondere
Schwierigkeiten.

Im zweidimensionalen Fall muss mit entgegengesetzt gleichen Linienladungen gearbeitet
werden, da die Gesamtladung stets Null sein muss.

Wir betrachten eine zur y-Achse symmetrische Elektrode (siehe Abbildung 1.65) von
beliebiger Form. Das Linienladungspaar +Q; an den Stellen (x]’., yJ’.), (—x}’., yj’.) erzeugt am

(x5, ¥)

X

55

Abb. 1.65: Zweidimensionales Beispiel zum Ersatzladungsverfahren

Ort (x;, y;) das Potential

PP g,

n@
231:8 "2 2 23‘[?8 r..
(xi +x)° + (i = ¥7) ij

bij =

Die weitere Behandlung verlauft analog zum dreidimensionalen Problem.



1.6 Zeitlich veranderliche Felder

1.6.1 Die Maxwell’schen Gleichungen

Bei zeitlich veranderlichen Vorgangen sind die elektrischen FeldgréBen E, D, J und die ma-
gnetischen FeldgroBen B, H gekoppelt und kdnnen daher nicht mehr unabhangig voneinander
berechnet werden. In ruhenden Anordnungen gelten die Maxwell'schen Gleichungen

oD

rot H = J+ E (1128)
0B

tE = ——. 1.129

ro o ( )

Diese Gleichungen sind erst dann eindeutig |6sbar, wenn noch die sog. Materialgleichungen
hinzutreten, die wir wie bisher in der Form

D=¢E, B=uH, J=yE (1.130)

annehmen wollen. Bevor wir uns mit der Lésung dieser Gleichungen beschéaftigen, wollen
wir die Gleichungen selbst diskutieren.

Die erste Maxwell'sche Gleichung (1.128) ist das verallgemeinerte Durchflutungsgesetz.
Zu dem Leitungsstrom J tritt gleichberechtigt der Verschiebungsstrom 0D /0t hinzu, der
notwendig ist, um das Gesetz von der Erhaltung der elektrischen Ladung zu erfiillen. Bildet
man auf beiden Seiten von (1.128) die Divergenz und betrachtet die Definitionsgleichung

divD=p
fur die elektrische Erregung D, so erhdlt man

divJ+a—p:0
ot

und nach Integration (iber ein beliebiges Volumen V

d
?ngA:—d—? mit Q:/pdV.

V)

Links steht die durch die geschlossene Oberflache (V) pro Zeiteinheit flieBende Ladungsmenge,
rechts die zeitliche Abnahme der noch in V befindlichen Ladung. Der Satz von der Erhaltung
der Ladung verlangt, dass beide GréBen gleich sind.

Die zweite Maxwell’sche Gleichung ist das Induktionsgesetz. Die zeitliche Anderung der
magnetischen Flussdichte ruft ein elektrisches Wirbelfeld hervor. Die Wirbel von E sind
direkt durch die zeitliche Abnahme der magnetischen Flussdichte gegeben.



In der zweiten Maxwell'schen Gleichung ist implizit die Aussage der Quellenfreiheit von B
enthalten. Bildet man auf beiden Seiten die Divergenz, so folgt zunachst

. (0B 0 .
div (E)_EdIVB_O'

Daraus kann zwar nur die zeitliche Konstanz von div B gefolgert werden. Der Schluss
div B = 0 ist jedoch, wie hier nicht bewiesen werden kann, zwingend.

Die beiden Maxwell'schen Gleichungen (1.128) und (1.129) beschreiben zusammen mit den
Materialgleichungen (1.130) erschopfend den ungeheuren Erfahrungsbereich der Elektro-
technik und der Optik. Aus der formalen Struktur dieser Gleichungen kann dariiber hinaus
die spezielle Relativitatstheorie hergeleitet werden.

Fiir J = 0 sind beide Maxwell'schen Gleichungen—abgesehen vom Vorzeichen—symmetrisch.
Die durch J # 0 vorhandene Unsymmetrie ruht davon her, dass in der Natur elektrische,
aber keine magnetischen Ladungen vorkommen.

Wir betrachten nun einen leitenden oder nichtleitenden Korper, der sich mit einer Geschwin-
digkeit v im zeitlich veradnderlichen elektromagnetischen Feld bewegt. Im Innern des Koérpers
gelten die Maxwell'schen Gleichungen in der Form

dD
rot H = —+J

dt

dB
-rot E = — .
ro 1

Die totalen Ableitungen auf der rechten Seite sind in einem mit dem Koérper bewegten
Koordinatensystem zu bilden. Nach (1.15) und (1.31) gilt:

dD oD

rot H = E+J=E—I‘Ot(VXD)+VdiVD+J (1131)
dB 0B

-rot E = E = E —rot (V X B) . (1132)

wobei in der zweiten Gleichung div B = 0 bereits beriicksichtigt ist. Der Term vdiv D =vp
ist nichts anderes als die bei etwa vorhandener Ladungsdichte p auftretende Konvektionss-
tromdichte, die additiv zu der Leitungsstromdichte J hinzutritt. Der Term rot (v X D) in
Gleichung (1.131), der in der Energietechnik meist vernachlassigt werden kann, kann als
Rotation einer magnetischen Feldstarke

H =-vxD

interpretiert werden kann.



Ebenso bedeutet der zweite Term auf der rechten Seite von (1.132) eine zusatzliche
elektrische Feldstarke

E'=vxB,

die nur bei Bewegung beobachtet wird.

1.6.2 Feldenergie und Krafte

Wir gehen zuriick auf die Maxwell'schen Gleichungen (1.128, 1.129), multiplizieren die erste
Gleichung skalar mit E, die zweite skalar mit H und subtrahieren die zweite von der ersten.
Das Ergebnis lautet:

oD 0B

Erot H-Hrot E=EJ+E —+H — .

ot ot
Die linke Seite kann wegen (1.30) als Divergenz der GroBe E x H dargestellt werden. Man
erhalt:

oD 0B

dAivExXH=-EJ-E—-H — .
v J ot ot

Wir integrieren liber ein beliebiges Volumen V und wenden auf die linke Seite den GauB'schen
Satz an:

/EdeA:—/EJdV—/E((;—l:dV—/H%—de.

(2] \% Vv Vv

Dies ist der Energiesatz der Elektrodynamik und gleichzeitig auch die Definitionsgleichung
fur die elektrische und die magnetische Feldenergie. Den Vektor

S=ExH

nennt man den Poynting’'schen Vektor. Er gibt die Dichte des Energieflusses an, d. h. die
pro Zeiteinheit durch die Oberflacheneinheit tretende Energie.

Der erste Term E J rechts bedeutet die pro Zeit- und Volumeneinheit in Warme verwandelte
Energie. Man beachte, dass der Integrand stets positiv ist, da der Strom nicht gegen das
Feld E flieBen kann.

Die beiden letzteren Terme kénnen nur interpretiert werden als zeitliche Anderungen der
elektrischen und magnetischen Feldenergie. Fiir die Anderung der Energiedichten u, bzw.
uy, gilt also

du, = E 0D
du,, = HOB.



Ist E proprtional zu D und H proportional zu B, so ergibt sich

1
Ue = §ED
1

Bei ferromagnetischen Werkstoffen ist die Voraussetzung der Proportionalitat nicht zulassig.
Fir weichmagnetische Werkstoffe, bei denen B und H gleichgerichtet sind, erhalt man

IB|
lm =/|h| 5] .

Die magnetische Feldenergie ist hier durch die in Abbildung 1.66 gestrichelte Flache gegeben.

6-1 H

Abb. 1.66: Zur magnetischen Feldenergie

Allgemein gilt

B
um:/hdb.

Fur den Entwicklungsingenieur ist die Kenntnis der an einem ferro- oder hartmagnetischen
Werkstlick angreifenden Krafte von groBer Wichtigkeit. Deshalb sollen die verschiedenen
Berechnungsmethoden hier ausfiihrlich behandelt werden, aus Platzgriinden miissen jedoch
elementare Zwischenrechnungen weggelassen werden.

Es gibt insgesamt vier Methoden, die rdumliche Verteilung der Kraftdichte zu berechnen,
namlich

1. die Methode der Ersatzstromdichte,

2. die Methode der magnetischen Ersatzladungen,



3. die virtuelle Verschiebung einer Grenzflache und Anwendung des Energiesatzes und
4. die Anwendung des Maxwell'schen Spannungstensors.

Wir erlautern die einzelnen Methoden hier nur an einem zweidimensionalen Feldmodell, die
spater angegebenen Formeln gelten jedoch ungedndert auch fir dreidimensionale Anordnun-
gen.

Methode der Ersatzstromdichte

77‘ | | | X
—=id Ax :d:e 62

Abb. 1.67: Die Methode der Ersatzstromdichte

In Abbildung 1.67 ist ein Volumenelement AV = Ax-Ay-1m dargestellt, in dessen Innern
eine Magnetisierung M = M, e, vorhanden sei. Diese Magnetisierung kann man sich erzeugt
denken durch eine Ersatzstromdichte J, = J,; e,, die in zwei diinnen Schichten der Dicke
d an beiden Seiten des Elementes angenommen wird. Zwischen M, und J., besteht nach
Abschnitt 1.3.5 der Zusammenhang

oM, oM,

rot M =J,, e, = oy By

Bei weichmagnetischen Werkstoffen gilt

M, = (u = po) Hy, My = (u - po) Hy

Wir denken uns nun das Volumenelement von einer unendlich diinnen Luftschicht umgeben,
sodass die Permeabiltdt u beim Durchgang durch die Schicht auf irgendeine Weise von pg auf
den im Element vorhandenen Wert u ansteigt. Auf die Stromdichte wirkt die Kraftdichte

F=J,xB.



Mit den hier gemachten Annahmen kann man die an beiden Seiten angreifenden Krafte
berechnen. An jeder Seite greift eine auf die Flacheneinheit bezogene Kraft an (Einheit
N/m?), deren Tangential- und Normalkomponenten gegeben sind durch

1
fi = ——(u—-po)H; B,
Mo
1
2 po

f (1 — ) HY

Dabei ist n die nach auBen weisende Normalrichtung und ¢ die Tangentialrichtung, die das
betrachtete Volumenelement links liegen lasst.

Die gleiche Rechnung kann auch fiir hartmagnetische Werkstoffe durchgefiihrt werden und
liefert das Ergebnis

i
Jn

_Bn Mz
Mo M Hy .

Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn die Magnetisierung eine x-Komponente besitzt. Um
die insgesamt am Volumenelement angreifende Kraft zu berechnen, miissen alle 8 Anteile
addiert werden. Ist auBerdem noch eine Leitungsstromdichte J vorhanden, so tritt zur
Volumenkraftdichte noch der Anteil

F=2jxB
Ho

hinzu.

Methode der magnetischen Ersatzladung

Bei der zweiten Berechnungsmethode nimmt man an, dass die im Volumenelement vorhan-
dene magnetische Polarisation ug M nach Abbildung 1.68 durch magnetische Ladungen
der Dichte p,, in zwei diinnen Schichten an den Seiten von AV erzeugt wird. Die auf die
Ladungen wirkende Kraftdichte ist gegeben durch

F=p,H
und es besteht der Zusammenhang

O = —todiv M .



| pm >0
d
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Abb. 1.68: Die Methode der magnetischen Ersatzladung

Man erhalt nun fiir die Grenzflachenkraftdichte fiir weichmagnetische Werkstoffe

11
fi = wo|—-——)| H: By
Ho M

1 1 1
z — __—_| B?
fl’l 2/'10 (#% /12) n

und fir hartmagnetische Werkstoffe

ft = ,UOHtMn
fn = Man-

Ist noch eine Leiterstromdichte J vorhanden, so tritt zur Volumenkraftdichte der Anteil
F=HyxB
M

hinzu.

Methode des Energiesatzes

Die Methode des Energiesatzes beruht auf folgender Uberlegung:

Eine Grenzflache Eisen-Luft wird einmal in und anschlieBend parallel zur Feldrichtung
verschoben und es werden die damit verbundenen Anderungen der Feldenergie sowie die
elektrische Arbeit der Quellen betrachtet. Bei der Verschiebung in Feldrichtung tritt keine
Anderung der magnetischen Flussdichte auf. Die bei der Verschiebung in Feldrichtung



geleistete mechanische Arbeit stammt also vollstindig aus der Anderung der Feldenergie
und fiihrt zu der Grenzflachenkraftdichte

fi =0
1(1 1
= - |—-=]B2.
I 2(/10 ﬂ)"

Diese Kraft ist unter dem Namen magnetischer Lingszug bekannt.

Wird die Grenzfliche parallel zur Feldrichtung verschoben, so tritt eine Anderung des
magnetischen Flusses auf. Wahrend der Verschiebung wird eine Spannung induziert, so
dass die duBere Spannungsquelle Arbeit leisten muss. Die Energiebilanz liefert fiir die
Grenzflachenkraftdichte, bekannt unter dem Namen magnetischer Querdruck

0

1
5 (1= o) HE

i
Jn

Insgesamt erhalt man

fi = 0 (1.133a)
1 1(1 1
= —(u-p)H += (—-—]| B2. 1.133b
fo= g mH g (o) B (1.1330)
Besteht zwischen |B| und |H| ein nichtlinearer Zusammenhang, dann ist zu setzen
fi = 0 (1.134a)
) . IB|
fi = @—gy#Hf+ZEB%i/hdh (1.134b)

Eine evtl. vorhandene Leitungsstromdichte J liefert den Beitrag
f=Jx%xB

zur Volumenkraftdichte.

Methode des Maxwell’schen Spannungstensors

Die Methode des Maxwell'schen Spannungstensors beruht auf folgender Uberlegung:

Aus den Maxwell’schen Gleichungen l3sst sich herleiten, dass die Gesamtkraft, die auf alle
in einem Volumen V befindlichen Werkstoffe und stromdurchflossene Leiter ausgeiibt wird,
durch ein Vektorintegral

F:/fdA



mit
1
f:BHn—QBHn (1.135)

berechnet werden kann.

Spezialisiert man (1.135) auf das hier betrachtete Volumenelement, so ergibt sich nach
einer hier weggelassenen Zwischenrechnung

f = H B, (1.136a)
11
fo = 5(;033—M0H?) (1.136b)

sowohl fiir weich- als auch fiir hartmagnetische Werkstoffe. In den Formeln (1.136) ist der
Betrag der Leitungsstromdichte bereits enthalten.

Zum Schluss soll noch eine vergleichende Bewertung der hier dargestellten Methoden
gegeben werden.

Die unterschiedlichen Formeln fiir f;, f;, zeigen, dass den Grenzflachenkraftdichten keine
physikalische Bedeutung zukommen kann. Sie sind lediglich HilfsgroBen, um die Volumen-
kraftdichte zu berechnen. Es muss daher von der verbreiteten Vorstellung gewarnt werden,
dass Krafte an Grenzflachen angreifen.

Berechnet man durch Addition der Grenzflachenkrafte und der durch die Leitungsstromdichte
hervorgerufenen Volumenkraftdichte die resultierende Volumenkraftdichte, so erhalt man
fur alle vier hier dargestellten Methoden das gleiche Ergebnis. Bemerkenswert ist, dass es
keine Rolle spielt, ob man hierbei fiir die Methode des Energiesatzes die Formeln (1.133)
oder (1.134) einsetzt. Die komplizierten Formeln (1.134) sind also iberflissig.

Will man in der Praxis die auf ein Werkstiick wirkende Kraft abschatzen, so wird empfohlen,
die bekannte Naherungsformel

fi =0, f":2_uo"

heranzuziehen und die Normalkomponente iiber die gesamte Oberflaiche zu integrieren.
Die genauen Formeln kénnen praktisch nur bei numerisch berechneten Feldern verwendet
werden. Die durch zahlreiche Rechnungen und Vergleich mit dem Experiment gesammelten
Erfahrungen zeigen, dass die nach der Methode der magnetischen Ersatzladung oder der
Methode des Maxwell’schen Spannungstensors berechneten Kréifte am besten mit dem
Experiment {ibereinstimmen.



1.6.3 Die Stromverdrangung (Skineffekt)

Im Innern von Leitern kann fiir Frequenzen unterhalb von f, = y/2ne ~ 1 MHz der
Verschiebungsstrom gegen den Leitungsstrom vernachlassigt werden. Im Gegensatz zum
Gleichstromfall kommt es im Leiter zu einer ungleichmaBigen Verteilung der Stromdichte lber
den Querschnitt. Diese Erscheinungen werden unter der Bezeichnung Stromverdringung
oder Skineffekt zusammengefasst. Mit ihnen wollen wir uns in diesem Abschnitt befassen.

Als einfaches Modell fiir viele praktische Anwendungen betrachten wir nach Abbildung 1.69
eine ebene Grenzfliche zwischen einem Leiter und einem Nichtleiter. Wir setzen B =

Nichtleiter Leiter

= po,y=0 y u#0y#0

Abb. 1.69: Einfaches Modell zur Stromverdrangung

uH,J =vE und nehmen auBerdem die FeldgroBe E und H als sinusférmig an. In komplexer
Schreibweise gilt dann

E =Eyd®', H=Hye"".

In Komponentendarstellung lauten die beiden Maxwell'schen Gleichungen (1.128) und (1.129)

aHzo aHyO E aEZO aEyO . H
— = , — = —Jw
0y 0z ¥V Ex0 Oy 0z J@ R0
aon aHZO aExO aEzO .
o 90 _ g 920 980 . g 1.137
0z 0x Y50 0z 0x J@ A0 ( )
0Hyo 9Hyg 0Eyo  OExo
D00 _ g, 0B s uH,.
ox ay Y L0 Ox ay Jw U Iizo

Wir nehmen nun weiterhin an, dass die elektrische Feldstarke E nur eine y-Komponente
besitzt, und dass sdmtliche Feldkomponenten unabhéngig sind von den Querschnittskoordi-
naten y, z. Dies bedeutet

EXOZEzO:O’ a_:_:().



Mit diesen Annahmen folgt aus dem rechten Gleichungstripel (1.137)

0Exo

Hyo=Hy =0,
x0 y0 ox

= —jowuHy . (1.138)

Damit reduziert sich das linke Tripel (1.137) auf die eine Gleichung

_0H
ox

Differenziert man (1.138) nach x und setzt dH,o/0x in (1.139) ein, dann erhalt man fiir
Ey die Differentialgleichung

= yEy . (1.139)

0?Eyo
0x?2

Dieselbe Dgl. gilt auch fiir H,g, wie man durch Elimination von E,q leicht bestatigt.

—jouyE,n=0. (1.140)

Zur Lésung von (1.140) dient der Ansatz
EyO = EyO e/lx s

der fiir A sofort liefert

= Njwuy = TR A+ =k@+))
wpy

e T

Fiigen wir nun den Zeitfaktor e/®? wieder hinzu, so lautet die allgemeine Lésung

>~
|

Ey(x,1) = (ae®™ + be ' ¥) @ (1.141)
Da E, fiir x — oo endlich bleiben muss, so fallt der erste Term weg. Es bleibt

Ey(x, l) — be—/lx+jwt — be—kxej(wt—kx) )
Nachdem E, bekannt ist, kann auch H, aus Gleichung (1.138) leicht errechnet werden:

k : —kx jlwt—kx)
H,(x,t) = — (1 —j)be ™" ¢ .
wp

Die zugehorige reelle Darstellung lautet

Ey(x,1) be™** cos(wt — k x)

2
— pekx cos(wt—kx—E) .

H,(x,t
(%, 1) wp 1



Die Amplitude der elektrischen Feldstarke klingt mit wachsendem x exponentiell ab. AuBer-
dem stellt sich eine mit x zunehmende Phasenverschiebung zwischen E, (x, 1) und E (0, 1)
ein. In der Entfernung

soL_ 2 1
k wyp nfyu

ist die Amplitude auf den e-ten Teil abgeklungen und die Phasenverschiebung hat den Wert
1rad = 57° erreicht. Die Lange 6 nennt man die Eindringtiefe des Feldes.

Zahlenbeispiel: Fiir w = 27 - 505! gilt in Kupfer:
y=6-10"A/Vm u=pp=4n-10""Vs/Am .

Die Eindringtiefe betragt dann

107
5=\/ 210 sVmAM _ o 0092m .

100m-4m-6-107 A Vs

Im Eisen ist die elektrische Leitfahigkeit um etwa eine Zehnerpotenz kleiner, gleichzeitig
nimmt die Permeabilitdt im allg. um einen groBeren Faktor zu, sodass insgesamt die
Eindringtiefe kleiner wird.

Als weitere Anwendung berechnen wir die Verluste, die in einem diinnen Blech der Dicke d
durch die Wirbelstrome hervorgerufen werden. Aus praktischen Griinden wollen wir dieses
Mal die Rechnung fiir H, durchfiihren. Da fiir H, dieselbe Differentialgleichung gilt, kénnen
alle Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts ungeindert iibernommen werden. Analog zu
Gleichung (1.141) erhalt man

H,(x,t) = (Ae'™ + Be™) @l |

Wir nehmen nun an, dass H, auf beiden Seiten des Bleches gleich ist. Legt man nach
Abbildung 1.70 den Nullpunkt des Koordinatensystems in die Mitte des Bleches, so bedeutet

T afgats)

Daraus folgt sofort
A=B
und weiterhin

H, = A" + )l ®" =2 A coshdxe!®! = Hy coshdxel @7 .
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Abb. 1.70: Wirbelstromverluste in einem diinnen Blech

Fir E, ergibt sich aus Gleichung (1.140)

_ 10H; _ _Hy
Yoy y
Hj, bedeutet den Wert der Feldstarke bei x = 0, d. h. in der Blechmitte. Fir die iiber die
Blechdicke gemittelte Feldstarke H,, erhalt man
(l

2 H
/H dx = /ldo smh/lé (1.143)

Asinh A x @’ (1.142)

_d
2

Die Verluste P pro Flacheneinheit sind gegeben durch

d
1 2
= 5/|Ey|2clx.
_d
2

Bevor die Integration ausgefiihrt werden kann, muss der Integrand umgeformt werden.
Zunachst gilt nach (1.142)

|Ey|? = |H0| | sinh A x|? . (1.144)
Weiterhin ist
|sinhAx|?> = |sinh(1+j)kx|?

= |sinhk x - cosk x +j cosh k x - sin k x|?

= sinh? k x cos® k x + cosh? k x sin® k x

1
= i(cosh2kx—cos2kx) (1.145)
2 = 2k%.



Nun bereitet die Integration keine Schwierigkeiten mehr und liefert
1
P= 2—k|H0|2(sinhka’—sinkd) .
Y

Anstelle der Feldstarke Hy in Blechmitte filhren wir nun noch nach (1.143) die iber die
Blechdicke gemittelte Feldstarke H,, ein. Mit Riicksicht auf (1.144) und (1.145) erhalten
wir

k2 d?
coshkd—-coskd

Setzt man nun noch B, = p H,, und dividiert beide Seiten durch d, so erhalt man endgiiltig
3

|Ho|* = |H,|? .

fiir die Verlustleistung pro m

P wkd sinhkd-sinkd 9
Pr=—= Bul*. 1.14
d 4pu coshkd—coskd| ml ( 6)

Bei den in der Praxis verwendeten Blechen ist d = 0,2 mm bis 0,5 mm, so dass k d sehr klein
gegen 1 ist. Es gelten dann folgende Naherungen:

1 1
sinhkd = kd+6k3d3+...sinkdzkd—6k3d3+...

X

1 1
cosh k d 1+§k2d2+...coskdz1—§k2d2+...

Setzt man dies in (1.146) ein, so erhalt man

sinhkd —sinkd 3 1kd
coshkd—-coskd 3

und Gleichung (1.146) vereinfacht sich zu

, 1
P = ﬂyaﬂd? |B|? .
Die Verluste nehmen quadratisch mit w und d zu. Bei groBeren k d ist der Anstieg der
Verluste mit steigender Frequenz und zunehmender Blechdicke schwacher.

1.6.4 Stromverdrangung in zylindrischen Leitern

Wir wollen nun die Stromverdrangung in einem zylindrischen von Wechselstrom durchflosse-
nen Leiter berechnen. Dem Problem angepasst sind Zylinderkoordinaten r, ¢, z, in denen
die Maxwell'schen Gleichungen (1.128, 1.129) fiir die komplexen Amplituden die Form
annehmen

1 0H, OH, 1 9E, OE ,
- —-—2=yE, -=-—2=-jouH,
r 0y 0z




oH, OH OE, OE, _

—==yE,, — —jwuH
oz  or ! 8z or  J@HT
1(0 0H, 10 oE, .
| =@¢H,)-=L|=yE S|=(rE)--L|=-jwuH, .
r(ar(r o) atp) 7R r(ar(r 2 (')cp) 1O [ e
Wir nehmen nun an
d _
l'an—O
2. E,=E,=0.

Aus dem rechten Gleichungstripel folgt dann sofort H, = H, = 0, sodass E, und H, als
einzige von Null verschiedene Komponenten lbrigbleiben. Sie geniligen den Gleichungen

10 0E;, .
- a—r(rH(p):'yEZ, a—;:J(A)MH"D. (1.147)
Eliminiert man nacheinander E, und H,, so erhalt man fiir die jeweils andere GréBe folgende
Differentialgleichung

8°H, 1 0H, 1
s Y +—=|H,=0
or:2 r or (Jwy,u r2) k8

0’E, 1 OE,
et S E. =0. 1.14
or? +r or J9YHE 0 ( 8)

Wir betrachten im folgenden die einfachere Gleichung (1.148) fiir E,. Ist ihre Losung
bekannt, so kann man H,, aus (1.147) leicht berechnen. Um zur Normalform (1.106) der
Bessel'schen Differentialgleichung zu gelangen, fiihren wir die Variable

x=+—-jwouyr=kr

ein und erhalten

d’E, 1 dE;
dx?2 x dz

+E,=0.

Die Lésung lautet daher, wenn wir den Zeitfaktor e’ wieder hinzufiigen
E,(r,t) = AJo(kr)el®! .

Ein zweiter Anteil, der die Neumannfunktion Ny(x) enthalt, ist bereits weggelassen, da er
fir r — 0 unendlich wird. Das Argument k ist komplex von der Form

3xm s

k=ke?) .



Zur Veranschaulichung der Losung werden wir daher spater die am Ende von Abschnitt 1.4.5
eingefiihrten Kelvin-Funktionen heranziehen. Vorlaufig ist es jedoch einfacher, mit Bessel-
funktionen zu rechnen.

Fir die magnetische Erregung H, erhalten wir aus (1.147) unter Beriicksichtigung von
Tabelle 1.2
1 9E, kA

Hy(r,t) = —— o Ton Ji(kr) el
jop or  jopu

Nun kdnnen wir die Konstante A durch den Gesamtstrom I = Iy e3®? ausdriicken. Dazu
wenden wir das Durchflutungsgesetz iiber den Umfang des Leiters an:

A .
. Ji(krg) €.
jou

Ioejwt = 2TETOH¢(I’0,I) =-27mry

Daraus ergibt sich

__Jou Iy
23‘”‘0]( Jl(kr()) '

Die Darstellung fiir H, lautet jetzt

1 ]1(]( I”) 3
= Ip !
¢ 23‘[77‘0 Jl(k l’o) 0

und fir die Stromdichte J, =y E,

i k ]1(](7‘) i
J(r,t) = J0 ! = Iy &¢0 .
Z(r ) 20 23‘51’0 Jl(kro) 0

Wir wollen uns dieses Ergebnis nun veranschaulichen. Dazu fiihren wir nach (1.117, 1.118)
die Kelvin-Funktion ein. Es ergibt sich

o ke T3 berg(k’r) +jbeig(k’ r)
@ 2mry beri(k’rg) + jbeiy(k’ rg)

Ip mit k'=+owuy.

Im Gleichstromfall (k” = 0) nimmt Jo, den wohlbekannten Wert J'Iirgl an, wie man mit
Hilfe der Reihenentwicklung (1.119) bis (1.122) leicht bestatigt.

Wir betrachten nun den Fall & # 0. Fiir die in der Energietechnik auftretenden Frequenzen
ist 1/k’ etwa so groB wie der Leiterradius ry, sodass wir kK’ ry von der GréBenordnung 1
annehmen kénnen. Da die Reihen (1.117) bis (1.120) auBerordentlich gut konvergieren,
brauchen wir nur Glieder bis zur Ordnung 3 in x zu beriicksichtigen. Wir erhalten dann

; K (1) L+jgk2r? ;
20 ) 2,2y 10
22mry _Kry ( k%) . Ko ( _k ro)
2 I+ —g +ios 1 3
= — [1+-jw re——r .
nrg 17 .UV( 570



Bei zunehmender Frequenz stellt sich ein um 90° phasenverschobener Anteil ein, der im
Innern des Leiters r < (%0)2 in entgegengesetzter Richtung flieBt wie in den oberflachennahen

. . 2 . . . .
Teilen des Leiters r > (%0) und insgesamt keinen Beitrag zum Gesamtstrom liefert.

1.6.5 Elektromagnetische Wellen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Lésungen der vollstandigen Maxwell'schen Glei-
chungen (1.128, 1.129) beschaftigen. Wir nehmen an, das J und p verschwinden und &,
konstant sind. Mit den Vektoren E, H lauten dann die Maxwell'schen Gleichungen

OF
® o

oH
_, o1 1.150
Ty ( )

rot H

(1.149)

rot E

Wir eliminieren einen der beiden Feldvektoren, etwa H, indem wir (1.149) nach ¢ differen-
zieren und von (1.150) die Rotation bilden. Das Ergebnis lautet

d°E
t rot E + —=0.
rot ro EH 53
Mit Hilfe der Beziehung (1.32) erhalten wir daraus wegen div E =0
0’E
AE — EU W =0
Jede Komponente von E (wie auch von H) geniigt der folgenden Differentialgleichung
0%¢

Die Differentialgleichung heiBt Wellengleichung, da ihre Losungen, wie wir gleich sehen
werden, wellenférmige Ausbreitungsvorgiange beschreiben.

Im einfachsten Fall ist nur eine Abhangigkeit von einer der drei Ortskoordinaten, etwa
x, vorhanden. Die allgemeine Lésung von (1.151) lautet, wie man durch Einsetzen leicht
bestatigt

p=fx—vi)+glx+vr). (1.152)

Sie enthalt zwei willkiirlich wahlbare Funktionen f,g. Wie wir von Abschnitt 1.2.2 her
bereits wissen, beschreibt der erste Term von (1.152) einen Verlauf, der sich in Richtung
der positiven x-Achse, der zweite Term einen Verlauf, der sich in Richtung der negativen
x-Achse ausbreitet. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist gegeben durch

1
NG

Vv =



Aus den beiden Gleichungen
div E =0, div H =0

folgt mit den oben gemachten Voraussetzungen (8/0y = 0, 0/0z = 0) sofort OE, /0x =
0, 0H,/0x = 0 und daher, wenn man von einem zeitlich konstanten homogenen Feld
absieht

E, =0, H,=0.

Keiner der beiden Feldvektoren E, H besitzt eine Komponente in Ausbreitungsrichtung. Die
elektromagnetische ebene Welle ist eine reine Transversalwelle.

Um herauszufinden, wie die Transversalkomponenten von E und H miteinander verkniipft
sind, gehen wir auf die Komponentendarstellung von (1.149) und (1.150) zuriick. Sie lautet

oH,  OE,  0H, oL,

__ 9% oy 0k 1.1
ax  Car . ox Y (1.153)
OE, OH, 0E,  0OH,
ol e el rvalt
ox ot ox ot

Dies sind zwei voneinander unabhangige Systeme. In den beiden linken Gleichungen sind
H, E, auf die gleiche Weise miteinander verkniipft, wie Hy, —E; in den rechten Gleichungen.
Wir betrachten daher weiterhin nur das linke System. Setzt man

Ey =Ey f(x=vi), Hy = Hy f(x—vi)

in (1.153) ein, so erhalt man

u
E)’O = \/sz0 .
&

Die GroBe

die im Vakuum (u = po,& = &) den Wert Zy = 120tV/A = 377Q annimmt, nennt
man den Wellenwiderstand der Welle. Der mit der Welle verbundene Energietransport wird
allgemein durch den Poynting'schen Vektor

S=ExH

gegeben. Im vorliegenden Fall ist

1
S=— Ejec=ZHex,



d.h. S zeigt in Ausbreitungsrichtung der Welle.

Wir nehmen von jetzt ab einen sinusférmigen Verlauf der Funktion f an. Dies ist keine
Einschrankung der Allgemeinheit, da man jede periodische Funktion aus sinusférmigen
Funktionen zusammensetzen kann. In komplexer Schreibweise ist dann

Hg:Hm(mﬂMx—v0+ﬁ}:%{Hm@ﬂMQﬂﬁy:%“Hk@@%w%.
Halt man ¢ fest und erhéht x um einen Betrag A, sodass die GroBe k x eine Anderung um

2 1 erfdhrt, so hat man eine raumliche Periode zuriickgelegt. Es gilt also

2n
kdl=2m, A=—,
g k
entsprechend gilt fir die Schwingungsdauer T

2n
wT =2m, T=—.
w
Die GroBe k, auch Wellenzahl genannt, ist das raumliche Analogon zur Kreisfrequenz w.

Es ist zweckméBig, E und H in der Form
E=Ed®, H=H

zu schreiben. Die komplexen Amplituden E, H sind Vektoren und jede Komponente erfiillt
die zeitfreie Wellengleichung

Ap+epw?¢p=0.

Der Poytning'sche Vektor lautet
1 ‘

Er gibt die Dichte des Wirkleistungsflusses an.

Wir berechnen nun Loésungen der Maxwell'schen Gleichungen im Innern eines rechteckformi-
gen Wellenleiters, dessen Abmessungen Abbildung 1.71 zu entnehmen sind.

Nimmt man an, dass der Wellenleiter aus ideal leitendem Material besteht, so missen die
Tangentialkomponenten von E an der Oberflache des Leiters verschwinden, d. h.

E, = 0 fir z==xa
EZ

0 fir y==b.

Die Normalkomponente von E braucht keine Randbedingung zu erfiillen.



Abb. 1.71: Wellenausbreitung in einem Hohlleiter

Wir beschranken uns hier auf die Berechnung der Teilldsung, fiir die nur eine der beiden
Transversalkomponenten von E, etwa E, von Null verschieden ist. Wegen div E = 0 gilt

dann 9E, /0y = 0 und die zeitfreie Wellengleichung fiir die komplexe Amplitude E, reduziert
sich auf

0°E, 0O%E,
0x2 972

+a)28,uEy =0.

Da wir wellenférmige Losungen suchen, nehmen wir die Abhangigkeit von der Langskoordi-
nate x in der Form

Ey = E; e M + By
an und erhalten fir E; (wie auch fiir E5) die Differentialgleichung

0’
— i (Wlepu-kHE =0
022

mit der Losung
Ei(z) = Asinaz + B cosaz,

wobei gesetzt ist

@ =wleu-k%.

Die Randbedingungen bei z = +a verlangen

2n-1
A=0, a=aq, = n
2a

7T, n=123...,



d. h. es sind unendlich viele Werte von a = a,, moglich. Zu jedem dieser a,, gehort ein Wert
k, namlich

k=ky=w?epu—a?. (1.154)

Damit eine Wellenausbreitung moglich ist, muss die GroBe k fiir n = 1 reell sein. Dies
bedeutet nach (1.154)

S T 1 7T
W>We=— =—c.
 2a \ep 2a
Fihrt man die zu w gehdérende Wellenldnge Ay im freien Raum ein, dann muss gelten
A
2 <94,
2

Die kritische Frequenz f,. unterhalb derer keine Wellenausbreitung moglich ist, wird Grenz-
frequenz des Wellenleiters genannt (f. = w/2 ).

Die zu n gehdrende Teillosung lautet
Ey(x,2,1) = cosa, z (Ae 5 n* + Belk n¥) @

Sie wird auch Mode genannt und beschreibt die Ausbreitung zweier Wellen: eine in Richtung
der positiven und die andere in Richtung der negativen x-Achse.

Die zugehorigen Komponenten von H ergeben sich aus der zeitfreien zweiten Maxwell’schen
Gleichung

rot E =—jouH.

Man erhalt
1 OE ) . .
H, = ‘__y:_‘ozn sina, z (Ae % n* + Belk p¥) el @t
jou 0z jou
H, = 0
1 OE ik ) . .
H, = y _ _Jfn cosanz(—AeJknx+BeJknx) el

_ja),u ax jou

Da E nur eine Transversalkomponente besitzt, wird die hier errechnete Ldsung auch
transversale elektrische Welle oder kurz TE-Welle genannt. Fiir die zweite, hier nicht
berechnete Losung ist charakteristisch, dass H nur eine Transversalkomponente besitzt. Sie
wird daher transversale magnetische Welle oder kurz TM-Welle genannt.



1.7 Integrale KenngroBen von Feldverlaufen

1.7.1 Die Kapazititen eines Mehrleitersystems

Sehr oft ist die Ermittlung eines raumlichen Feldverlaufs kein Selbstzweck, sondern dient
dazu, KenngroBen zu ermitteln, die die Eigenschaften einer Anordnung von Leitern fiir
weitergehende Untersuchungen erschdpfend beschreibt. Die wichtigsten KenngroBen eines
Mehrleitersystems sind die gegenseitigen Kapazitaten.

5

Abb. 1.72: Kapazitaten eines Mehrleitersystems

In Abbildung 1.72 ist schematisch eine Anordnung von Leitern, auch Elektroden genannt,
dargestellt. Der i-te Leiter habe das Potential ¢; und trage die Ladung Q;. Integrieren wir
die elektrische Erregung D lber eine Hillfliche (V;), die den Leiter i umschlieBt, so muss

gelten

0;=¢ DdA .
)

(Vi

Die vom Leiter i austretenden D-Linien gehen entweder ins Unendliche oder enden auf
einem anderen Leiter k. Das Unendliche kann auch eine im Endlichen vorhandene Elektrode
sein, auf der das Potential ¢ = 0 fest vorgegeben ist (Erde). In Abbildung 1.72 geht z. B.
fur i = 3 der durch die D-Linien 1, 2 reprasentierte Fluss zum Leiter 2, und der den Linien
3, 4 bzw. 5, 6 zugeordnete Fluss zum Leiter 1 bzw. ins Unendliche.

Die auf dem Leiter i vorhandene Gesamtladung Q; kann deshalb in Teilladungen aufgeteilt
werden, derart, dass die von der Teilladung Q;x entspringenden D-Linien auf dem Leiter k
enden. Dem Unendlichen ordnen wir formal den Index 0 zu. Wegen der Quellenfreiheit von
D im Raumgebiet zwischen den Leitern muss gelten

Qik = —Qki (1.155)



d. h. die vom Leiter i nach Leiter k ausgehenden D-Linien miissen dort auch ankommen.
Weiterhin muss fiir jeden Leiter i die Summe der Teilladungen gleich Q; sein:

n

0i= Y Ou i=Ll2...n (1.156)

k=0, ki
wenn n die Anzahl der Leiter bedeutet.

Die Spannung ¢;; zwischen den Leitern i und k ergibt sich aus

¢ik=¢i—¢k=/EdS,

Wik

wobei W ein beliebiger Weg vom Leiter i zum Leiter k sei. Offensichtlich gilt
Pi = —Pxi - (1.157)

Wir denken uns nun die Leiter an Spannungsquellen angeschlossen, die es erlauben, die
Leiterpotentiale beliebig zu verandern. Wenn man z.B. die Leiterpotentiale um einen
konstanten Faktor erhoht, so flieBen weitere Ladungen auf die Leiter. Es zeigt sich, dass das
Verhaltnis

Cop = Oir _ _Qix (1.158)

ik Pi — i

unabhangig ist von der Wahl der Potentiale und nur von der Form, der GroBe und der
gegenseitigen Lage aller Leiter abhdngt. Die GroBe C;x nennt man die Teilkapazitat zwischen
den Leitern i und k. Man beachte, dass nicht die Gesamtladung des Leiters i sondern nur
die Teilladung Q;x einzusetzen ist. Wegen (1.155) und (1.157) gilt

Cik = Ci -
Wir schreiben nun Gleichung (1.158) um in
Qik = Cik (¢i — ¢) k=0,12....n, k#i

und beachten, das ¢y = 0 ist. Schreiben wir formal C;y = Cj;, so nimmt Gleichung (1.156)
die Form an

01 = Ciid1+Cia(p1—d2)+ ...+ Cin(d1— ¢n)
Q2 = Co(p2—¢1)+Coapa+ ...+ Con(d2—¢n)

S (1.159)
On = Cui(dn—¢1)+Cou2(dn—d2)+ ...+ Cup @ -



Der Koeffizient C;; ist die Kapazitat des Leiters i gegen Erde. Die Gleichungen (1.159)
kénnen auch in der Form

Q1 = cnngr+ciadat...+cindn
Q2 = co1¢1+coadat...+Conn

: (1.160)
On = cndr+cn2¢2+...4 Can P

geschrieben werden, die fiir manche Rechnungen bequemer ist. Zwischen den Koeffizienten
cir und den Teilkapazitaten C;; besteht der Zusammenhang

n
c,-i=Zc,~k i=12....n
k=1

ik = —Cix Lk=12...,n i+k.

Umgekehrt gilt

n

Ci = Zcik i=12....n
k=1
Co = —ci  Lk=12...n i#k. (1.161)

Beide Darstellungen konnen daher leicht ineinander umgerechnet werden.

Wir wollen nun die Energie ausrechnen, die in der Anordnung gespeichert ist. Dazu integrieren
wir die elektrische Energiedichte tber den als ladungsfrei angenommenen Raum V' zwischen
den Leitern:

1
We=§/EDdV.
v

Wegen

E = —grad ¢
ergibt sich zunachst

W, =—%/Dgrad¢dV.
Dies kann mit Hilfe der Identitat

div ¢ D = ¢ div D + D grad ¢



umgeformt werden:

1 1
We=§/¢dideV—§/div¢DdV.

Das erste Integral verschwindet, da p = div D = 0 angenommen wurde. Das zweite Integral
verwandeln wir mit Hilfe des GauB'schen Satzes in ein Oberflachenintegral, das iiber die
Summe aller Leiteroberflaichen und (iber die duBere Oberfliche von V zu erstrecken ist. Das
Ergebnis lautet

%div¢DdV=Z¢,-j{DdA+¢oj§DdA,

=W V)

wenn (V;) die Oberflache des Leiters i und (V) die Oberfliche von V bedeuten. Das letzte
Integral liefert wegen ¢g = 0 keinen Beitrag. Beachtet man, dass d A ins Innere des Leiters
i zeigt, so ergibt sich schlieBlich

1 n
W, = E;Qi o . (1.162)

Nun kénnen wir die Ladungen nach (1.159) oder (1.160) noch durch die Potentialdifferenzen
ausdriicken. Das Ergebnis lautet dann

W, = §;Cii¢i +§;k;1ak(¢i—¢k)

bzw.

1< 1 ¢
— g L2 b
W, 2i:1 Cii @5 +2 4 Cik i Pk -

i=1 k=1,k#i

Als Beispiel berechnen wir die Teilkapazitdten einer Anordnung von drei kreisformigen Leitern,
die im Innern einer ebenfalls kreisformigen Abschirmung verlegt sind (Abb. 1.73). Wir setzen
voraus, dass der Leiterradius ry klein ist gegen den Innenradius R der Abschirmung. In
diesem Fall wird das Potential durch drei Linienladungen in den Mittelpunkten der Leiter

und den ihnen zugeordneten Spiegelladungen auBerhalb des Kabelvolumens erzeugt. Nach
Abbildung 1.73 gilt

a2

2 2 o 2 2 o 1
r{+ry—2rirpcosl120® =r{ +ry +riro wegen cosl20°= ~3

b rl\/g.

Nach dem Gesetz der reziproken Radien besteht zwischen rq, o und R die Relation

nrp=R. (1.163)
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Abb. 1.73: Kreisférmige Leiter in kreisformiger Abschirmung

Mit diesen Bezeichnungen stellen sich die Leiterpotentiale wie folgt dar:

B 1 ro—ri a a

¢1 = el Q1 In +Q2 lnb+Q3 lnb) (11643)
1 a ro—r a

02 = 5= (Qiln;+0xIn 2 1+Q31nz) (1.164Db)
B 1 a a ro—ri

¢3 = ool 01 lnb‘l‘QQ lnb-i-Qg In o ) (1.164C)

Hier bedeuten Q1, Q2, Q3 die Ladungen, die sich auf einer Lange [ jedes Leiters befinden.

Die Abschirmung hat (etwa am Punkt P) das Potential

1 ro — R /r22+R2+r2R
= In + + Iny=—|.
%o 2nel O R-n (@2 +0s) r12+R2+r1R

Wegen (1.163) vereinfacht sich dies auf

1
¢0=—(Q1+Q2+Q3)ln§-

2mel

Wir subtrahieren nun von jeder der drei Gleichungen (1.164) diese Beziehung und fiihren die
Spannung U; = ¢; — ¢g der Leiter gegen die Abschirmung ein. Die entstehenden Gleichungen
lauten in Matrizenschreibweise

Uy A B B 04

U, |=| B A B || Qs |, (1.165)

Us B B A 05



wobei abkiirzend gesetzt ist

1 ri(re —ry) 1 R —r}
In = n
2mel ro R 2mel roR

[2 . .2
1 ! 1 ri+ry+R?

— = 1
2mel an 2mel H V3R

A =

Aus Symmetriegriinden muss das zu (1.165) inverse Gleichungssystem die folgende Form
haben:

01 cp c1 €1 Uy
Q2 [=| aa c0 a Uz |- (1.166)
03 c1 c1 C Us

Das Produkt der beiden Matrizen in (1.165) und (1.166) ist gleich der Einheitsmatrix. Die
Bestimmungsgleichungen fiir ¢g, ¢; erhalt man durch Ausmultiplizieren der Matrizen. Sie
lauten

Acg+2Bc =1

AC1+BC0+301=0.

Ihre Losung lauten

A+ B

co = -—

0 (B—A)(2B+A)
B

cp =

(B-A)(2B+A) "

Nun schreiben wir das System (1.166) in der Form

01 = GU + G U2-Uy) + C(Us-Uy)
Q0 = Ci(Ux2-U1) + CUs + C1(Uz-U>)
O3 = C(Uz3-Uy) + G (U3-Uz) + CyUs.

Hier bedeutet Cy die Kapazitat eines Leiters gegen die Abschirmung, C; die Teilkapazitat
zwischen je zwei Leitern. Mit Hilfe von (1.161) kénnen Cp, C1 aus cp, ¢; leicht errechnet
werden. Man erhilt

2nel
G = T 3.3y

1 r1 (r5-ry)

n 3rg R3

1 2 l
€ = —zCo+ ks

3 3 1n V3ri(ra=r1)

2 2 2
ro Vri+ri+R



Wir betrachten noch den Spezialfall, dass die drei Leitungen frei verlegt sind. Lasst man
R — o streben unter Beachtung der Beziehung r» = R?/ry, so ergibt sich

Co = 0

2nel
c, = =&
' 31p Y3

1o

1.7.2 Krafte zwischen den Elektroden

Die einfachste Methode, die zwischen den Elektroden wirkenden Krafte zu berechnen,
benutzt den Satz von der Erhaltung der Energie.

Es sei die Aufgabe gestellt, die Kraft zu berechnen, die auf den Leiter i in einer Richtung
n ausgelibt wird. Dazu denken wir uns den Leiter in dieser Richtung um eine infinitesimal
kleine Strecke d s = d s n verschoben (siehe Abbildung 1.74).

ds

O

Leiter i

Abb. 1.74: Krafte zwischen den Elektroden

Die Verschiebung soll bei konstanten Leiterpotentialen durchgefiihrt werden. Dazu denken
wir uns die Leiter wieder an Spannungsquellen angeschlossen.

Mit der Verschiebung ist eine Anderung aller Teilkapazititen verbunden. Die Anderung von
C;; sei d C;;, die Anderung von Cjy sei d Ci.

Da die Potential konstant bleiben, flieBen zusatzliche Ladungen d Q; auf die Leiter. Dazu
miussen die Quellen die Arbeit

dWey = an ¢i d Q;
i=1

leisten.



Weiterhin sind die Zusatzladungen d Q; mit den Kapazitatsanderungen nach Gleichung (1.159)
auf die folgende Weise verkniipft:

n

dQ;=¢;dC; + Z (i — dr)d Cixc . (1.167)

k=1,k+#i

Gleichzeitig andert sich nach (1.162) die elektrische Feldenergie um den Betrag
dw, = L Zn: i d Qi
e — 2 & ¢l [ 24

Nur die Halfte der von den Quellen geleisteten Arbeit ist zur Erhéhung der Feldenergie
verwendet worden. Die andere Halfte muss nach dem Satz von der Erhaltung der Energie
als mechanische Arbeit in Erscheinung treten. Fiir diese gilt

dWpeen = Fids

wenn F; die auf den Leiter i wirkende Kraft bedeutet.

Der Energiesatz verlangt nun
1 &
dWieer = Fids = §;¢iin :
Setzt man die Darstellung (1.167) fir die d Q; ein, so erhalt man
1, 1 & & )
Eﬂ“=5;%daﬁ§§:zﬂﬁ—m)de

i=1 k=i+1

Dabei ist F;y die Komponente von F; in Richtung von d s. Dividiert man beide Seiten durch
d s, dann ergibt sich

Iv ,dCi 1 v o dCi
Fig == 2 4o i— —= 1.168
DA T PIWNCET S & (1.168)

ds i=1 k=i+1

Als einfaches Beispiel berechnen wir die Kraft, mit der sich die Leiter einer Paralleldrahtleitung
gegenseitig anziehen. Da C;; = 0 ist, bleibt in (1.168) nur der Term

dcy,
ds

1
a=?m—mf

Nach (1.80) war der Kapazitatsbelag
T EQ

2a °
lnﬁ

4 —
C12 -



Da wir die anziehende Kraft berechnen wollen, muss die Verschiebung in Richtung der
Verkleinerung des Abstandes 2 a vorgenommen werden. Es ist also

s=-2a

und man erhalt

1 dcy 1
Fs = -3 (¢1 — ¢2)* d_s12 =5 (¢1 — ¢2)?

T &Y
5
2
2a (ln r—(‘)’)
1.7.3 Induktivitdten einer Anordnung stromfiihrender Leiter

Vorgegeben sei eine Anzahl n geschlossener Leiterschleifen, die von Strémen iy, is, . . . iy,
durchflossen werden (Abb. 1.75). Jeder Strom erzeugt in seiner Umgebung ein Feld H bzw.

|

» /D

io

LD D

i3

7-4

Abb. 1.75: Induktivitaten einer Anordnung stromfiihrender Leiter

B, das von der Starke des Stromes und auBerdem noch von der Verteilung der magnetischen
Werkstoffe abhdngt. Von einer evtl. vorhandenen Feldabhangigkeit der Permeabilitat sehen
wir im folgenden ab. Das an einem beliebigen Punkt P beobachtete Feld B setzt sich daher
additiv aus den Beitrdgen By der Stréome i, zusammen:

B:in.
k=1

Wegen der Linearitat des Problems ist der Feldanteil By proportional zum verursachenden
Strom i.

Im allgemeinen Fall wird ein Teil der Feldlinien By durch die Flachen A; treten, die von der
Stromschleife [ umrandet wird. Den Quotienten

1
Lk1=,—‘/Bk dA
ik
Aq



nennt man den Koeffizienten der gegenseitigen Induktion zwischen Leiter k und .
Nach Abschnitt 1.2.10 kann By aus einem Vektorpotential Ay hergeleitet werden:
B =rot Ay .
Fir Ly; erhdlt man nach Anwendung des Stokes’schen Satzes
Ly = —/rot AdA=— ‘75 A dsy . (1.169)
(Az)

Wenn lberall p = yq ist so gilt nach Abschnitt 1.2.10

A, = Mo Ji(ri)

4w ) |r—rg
Vi

dv’.

Nimmt man weiterhin den Strom i; als Linienstrom an, so ist
Jk(l‘/)dvl = ik dsk N
sodass sich nun ergibt

ds
A =i K k
47 lr —re|

(Ag)

(1.170)

Die Integration (1.170) ist iiber die Schleife k, die Integration (1.169) iiber die Schleife [ zu
erstrecken. Fur Ly; erhalten wir die Darstellung

_ Mo //dskdsl
m lr —ri|
k1

Die in dem System stromdurchflossener Leiter gespeicherte Energie ist gegeben durch das
Integral Gber die magnetische Feldenergie:

1
:§/HB av, (1.171)
wegen B = rot A gleichbedeutend mit
1
= E/Hrot AdV.

Benutzt man die Vektoridentitat

div AxH =Hrot A-Arot H,



so erhalt man
1 1 .
Wm:§/ﬂrotHdV+§/d1V(&zle)dV.

Sind alle Leiter im Endlichen gelegen, so kann das letzte Integral (nachdem es in ein
Oberflichenintegral verwandelt wurde) vernachlassigt werden, da A wie 1/r und H wie 1/r>
abnimmt, die Oberfliache aber nur wie 2 zunimmt. Mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes
rot H = J ergibt sich dann

1
= — d
2/ﬂJ V.,

was mit Hilfe von (1.67) umgeformt werden kann in

1 ’
Wy = = 22 T Gy ay
2 4m |r—r’|
Wir zerlegen jedes Integral in eine Summe, bei der jeder Summand (iber einen Leiter erstreckt
wird und erhalten nun

1 uo dspds; 1s0 v ..
=z = =z L : 1.172
V=3 Ia ZZ”‘”//m—m PIRILL (472

k=1 1=1

Die magnetische Feldenergie eines Mehrleitersystems ist eine homogene quadratische Funk-
tion aller Strome. Die Koeffizienten sind die Induktivitaten.

Gleichung (1.172) kann auch dazu dienen, Induktivitaten zu berechnen, wenn die Strome
bekannt und die Feldenergie nach (1.171) ermittelt wurde. In der Praxis macht man von
dieser Moglichkeit haufig Gebrauch.

1.7.4 Krafte und Drehmomente auf die Leiter

Nachdem wir im letzten Abschnitt die magnetische Feldenergie durch die Induktivitaten
ausgedriickt haben, kénnen wir jetzt durch Anwendung des Energiesatzes die Kraft und das
Drehmoment berechnen, die auf die einzelnen Leiter ausgelibt werden. Diese versuchen,
sowohl die Leiter zu deformieren als auch die gegenseitige Lage der Leiter zu verandern. Wir
betrachten hier nur die letztgenannte Funktion der Krafte, da sie in den Anwendungen von
groBter Wichtigkeit ist. Es sei angenommen, dass bei den folgenden Positionsdnderungen
die Selbstinduktivititen aller Leiter konstant bleiben.

Im einfachsten Fall sind zwei Leiter mit den Induktivitidten Ly, Lo und der Gegeninduktivitat
M vorhanden. Wir verandern die gegenseitige Lage der Leiter durch eine infinitesimale
Positionsanderung etwa des zweiten Leiters. Jede Positionsanderung eines als starr angenom-
menen Leiters lasst sich darstellen als Summe einer Translation um eine kleine Strecke d s



und einer Drehung um einen infinitesimalen Drehwinkel d ¢, der als Vektor in Richtung der
Drehachse angenommen werde und mit der Drehrichtung durch die Rechtsschraubenregel
verkniipft sei. Die magnetische Feldenergie fiir diese Anordnung lautet nach (1.172)

1
szi(Llif+L2i§+2Mi1i2).

Da die Leiter starr sein sollen, gilt fiir die Anderung der Feldenergie wegen d L; = d Ly = 0

AW, = i1isd M . (1.173)

Hier ist vorausgesetzt, dass die Strome konstant gehalten werden. Dazu denken wir uns die
Leiter an Spannungsquellen angeschlossen, die so nachreguliert werden, dass sie induzierte
Spannungen kompensieren.
Wir die Positionsdnderung in der Zeit d ¢ durchgefiihrt, so sind die induzierten Spannungen
in den Leitern 1 und 2 gegeben durch
. dM . dM
wil = =iy ——, Uiz =iy —— .

drt dt
Die Spannungen uy, us missen um dieselben Betrage erhoht werden, sodass die Quellen zur
Aufrechterhaltung der Strome wahrend der Zeit d ¢ die zusatzliche Arbeit

dW, = —(il U1 + i Mig) dt =2i1iodM
erbringen.

Die eine Halfte dieser Arbeit wird zur Erhéhung der magnetischen Feldenergie nach Glei-
chung (1.173) benétigt, die andere Halfte in mechanische Arbeit umgewandelt. Diese ist
bei reiner Translation gegeben durch

Fs=i1ioM
und bei reiner Rotation durch
Modgo=iria M,
wenn M den Vektor des Drehmoments bedeutet.

Fir die Kraftkomponente in Verschiebungsrichtung d s erhalt man

.. dM
Fs:lllQE.

Entsprechend ergibt sich das Drehmoment in Bezug auf die durch d ¢ festgelegt Drehrich-
tung

.. dM
MDzlllgw.

Kraft und Drehmoment versuchen, die Lage des Leiters so zu verandern, dass die Gegenin-
duktivitat moglichst groB wird.



1.8 Minimaleigenschaften der Maxwell’schen Gleichungen

1.8.1 Grundprobleme der Variationsrechnung

Bisher haben wir elektromagnetische Felder auf die Weise berechnet, dass wir die zu
erfullenden partiellen Differentialgleichungen direkt gelost haben. Im Zusammenhang mit
numerischen Verfahren gewinnt heute eine Lésungsmethode immer mehr an Bedeutung, die
bestimmte Minimaleigenschaften der Felder zur Ermittlung der Lésung ausnutzt. Wir wollen
die Grundidee dieses andersartigen Losungsverfahren zunichst an einem mechanischen
Beispiel erlautern und dann erst die Anwendung des Verfahrens auf Probleme der Feldtheorie
behandeln.

Gegeben sei in der x,y-Ebene ein Punkt P mit den Koordinaten x = xg > 0,y = yo > 0 (siehe
Abb. 1.76). Gesucht ist eine Kurve y = y(x), die den Nullpunkt mit dem Punkt P verbindet.

X

y1(x)

y2(x)
P(xo, y0)

81

y

Abb. 1.76: Beispiel zu den Minimaleigenschaften von Feldern

Auf der gesuchten Kurve soll sich ein Massenpunkt reibungsfrei bewegen kénnen, wobei als
einzige Kraft die nach unten gerichtete Schwerkraft einwirkt. Die Kurve y = y(x) soll so
bestimmt werden, dass der Massenpunkt, wenn er im Nullpunkt mit der Geschwindigkeit
v = 0 startet, minimale Zeit zum Durchlaufen der Kurve benétigt. Eine Kurve mit dieser
Eigenschaft nennt man eine Brachistochrone.

Wir wollen uns zunachst vergegenwartigen, dass eine Losung dieses Problems existiert. Im
einfachsten Fall wiirde man die beiden Punkte durch eine Gerade y = yi(x) verbinden.
Es ist sofort einzusehen, dass eine nach unten ausgebuchtete Kurve y = yo(x) giinstiger
ist, weil der Punkt auf ihr schneller auf Geschwindigkeit kommt. Allerdings wird dann der
zuriickzulegende Weg langer, was die Gesamtzeit zum Durchlaufen der Kurve vergroBert. Die
»richtige” Kurve liegt dann vor, wenn eine weitere Ausbuchtung nach unten die bendtigte
Zeit mehr vergroBert, als sie durch die raschere Geschwindigkeitszunahme verkleinert wird.



Wir wollen nun die gestellte Aufgabe mathematisch formulieren. Die Zeit d¢, die der
Massenpunkt braucht, um die Strecke d s auf der Kurve zuriickzulegen, betragt

d
dt:—s.

1%

Wenn die Bewegung nur unter dem Einfluss der Schwerkraft stattfindet, dann hangt die
Geschwindigkeit nur von y ab. Nach den Gesetzen der Mechanik gilt dann

=42gy (g = Erdbeschleunigung) .

Weiterhin ist

s=+dx2+dy2=dx+1+y?2.

Die gesamte Laufzeit des Massenpunktes ist gegeben durch

1+y’2
dt—/ ) 1.174
/ 2gy ( )

Wir betrachten allgemein Integranden der Form F(x, y, y’). Die Aufgabe ist, eine Funktion
y(x) zu finden, die das Integral

b
I= /F(x,y,y') dx (1.175)

a

zu einem Minimum macht. Das konkrete Problem (1.174) ist in dieser allgemeinen Frage-
stellung mit eingeschlossen.

Die gesuchte Funktion y(x) soll hier an den Grenzen des Integrationsintervalls vorgegebene
Werte annehmen:

y(@) = ya, y(b) =

Wenn es eine Funktion yo(x) gibt, die das Integral (1.175) zu einem Minimum macht, dann
muss I fiir jede andere Funktion y(x) einen groBeren Wert annehmen. Wir setzen

y(x) = yo(x) + €n(x) . (1.176)

Dabei sind € ein Zahlenwert und 7r7(x) eine beliebige Funktion, iber deren Verhalten an den
Intervallgrenzen wir noch verfligen werden.

Fir y’(x) erhalten wir aus (1.176)

Y'(x) = y(x) + €n'(x) . (1.177)



Wir setzen nun die Darstellungen (1.176) und (1.177) in (1.175) ein und entwickeln den
Integranden in eine Reihe nach e:

oF
oy’

OF
F(x,yo+eny,+en)=Fxyony))+e€n—+en — +....

dy
Fir das Integral (1.175) ergibt sich

b b
, oF , ,0F ,
1=/F(x,yo,yo)dX+€/(na(x,yo,yoﬂn a—y,(x,yo,yo) dx.

a

Wenn I ein Minimum werden soll, so muss die Ableitung d I/d € verschwinden:

b

dr oF oF

—— = — ’ dx=0. 1.17
/(n6y+n6y') x=0 ( 8)

a

Durch partielle Integration des zweiten Anteils erhalten wir

b b
,OF oF / d (oF d
- — X .
g oy’ Y la Tdx oy’

X:T]a,

Dies setzen wir in (1.178) ein und erhalten

b
b
OF d (OF
- dx=0. 1.179
a+/n{6y dX(ay’)} ! ( )

Jetzt wollen wir zwei Falle unterscheiden:

dl oF

E:n oy’

Im ersten Fall sei—wie in der gestellten Aufgabe—die Funktion y(x) an den Enden des
Intervalls festgelegt. Damit dies zutrifft, miissen wir verlangen, dass n(x) bei x = a und x = b
verschwindet. Mit dieser Forderung wird der erste Term von Gl. (1.179) gleich Null. Das
verbleibende Integral kann fiir beliebige n(x) nur verschwinden, wenn der Klammerausdruck
unter dem Integral verschwindet, d. h.

oF d (8F): (1.180)

dy dx\dy’
Dies ist die dem Variationsproblem zugeordnete Euler’'sche Gleichung.

Im zweiten Fall nehmen wir an, dass fiir die gesuchte Losungsfunktion yo(x) keine Randbe-
dingungen vorgeschrieben sind. Jetzt kann n(x) auch bei x = a, b beliebig gewahlt werden.



Wenn nun aber Gleichung (1.179) fiir jede beliebige Wahl von n(x) gelten soll, so muss die
Euler'sche Gleichung (1.180) befriedigt werden und auBerdem gelten

oF
0y’

_oF
vea Y

=0.
x=b

Diese Bedingungen, die jede Lésungsfunktion an den Grenzen des Intervalls erfiillen muss,
nennt man die natiirlichen Randbedingungen des Variationsproblems.

Bei dem eingangs gestellten Problem ist F(x, y, y") durch den Integranden von Gl. (1.174) ge-
geben. Fiihrt man die vorgeschriebenen Differentiationen aus, so erhilt man die zugeordnete
Euler'sche Gleichung, welche lautet

2yy +y?+1=0.

Wir beschranken uns hier darauf, die Losung dieser Differentialgleichung einfach anzugeben.
Sie lautet

X a(t—sint)

y = a(l-cost).
Dies ist die Parameterdarstellung einer Kurve, die in der Kurventheorie wohlbekannt ist und
Zykloide heiBt. Die Brachistochrone ist eine Zykloide.

Die hier skizzierte Rechnung wurde erstmalig 1696 von Jakob Bernoulli durchgefiihrt
und gab den AnstoB zur Entwicklung der Variationsrechnung, die heute in zahlreichen
Anwendungsgebieten von groBer Bedeutung ist.

Wir erweitern nun die bisherigen Uberlegungen auf den Fall, dass
1. mehrere unabhéngige Veranderliche vorhanden sind und
2. mehrere Funktionen gesucht sind.

Zusatzliche Schwierigkeiten treten bei dieser Erweiterung nicht auf, die Formeln werden nur
etwas umfangreicher.

Im ersten Fall seien x, y, z,t die unabhangigen Veranderlichen. Gegeben sei ein Ausdruck

F(r.t, f, fo fys fos J1)

der neben den unabhangigen Veranderlichen r,t eine Funktion f(r,t) und ihre partiellen
Ableitungen fy, fy. fz, fi enthalt.



Die Funktion f ist so zu bestimmen, dass das tiber ein gegebenes Volumen V und ein
Zeitintervall #; <t < 19 erstreckte Integral

=//F(r,t,f,fx,fy,fz,ﬁ)dv dt (1.181)
Vv

einen minimalen Wert annimmt.

Wir nehmen wieder an, die Funktion fy(r,t) sei eine Losung des Problems und betrachten
Konkurrenzfunktionen der Form

f(r,t) = fo(r,t) + en(r,t) .

Dabei sei € eine ZahlengroBe und 7(r,t) eine innerhalb der Integrationsbereiche beliebig
wahlbare Funktion, (iber deren Verhalten auf der Berandung von V und an den Zeiten t4, 1o
noch verfigt wird. Fir jede Wahl von n muss das Integral (1.181) einen groBeren Wert
annehmen, wenn f; die Losung des Variationsproblems sein soll.

Wir entwickeln den Integranden von (1.181) in eine Taylorreihe nach €. Der Anfang lautet

F(r9t’f’f)€7.]g)7fZ’fl‘):F(r t vafOX7f0y7.ﬁ]Z7.ﬁ]t)+
{BF OF 0n OF 0n L OF oF oy N oF 677}

o or o 1.182
af " af, x " f, 8y ' Of. 0z of, ot (1.182)

Zur Vereinfachung der weiteren Umformung definieren wir einen Vektor C durch die
Festlegung

oF oF oF
C=—e,+—e,+—e,. 1.183
0 fx ofy * of © ( )

Setzt man (1.182) in (1.181) ein und differenziert nach €, so ergibt sich als notwendige
Bedingung fiir das Auftreten des Minimums

]
drl //( oF oF on
— = — + Cgrad 57 o dvdr=0. 1.184
Ng7+ Comadn+ 7 (1.184)

h 'V

Der mittlere Term kann nach (1.28) umgeformt werden:
Cgrad n=div (nC)—-ndiv C .

Fiir den dritten Term erhalten wir mit Hilfe der Produktregel

oF dy _ a JOF ), 0 OF
af, or Tor| Mooy,



Dies alles in (1.184) eingesetzt liefert

0 oOF a aF

Bei der Volumenintegration lber den zweiten Term wenden wir den GauB'schen Satz an:

/div (T]C)de‘?{nC dA .

v V)

Die zeitliche Integration iiber den dritten Term kann sofort ausgefiihrt werden. Damit nimmt
Gleichung (1.185) die endgiiltige Form an

// 2 e 20 dVdH//nCdAdH/n%

Da die linke Seite fir jede Wahl von 1 verschwinden soll, muss jeder der drei Terme
des Integranden gleich Null werden. Das Verschwinden des ersten Terms liefert die Eu-
ler'sche Gleichung fiir eine Funktion von mehreren Verdnderlichen. Sie lautet mit Riicksicht
auf (1.183) in ausfihrlicher Darstellung

dV=0.

15}

oOF 0 oF 0 oF o0 oF 0 OF
—_——— e — — — —— — — =0. (1.186)
(')f Ox 0fy, Oy dfy, 0zdf, ot (')f,
Wenn fiir die gesuchte Funktion f(r,f) Randwerte auf der Begrenzung von V und fiir
t = 1y, to vorgeschrieben sind, so ist  so zu wahlen, dass es dort verschwindet.

Sind keine Randbedingungen vorgeschrieben, so erfiillt die Lésung f(r,t) automatisch die
natiirlichen Randbedingungen. Auf der Begrenzung von V gilt fir alle ¢
oF oF oF

— dAy+—dA, + — dA, =0 1.187
afx af;) y afz Z ( )

und innerhalb V firt = ¢ und t = 15

(')_F
aﬁ t=t1,to

Nun bleibt nur noch der Fall nachzutragen, dass der zu minimierende Ausdruck mehrere
unbekannte Funktionen fi, f5, f3, ..., fn enthalt. Das Ergebnis ist denkbar einfach: jede der
gesuchten Funktionen muss die Euler'sche Gleichung (1.186) erfiillen und fiir jede Funktion
gilt, falls Randwerte nicht vorgeschrieben sind, die natiirlichen Randbedingungen (1.187)
und (1.188).

=0. (1.188)



1.8.2 Die Lagrange Dichte

In der Feldtheorie beschaftigt man sich—allgemein gesprochen—mit der Lésung der Max-
well’schen Gleichungen, die bekanntlich als Differentialgleichungen formuliert sind. Im letzten
Abschnitt haben wir gesehen, dass die Lésung von Differentialgleichungen gleichbedeutend
ist mit der Losung eines Variationsproblems, falls es gelingt, ein Variationsproblem anzugeben,
dessen Euler’'sche Gleichungen mit den zu I6senden Differentialgleichungen (ibereinstimmen.
Es werden sogar die natiirlichen Randbedingungen automatisch befriedigt.

Es taucht daher die Frage auf, ob man ein Variationsproblem angeben kann, dessen Euler'sche
Gleichungen die Maxwell'schen Gleichungen sind. Dies ist in der Tat der Fall, wie in diesem
Abschnitt gezeigt wird.

Die Maxwell'schen Gleichungen lauten, wenn wir die Feldvektoren E und B als Reprasen-
tanten des elektrischen und magnetischen Feldes ansehen

B
rotp—(%(sE) = J (1.189)
OB
rotE+E = 0 (1.190)
div(eE) = p (1.191)
divB = 0. (1.192)

Gleichung (1.192) folgt aus (1.190), Gl. (1.191) sehen wir als Definitionsgleichung fir p
an. Es verbleiben 6 Differentialgleichungen (1.189) und (1.190) zur Bestimmung der 6
Komponenten von E und B.

Die Lésung kann wesentlich erleichtert werden, wenn man nicht die FeldgréBen E und B
zum Gegenstand der Rechnung macht, sondern andere GréBen, aus denen E und B leicht
zu ermitteln sind.

Gleichung (1.192) kann z.B. allein durch den Ansatz
B =rot A (1.193)

fur jede Wahl des Vektorpotentials A erfillt werden. Setzt man dies in (1.190) ein, so
folgt
rot (E + aﬂ) =0.
ot
Der in Klammern stehende Ausdruck ist wirbelfrei und kann daher aus einem skalaren
Potential ¢ hergeleitet werden. Es ergibt sich auf diese Weise die folgende Darstellung fiir
E:
0A

E = —W — grad ¢ . (1194)



Wir betrachten A und ¢ als neue Unbekannten des Problems. Wenn man sie kennt, so
kann B nach (1.193) und E nach (1.194) leicht errechnet werden.

Durch die Einfithrung der neuen GroBen haben wir schon viel erreicht: die Gleichungen (1.190)
und (1.192) kénnen wir vergessen, da sie fiir jede Wahl von A und ¢ automatisch erfiillt sind.
Wir brauchen uns nur noch um die noch nicht erfiillten Gleichungen (1.189) und (1.191) zu
kiimmern. Wir zeigen nun, dass diese Gleichungen die Euler'schen Gleichungen des folgenden
Variationsproblems sind:

&)

I=//£ dV dt = Min . (1.195)
\'4

151
Dabei ist fiir £ einzusetzen

1 aA\: 1
L=—pp+JA+= grad¢+ﬁ - — (rot A)? .
2 ot 2u

Man nennt £ die Lagrange-Dichte. In ausfiihrlicher Darstellung lautet die Darstellung fur
L

L = —pop+ A+ I, A+ A,
1 [(3g  0AN: (96 0AN (a9 0A,\
+28{(ax+ Y ) +(ay+ o | ot o (1.196)

1 [{aA, 8A, 2+ OA,  OA, 2+ 0A, AL\’
2 u dy 0z 0z 0x dx oy '

Die Formulierung (1.195) fasst das System der Maxwell’schen Gleichungen in einer einzi-
gen Integralgleichung zusammen. Sie stellt die kiirzeste Schreibweise der Maxwell'schen
Gleichungen dar.

Die Lagrange-Dichte £ identifizieren wir mit der Funktion F des letzten Abschnitts. Die
zu bestimmenden Funktionen sind die drei Komponenten von A und das Potential ¢. Die
unabhangigen Veranderlichen sind die drei Ortskoordinaten x, y, z und die Zeit ¢.



Aus (1.196) ergibt sich

{E = —p

dp

0L & (a—¢+%) =—¢kE,
a(g_(i) 0x ot

0

(e
0 3y y

0L - . ((3_¢+6ﬂz):_gEz
o 6_¢ BZ ot

(%)

0L

(o))
=)
S

=5
Iy

(&)

Die Euler'sche Gleichung (1.186) fir ¢ lautet daher
—p+diveE =0

und stimmt mit (1.192) tberein. Wir stellen nun die Euler'schen Gleichungen fir A, auf.
Fir die Ableitungen erhalten wir

0L
a\?{x
0L
(2]
0L 1 (0A, A —lrot A
(aéﬂx 0x ay |
y
0L 1 (0A, OA, 1
- _ = Zrot
(ag‘;x U ( 0z 0x ) ’uro A
0L _ . %_ﬁ_aﬂx
(aﬂx) B ox Ot
ot

Setzt man dies in (1.186) fir F = L, f = Aj ein, so ergibt sich

0 (1
— — [ =rot
aZ(#ro ﬂ)

= Jy

= 0

(o5

u

(o))

Z

S~——

5]

S~——

y

)stx.

[o5)

Jx — g (—lrot ﬂ)

0
- —(¢Ey) =
y\ i ot (6 Bx) =0

y

z



bzw.

N 0Dy
ot

X

1
Jx — (rot—rot .?() =0.

u

Entsprechende Gleichungen erhalt man fiir A, und A;. Fasst man alle drei Gleichungen
vektoriell zusammen, so erhalt man schlieBlich

1 D
rot—B—a—:J.
U ot

Diese Gleichung stimmt mit (1.189) dberein.

Wir behandeln zum Schluss folgende Spezialfalle:
Elektrostatik
Es ist A =0,0/0t = 0 und die Lagrange-Dichte vereinfacht sich auf

~ 1 - 1 [(ag\* [0¢)\> (0¢)*
L——p¢+§e(grad¢) ——p¢+§e{(a) +($) +(£) .

Die natiirliche Randbedingung lautet
grad ¢ -dA=0.

Sie bedeutet, dass die Normalkomponente von E auf dem Rand des Ldsungsbereichs
verschwindet.

Magnetostatik

Es ist ¢ = 0,0/0t = 0 und die Lagrange-Dichte vereinfacht sich zu

L

1
J A - — (rot A)?

2pu
S A+ Ay + I, A —
-y sy )

2u oy 0z 0z o0x 0x 0y

Die natiirliche Randbedingung lautet
rot AXdA=0.

Sie bedeutet, dass die Tangentialkomponente von B auf dem Rand des Losungsbereiches
verschwindet.



1.8.3 Verfahren zur direkten Losung von Variationsproblemen

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass man die Maxwell'schen Gleichungen indirekt
|6sen kann, wenn man das Integral (1.195) durch geeignete Bestimmung der Potentiale zu
einem Minimum macht.

Zum Abschluss wollen wir wenigstens andeutungsweise die wichtigsten Verfahren zur direkten
Losung solcher Variationsprobleme behandeln. Dabei beschranken wir uns aus Platzgriinden
auf den elektrostatischen Fall. Fiir die Lagrange-Dichte gilt dann

~ 1 ap\2  (00\* (8¢)
L“P¢*56{(a—x)+(a)+(&) |

Das Raleigh-Ritz-Verfahren

Der Ansatz lautet

n

(r)= > ciui(r) . (1.197)

i=0

Die Wahl der Funktionen u;(r) ist keinen Einschrankungen unterworfen, auBer der, dass
evtl. vorgegebene Randbedingungen erfiillt werden miissen und dass das Funktionssystem u;
vollstandig sein muss, sodass es jede Funktion darstellen kann. Insbesondere brauchen die u;
keineswegs Losungen der Feldgleichungen (d. h. der Euler'schen Gleichungen) zu sein. Hier
liegt ein wesentlicher Unterschied zu dem Verfahren der Entwicklung nach orthogonalen
Funktionssystemen von Abschnitt 1.4.4, bei dem die Lésung aus Teilldsungen der jeweils
zustandigen Differentialgleichung konstruiert wurde. Wenn ¢ auf der Berandung von V
vorgeschriebene Werte annehmen soll, so kann man z. B. der Funktion uy diese Bedingungen
auferlegen und die restlichen u; auf dem Rand verschwinden lassen.

Mit dem Ansatz (1.197) integriert man L (ber das Volumen:

- [rav,
\4

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten ¢; ergeben sich, wenn man die partiellen
Ableitungen 81/0c¢; bildet und diese gleich Null setzt:

o1

a_ci_

0 i=12...,n)
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Abb. 1.77: Rechenbeispiel zum Raleigh-Ritz-Verfahren

Rechenbeispiel: Gegeben sei ein unendlich ausgedehnter, ebener Plattenkondensator, der
in der in Abbildung 1.77 dargestellten Weise mit zwei Dielektrika mit den Permittivitaten
&1, &2 ausgefillt sei. Die Potentiale an den Platten seien ¢(0) = 0 und ¢(a) = ¢o.

Wir wahlen folgende Funktionen:
X
up=—do,  ur=x(a-x)

und begniigen uns mit der durch die Darstellung

B0 =)+ (), 0L = up e

erreichbaren Naherung.
Die Lagrange-Dichte hat wegen p = 0 die Darstellung

1 (86 1 (e 2
L—ﬁs(a) —§s(z+c1a—261x .

Dies integrieren wir von 0 bis a:

a 3 2 a 2
1 1
Iz/de = —81/ @+c1a—201x dx+—82/ @+c1a—2c1x dx
2 a 2 a
0 0 £
1 2
= 5(@+C1f1) [e1& +&2(a—&)]
a
- (% +c a) [61€% + &5 (a® - £7)]
4
+ §c1 [&1 §3 + &9 (a® —53)] .
Nach elementarer Rechnung ergibt sich
1 (e1—&2)n(1—n) : ¢
c1 = do mit 77—;

a? Loy +(s1—&2)n (120 + 3712



Der zugehérige Verlauf von ¢(x) fiir &1 = gp, 82 =2¢&g, a=1m, £ =1/3m, ¢g = 1V sowie
die exakte Lésung des Problems sind in Abbildung 1.78 dargestellt.

1

o) 7
b0 4

M
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Q
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Abb. 1.78: Losung des Problems von Abbildung 1.77

Finite-Elemente-Verfahren

Wir betrachten nun eine Variante des Ritz'schen Verfahrens, die besonders gut fiir die
Programmierung eines Rechenautomaten geeignet ist. Dabei machen wir von der Freiheit
Gebrauch, dass die Funktionen u; nicht Lésung einer Differentialgleichung zu sein brauchen,
sondern nur die Eigenschaften haben miissen, dass sie jede beliebige Funktion darstellen
konnen.

Wir unterteilen den Lésungsbereich in eine Anzahl n von Teilbereichen V; einfacher Form,
z. B. Quader. Innerhalb jedes Quaders wird ¢ konstant angenommen, wobei fiir die GroBe
der Konstante innerhalb V; eine der Funktionen u; zustandig ist:

u; = const = ¢; innerhalb V;
u; =0 auBerhalb V; .
Durch eine hinreichend feine Unterteilung kann man offensichtlich jeden Funktionsver-

lauf beliebig genau approximieren. Die u; bilden darliber hinaus sogar ein orthogonales
Funktionensystem, wie man unmittelbar einsieht.

Zu einer besseren Approximation gelangt man, wenn man das Lésungsgebiet mit einem
Gitternetz lberzieht und die Potentialwerte an den Gitterpunkten als die Unbekannten



des Variationsproblems ansieht. Im eindimensionalen Fall 1auft dieses Verfahren auf die
Approximation eines stetigen Kurvenverlaufs durch einen Polygonzug hinaus (Abb. 1.79).

$(x) o
i+1
x
& Xi  Xitl

Abb. 1.79: Eindimensionale Approximation durch einen Polygonzug

Im i-ten Intervall wird ein linearer Verlauf des Potentials angenommen. Fiir die Funktion
u;(x) ist zu setzen:

X =X N
— fir x; <x < xi41,

ui(x) = ¢i + (dis1 — ¢i)

Xi+1l — X
ansonsten gilt u;(x) = 0.

Im zweidimensionalen Fall wird der Lésungsbereich in der in Abbildung 1.80 dargestellten
Weise in Dreiecke zerlegt. Innerhalb jedes Dreiecks wird fiir ¢(x, y) ein linearer Verlauf in
X,y angenommen.

8-5 X

Abb. 1.80: Zweidimensionale Approximation durch Dreiecke



1.8.4 Die Methode der finiten Elemente

Die letztgenannten Methoden sind unter dem Namen Finite-Elemente-Verfahren bekannt
geworden. Wegen der zunehmenden Bedeutung wollen wir den Losungsweg fiir den zweidi-
mensionalen magnetostatischen Fall kurz skizzieren.

8-6 :7[”
(X1, yn)

A Am

Yy (X Yom)

Abb. 1.81: Zur Methode der finiten Elemente

Wenn jede Feldkomponente unabhéngig ist von z, dann besitzen A und J nur eine z-
Komponente, d. h.

A=A,e,, J=1Je,.

In Abbildung 1.81 ist ein beliebiges Dreieck Nr. i der Zerlegung von Abbildung 1.80
herausgezeichnet. Die gesuchten z-Komponenten der Vektorpotentiale an den Ecken seien
A, Am, Ay Innerhalb des Dreiecks nehmen wir einen linearen Verlauf fir A, = A, (x, y)
an, wie bereits erwahnt:

A, y)=a+Bx+vyy. (1.198)

An den Ecken soll A die Werte A;, A, A, annehmen, d. h.

A = a+Bx+yy
Am = a+LXm+YYm
A, = a+Bx,+yy,.-

Lést man nach @, B,y auf, so ergibt sich nach elementarer Rechnung

1

a = B {A (Xm Yn = Xn Ym) + A (X0 Y1 = X1 Yn) + A (X1 Y — Xm Y1)}
1

B = 5 {ﬂl (ym - yn) + A (Y0 — Y1) + An (1 — ym)}
1

Y = B {ﬂl (Xn = Xm) + Ap (X1 = xn) + Ap (X — x1)}

D = XnYn—XnYm+Xn Y= X1 Yn + X1 Ym — Xm VI -



D bedeutet die doppelte Flache des Dreiecks.

Mit dieser Annahme kénnen wir nun das Integral
1
I:/(Jﬂ——(rot ﬂ)Q) dv
2u
v
ermitteln, in dem wir es durch eine endliche Summe

N
1
I = Z/ (JZ A, - 5 (rot ﬂ)Q) dxdy (1.199)
i:1Ai

approximieren. Im ersten Term wird die innerhalb jedes Dreiecks als konstant angenommene
Stromdichtenkomponente J, vor das Integral gezogen:

/JZ?[Z dxdy:JZ/ﬂz(x,y)dxdy.
A;

i

Mit der Darstellung (1.198) liefert die Integration

1
/ JZ‘?{Z dx dy = gl(ﬂl"'ﬂm"—ﬂn)e
4;
wenn I den Strom durch die Dreiecksflache bedeutet.

Wir werten nun das zweite Integral aus. Zunachst gilt
0A, 0A,
e, ———e
ay * oax Y
oder wegen des Ansatzes (1.198)

(rot A)? = |B|> = g2 + 2.

rot A =

Da u innerhalb des Dreiecks ebenfalls als konstant angenommen wird, erhalten wir einfach

/(rot AP dxdy=

A;

5 (B +y) 4,
Hi

wenn 4; die Dreiecksflache bedeutet. Die weitere Behandlung ist begrifflich sehr einfach:
schreibt man die Summe (1.199) hin, so erhalt man einen sehr umfangreichen Ausdruck, in
dem die Vektorpotentiale an allen Dreieckspunkten auftreten. Notwendige (und in der Praxis
auch hinreichende) Bedingung fiir das Auftreten eines Minimums ist das Verschwinden der
partiellen Ableitungen, d. h.

ol 0 =12 N
= i=12,...,N.
0A;
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die gesuchten A;. Zur Aufldsung solcher Systeme
hoher Ordnung stehen heute wirkungsvolle Verfahren zur Verfiigung.




Tabelle 1.3: Rechenschema und Ergebnisse zum Differenzenverfahren

Iterationszyklus

i 4¢; = 1 2 3 4 5 exakt
1 P2 + Pg 0,0 1250 179,7 196,3 2024 207,7
2 @1 + ¢3 + 1000 250,0 359,4 384,8 399,7 407,0 4142
3 2 + ¢g + 1000 312,56 359,4 402,3 4254 4378 4493
4 @3 + @5 + ¢g 78,1 2246 302,1 3443 363,6 382,9
5 b4+ Ps + P10 19,5 153,6 241,5 281,2 301,9 3223
6 o5 + d7 + P11 49 1255 183,1 2169 2344 249,6
7 d6 + P12 12 532 934 1144 1237 130,9
8 $1 + ¢13 + 1000 250,0 359,4 400,4 410,1 41338 416,5
9 ¢4 + P10 + 1000 + 1000 5195 652,3 710,1 7354 7477 759,9
10 o5 + ¢g + @11 + 1000 384,8 538,3 597,3 627,3 06427 656,83
11 ¢6 + P10 + ¢12 + 1000  347,4 437,8 4928 521,3 5344 545,1
12 ¢7+ P11+ P14 87,2 190,7 240,8 260,5 268,4 274,1
13 ¢s + @15 + 1000 312,5 421,9 4441 452,9 456,3 458,4
14 P12 + @16 + 1000 271,8 377,2 406,5 4153 4183 420,2
15 @13 + ¢17 + 1000 328,1 376,0 4014 4114 4151 417,0
16 $14 + P23 + 1000 317,9 385,0 400,8 404,9 406,1 406,8
17 d15 + P18 82,0 1616 192,8 204,0 207,8 209,7
18 d17 + P19 + 1000 270,5 369,8 4044 416,2 420,2 421,8
19 18 + P20 + 1000 317,6 424,8 4609 473,1 4765 4777
20 @19 + P21 + 1000 329,4 439,3 476,0 4856 488,0 488,8
21 @20 + P22 + 1000 332,4 4431 469,4 4755 477,0 477,5
22 P21 + ¢oz + 1000 333,1 4015 416,5 420,0 420,8 421,1
23 P16 + P29 162,8 196,6 204,3 206,2 206,7 207,0




Wilhelm Miiller
2 Technische Warmeprobleme

Dieses Kapitel beinhaltet die Vorlesung gleichen Namens. Zu Beginn werden Begriffe und
Grundlagen der Warmetechnik behandelt. Der Hauptteil befasst sich mit verschiedenen
analytischen Losungsansatzen zur Berechnung von stationéren und instationdren Temperatur-
feldern. Den Abschluss bildet eine Einfiihrung in die numerischen Lésungsmoglichkeiten.

2.1 Grundbegriffe der Warmelehre

Wir geben im folgenden eine Zusammenstellung der in der Warmelehre benutzten Begriffe.

2.1.1 Temperatur

Die Temperatur dient dazu, den Warmezustand eines Korpers zu kennzeichnen. Zur Festle-
gung der Temperatur verwendet man folgende Skalen:

Celsius-Temperatur Die Einheit der Celsius-Temperatur ist das Grad Celsius, abgekiirzt °C.
0°C = Schmelzpunkt von reinem Wasser bei einem Druck von 760 mmHg,
100°C = Siedepunkt von reinem Wasser bei einem Druck von 760 mmHg.

Thermodynamische Temperatur Der Nullpunkt liegt bei —273,16 °C. Zwischen der Celsius-
Temperatur T¢ und der thermodynamischen Temperatur Tx besteht der Zusammen-
hang

Tk =Tc + 273,16 .

Die Einheit der thermodynamischen Temperatur ist das Kelvin, das mit K abgekiirzt
wird.

Fahrenheit Temperatur Sie wird in angelsichsischen Landern verwendet. Zwischen der
Fahrenheit Temperatur T und der Celsius- bzw. der thermodynamischen Temperatur
bestehen die Umrechnungsformeln

Tr =18Tc + 32 = 1,8 Tk — 459,67 .



2.1.2 Warmemenge

In einem Korper®, der sich auf einer Temperatur T befindet, ist eine gewisse Energie in
Form von Warme gespeichert. Will man die Temperatur des Korpers verandern, so muss
man Warme zu- oder abfiihren. Da Warme eine Energieform darstellt, ist die Einheit der
Warmemenge nach der DIN-Vorschrift 1301 die Wattsekunde (Ws). Bis 1977 sind noch
befristet zugelassen die Einheiten

4,1833... Ws
4183,3 Ws = 4,1833 kWs .

1 cal
1 kcal

Zur Bezeichnung von Warmemengen verwendet man den Buchstaben Q.

2.1.3 Warmekapazitat, spezifische Warmekapazitat
Fihrt man einem Korper eine Warmemenge Q zu, dann verandert sich im allg. seine

Temperatur. Tragt man T in Abhangigkeit von Q auf, so ergibt sich ein Verlauf, der
schematisch in Bild 2.1 dargestellt ist. Zunachst steigt die Temperatur bei zunehmendem

T

Tyl

T

Q

" ~— AQ; — —= <

A Qo

Abb. 2.1: Abhangigkeit zwischen Warmemenge und Temperatur

O an. Bei gewissen Temperaturen T, Ty bleibt sie jedoch so lange konstant, bis eine
Warmemenge AQ1, AQo dem Korper zugefiihrt worden ist. Bei diesen Temperaturen laufen
im Korper Umwandlungsprozesse ab, die Warme verbrauchen. Die bekanntesten Beispiele
sind die Umwandlung vom festen in den fliissigen und vom fliissigen in den gasférmigen
Zustand. Solche Umwandlungsprozesse treten bei gewissen Stoffen auch innerhalb des
festen Aggregatzustands auf, wenn kristalline Umstrukturierungsprozesse ablaufen (z. B.

Lim folgenden ist von Kérpern die Rede, wobei im fliissigen und gasférmigen Aggregatzustand mehr an
Stoffmengen gedacht ist.



bei Eisen bei T = 750°C). Die bei der Umwandlung verbrauchten Warmemengen AQ1,
AQ3 nennt man die Umwandlungswarmen fiir den betreffenden Prozess. Beschrankt man
sich im Q-T-Diagramm auf ein Temperaturintervall, innerhalb dessen keine Umwandlungen
stattfinden, so gilt

AQ = C-AT . (2.1)

Die Temperaturerhohung ist proportional der zugefiihrten Warmemenge. Den Faktor C
nennt man die Wirmekapazitit des Korpers. Er hat die Einheit Ws/K.

Fiihrt man die gleiche Warmemenge einmal einem groBen und einmal einem kleinen Koérper
zu, dann beobachtet man unterschiedliche Temperaturerhdhungen. Beim groBen Korper
steigt die Temperatur nur wenig, beim kleinen Korper dagegen stark an. Die Warmekapazitat
eines Korpers ist proportional zu seiner Masse m:

C=c-m. (2.2)

Den Proportionalitatsfaktor ¢ nennt man die spezifische Wirmekapazitit. Sie ist nur von der
Stoffart abhangig, wenn die zugefiihrte Warmemenge so klein ist, dass sich die Temperatur
nur wenig verandert. Bei einer anderen Temperatur beobachtet man eine unterschiedliche
spezifische Warmekapazitat. Die spezifische Warmekapazitat hat die Einheit Ws/kg K.
Zahlenwerte sind in Tabelle 2.2, Seite 165 angegeben.

2.1.4 Wirmestromdichte

Fihrt man einem Koérper Warme auf der einen Seite zu, so beobachtet man nach einiger
Zeit eine Temperaturerhdhung auf der anderen Seite des Korpers. Die Warme muss also im
Innern des Korpers zur anderen Seite geflossen sein. Wir beschreiben den Warmefluss im
Innern eines Korpers durch den Vektor der Warmestromdichte ¢. Die Richtung von ¢ gibt
die Richtung des Warmestromes an, der Betrag von ¢ ist durch die Beziehung

AQ = |q| - AA - At

festgelegt, wenn AA senkrecht auf g steht. Ein beliebig im Raum orientiertes kleines
Flachenstiick der GréBe AA wird durch den Vektor AA dargestellt, dessen Richtung mit
einer der Normalrichtungen des Flachenstiickes iibereinstimmt. Die Warmemenge AQ, die
in der Zeit At durch dieses Flachenstiick in Richtung der Flachennormalen flieBt, ist nach
Bild 2.2 gegeben durch das Skalarprodukt

AQ = (q AA) At = (gx AAx +qy AAy + g, AA;) At . (2.3)

Da die Warmestromdichte einen Energietransport im Innern eines Koérpers beschreibt, hat
sie die Einheit W/m?.



Abb. 2.2: Zur Definition der Warmestromdichte ¢

Der Warmestrom <€ durch ein endliches Flichenstiick A setzt sich zusammen aus infinite-

dr
simalen Beitragen der Form (2.3) und wird daher durch das Integral
do
—_— = dA
dt 1

A

gegeben. Die GroBe % hat in der Warmelehre einen besonderen Namen und ein besonderes
Formelzeichen. Man nennt diese GroBe den Warmestrom und bezeichnet in mit dem
Buchstaben ¢. Die Einheit des Warmestroms ist 1 Watt.

2.1.5 Warmequellendichte

Im Innern eines festen Korpers kann Warme freigesetzt werden, z. B. durch einen dort flieBen-
den elektrischen Strom. Unabhangig von der Herkunft beschreiben wir die in einem kleinen
Volumenelement AV in der Zeit At freigesetzte Warmemenge AQ durch die Beziehung

AQ =w-AV At

und nennen w die Warmequellendichte. Sie hat die Einheit 1 W/m?. Wird die Warme durch
einen elektrischen Strom erzeugt, so gilt

1
W=_'|J|2’
K

wenn J der Vektor der elektrischen Stromdichte und « die elektrische Leitfahigkeit bedeu-
ten.



2.2 Die Warmeleitungsgleichung

2.2.1 Verschiedene Arten des Warmetransports

Wir beschranken uns im folgenden auf Warmevorgange im Innern von festen Kérpern und
schlieBen alle Umwandlungsprozesse aus. Die Temperatur T nimmt an jeder Stelle des
Koérpers zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ einen Wert T an. Allgemein ist die Temperatur T
eine eindeutige Funktion der Ortskoordinaten x, y, z und der Zeit:

T=T(x,y,2zt1).

Solche GréBen, die als Funktion des Ortes gegeben sind, nennt man Felder und unterschei-
det zwischen skalaren und vektoriellen Feldern, je nachdem, ob es sich um eine skalare
oder vektorielle GroBe handelt. Das Temperaturfeld ist demzufolge ein skalares Feld, die
Warmestromdichte z. B. ein Vektorfeld.

Schreitet man von einem fest gewahlten Punkt P(xg, yo, z0) in Richtung der positiven x-Achse
um die infinitesimale kleine Strecke d x fort, so dndert sich die Temperatur um den Betrag

oT
dT)y =T —-Tp= —dx.
ox

In entsprechender Weise ergeben sich Anderungen (d7T)y, (dT),, wenn man in Richtung der
positiven y- bzw. z-Achse um dy bzw. d z fortschreitet:

oT oT
@)y =g dy (@D =7dz.

Die Gesamtanderung, die man erhalt, wenn man von Py aus um eine vektorielle Strecke
ds=dx e, +dy e, +dz e, fortschreitet, ist nach den Gesetzen der Differentialrechnung
gegeben durch

oT oT oT
d7T = —dx+ —dy+ —d 2.4
ax Ty Y T4 (2:4)
Bild 2.3 zeigt diesen Sachverhalt fiir ein zweidimensionales Temperaturfeld T(x, y). Man
nennt d T das vollstandige Differential der Temperatur. Gleichung (2.4) kann auch aufgefasst
werden als Skalarprodukt des Vektors der Verschiebung

ds=dxey+dye,+dze,

mit einem Vektor, den man den Gradienten von T nennt und der die Darstellung hat:

oT oT oT
gradT = a—xex + aey + P

e, .



Abb. 2.3: Zweidimensionales Temperaturfeld T(x, y)

ey, ey, e, sind die drei Einheitsvektoren in Richtung der positiven Koordinatenachsen.
Gleichung (2.4) kann auch geometrisch interpretiert werden:

dT = (gradT -ds) = |grad T| - |d s| cos ¢, (2.5)

wenn ¢ den Winkel bedeutet, den die Vektoren grad T und d s einschlieBen. Um zu einer
anschaulichen Vorstellung des Vektors grad T zu gelangen, variieren wir die Richtung von
d s, halten jedoch den Betrag |d s| konstant.

Die linke Seite von Gleichung (2.5) gibt dann die Temperaturveranderung an, die man
erhalt, wenn man von Punkt Py aus in verschiedenen Richtungen um dieselbe Strecke vom
Betrag d s fortschreitet. Die groBte Anderung von d T erhilt man, wenn d s in Richtung
von grad T zeigt (cos ¢ = 1). Der Vektor grad T zeigt daher in diejenige Richtung, in der
die Temperatur am starksten zunimmt.

Wiahlt man andererseits d s senkrecht zu grad T, so verschwindet das Skalarprodukt, d. h.
die Temperaturdnderung wird Null. Dies ist fiir diejenigen Richtungen der Fall, die durch eine
Drehung von ds um grad T gegeben sind. Die Ebene, in der sich d s dabei bewegt, ist die
Tangentialebene zur Niveauflache der Temperatur im Punkt Pgy. Die Niveauflachen der Tem-
peratur werden [sothermen genannt. Durch einen Punkt Py innerhalb eines Temperaturfeldes
geht demnach genau eine Isotherme.

Zusammenfassend hat sich folgendes ergeben: Die Temperatur im Innern eines Korpers
ist zu einem Zeitpunkt ¢ eine eindeutige Funktion des Ortes. Wenn die drei partiellen
Ableitungen ?)_5' ‘g—g, ‘?j—z am Punkt Py gebildet werden kdnnen, so kann man den Vektor
grad T konstruieren, der die Richtung im Raum angibt, in der die Temperatur T(x,y, z)
am starksten zunimmt. Mit Hilfe des Gradienten kann man nach Gleichung (2.5) die
Temperaturveranderung d T in einer beliebigen Richtung bestimmen. Durch den Punkt Py

geht eine Isotherme, deren Tangentialebene an Py senkrecht auf dem Gradienten steht.



Die Erfahrungstatsache, dass die Warme immer von Stellen hoher Temperatur zu Stellen
tieferer Temperatur flieBt, kann nun in eine mathematische Form gebracht werden. Das
allgemeine Gesetz lautet:

q=-AgradT . (2.6)

Der Vektor der Warmestromdichte ist dem Vektor grad T entgegen gerichtet. Den Propor-
tionalitatsfaktor A nennt man die Wairmeleitfdhigkeit des Materials, aus dem der Korper
besteht. A4 hat die Dimension

[q] mw _ W

[gradT] K m2 mK'

Die Warmeleitfahigkeiten einiger Stoffe sind in Tabelle 2.1, Seite 164 angegeben. Ergénzend
sei mitgeteilt, dass der Warmetransport in einem festen Korper, der durch die Warmestrom-
dichte g beschrieben wird, nicht die einzige Moglichkeit ist, Warme zu transportieren. Wir
haben bisher ndmlich angenommen, dass der Korper in Ruhe bleibt und nur die Warme flieBt.
Man kann jedoch auch den Koérper mitsamt seiner gespeicherten Warme transportieren.
In diesem Fall spricht man von einem Warmetransport durch Konvektion. Sie spielt bei
Flissigkeiten und Gasen eine dominierende Rolle, ist jedoch—im Gegensatz zur reinen
Waérmeleitung—mathematisch nur schwer erfassbar.

Eine weitere Moglichkeit, Warme und damit Energie zu transportieren, ist die Wérme-
strahlung. Von der Oberflache eines festen Korpers, der sich auf einer thermodynamischen
Temperatur T befindet, wird standig Energie in die Umgebung abgestrahlt. Die Warmemenge
d Q, die durch ein Oberflachenelement d A in der Zeit dt nach auBen geht, ist durch das
Stefan-Boltzmann'sche Gesetz

dQ=¢ Cs T*"dA d1 (2.7)

gegeben. Dabei ist Cs = 5,67...1078 W/m? K* die Strahlungskonstante des schwarzen Kér-
pers, € der Emissionsgrad, der zwischen den Grenzen 0 und 1 liegt. Ist € = 1, spricht man von
einem schwarzen Korper. Gleichung (2.7) gilt nur, wenn sich der Korper allein im unendlichen
Raum befindet. Sind andere Koérper in der Nahe, so strahlen diese dem betrachteten Kérper
ihrerseits Warme zu, wodurch der Energieverlust verringert wird. Anstelle von (2.7) gilt
dann

dQ=C(T*"-T})dAdr, (2.8)

wenn Ty die Temperatur der Umgebung in K bedeutet. Die Konstante C hangt von der
Verteilung der iibrigen Kérper im Raum und von der Form der Oberflache ab und muss von
Fall zu Fall berechnet werden. Stehen sich zwei Platten, deren Oberflachen die Emissionsgrade
&1 und &y aufweisen, parallel gegeniiber, so gilt z. B.

Cs
L_*_L_]_'
£1 &9

C =



Gleichung (2.8) zeigt, dass der Warmeverlust bei steigender Temperatur T rasch zunimmt.
Erreicht die Oberflache eines Kérpers Temperaturen von einigen 100°C, so ist der Strah-
lungsverlust meist der groBte Anteil der Verluste.

Wir gehen nun zuriick zu Gleichung (2.6). Alle Stoffe, bei denen der hier angegebene
Zusammenhang zwischen g und grad T besteht, nennt man thermisch isotrop. Bei ihnen
ist die Warmeleitfahigkeit unabhéangig von der Richtung. Nun gibt es in der Natur auch
Stoffe, die ein anderes Verhalten zeigen. Bei ihnen hangt die Warmeleitfahigkeit A2 von
der Richtung ab. Solche Stoffe sind z. B. Holz oder auch Kristalle, bei denen aufgrund
ihrer inneren Struktur gewisse Richtungen bevorzugt sind. Fiir solche Stoffe nimmt der
Zusammenhang zwischen den Vektoren ¢ und grad T die allgemeinste Form einer linearen
Abhéngigkeit zweier Vektoren an.

oT oT oT

e = A1 — Ay — — A3 — 2.9
q 1 5y T2 5, T8 G (2.9a)
oT oT oT
= —Ad91 — —Ag2 — — Aoz — 2.9b
dy 2 5y "2 gy T8 (2.9b)
oT oT oT
= -A31 — —A32 — — A3 — 2.9
4z 31 5 ~ 32 5y T4 5, (2.9¢)

Fasst man die Zahlen A;; zu einer Matrix 4 zusammen, so lautet Gleichung (2.9) in
Vektorform

A1 A A3
g=-AgradT mitd=| A1 A2 23 |- (2.10)
Az1 Azp  As3

Geht man durch eine orthogonale Transformation

xl

X
y [=A |y (2.11)
<

’

Z

von dem System (x, y, z) zu einem neuen System (x’,y’, z’) Uber, so nimmt der Zusammen-
hang (2.10) in diesem System die Form

g=—(A"1 A A) grad'T = -2 grad'T

an, wobei ¢’ den gleichen Vektor in den gestrichenen Koordinaten bedeutet (der dort
natiirlich andere Komponenten besitzt) und die Ableitungen in grad’T in Bezug auf die
x’,y’,z" zu bilden sind. Eine orthogonale Transformation kann interpretiert werden als
allgemeine Drehung der Koordinatenachsen im Raum.



Die Parameter dieser Drehung kénnen so gewahlt werden, dass die neue Matrix A" Diago-
nalform hat:

A 0 0
V=0 4 0
0 0 A3

Man nennt Ay, Ao, A3 die Hauptleitfdhigkeiten. Sie werden in den drei neuen Koordinaten-
richtungen (x’, y’, z) gemessen. Normalerweise sind diese Richtungen bei einem vorgelegten
Material bekannt, so dass man gleich von Anfang an die Koordinatenachsen parallel zu den
ausgezeichneten Richtungen legt. Damit vermeidet man die Transformation (2.11).

Bei einigen Problemen treten Schichtungen von thermisch isotropen Werkstoffen auf, die man
durch Annahme eines anisotropen Ersatzmaterials beschreiben kann, z. B. ein lamelliertes
Material, das aus einer Aufeinanderfolge von Eisenblechen und Isolierschichten besteht und
beim Bau elektrischer Maschinen in groBem Umfang verwendet wird.

2.2.2 Energiebilanz

Im Innern eines Korpers sei die Temperatur T =T (z, y, z,t) als Funktion des Ortes und der
Zeit bekannt. Wir betrachten ein quaderférmiges Volumenelement AV mit den Kantenldngen
Ax, Ay, Az (Bild 2.4), das von den sechs Flachenstiicken A; (i = 1...6) begrenzt wird.

P/
/ Py Az
P2 o . /

Py
Py /
. Ay

Ax 2

Abb. 2.4: Quaderférmiges Volumenelement AV

Der Mittelpunkt Py des Quaders habe die Koordinaten x, y, z. Uber diesen Quader bilden
wir die Energiebilanz, in dem wir sdmtliche Veranderungen des Warmeinhalts wahrend eines
endlichen Zeitintervals Ar registrieren.



Zunachst kann der Warmeinhalt des Quaders dadurch verandert werden, dass die wahrend
des Zeitintervals At hinein flieBende Warmemenge mit der im gleichen Zeitinterval heraus
flieBenden Warme nicht iibereinstimmt. Die Zunahme der Warmemenge ist gegeben durch:

6

Ale—At-j{qu:—AZ/qu. (2.12)

i=1 A,

Hier ist das geschlossene Flachenintegral als Summe der Flachenintegrale Giber die sechs
Oberflachenteile des Quaders dargestellt. Sind die Oberflachenteile hinreichend klein, so
kann gesetzt werden:

Ax
/q dA:qfcl) AA1 = gy (x+7,y,z) Ay Az .
Ay

Insgesamt erhalten wir dann

A Ax Ax
A A
+ Ax Az (qy (x,y + 7y z) — 4y (x,y - 7y z)) (2.13b)
A A
+ Ax Ay (qz (X, .2 + TZ) — gz (X, y,Z— EZ)) . (213C)

Die Differenz

Ax Ax
Dy, =qgx x+7,y,z - qx x—7,y,z

wird fir Ax — 0 gleich Null, der Quotient D,/Ax bleibt jedoch endlich und strebt dem
Grenzwert

D, 9x (X+ %x,y,z) - qx (x— %,y,z) 94,
Ax Ax T ax
zu. Setzt man AV = Ax Ay Az und fiihrt die gleiche Uberlegung auch fiir die beiden anderen
Differenzen aus, so erhalt man
dgx 99y 61) ,

AQi =-At AV (—+

2.14
ox 0y 0z ( )

Den in der Klammer stehenden Ausdruck nennt man die Divergenz von ¢ und schreibt:

0
diqu%-i'&-F%

2.15
ox 0y 0z ( )



Gleichung (2.14) geht fir AV — dV,Ar — dt lber in
dQ1=-drdV-divg

Vergleicht man dies mit Gleichung (2.12), so erhalt man die anschauliche Definition der
Divergenz der Warmestromdichte

1

divg = lim — dA .

V=90 Aqu
@&v)

Die Divergenz von g ist definiert als ein geschlossenes Flachenintegral iiber ein (kleines)
Volumen AV dividiert durch die GréBe des Volumens fiir den Grenzfall, dass AV gegen
Null strebt. Gleichung (2.15) zeigt, wie man die Divergenz aus den Komponenten des
Vektorfeldes g berechnen kann.

Im allgemeinen Fall ist am Ort des Volumens noch eine Warmequellendichte vorhanden. Sie
produziert in der Zeit At die Warmemenge

AQ, = dt /de.
AV

Im Grenzfall AV =dV — 0,At = dt — 0 kann gesetzt werden
dQs=drwdV.
Insgesamt ist dem betrachteten Volumen die Warmemenge
dQ9=dQ1+dQ2=wdV dr—-divg dV dt (2.16)

zugeflihrt worden. Sie muss zu einer Erhéhung der Temperatur fiithren. Nach Gleichun-
gen (2.1) und (2.2) von Abschnitt 2.1.3 gilt ndmlich

dQ=cmdT, (2.17)

wenn m = p dV die Masse im Volumen dV bedeutet. ¢ ist die spezifische Warmekapazitat.
Aus (2.16) und (2.17) erhalt man nun

pcdVdT=wdVdr-divg dV dr.

Dabei ist die Temperaturanderung an einer festen Stelle im Raum berechnet worden. Dividiert
man diese Gleichung durch dV dt, so nimmt sie die Form an
or divg +
¢ — =—div w.
Die Warmequellendichte, vermindert um die Divergenz der Warmestromdichte ist propor-
tional zur zeitlichen Anderungsgeschwindigkeit der Temperatur an einer festen Stelle im
Innern des Korpers.



Driickt man nun noch nach Abschnitt 2.2.1, Gleichung (2.6), g durch den Gradienten des
Temperaturfeldes aus, so erhalt man die Wérmeleitungsgleichung fiir ruhende Medien:

pc %—f =div(A gradT) +w . (2.18)
Wenn sich der Korper bewegt, so muss diese Gleichung modifiziert werden. Wir wollen
hier nur den Fall behandeln, dass wahrend der Bewegung die Form des betrachteten
Volumenelementes AV ungeandert bleibt, was bei der Bewegung fester Korper stets der
Fall ist. Dabei wollen wir vereinfachend annehmen, dass die Bewegung in Richtung der
positiven x-Achse verlduft, da man von diesem Spezialfall leicht zu den allgemeinen Formeln
gelangt. Fasst man ein fest im Raum stehendes, an der Bewegung nicht teilnehmendes
Volumenelement ins Auge, so findet wahrend der kleinen Zeit At ein Massenaustausch statt
(Bild 2.5).

Ay

} Ax ———— o vedt =—

Abb. 2.5: Bewegtes Volumenelement AV

Durch die Flache A; geht durch Konvektion die Warmemenge

Ax )
a0 yy Z

Ay AzvydtpcT (x+ 5

in das Volumen AV hinein. Die Zunahme des Warmeinhalts infolge Konvektion betragt

A A
dQs=-AyAzvydipc [T (x+7x,y,z)—T (X+7x,y,Z)]

und nimmt im Grenzfall AV — 0 den Wert
oT
ox

an. Anstelle von (2.16) erhalt man jetzt

dQs=-vypc dV dt

oT
dQ:dQ1+dQ2+dQ3=(w—divq—pcvx a)dth.



Bei einer allgemeinen Bewegung miissen auch die Geschwindigkeitskomponenten vy, v,
beriicksichtigt werden. Sie liefern entsprechende Betrdge zu den Konvektionsstromen. Insge-
samt erhalt man analog zu (2.18) die Warmeleitungsgleichung fiir bewegte Medien

oT
pc (E + (v gradT)) =divad gradT +w .

Der auf der linken Seite auftretende Klammerausdruck ist der totale Differentialquotient (é—f,
d. h. die Temperaturanderung, die man in dem mitbewegten Volumenelement beobachtet.
Sie setzt sich zusammen aus zwei Anteilen, ndmlich aus der Temperaturanderung, die man
an einer ortsfesten Stelle beobachtet und der Temperaturanderung, die man erhalt, weil
man durch die Bewegung an eine andere Stelle gelangt. Schreibt man

,ods
Cdr’

so ist
1
v gradT = T (ds gradT) .

Wie wir vom Abschnitt 2.2.1, Gleichung (2.5) bereits wissen, bedeutet (ds gradT) die
Anderung der Temperatur bei einer Verschiebung um ds.

2.2.3 Rand- und Anfangsbedingungen

Im folgenden wollen wir uns nur mit der Berechnung von Temperaturverldufen in ruhenden
Korpern beschaftigen. Jeder Temperaturverlauf, der sich im Innern eines solchen Korpers
einstellt, muss der Warmeleitungsgleichung

pcC %—Y; =div(A gradT) +w

geniigen. Temperaturfelder, die diese Gleichung nicht erfiillen, stehen im Widerspruch zum
Energiesatz und kommen daher nicht in der Natur vor. Durch die Warmeleitungsgleichung
ist aber das Problem noch nicht eindeutig bestimmt. Es gibt viele Losungen der Warme-
leitungsgleichung, von denen nur eine die Losung des gestellten Problems darstellt. Wir
untersuchen nun, welche Bedingungen man der Funktion T'(x, y, z) noch auferlegen muss,
damit man sie eindeutig berechnen kann. Aus der Struktur dieser Differentialgleichung folgt,
dass genau zwei Bedingungen dem Feld auferlegt werden miissen, die man die Rand- und
die Anfangsbedingungen nennt. Die Anfangsbedingung verlangt, dass zu einem beliebigen
Zeitpunkt fy die ortliche Verteilung der Temperatur innerhalb des Volumens V, in dem die
Temperatur berechnet werden soll, bekannt sein muss:

T (x,y,2,t0) = f (x,y,z) innerhalb V.



Es ist interessant, dass die gegebene Funktion f(x,y, z,) keineswegs eine Lésung der War-
meleitungsgleichung zu sein braucht. Wir werden sehen, dass man sogar unstete Funktionen
f(x,y, z) vorgeben kann und dass trotzdem fiir ¢ > 0 eine Lésung der Warmeleitungsgleichung
existiert, die fiir t — #y in den gegebenen Verlauf libergeht.

Die zweite Bedingung betrifft die Begrenzung des Volumens V. Wir betrachten zunachst
nur endliche Volumina V und bezeichnen die geschlossene Hiille von V mit A. Auf A muss
eine der folgenden Bedingungen vorgegeben und erfiillt werden:

1. Temperatur zu allen Zeiten t > 1y, d. h.
T (x,y,2,t)=g1 (x,y,2t) auf A, aller >y, (2.19)

wenn x,y, z die Koordinaten des Randes bedeuten (Dirichlet’'sches Problem).

2. Normalableitung der Temperatur fiir t > #y (Neumann’'sches Problem)
oT
o (x,v,2,t)=go2 (x,y,2,¢) auf A, allet >ty . (2.20)
n

Hier bedeutet g—ﬁ die Ableitung von T in Richtung der nach auBen weisenden Flachen-

oT

normale, die wir mit rn bezeichnen. Die Ableitung 30

in Richtung von n (Bild 2.2).

ist die Komponente von grad T

T
or =(n gradT)
on
X, y, z sind wieder die Koordinaten der Randflache A.

3. Linearkombination zwischen Temperatur und ihrer Normalableitung (3. Randbedin-
gung)

oT
aT (x,y,z,t)+A4 - (x,v,z,1)=g3 (x,y,2,0) auf At >1g. (2.21)
n

Dies kann auch in der Form

oT
T-Ty)) =-1 — 2.22
a (T -To) o (2.22)
geschrieben werden, die physikalisch leichter zu interpretieren ist. Multipliziert man
die Gleichung mit d A, so steht rechts der Warmestrom d ¢, der durch das Oberfla-
chenelement d A nach auBen abflieBt. Es ist ndmlich

oT
d(/):—/la—dA:—/l (n gradT)dA=(n q) dA. (2.23)

n
Gleichung (2.22) besagt dann, dass dieser Warmestrom proportional zu der Tem-
peraturdifferenz T — T} ist, wenn T die Temperatur an der Oberfliche und T, die



Temperatur der Umgebung bedeuten. Es wird dabei angenommen, dass die Tem-
peratur unmittelbar auBerhalb des Korpers vom Wert T auf den Wert Tj springt,
was in Wirklichkeit nicht zutrifft. Wenn ein Koérper jedoch von einem fliissigen oder
gasformigen Medium umgeben ist, so findet die Anderung der Temperatur in einer
sehr diinnen Schicht auBerhalb des Koérpers statt. Der Verlauf der Temperatur ist fiir
diesen Fall schematisch in Bild 2.6 dargestellt.

T

TO A&
} X
|

“ B

Abb. 2.6: Anderung der Temperatur an einer Oberfliche (3. Randbedingung)

Die Vorgange im Innern der diinnen Grenzschicht sind schwierig zu erfassen und sollen
hier nicht diskutiert werden. Empirisch stellt man jedoch fest, dass der Ansatz (2.22),
nach dem der Warmestrom durch das Oberflaichenelement d A proportional zur
Differenz T — Ty angenommen wird, in vielen Féllen eine gute Naherung darstellt.

Die in Gleichung (2.22) auftretende Konstante @ nennt man die Warmeiibergangszahl
der Oberflache. Sie hat die Einheit W/m? K. Mit Hilfe der Warmeiibergangszahl
erhalt man fir den Warmestrom durch ein Oberflaichenelement d A der Temperatur
T, das von einem flissigen oder gasférmigen Medium der Temperatur Ty umgeben ist,
die Formel

%(dQ)qub:a(T—To)dA. (2.24)

Diese Gleichung ist auch unter dem Namen Newton'sches Abkiihlungsgesetz bekannt.
Wir wollen nun aus dem Newton’schen Abkiihlungsgesetz herleiten, nach welcher
Zeitfunktion sich ein erwarmter Korper abkiihlt. Integriert man Gleichung (2.24) tber
die gesamt Oberflache, so erhilt man den Warmestrom, der gleich der zeitlichen
Anderung des Warmeinhalts ist:

_do_ _
¢— dz —%Q’(T To)dA.



Ist die Temperatur auf der gesamten Oberflache konstant, so kann sie vor das Integral
gezogen werden und es ergibt sich

d

d—? =(T—T0) /CL’ dA=A (T—TO) a,
wenn a die iiber die Oberfliche gemittelte Warmeilibergangszahl bedeutet. Nun nutzen
wir Gleichung (2.1), Abschnitt 2.1.3 und driicken T — T durch den Warmeinhalt aus:

T-Ty = —% a mit C = Warmekapazitat .

Wir erhalten dann

40 _

_Q
—_Aag =
dt CYC

mit der Losung
aA
Q=Qpe c’.

Wir werden spater das Produkt @ A als den reziproken Warmewiderstand Ry identi-
fizieren. Nehmen wir dies jetzt vorweg, so erhalt man fiir den Zeitverlauf, nach dem
sich ein erwarmter Korper mit konstanter Oberflichentemperatur abkiihlt

1
Q=Qpc Fwc',

Die gleiche GesetzmaBigkeit gilt auch fiir die Entladung eines elektrischen Konden-
sators (iber einen Widerstand R. Der Kapazitit des Kondensators entspricht die
Wairmekapazitat, dem elektrischen Widerstand der Warmewiderstand.

Wir kehren nun zuriick zur allgemeinen Diskussion der Rand- und Anfangsbedingungen. An
jedem Punkt der Oberflache muss eine der drei Randbedingungen (2.19), (2.20) oder (2.21)
bzw. (2.22) vorgegeben werden. Es braucht aber nicht auf der ganzen Begrenzung A die
gleiche Randbedingung vorgegeben zu werden. Man kann vielmehr die Begrenzung A in
eine endliche Anzahl von Teilstiicken A; zerlegen und auf jedem Teilstiick eine andere
Randbedingung fordern. Dabei hat man nur darauf zu achten, dass sich die Bedingungen
nicht widersprechen. Wenn z. B. zwei Teilstlicke eine gemeinsame Grenze besitzen und fiir
beide als Randbedingung die Temperatur vorgegeben ist, miissen beide Verlaufe an der
Grenze stetig ineinander Gbergehen. Ist dies nicht der Fall, so hatte ein Punkt auf der Grenze
zwei verschiedene Temperaturen, was nicht moglich ist.

Tabelle 2.1 gibt eine Zusammenstellung der bisher aufgetretenen Begriffe.

Tabelle 2.2 enthalt Zahlenwerte fiir die einzelnen GroBen einiger Stoffe bei Zimmertempera-
tur.



Tabelle 2.1: Zusammenstellung der bisher aufgetretenen Begriffe

GroBe Formelzeichen Einheit weitere Einheiten
Temperatur T K
Tc °C Tc =T —-273,16
Tr °F Tr = 1,8 T — 459,67
Warmemenge 0 Ws 1cal = 4,1833 Ws
1 kcal = 4183,3Ws
Warmekapazitat C Ws/K
spez. Warmekapazitat c Ws/kg K
Warmestrom ¢ w
Warmestromdichte q W/m?
Warmequellendichte w W/m3
Warmeleitfahigkeit A W/(m K)
Warmeiibergangszahl @ W/m? K
Temperaturleitzahl a m2/s
Warmewiderstand Rw K/W




Tabelle 2.2: Einige StoffgréBen (nach VDI-Warmeatlas)

Material c inWs/kg K 1 inW/mK ain m?/s
Wasser 4183

Alkohol 2470

Wasserstoff 14400

Stickstoff 1042

Wasserdampf 2135

Eisen (fest) 450-500 ~ 60 ~ 0,066
Kupfer 420 370 ~ 0,408
Beton ~ 880 1,3 0,0018-0,0025
Glas 700-800 ~ 1,0

Gold 129 0,470
Silber 238 410 0,660
Stahl 460 ~ 15-40 0,046-0,05
Holz 0,2-0,5

Asbestwolle 0,05

Schaumgummi 0,09

Ziegelmauerwerk ~ 0,75

Aluminium 920 230 0,32
Gummi 0,15

Isoliermaterial 0,1 0,0004




2.2.4 Stationare Temperaturfelder

Wenn ein Temperaturfeld nicht explizit von der Zeit abhangt, so nennt man es stationar.
Die Bedingung fiir stationdre Temperaturfelder lautet daher

oT

E_O'

Die Temperatur hdngt dann nur von den Ortskoordinaten ab, d. h.
T=T(xy.2)
und genligt der stationaren Warmeleitungsgleichung
diva gradT +w =0 (2.25)

Bei der Berechnung stationarer Felder brauchen keine Anfangstemperaturen vorgegeben
zu werden, sondern nur Randbedingungen. Diese unterliegen jedoch einigen zusatzlichen
Beschrankungen, die nun diskutiert werden sollen.

Integriert man Gleichung (2.25) iiber das Volumen V

‘/div/l gradeV+/w dv =0
v v

und wandelt das erste Volumenintegral mit Hilfe des GauB'schen Satzes in ein Oberflachen-
integral um

//la—TdA+/de:O,
on

A \%4

so besagt diese Gleichung, dass der durch die Oberflache A nach auBen flieBende Warmestrom
gleich der im Innern entwickelten Warmemenge ist.

Wenn auf der gesamten Oberflache die zweite Randbedingung, d. h. 0T /on vorgegeben ist,
so ist das Problem nur dann losbar, wenn diese Vorgaben so gewahlt sind, dass gilt

oT
2T qa-- [wav. 22
?f o /w v (2.26)

A

Im anderen Fall erhilt man einen Widerspruch. Aber auch dann, wenn die Bedingung (2.26)
erfiillt ist, gibt es keine eindeutige Lésung. Ist T(x, y, z) eine Losung des Problems, so ist
auch T — Ty mit beliebiger Konstante Ty eine Losung. Um die Existenz und die Eindeutigkeit
der Losung sicherzustellen, miissen wir daher fordern, dass an mindestens einem Punkt der
Oberflache A die Temperatur vorgegeben oder die dritte Randbedingung gefordert ist.



StoBen an einer Trennflache zwei Stoffe mit unterschiedlicher Warmeleitfahigkeit 1; und
Ao zusammen und sind dort keine flaichenhaften Warmequellen vorhanden, so miissen
die Temperatur und die Normalkomponente g, der Warmestromdichte stetig durch die
Trennflache gehen, d. h.

T =Ty (2.27)
und
qdin = ¢42n - (228)

Betrachtet man Gleichung (2.6), Abschnitt 2.2.1, so erhalt man anstelle von (2.28)

oT oT
A =] =2 [— 2.29
' (an)1 2 (an)Q’ ( )

wenn n die Normalenrichtung kennzeichnet (Bild 2.7).

Ao

Abb. 2.7: Temperaturverlauf an der Trennfliche zweier Stoffe mit unterschiedlicher Warmeleitfahig-
keit

Der Verlauf der Temperatur in Richtung der Normalen hat an der Trennstelle einen Knick.
Im Medium mit dem groBeren A ist der Temperaturverlauf flacher als im Medium mit dem
kleineren A.

Wenn an der Grenzschicht eine flaichenhafte Warmequellendichte vorhanden ist, so nimmt
Gleichung (2.29) die Form

() - () —w
"\on), ™ \on),

an. AuBerdem ist auch in diesem Fall die Stetigkeit der Temperatur (2.27) zu fordern.



2.2.5 Das Superpositionsprinzip

Wenn ein Warmeleitungsproblem in seiner allgemeinsten Form vorgegeben ist, so gilt es, eine
Funktion T'(x, y, z) zu finden, die im Innern eines Volumens V die Warmeleitungsgleichung

oT
peo-= div (A gradT) + w

erfiillt, zu einem Zeitpunkt ¢t = fy einen vorgegebenen ortlichen Verlauf besitzt

T (X, Vs % tO) = f ()C, Y, Z)

und auf jedem Randstiick A; der Begrenzung A von V eine der drei Randbedingungen (2.19),
(2.20), (2.22) von Abschnitt 2.2.3 erfilllt. Ist die Temperatur Ty in Gleichung (2.22) értlich
und zeitlich konstant, dann nimmt Gleichung (2.22) die Form

oT
aT+1—=0
on

an. Wir machen nun fiir die Lésung einen Summenansatz
T=T1+T>+ T3

und verlangen, dass Ti,T5, T3 die in Tabelle 2.3 angegebenen Bedingungen erfiillt. Dabei
bedeuten Af.k) die k-te Randbedingung, d.h. Gleichung (2.19), (2.20) oder (2.22) von
Abschnitt 2.2.3, fiir die Randstiicke A;.

Tabelle 2.3: Randbedingungen (RB) fiir den Summenansatz

Differentialgleichung Anfangsbedingung RB auf A; RB-Nr
T pec 9 =div(d grad Ty) Ti(x,y,20)=0 Ty =g 1
=g 2
a1 +21%8 =0 (3
T, pc %2 =div(d grad Ty) To(x,y,20)=f Tp=0 1
UERS)
on

w

ol _
CL’T2+/16—112—0

T3 peclB=div(dgradTs) +w T3(x,20) =0 T3 =0
=0
on

ol _
CYT3+/1W—O

~—~ ~ N~~~ |~~~
— N
~— N | ~— |~ ~—~ ~—

w N




Addiert man die drei Differentialgleichungen, die drei Anfangs- und Randbedingungen, so
erhalt man

oT
pc Pl div(d gradT) +w
T (x,20) = f(xy2)
T = g auf Agl)
oy - & auf A;
oT
aT+1— = 0 auf AP,
on !

Die Summe ist daher die Lésung des gestellten Problems. Jeder der drei Anteile Ty, T, T3
ist aber einfacher zu berechnen als die Summe. Bei der Berechnung von Ty kénnen die
Waérmequellendichte und die Anfangstemperatur gleich Null gesetzt werden. Bei der Berech-
nung von Ts sind vereinfachte Randbedingungen gefordert und ebenfalls w = 0. Der dritte
Anteil enthalt nur den Betrag, den die Warmequellen zur Gesamttemperatur liefern. Auf den
Randstiicken AES) miissen jedoch alle Anteile die dort vorgeschriebene dritte Randbedingung
erfiillen.

Bei der Berechnung von Temperaturen braucht man daher nie gleichzeitig eine Warmequel-
lenverteilung und eine Anfangstemperatur zu beriicksichtigen.

2.3 Behandlung des Randwertproblems

2.3.1 Eindimensionale stationdre Losung

Der einfachste Fall liegt vor, wenn die gesuchte Temperatur von der Zeit unabhangig ist
und nur von einer Ortskoordinate, etwa x, abhangt. Sind auBerdem noch die Warmequellen
uberall gleich Null und ist die Warmeleitfahigkeit im Intervall 0 < x < [ konstant, so
reduziert sich die Warmeleitungsgleichung auf die einfachste Form

0°T
ax2
die die allgemeine Losung

T=ax+b

besitzt. Da wir nur die stationdre Losung berechnen, braucht keine Anfangstemperatur
vorgegeben zu werden. An den beiden Grenzen x = 0, x = [ des Intervalls, innerhalb diesen



die Losung gesucht ist, ist je eine Randbedingung der Form

T0) =Ty bzw. T =T,
or\ _ b ar\
(a_n)o e (a—n), — 8
a (T(0)-Ty) -2 ((')_T) =0 bzw. a (T()-T,) -2 (6_T) =0
ax J, ox ),

vorgegeben, wobei Ty, go, T}, g1, &, T(0), T(1), T, vorgegeben sind. Es gibt insgesamt 9 Mog-
lichkeiten, die Randbedingungen zu kombinieren. Eine dieser Moglichkeiten scheidet aus, da
fur sie keine eindeutige Lésung ermittelt werden kann. Die Lésungen zu den iibrigen Fallen
sind in Tabelle 2.4 zusammengestellt. In den Losungen tritt die dimensionslose GroBe

l l l
h=a—=Nu bzw. hl:a—1 und h2:a_2
A A A

auf, die man auch als Nusselt-Zahl bezeichnet.

Wir wollen nun den Warmestrom berechnen, der durch eine Flache der GréBe A durch die
Platte flieBt. Nach Abschnitt 2.2.1, Gleichung (2.6), ist er gegeben durch

=-1A—.
¢ ox

Den Quotienten (T —T,)/¢, d.h. den Temperatursprung an der Oberflache dividiert durch
den Warmestrom bezeichnet man als Warmewiderstand Ry . Man erhalt fiir Ry fir die
Falle 1., 2. und 4. aus Tabelle 2.4:

11
A
fir die Falle 3., 6., 7. und 8.:

w

1 (1 1
Rw = — (— + —) (2.30)
und fiir den Fall 9.:
1 (1 1 1
Rw=—|[-+—+—]. 2.31
W A (/l an a’g) ( )
Mit Hilfe des Warmewiderstandes kann fiir den Warmestrom ¢ geschrieben werden

T-Tp

¢ Ry

(2.32)
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Dies ist das Ohm’sche Gesetz der Warmeleitung, dass in Analogie zum Ohm’schen Gesetz
der Elektrotechnik

I==
R

gebildet ist. Der Potenzialdifferenz U entspricht die Temperaturdifferenz, dem elektrischen
Strom I der Warmestrom ¢. Wie die Darstellungen (2.30) bis (2.32) zeigen, setzt sich
der Warmewiderstand einer Platte der Dicke / und der Flache A aus mehreren Anteilen
zusammen. Zunachst tritt der Warmewiderstand der Platte auf, gegeben durch

)

Rw.r=77

und in den Darstellungen (2.31) und (2.32) als weitere Anteile der Widerstand der Grenz-
schicht Ry g

1

RW,SZE.

Die entsprechenden Temperaturverldufe sind in den Abbildungen 2.8 dargestellt. Aus diesen

%
s T} g
/ / go =tang
To To

(a) (b)

|
: » 71
/ | 5 —go =tand
TO L <— SH: 4+~ - — == - - -~
|
|
|

(c) (d)

Abb. 2.8: Warmestrom durch eine Platte; es gilt s = 4 -

a

S~
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Abb. 2.8: Wirmestrom durch eine Platte; es gilt s = 2 = L (Fortsetzung)

Abbildungen lasst sich die Konstruktionsvorschrift fiir den Temperaturverlauf entnehmen,
wenn an einer der beiden Randfldchen die dritte Randbedingung vorgegeben ist. Man tragt
von der Oberfliche nach auBen die Strecke s = 4 = 1 [ ab (Bild (c)). Die Verldngerung
des Temperaturverlaufs tber die Platte hinaus muss dann durch den Punkt x = 5,7 =T,
hindurchgehen. Nach Abbildung (c) ist namlich

o T-T, o(T-T,)
on s Pl ’

was mit der dritten Randbedingung (ibereinstimmt.

Die hier betrachteten GesetzmaBigkeiten sind die Grundlage z. B. fiir die Auslegung eines
Heizungssystems fiir ein Gebdude. Man steht dort vor der Aufgabe, den Warmestrom
von innen nach auBen fiir eine angenommene Temperaturdifferenz von etwa 40K zu
berechnen. Wir wollen dies an einem kleinen Beispiel erlautern.

Ein Wohnhaus habe eine gesamte Oberflache von 500 m2, davon seien 100 m? Fens-
terflache. Das Haus sei gebaut aus Ziegelmauerwerk (d = 0,25 m, 1 = 0,75 W/(m K)),
die Fensterscheiben (1 = 0,1 W/(m K)) seien 0,005 m dick. Der Warmewiderstand Rw



betragt dann:

1 1,1
Rw RW,Zz'egcl RW,Glas
0,005 K
R = — = K/W
W, Glas 100 01w - P0005K/
0,25 K 1
R iege = ’ = K/W
W. Ziegel 400- 0,75 W ~ 1200 /
1 1
— = ——K/W.
Rw 3200
Der maximale Warmestrom ist:
1 - T
maz = 1R 2 = 40K - 3200 W/K = 128 KW .
W

Bei dieser Berechnung ist der Warmewiderstand der beiden diinnen Grenzschichten
vernachlassigt. Der Warmewiderstand ist daher in Wirklichkeit groBer als hier ausge-
rechnet wurde. Der angegebene Wert ist ndherungsweise giiltig fiir ein freistehendes
Gebaude, das in einer windigen Umgebung steht. In diesem Fall sind die hier auBer
Betracht gebliebenen Anteil vernachlassigbar klein.

Wir wollen nun das gleiche Problem fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten betrachten. Dazu
muss vorher der Differentialoperator div A grad T in diese Koordinaten transformiert werden.
Nimmt man im Intervall r{ < r < ro wieder konstante Warmeleitfahigkeit A an, so ist

divd gradT = A divgradT =4 AT,

wobei
02 02 82
0x2  9y?  0z2

den Laplace’schen Operator bedeutet (nicht zu verwechseln mit dem Zeichen A fiir Diffe-
renz). Zwischen Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten und kartesischen Koordinaten besteht der
Zusammenhang

X = 1 cosg
y = r sing
Z = Z

bzw.
x = r sindcosgp
y = r sindsing

= r cost
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Abb. 2.9: Zylinder- und Kugelkoordinaten

wobei die geometrische Bedeutung der neuen Koordinaten aus Bild 2.9 zu entnehmen ist.
Der A -Operator nimmt in Zylinderkoordinaten die Form an

2 10 1 98 82

A = +- — = — +—
or2 r or r? 9¢? 0972

(2.33)

und in Kugelkoordinaten
Lo L9 (p0)y 1 9. L1 0?
== — |r'—|+——— — [sing — |+ —— — .
r2 or or] r2sing 8¢ ¢ 0p) r2sin®¢ 092

Wenn die Temperatur nur von r abhingt, so vereinfacht sich der A -Operator (2.33) und es
gilt fur T die Differentialgleichung

_0°T 19T _
o2 r or

Sie hat die allgemeine Lésung:

AT (2.34)

T=a+b Inr.

Auch in diesem Fall treten zwei beliebig wahlbare Konstanten a, b auf, die so zu bestimmen
sind, dass an den Begrenzungen r = r; und r = ry die dort vorgeschriebenen Randbedin-
gungen erfiillt sind. Von allen Méglichkeiten wollen wir nur eine herausgreifen, namlich die
Kombination:

T(ri) = T (2.35)
aT(rg) + A (2_{)@ = 0. (2.36)

Die Losung lautet in diesem Fall:

A ro
—+4+a In—
_ ‘}"2 r

—+a In—=
re r



Wir rechnen den Warmestrom ¢ aus, der in einem Hohlzylinder der Lange [ von innen nach
auBen flieBt:

oT ad 2w ry 1 2n 1 T;
$= (67) 2mnl=T 2 s —
2 2 Z4am2 —+-In2
Ta r1 ar, A 1

Fir den Warmewiderstand Ry = T;/¢ erhalten wir
1 1 1 ro
Ry=—|—+-1In—=].
Vol (a/r2 1 rl)
Der erste Term riihrt von der diinnen Grenzschicht auBerhalb des Zylinders her, der zweite

Anteil ist der Widerstand der Zylinderwand.

Hatten wir auch innen die dritte Randbedingung angenommen, so hatte sich ergeben:

1 1 1 1 ro
Ry=— |—+—+=-In—|.
2l \ary arp A r

Zur Berechnung der stationdren Temperatur im Innern einer Kugelschale r; < r < ry gehen
wir auf Gleichung (2.34) zuriick. Hangt die Temperatur nur von r ab, so lautet die stationére
Warmeleitungsgleichung
19 (QaT) 0°T 2 9T

r -

2o ") e e 0

und hat die allgemeine Losung

T(r)y=a+ b .
r
Nimmt man wieder die Randbedingungen (2.35) und (2.36) an, so ergibt sich fur die
Temperatur
A (r_z _ 1)
T(r)=T; 2 -

e )
S |
r r

fur den Warmestrom ¢
BT) _AdnnadT;
ra

or B A (I’Q )
Ztal=-1
r r

¢:—4Tcr22/1(

und fiir den Warmewiderstand Ry

e Li_ 1 (1 1 1
w= ¢ _4317 ar22 /ll”l /11"2 )



2.3.2 Eindimensionale stationdare Losungen mit Warmequellen

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und nehmen an, dass im Intervall 0 < x < [ der
kartesischen Koordinate x eine Warmequellenverteilung w(x) vorgegeben ist. Zunachst
wollen wir voraussetzen, dass w(x) in diesem Intervall durch eine analytische Funktion
gegeben ist, die in eine Potenzreihe

w(x) = i wy, x¥
0

entwickelt werden kann. Die allgemeine Lésung der eindimensionalen stationaren Warmelei-
tungsgleichung
42T

setzt sich zusammen aus der schon bekannten Lésung der homogenen Gleichung (w = 0)
und einer speziellen Lésung der inhomogenen Gleichung (2.37). Letztere findet man durch
den Ansatz

T(x)= i T, x¥
2

und erhalt nach Einsetzen durch Koeffizientenvergleich fiir die T,

Wy -2
L=— =23,...).
viv—=1) 4 v 3e)

Damit ist die allgemeine Losung des Problems bekannt. Sie lautet

Wy—2 oz
viv-1) "

1 (o)
T(x)=a+bx—z 22:

Wir betrachten nun eine Kombination von Randbedingungen, in dem wir fordern

T(0) = 0 (2.38)
dr
T(l) + A (a)l =0, (2.39)

die auch hier zur Berechnung der noch freien Konstanten a, b dienen. Fiir die Losung ergibt
sich

T; 1 & O Wia i i-
T(x) = = L+ h(1-§)+ 7 T ; 20 (1= () €71 (2.40)

1 2 ii— 1)



mit & = al/A und & = [/x. Fir konstante Warmequellendichte ist

w(x) = wq,
so dass sich die Losung (2.40) vereinfacht:
T(x)=Ty+ — — 2+ h)-Toh)| - —— &°.
(0 =T+ 1 € (Mg G+ m=To) - ¢

1+h
Der Verlauf ist in Bild 2.10 dargestellt. Das Maximum liegt bei

T

~
* X

—_—

! a _ I
1 n

l \

Abb. 2.10: Loésung der Warmeleitungsgleichung bei konstanter Warmequellendichte

12+h Todh
‘fm:_ - 2
2 1+h  wol2(1+h)

und erreicht den Wert

2
T, =T, B 3h(2+ h)
4(1 + h)?

oA 1
2W012 (1 + h)2 ’

wol? (2 + h)?
) 81 (1+h)?

In den meisten Anwendungsfallen ist die Warmequellendichte keine differenzierbare Funktion,
sondern in dem betrachteten Intervall nur stiickweise von Null verschieden. Den gegebenen

Verlauf kann man unter sehr allgemeinen Voraussetzungen in eine Fourier-Reihe entwickeln

(2.41)

(o8] (o]
w(x) = wgy + Z w,, cos vkx + Z w,, sin vkx
1 1



mit k = 21—” Die Koeffizienten sind gegeben durch

w(x) dx

=
o
Il
[

w(x)sinvkx dx .

~I o

I
'0/
1
w, = /w(x)cosvkx dx
0
./l
0

Einen entsprechenden Ansatz machen wir fiir die Losung der inhomogenen Warmeleitungs-
gleichung (2.37)

T(x)=Ty+ Z T, cosvkx + Z T, sinvkx (2.43)
und erhalten nach Einsetzen durch Koeffizientenvergleich
WI
T,=—2 | T/=—2_ y=123....

A2 Y Av2k2°
Mit dem Ansatz (2.43) gelingt es jedoch nicht, den konstanten Anteil der Warmequellendichte

zu erfassen. Deshalb muss die allgemeine Losung T’(x) des inhomogenen Problems mit
vorgegebener konstanter Warmequellendichte addiert werden:

WO 2
T'(x)=a+bx — —
(x)=a+ bx 51 X
Die Gesamtldsung lautet daher
1 1
T(x)=a+ bx - % X Z ) (wy, cos vkx + w,, sin vkx) .

Als Beispiel betrachten wir wieder das Problem mit den Randbedingungen (2.38) und (2.39)

240 1

1+h I

h 12 2+ h 1 ’
T(X) = T (1— £)+WO ol ( - x) al s

4
1+h | A1+h vk

© ’

1 w.
—— 1- kx)+ — Y sinvkx .
Zv2k2 (1 = cosvkx) Zl‘lv2k2 sin vkx

Um nun noch ein konkretes Beispiel zu bringen, untersuchen wir noch den Fall, bei dem die
Warmequellen in eine unendlich diinne Schicht an der Stelle x = [/2 konzentriert sind. Fiir
w(x) haben wir zu setzen

W(X)=Q6(é),



wobei Q die insgesamt an der Stelle x = [/2 entwickelte Warmemenge bedeutet. Die
Formeln (2.41) und (2.42) kénnen auch auf diesen singuldren Fall angewendet werden. Fiir
wo und die w,, erhalt man aus (2.42):

wo = 2
0 1
_20(-1)
w, = —
l
w, = 0.

Damit ergibt sich die Lésung T'(x):

) 1 x 0l 0l x?
201 1 1
+4_J'5Q2/1 (1_COSkx)_Z (1—cos2kx)+§ (1-cos3kx)+...

Speziell fiir das hier behandelte Problem gibt es jedoch noch eine einfachere Lésungsmog-
lichkeit, die auf folgender Uberlegung beruht. Der Verlauf der Temperatur 7(x) muss in
jedem der Teilintervalle 0 < x < 1/2 und [/2 < x < [ linear sein, da dort keine Warmequellen
vorhanden sind. Bei x = [ erhalt man einen Knick, d. h. die beiden Ableitungen machen
einen Sprung. Die Warmestrome g1 und g2, die nach beiden Seiten abflieBen, sind gegeben
entsprechend Bild 2.11 durch

A3 @a) -1

q =
_ O TW2) 24k TAY2)
BT T e

Die Summe der beiden Warmestrome ist die pro Zeiteinheit in der Grenzflache entwickelte
Warmemenge

2h T(1/2)

I h+2
Diese Gleichung dient dazu, die Temperatur T(I/2) zu berechnen. Es ergibt sich:

+2).
24

2
g =0=" (102~ T +

h+2
T(/2) = T
2 2m+n(°
Den gleichen Wert erhalt man auch nach Gleichung (2.44), wenn man dort x = % setzt und
die Beziehung beachtet
1 n?

1+1+—+...:—.
9 25 8



T

T(1/2)

S~

l

Abb. 2.11: Warmequelle in einer unendlich diinnen Schicht

Das hier verwendete Verfahren lasst sich natirlich auch auf den allgemeinen Fall ibertragen,
bei dem die Warmequellen sich nicht in der Mitte des Intervalls befinden. Die entsprechende
zeichnerische Losung zur Ermittlung der Temperatur an der Knickstelle ist in Bild 2.12
angegeben. Die zu erfiillende Bedingung lautet

T

T(xo) T

To 1

S~

l

Abb. 2.12: Beliebige Lage der Warmequelle

0= () - To) + T(xo) (z Cxo+ 5)
X0 h

und liefert fir T'(xg)
A0

TO + —
X
T(xo) = s

y .
1+ — (hl+1 - hxgy)
th

In ganz ahnlicher Weise werden Probleme in Zylinder- und Kugelkoordinaten behandelt. Wir
betrachten hier nur den Fall, bei dem die Warmequellendichte w(r) durch eine Potenzreihe



in r dargestellt werden kann.
w(r) = wo + war +wart + ... .

Aus Symmetriegriinden kénnen nur gerade Potenzen von r auftreten. Zunachst betrachten
wir Zylinderkoordinaten, in den nach (2.34) gelten muss:

(a2T 1 8T

52 7 o )+ w(r)=0 (2.45)

Eine spezielle Losung dieser Dgl. findet man wieder durch den Ansatz
Tinn(r) = Tor? + Tyr* + ... . (2.46)

Einsetzen in (2.45) und Koeffizientenvergleich liefert fiir 7,

1W0
L= 7%
1 wg
Ty, = —— -2
4 A 42
1 wio
= 7%

In den Ausdruck (2.46) missen wir noch die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung
addieren. Dabei erhalten wir:

T = a+blnr+ZT2V r?
v=1

Wir wollen nur den Fall des Vollzylinders (ro = 0) weiter verfolgen. Da T fir r = 0
endlich bleiben muss, wird b = 0. Die Konstante a wird aus der bei r = ro vorzugebenden
Randbedingung ermittelt. Hat man dort z. B. gefordert

d
aT(r)+A (%) =0, (2.47)

r2

so ergibt sich fir a:

1 wo wo 1 wo w9
a=— (—r22+—r24+...)+— (—r22+—r§+...)

ar? \ 2 4 A \22 42
so dass die Gesamtlosung lautet:
T(r) = S DL L W A
T oa2 \p 2T "2

-

1 /wo w2 Wy 6 6
+Z (?(722—72) —2 ) 6—2(r2—r)+...).



Hat man z. B. eine parabolische Warmeverteilung angenommen, so ist
wx)=Br?=wy x?.
Dazu gehort der Temperaturverlauf

1 h+4
T(r):—ﬁr§+ﬂ(r§—r4):£ nte ré—r4 .
ary 4 164 161 h

Ganz analog verlauft die Rechnung in Kugelkoordinaten. Ist die Warmequellendichte wieder
in der Form

w(r) = wo + wo 1% + wy r?
gegeben, so erhalt man fir die Temperatur

b wo W2 4 W4 g
T =a+ 2 - - -
(=ato-53r-r5" "5

die fur die Randbedingung (2.47) die Form annimmt

1 (wo Wo wo w2
T(V):Z {? r‘21+gr3+...}+m (I’Z—VZ)"FE (rﬁ—r4)+... .

Mit den bisher abgeleiteten Formeln kann man bereits eine Vielzahl der in der Praxis
auftretenden stationdren Warmeprobleme behandeln. Manchmal ist es notwendig, die
Geometrie des Problems leicht abzuindern, um zu den idealisierten Féllen zu gelangen, die
hier betrachtet wurden. Der Leser moge als Beispiel die stationdre Temperaturverteilung
berechnen, die bei der Talfahrt eines Automobils in den Bremsbelagen einer Trommelbremse
erreicht wird. Dazu ersetzt man die Trommelbremse durch zwei Platten verschiedener
Leitfahigkeit, zwischen denen eine flachenhafte Warmequellendichte vorhanden ist. lhre
Starke kann aus dem Gewicht und der Geschwindigkeit des Fahrzeugs sowie aus dem
Gefallewinkel berechnet werden.

2.3.3 Nichtstationare Losungen

Bisher haben wir nur Temperaturverlaufe errechnet, die sich bei einem Erwadrmungsvorgang
mit zeitlich konstanten Warmequellen erst nach sehr langer Zeit einstellen. In diesem
Kapitel wollen wir uns mit der Berechnung instationdrer Temperaturverlaufe beschaftigen.
Wir beginnen wieder mit eindimensionalen Vorgangen. Dabei wollen wir die Methode
kennenlernen, die sich ohne Schwierigkeiten auf andere Koordinatensysteme (ibertragen
lasst. Die zu losende Differentialgleichung lautet bei Verschwinden der Warmequellendichte

pc——=4— mit 0<x</. (2.48)
x



Die Funktion T(x,t) muss jetzt nach den Uberlegungen des Abschnitts 2.2.3 zusatzlich noch
die Anfangsbedingung

T(x,0) = f(x)

erfiillen. AuBerdem muss an den beiden Enden fiir alle Zeiten ¢ eine der drei folgenden
Randbedingungen

T(x,t) = f(1) (2.49a)
g—i (x,t) = g() mit x=0,1 (2.49b)
aT(xt)+A4 2—2 (x,t) = 0 (2.49c¢)

befriedigt werden. Im folgenden werden wird diese Bedingung in der angegebenen Reihenfolge
als erste, zweite, dritte Randbedingung bezeichnen. Um das Problem zu [dsen, gehen wir
schrittweise vor. Zunachst suchen wir alle Funktionen, die die Differentialgleichung erfiillen.
Aus der Menge dieser Funktionen interessieren nur diejenigen, die auBerdem noch die
Randbedingungen befriedigen. Die dann noch verbleibende Restmenge enthilt, wie wir
sehen werden, genau eine Funktion, die zusatzlich noch die Anfangsbedingung erfiillt. Wir
beginnen mit dem ersten Schritt.

Zur Losung der Differentialgleichung machen wir den Produktansatz:

T(x,1) = p(x) (1) (2.50)
Dann wird

or _ _dy

ar s

0°T d?e

w2 - a2l

X dx

Setzt man dies in (2.48) ein, so erhalt man

dy d2¢p
ek A Tl
PC?ar a2V

und nachdem man durch das Produkt ¢ ¢ dividiert hat

1dy a2 1d%

_ — ——=qa

1 d?%p
- — = - —. 251
v dt pc g dx? ¢ dx2 (2.51)
Die GroBe a = A/(p ¢) nennt man die Temperaturleitfihigkeit, sie hat die Dimension m?/s,
wie man leicht nachrechnet. Zahlenwerte fiir a sind in Tabelle 2.1 aufgenommen. Eine
Gleichung der Art (2.51), bei der links eine Funktion von 7 und rechts eine Funktion von x



steht, kann nur bestehen, wenn beide Seiten konstant sind. Schreiben wir die Konstante in
der Form —ab, so erhalten wir zwei gewdhnliche Differentialgleichungen, eine fiir ¢ und die
andere fiir . Sie lauten

- - _p
dt ay

d2cp

- - _p

d x2 ¢

und haben die Losungen

w — e—bat
©® AcosVb t + BsinVb ¢

und liefern fir die Temperatur
T(x,1) = (A cos Vb x + Bsin Vb x) ebat, (2.52)

Dieser Ausdruck enthélt drei wahlbare Parameter, namlich A, B und b. Ganz gleich, welche
Zahlenwerte man fiir diese Konstanten einsetzt, der Ausdruck (2.50) bleibt immer Lésung

der Differentialgleichung. Der ortliche Verlauf ist sinusférmig mit der Periode p = f/—fhi und

klingt zeitlich ab, wobei nach der Zeit 7 = % die Funktion auf den e-ten Teil abgesunken
ist. Je kleiner die ortliche Periode ist, umso rascher ist der Abfall.

Nun wollen wir die Randbedingungen (2.49) erfiillen. Dabei kénnen wir uns darauf beschran-
ken, die beiden ersten Randbedingungen in der Form

T=0 bzw. a—T=0
on

anzunehmen. Ist T # 0 bzw. g—ﬂ # 0, so braucht man nur die bereits bekannte Losung des
stationadren Problems zu addieren.

Ist z. B. an beiden Enden T = 0 vorgeschrieben, so muss gelten

A
B sin Vb I

I
o O

Wiirden wir B = 0 wahlen, so ware die Losung fiir alle ¢ identisch Null und man kdnnte die
Anfangsbedingungen nicht mehr erfiillen. Die andere Moglichkeit ist

sin Vb1 =0



zu setzen. Diese Gleichung wird erfiillt, wenn b einen der Werte

Y\ 2
b =(7)
annimmt. Setzt man abkiirzend k = 7, so lautet die zugehdrige Losung

_v2k2 t
T,(x,t) =B, sinv k xe a2

Jede dieser Losungen erfiillt die Randbedingungen fiir beliebige Werte B,,. Also erfiillt auch
die Summe

vZk ¢

T(x,t) = ZB" sinv k x e o2

die Randbedingungen. Zur Zeit t = 0 nimmt die Lésung die Form
T(x,1) = Z B, sinv k x (2.53)

an. Um die Anfangsbedingung (2.49) zu erfiillen, missen die B, so bestimmt werden, dass
die durch (2.53) dargestellte Funktion mit der gegebenen Funktion f(x) tbereinstimmt.
Dazu brauchen wir nur f(x) in eine Fourier-Reihe zu entwickeln:

f(x) = Zby sinv k x . (2.54)

Die raumliche Periode dieses Verlaufs hat die Lange 2!, f(x) ist jedoch nur im Intervall
0 < x <[ vorgegeben. Da die Reihe (2.54) nur sin-Glieder enthalten darf, setzen wir f(x)
nach links durch die Vorschrift

f=x)=f(x) O<x<l (2.55)

in das Intervall =1 < x < 0 fort. Entwickelt man diese Funktionen im Intervall =] < x < [ in
eine Fourier-Reihe

f(x):fo+2a,,cosvkx+Zbysinvk X,

so gilt fir die Koeffizienten
1
ho= g [rwd
0o = o X X
-1

1
1
a, = Y/f(x)cosvkxdx
-1

1

1
b, = Y/f(x)sinvkxdx.
-1



Wegen der Bedingung (2.55) vereinfachen sich die Formeln wie folgt:

Jo

a, =0

1
2
b, = T/f(x)sinvkxdx.
0

Wir setzen in (2.34) B, = b, und haben damit das gestellte Problem gelost.

Nun wollen wir bei x = [ die dritte Randbedingung vorschreiben:

a T(t)+ A (a—T) =0.
0x ),

Mit der Darstellung (2.52) erhalt man aus dieser Bedingung

tan \/l_alz—i b:—i\/l_?.
a al

Setzt man y = Vb [, so ist dies eine Bestimmungsgleichung fiir y

1
tany:—z y,

die, wie Bild 2.13 zeigt, unendlich viele Losungen besitzt. Die positiven Losungen num-

1 Y2 y3 Y4
0 T ; — T ; ™
~ N [ \ [ !
| | | | ! i
N | | | |
N | | |
- I I ‘
~ ! ! w
~ I I !
L N\ | : : ]
-2 > ~ i i
N I
N |
- \ K : -
~N |
-3 ~ |
N |
- \ \‘ -
N
AN
-4 I
0 1 2 3 4
y/m

Abb. 2.13: Bestimmungsgleichung tany = —% ymith=1

merieren wir nach wachsender GroBe, der Wert y = 0 bleibt unberiicksichtigt, da die



zugehorige Losung verschwindet. Damit haben wir die allgemeine Lésung gefunden, die die
Randbedingung erfiillt. Sie lautet:

> X —y—g at
T(x,t) = ZB" sin y, e L (2.56)
1

Eine Darstellung dieser Art wird anharmonische Entwicklung genannt, weil die Periodenlange
der hoheren Harmonischen keine ganzzahligen Vielfachen der Grundperiode sind. In der Tat
entnimmt man aus Bild 2.13:

y1 = 0.788m, yo = 1.672n, y3=~2612w, y4= 3.5867.

Die Frage, die sich jetzt erhebt, lautet: kann man, analog zu einer Fourierentwicklung eine
beliebig vorgegebene Funktion f(x) in eine anharmonische Reihe entwickeln? Dies ist in der
Tat moglich, da die Funktionen

) X
QDV(X) = S Yy 7

orthogonal sind, d. h.

l

/gov(x)goy(x)dx:O fir v#pu.
0

AuBerdem gilt

1
l cos? y
2 v
dx== |1
[ ax 2(+ . )
0

so dass man fiir die Koeffizienten der Entwicklung

f@) =) by sin gy x

in Analogie zur Fourier-Entwicklung die Darstellung

1

!
b, = Ty,,/f(x) sin y, x dx
o

~I o

1+

erhalt. Setzt man in (2.56) B, = b,, dann hat man die Lésung des Problems. Wie im
vorhergehenden Fall erscheint die Lésung hier als unendliche Reihe von Funktionen ¢, (x).
Jeder Anteil klingt zeitlich ab, wobei die hoheren Anteile schneller verschwinden. Nach einer
gewissen Zeit ist praktisch nur der Anteil ¢1(x) vorhanden.



Wenn an beiden Enden die dritte Randbedingung vorgeschrieben ist, so fiihrt das hier
beschriebene Verfahren auch in diesem Fall zum Ziel. Die y, sind dann Lésungen der
Gleichung

(hi+hy)y

tan = .
Y hihy - y?

Die Funktionen ¢, (x) nehmen jetzt die Form
@y(x) = cos y, i sin Yy d
[y [

an und sind ebenfalls orthogonal. AuBerdem ist

I
l y2+h2
2 v T 9 o
o, dx=— |h1 + ho +y, +hi|=n.
O/V 2y3( vianz "

Ist bei x = 0 vorgeschrieben
or
ox

so erhalt man fir die y, die Bestimmungsgleichung

1
cot y= 7Y (2.57)

0,

fur die ¢, (x)
@v(x) =sin y, ;

und fir das Integral

1
l 1
/¢3(x)dx=§ (1_Z sin? y,,):rv.
0

Die Nullstellen y, von (2.57) kénnen aus Bild 2.14 entnommen werden. Die Lésung hat in
beiden Fallen die Darstellung

2

() ¥2
T(x1)= ) By g(x) e @'
1

und in beiden Fallen gilt fir die B,

l
&=%/ﬂﬂ%mdw
0
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Abb. 2.14: Bestimmungsgleichung cot y = }ll ymith=1

2.3.4 Zylinderprobleme

In Zylinderkoordinaten lautet die instationdre Warmeleitungsgleichung ohne Warmequellen

oT 62T+16T
ar  “\er2 T ar)

Wir versuchen die Losung wieder mit dem Produktansatz
T(r,t) = ¢(r) ¥() .

Ganz analog zum vorigen Abschnitt ergeben sich durch Einsetzen und Separation der
Variablen die beiden folgenden gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir ¢ und y:

dy

7 —_p 2.
P a (2.58)
Lo Tde \ g (2.59)
dr2 r dr $=5- '

Setzt man p = Vb r, so nimmt die zweite Gleichung (2.59) die Form

2
1
d 1de

e 1 —0. 2.
dp2+pdp =0 (2.60)



an. Die erste Gleichung (2.58) hat wieder die Lésung
'7[’ — e—ba t

wahrend Gleichung (2.60) durch keine bekannte elementare Funktion befriedigt wird. Ande-
rerseits ist es physikalisch evident, dass es liberhaupt eine Losung gibt und mathematisch
beweisbar, dass mindestens zwei voneinander unabhéngige Losungen vorhanden sein miissen.
Man betrachtet daher die Differentialgleichung als Definitionsgleichung fiir die gesuch-
ten Funktionen. Diese beiden Fundamentallésungen sind die Besselfunktionen und die
Neumannfunktion nullter Ordnung. Die Besselfunktion ist fiir alle r endlich und hat die
Potenzreihenentwicklung

, 1 1

4 6

1
JO(P)=1—2—2.0

Ihr Verlauf ist in Bild 2.15 angegeben.

1.5

Jo(x)
10 =« -

05 | ;.>\\ 1
P ~

00 V NN RVl

05 .

-1.0 | .

Abb. 2.15: Besselfunktionen Jy(x), J1(x) und Neumannfunktion Ny(x)

Wir bilden fiir spatere Verwendung gleich die Ableitung %' in dem wir (2.61) gliedweise

differenzieren:

dh(p) 1 1, 1.
dp = 2Pt f Tmopef T
d Jo(p) P L 1 4 1 6
= = (1= + - +...
dp 2 2.4 T gl "o gze 8’
0
= L. (2.62)



Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist die Besselfunktion erster Ordnung J1(p).
Sie erfiillt die Differentialgleichung

d?n 1.dJ 1
—21+-—1+(1——) J1=0. (2.63)
dp r dp 02

Ihr Verlauf ist in Bild 2.15 eingetragen. Fiir die Ableitung der Besselfunktion Jy(x) gilt
demnach

() = ().

Neumann- und Besselfunktionen nennt man auch allgemein Zylinderfunktionen. Sie treten
immer bei der Lésung von Feldproblemen in Zylinderkoordinaten auf.

Die zweite Fundamentallésung, die Neumann'sche Funktion hat bei p = 0 eine logarithmische
Singularitat. Sie hat die Darstellung

% 7 No(p) = In % Jo(x) +% ¥2 (1 4 1) (x;§)4 . (1

1 . 1) (x/2)8
2

2 3] 22.32 "

wobei y = 0.5772. .. die Euler'sche Konstante bedeutet. Ihr Verlauf ist in Bild 2.15 ange-
geben. Wir haben die Neumann'sche Funktion nur aus Vollstandigkeitsgriinden mitgeteilt,
werden sie im folgenden jedoch nicht benétigen. Zur Beschreibung von Temperaturverldufen
im Innern eines Vollzylinders ist namlich nur die Besselfunktion geeignet, da sie liberall
endlich bleibt. Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (2.61) lautet jetzt

T(r,t)= A Jo(Nbr)eba .

Wir fordern nun an der Oberflache r = r,
T(rg, 1) =0

und erfillen diese Bedingung, indem wir b so wahlen, dass gilt
Jo(Vbra) =0 .

Die Nullstellen der Besselfunktion kdnnen z. B. aus Bild 2.15 entnommen werden. Nennen
wir sie wieder y,, so ist die Summe

2

5 r\ %

Av -]0 Yy —] € Ta
Ya

die allgemeinste Funktion, die auBer der Differentialgleichung noch die Randbedingung
befriedigt.



Hatten wir bei r = r, gefordert
T
a T(rg,t)+ A (6_) =0,
or r

dann hatte sich aus (2.60) fir y, die Bestimmungsgleichung
Jo(y) 4 1

Ho) arg’ hY

ergeben, die Gleichung (2.57) im Abschnitt 2.3.3 entspricht. In der Tat hat Jy(x) einen
dhnlichen Verlauf wie cos x, Ji(x) einen adhnlichen Verlauf wie sin x. Dem Quotienten
Jo(x)/J1(x) entspricht also die Funktion cot x. Nachdem die y, bekannt sind miissen wir
nun noch die Anfangsbedingungen erfiillen. Die allgemeinste Lésung, die die Randbedingung
erfillt, lautet
r —% at
T(r’t) = ZAV Jo | w E e 'a
und nimmt fir = 0 die Form

T(r.0)= Y A, Jy (yv i) (2.64)

Taq

einer Reihenentwicklung nach Besselfunktion Jy (yv i) an. Genau wie im Fall der Platte

kann jede beliebige Funktion f(r) in eine solche Reihe entwickelt werden. Die Orthogonali-
tatsrelation lautet jedoch

ra

/rJo (yy L) Jo (y,l L) dr=0 v#u
Ta Ya

0

und es gilt weiterhin

Ta

2
r ra
/I’ Jo (yv r_) dr = 5 (Jg(yv)"'-]f())v)) =r.
0

a

Mit Hilfe dieser Relation erhalt man fiir die Koeffizienten a der Entwicklung

(o)

Fry =) av Jolow )

1

die Darstellung

%:}/Vﬂwhmndw
0

14



Setzt man nun noch in (2.64) A, = a,, dann ist das Problem allgemein geldst.

Wir wollen nun kurz noch auf kugelsymmetrische Probleme eingehen. Die Warmeleitungs-
gleichung lautet dann

or _, (T, 29T
FY YR

Fir t = 0 soll wieder gelten
T(r,0) = f(r)

und fiir » = r, und alle ¢ eine der folgenden Bedingungen:

oT oT
T(ry,0)=0, — =0, aT(rgt)+a |— =0.
or ry or o

Wir deuten das Losungsverfahren nur an, da es sich kaum von den bisher behandelten Fallen
unterscheidet.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung, die bei » = 0 endlich bleibt, lautet

T(r,t)=A sin Nbr ehat

Um die Randbedingungen zu erfiillen, muss tber b wie folgt verfiigt werden:

sin y = 0 falls T(rg,t)=0

oT
y falls (a—r)ru—O

oT
tan y = ﬁ falls a T(rg,t)+ A (8_r) =0 mit h=

tan y

a rg

In allen drei Fallen ergeben sich unendlich viele Werte y = y,, als Losungen dieser Bestim-
mungsgleichungen. Fiir die Temperatur erhalt man

T(x,1) ZA L o r by t
X, t) = — sin — exp|—-= at]| .
v v e P rg
Um die Anfangsbedingung zu erfiillen fiihren wir die Funktionen
1 . r
@y(r) = = sin y, —
r Ta

ein. Sie erfillen die Relationen

Ta

/r2 @y(r) ou(r)ydr =0 HEY
0



Ta

1
r? <p3(r)dr:r—“ (1—— sin y, cos y | =nr,
2 Yy

so dass man jede Funktion f(r) in eine Reihe

(o)

F) =" ay ¢ (r)

1

entwickeln kann. Fiir die a, erhalt man
ra
1 2
ay=— [ 1" f(r) g(r)dr.
Iy
0
Damit ist auch dieses Problem allgemein gelost.

2.3.5 Instationare Probleme mit Warmequellen

Die bisher beschriebenen Lésungsverfahren sind noch in zwei Punkten unvollstandig. Bei
der Behandlung des instationdren Erwarmungsvorgangs haben wir erstens keine Warmequel-
lenverteilung berticksichtigt und zweitens haben wir nur zeitunabhangige Randbedingungen
angenommen. In der Praxis gibt es jedoch eine Reihe wichtiger Anwendungen, bei denen z. B.
die Warmequellen nicht dauernd wirksam sind, sondern nur wahrend kurzer Zeitintervalle.
Der Aufwarmungsvorgang wird dann unterbrochen von einem Ausgleichsvorgang, wahrend
dem die Temperatur absinkt.

Wenn der zeitliche Verlauf der Warmequellendichte durch Rechteckfunktionen gegeben
ist, so kann man die Temperatur abschnittsweise berechnen, in dem man in den einzelnen
Zeitintervallen konstante Verlaufe der Warmequellendichte annimmt und die errechnete
Temperatur am Ende jedes Intervalls als Anfangstemperatur fiir die Berechnung im darauf-
folgenden Intervall vergibt. Die Formeln werden dann uniibersichtlich und kénnen ohne Hilfe
elektronischer Rechner praktisch nicht ausgewertet werden. Da dieses Verfahren zu speziell
ist, wollen wir einen anderen Weg beschreiten und die Laplace-Transformation anwenden.
Dabei beschranken wir uns auf den Fall, dass als Randbedingung an beiden Enden des
Intervalls die Temperatur vorgegeben ist.

Das Problem wird dann durch die folgenden Gleichungen erfasst:

oT o°T

o = @ thO ) (2.65a)
T(x,0) = Ty(x) (2.65b)
10,1) = &) (2.65¢)
T(L1) = gor). (2.65d)



To(x) ist die Anfangstemperatur, g1(z) und go(¢) sind die zeitlichen Verldufe der Randtem-
peraturen. Die Warmequellen haben wir als Produkt einer reinen Zeitfunktion mit einer
reinen Ortsfunktion angenommen. Dies bedeutet, dass der relative ortliche Verlauf der
Warmequellen zu verschiedenen Zeiten gleich ist, was in der Praxis meist zutrifft.

Durch die Laplace-Transformation wird einer Funktion f(¢) eine andere Funktion F(p) einer
komplexen Variablen p zugeordnet. Die Transformationsformeln lauten:

F(p) = f(t)e?'dt
/
1 c+joo
fo) = ] F(p) P 'dp.
c—joo

In der zweiten Formel muss ¢ so gewahlt werden, dass der Integrationsweg die Singularititen
des Integranden links liegen lasst. Die Behandlung der Laplace-Transformation wird im
folgenden als bekannt vorausgesetzt.

Wendet man die Laplace-Transformation auf die vier Gleichungen (2.65) an, so ergibt sich

0°T
P9 x,p)—To(x) = a a2 +w(x) H(p) (2.66a)
30,p) = Gilp) (2.66b)
3lp) = Gap) (2.66¢)

wenn ¢, H, G1 und G- die Bildfunktionen zu T, h, g1 und g» bedeuten. Wahrend der folgenden
Rechnung kann p als einfacher Parameter angesehen werden. Fiir ¢ gilt die gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung

029 1

S~ E 9= = (w(@) H(p) + To(x)

x? a a
mit den Randbedingungen (2.66). Die allgemeine Lésung ist die Summe der Losung der
homogenen Gleichung
4

Phom = A(p) cos sx+ B(p) sin sx mit s=,/—
a

und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Um diese zu finden, nehmen
wir—ahnlich wie in Abschnitt 2.3.3—fiir die beiden Funktionen w(x) und Ty(x) Reihenent-



wicklungen nach Sinus-Funktionen an.

1
) X
w(x) = ZW" smv7, Wy, =

~| Do

w(x) sin vn%dx

0
) 1
To(x) ZTO" sin v ; Ty, = 7 /To(x) sin vn%dx.
0

Wie leicht zu verifizieren, lautet dann die Lésung der inhomogenen Gleichung

H + T
ﬂinhzzw sin v

p+a () :

Fir die Gesamtlosung erhalten wir

— H + T
Hx, p) = A(p) cos s x + b(p) sin sx—i-ZM sin vl

™ pta () !

Nun miissen noch die Randbedingungen (2.66) erfiillt werden, wozu die beiden GréBen A(p)
und B(p) zur Verfligung stehen. Man erhilt fir sie:

Alp) = Gilp)
Bp) = —— (Galp) = Ga(p) cos s1).

Damit ist das Problem im Unterbereich gelést. Die Gesamtlésung lautet:

- H(p) wy, + Ty,

™ pta (%)

Hx, p) = (G1(p) sin s(I-x)+Go sin sx)+ sin vn? . (2.67)

sin s/

Sie muss jetzt noch in den Zeitbereich zuriick transformiert werden. Dies ist in dieser
Allgemeinheit jedoch zu aufwendig, weshalb fiir die weitere Rechnung Annahmen (ber die
Funktionen H(p), G1(p) und Ga(p) gemacht werden sollen.

1. Beispiel

Hi)=hy = H(p)= %

g1it)=g2(t) =0 = Gi(p)=Ga2(p)=0
T()(x) =0 - TOv =0



Dies bedeutet: zeitlich konstante Warmequellendichte, verschwindende Anfangstemperatur,
verschwindende Randtemperaturen. Fiir 9(x, p) erhalten wir dann

N T X n®v2a
Hx, p) = — sin v — mit = .
(x,p) Z > oEp 7 Py 2

Zur Riicktransformation dieses Ausdrucks benutzen wir das Integraltheorem der Laplace-
Transformation, welches besagt, dass einer Integration im Zeitbereich die Division durch p
im Bildbereich entspricht. Es ist also

t
= X 1
T(x,t) = hg / sin ;v = L7} ( ) dt’
o le l ptpy
t (o]
= hy /Zsin v E et qy
T l
0
= hg ii w, sin J'cvf (1—6_”"’) .
P, l
2. Beispiel

h(t) = hy sin wt,

sonstige Daten wie im 1. Beispiel.

hy w Wy, X
Hx, p) = sin wv — w # .
()= 0 ;pwv l P

Wir zerlegen den Faktor vor der Summe in seine lineare Bestandteile

w 1 1 1
5 9 - 5% ( P - ) (2-68)
prtw 2j \p-jw pHijw

Polstellen von 9(x, p) treten auf bei p = +jw und bei p = —p,. Wir erhalten jetzt

h ejwt et ww v oX
T(x,1) = 2 ( - — ) wy, sin J'EV— +hOZ Y_ e P! gin .
2j \jo+py —jw+py w? + p? /

Nach einigen Umformungen erhalt man daraus die reelle Darstellung

[ee)
sin wt —wcos wt +w e P’ X
T(x,t) = hy E wy Py 5 sin v —,
P+ w? /



die zeigt, dass fiir + = 0 die Temperatur verschwindet. Nach einiger Zeit ist der dritte Term
des Zahlers sehr klein. Dann gilt

1
T(x,t) = hgy Z w, ——— sin (wt — ¥,,) sin ”lﬂ

Vpy + w?

w
Y, = arctan — .
v

3. Beispiel

Gi(p) =

g1(t) =Ty sinwt

— _z

p +w2
g20)=0 = Gip) =
To(x)=0 = o =0
h(t)=0 - H(p) =

Bei x = 0 ist die Temperatur vorgeschrieben. Bei x = [ ist die Temperatur gleich Null.
Anfangstemperatur Tp(x) und Warmequellendichte verschwinden.

Aus (2.67) erhalten wir fiir die Bildfunktion 9(x, p)

Tp, sin s(I —x) i —p
Hx, p) = ts=,/—.
(x.p) p2+w?  sin sl mit 8 a

Sie hat Pole bei p = +j w und an den Nullstellen von sin s /. Letztere sind gegeben durch

—Pv

sy l=vm= [,
a
dh.
2 2
VW
Dy =- 12 V:1,2,3,...

Das Residuum bei p = p, ermitteln wir durch eine Reihenentwicklung des Ausdrucks
sin s/:

sm,/ l—sm,/ “ I+ (p- pv)( smw/apl) Dyt.o...

Wegen

d [ [-p
— Ly —— Py -1)”
dp sin a /—p o8 a 2v31: a 1)




erhalt man in der Umgebung von p = p,,

(_1)1/ 12
2vw a

sin sl =— (p-pv) .

Unter Beachtung von (2.68) kann nun die Riicktransformation ohne Schwierigkeiten durch-
gefihrt werden und liefert mit k = /j &, k* = /-j ©:

Ty (sin k*(I—x) sin k(I -x) _;
T ,t = —_— v Nt T T T Jwi ) _
(x1) 2j ( sin k* [ ¢ sin k1 ¢
2rawTy ¥ v % Pyt
- Z(_l) T ST (I—x)e”?. (2.69)

Um dieses Ergebnis auf eine verniinftige Form zu bringen, sind langere elementare Zwischen-
rechnungen erforderlich. Wir beschranken uns auf den Fall, dass [ sehr groB ist. Fiir [ — oo
verschwindet die zweite Summe.

In dem ersten Anteil gilt:

sin k(I —x) _ sin k"1 cos k* x —cos k™[ sin k*x K x— cos k* 1
sin k*1 sin k* [ Ceos Ry sin k* [

Setzt man k =j2 =12 /2 (1+j) =k’ (L+]) und wendet das Additionstheorem an, so

wird

sin k*1 .

cos k™1

sin k* 1

cos k"1 cos h k" l+jsin k"1 sin h k'l
sin k"1 cos hk’"l—jcos k"l cos hk'1l.

Fir groBe [ ist aber cos h k' [ ~sin h k' [ = % ekl Also ergibt sich fiir den Quotienten

cos k*INCOS k' [ +j sin k’l_.
sin k* [~ sin k' [—jcos k'l

In entsprechender Weise erhalt man
cos k1 —cos k'l+]jsin k"1 _
sin k[ sin k" [—jcos k'l

Damit vereinfacht sich der Ausdruck (2.69) erheblich:

_j.

T . .
T(x,t) % {(cos k* x—jsin k* x) € —(cos k x+jsin k x) e¢'}
To
2j
= Toe¥* (cos k' x sin wr—sin k' x cos wr)

= Ty e ¥~ sin(wt —k'x) . (2.70)

{e_k/x (cos k' x —jsin k' x) " —e™¥* (cos k' x +j sin k' x) e_j‘”’}



Das Ergebnis ist sehr einfach zu interpretieren: von x = 0 aus wandert in den unendlichen
Halbraum x > 0 eine Temperaturwelle, deren Amplitude mit wachsendem x immer kleiner
wird und auBerdem eine mit x zunehmende Phasenverschiebung besitzt.

Wir wenden nun diese Ergebnisse auf die Erwarmung des Erdreichs unter dem Einfluss der
Sonneneinstrahlung an. Nimmt man an, dass die Oberflichentemperatur im Laufe eines
Jahres sinusférmig schwankt, so liefert Gleichung (2.70) die Temperatur im Innern. Wir
wollen jetzt noch die GroBe

abschatzen. Fir eine mittlere Erdsorte ist
a=2-10"m?/s

und
w~1Jahrt~2-1077s7".

Also wird

1 [2-1077s7!
k'== \|[———=——~05m.
2 \2-107"m?/s

Die Phasenumkehr wird fir
T 3,14

kx=n — x=-— m,
k 0,5

d.h. fiir x ® 6 m erreicht. In einem Keller dieser Tiefe herrscht im Winter eine hohere
Temperatur als im Sommer, wobei jedoch die Amplitude um den Faktor e™ =~ 0.043
abgeklungen ist. Eine jahrliche Temperaturschwankung von 50 K wird also auf etwas iiber 2
K in 6 m Tiefe reduziert.

2.3.6 Mehrdimensionale Probleme

Wir haben bisher bewusst den Schwerpunkt auf die Analyse eindimensionaler Erwdrmungs-
probleme gelegt. Der Grund hierfiir ist, dass man mit begrenztem mathematischen Aufwand
in sehr vielen technisch wichtigen Fallen Ergebnisse erzielen kann, deren Aussagekraft
flir eine orientierende Betrachtung meist ausreicht. Wenn die Temperatur von zwei oder
drei Ortskoordinaten abhangt, so steigt nicht nur der rechnerische und mathematische
Aufwand zur Herleitung der Losung sehr rasch an, sondern auch der numerische Aufwand
nimmt zu. Denn man wird bei mehrdimensionalen Anordnungen nur in seltenen Fallen
fiir die Temperaturverteilung eine Formel herleiten kénnen, die diskutierbar ist. Man ist



vielmehr gezwungen, die mathematisch errechneten Formeln zu tabellieren und anschlieBend
in Kurvendiagrammen wieder zu veranschaulichen. Zu dem mathematischen Aufwand tritt
dann noch ein numerischer Aufwand, der bei Erhéhung der Dimensionen ebenfalls schnell
zunimmt.

Da man heute Temperaturverlaufe auf rein numerischem Weg genauer berechnen kann,
ist das Interesse an analytischen Ldsungsverfahren in mehrdimensionalen Anordnungen
zurlickgegangen. Wir werden die Situation im Abschnitt 2.5 noch ausfiihrlicher diskutieren.

Als Beispiel einer mehrdimensionalen Temperaturberechnung wollen wir das bereits in
Abschnitt 2.3.4 eindimensional durchgerechnete Zylinderproblem behandeln. Wir beschranken
uns auf die Untersuchung eines Ausgleichsvorgangs. Im Gegensatz zu 2.3.4 setzen wir aber
jetzt voraus, dass die Anfangstemperatur nicht nur vom Radius r, sondern auch von der
azimutalen Koordinate ¢ abhangt:

T(r,,0) = f(r,¢) . (2.71)

Mit dieser Vorgabe muss auch die Temperatur Ty zu einem beliebigen Zeitpunkt von r, ¢
und 7 abhangen und erfiillt nach GI. (2.33) Abschnitt 2.3.1 die Differentialgleichung

oT 62T+1 or 1 8°T

—=a|l—=+-—+=5 —| -

ot or2 r or  r? 0¢2

Die Temperatur muss notwendigerweise eine periodische Funktion von ¢ sein. Denn wenn
man ¢ um 27 vermehrt, so gelangt man wieder zum gleichen Punkt. Periodische Lésungen

konnen aber zerlegt werden in Anteile, deren ¢-Abhangigkeit durch € mit n=0,1,2, ...
gegeben ist. Wir setzen daher

T= Ty(r1) e

und erhalten fiir jeden Anteil T, (r, )

0T, (62Tn 19T, n?

- = + - — - —
ot or2 r or 2"

Fir T,,(r,t) machen wir wieder den Produktansatz
T.(r,t) = u(r)-v(t) .

Er liefert analog zu Abschnitt 2.3.3 fiir u(r), v(¢) die gewdhnlichen Dgl.



wenn b die Separationskonstante bedeutet. Mit p = Vb r erhalten wir

d%u 1 du n®

—+—- —+|1-—=] u=0.

dp?  p dp
Diese Gleichung ist die bereits im Abschnitt 2.3.4, Gleichung (2.63) mitgeteilte Bessel'sche
Differentialgleichung der Ordnung n. Fiir n = 1 ist uns die Lésung J;(p) schon bekannt.
Die beiden Fundamentallésungen sind die Besselfunktionen n-ter Ordnung J,,(p) und die
Neumann’sche Funktion n-ter Ordnung N, (p). Nur die Besselfunktion J,,(p) bleibt endlich
fur alle p. Ihre Reihenentwicklung lautet:

_(P\" P’ o
JAM—(;);ﬁ(1_2@n+m+2-4@n+%@n+®_'”

Die andere Loésung N, (p) hat bei p = 0 eine logarithmische Singularitdt und wird im
folgenden nicht benétigt.

Samtliche Besselfunktionen der Ordnung n > 1 kdnnen durch die beiden bereits bekannten
Besselfunktionen Jy(p) und Ji(p) ausgedriickt werden. Es gilt ndmlich fiir jede Zylinderfunk-
tion Z,,(p) der Ordnung n:

2n
Zn1=— Zn—Zn
0

und daher fir Jo, J3 . ..

2
b o= Zn-U

P

4 4 (2 8 4
Js = —h-li=—|=h-d|-h=|5-1]h-=1J

P p \p p P

Setzt man fiir Jy und J; die Potenzreihenentwicklung (2.61) und (2.62) aus Abschnitt 2.3.4
(Seite 190) ein, so heben sich die Glieder pX mit k < N gerade weg, so dass die Entwicklung
von J,(p) mit einem Term p" beginnt. Fiir die Ableitung gilt die Formel

dnlp) _ 1 Jn(p) + Jn-1(p)
dp Y

die fiir n = 2,3 die Darstellungen

d J 2
—2=—;h@+mm

s _ 3 1)+ p)
0



liefert.

Die allgemeine Losung der Warmeleitungsgleichung lautet jetzt
T(r, ¢, t) = ZJ" (Vbr)yehtateing,
n=1

Bei r = r, wollen wir die 3. Randbedingung annehmen:

aT(ry)+A4 (B_T) =0.
or "

Zur Bestimmung von b erhalt man jetzt die Gleichung

Jn(y) = - Jn-1(y) - (2.72)

hy
1-nh
Fir jedes n ergeben sich andere Losungen, die wir mit y,;,i = 1,2, 3, ... bezeichnen. Die
Lésung nimmt jetzt die Form

T(r, ‘PJ) = ZZAM Jn (yni I‘L

n a

,2'

) e ra ey (2.73)

an. Um die Anfangsbedingung (2.71) zu erfiillen, muss man f(r, ¢) fiir jedes r in eine Reihe
nach Funktionen el ¥ entwickeln. Die komplexen Entwicklungskoeffizienten c,, hangen dann
von r ab:

flr@) =) calr) & .

Der Koeffizientenvergleich mit (2.73) liefert

r
ZAin Jn Yni —
7 I

a

):cn(r) n=12....

Nun miissen wir noch zeigen, dass jede Funktion ¢, (r) in eine Reihe nach J,,(z; ;) entwickelt
werden kann. Setzen wir dies fiir den Augenblick voraus, so kénnen wir ansetzen:

cn(r) = Z Cin Jn (ym' rL) .

a

Wenn y,i, yax zwei verschiedenen Loésungen von Gleichung (2.72) sind, dann gilt die Ortho-
gonalitatsrelation

Ta

/r]n(yniri) Jn(ynkri)dr=0 i+k

0



und auBerdem
Fa

+
r\Jn | Yni —
Tq

0

Damit ergibt sich fiir die Koeffizienten c¢;;,

2 2
r . .
dr = ga {ljn(ynl)|2 — Jn—1(Yni) Jn+1(yni)} =T

Ta
r

Cin = l /I" cn(r) Jn (Yni I"_)dr . (274)

ri a

Setzt man A;, = cin, dann ist das Problem allgemein gelost. Die Durchfiihrung hat gezeigt,
dass der Losungsweg sehr aufwandig ist. Insbesondere entsteht ein erheblicher numerischer
Aufwand durch die Ermittlung der y,; nach Gleichung (2.72) und der Berechnung der c;;
nach Gleichung (2.74). Auch die Tabellierung der Lésung (2.73) erfordert einen groBen
Rechenaufwand, da hier Besselfunktionen verschiedener Ordnung sehr oft bestimmt werden
miissen.

2.4 Die Methode der Green’'schen Funktion

2.4.1 Der Ausgleichsvorgang ohne Wiairmequellen

Bisher haben wir die Temperaturverlaufe im Innern eines endlichen Volumens V berechnet,
an dessen Oberflaiche Randbedingungen fiir die Temperatur vorgeschrieben waren. Zu Beginn
des Erwdrmungsvorgangs war ein Verlauf der Temperatur vorgeschrieben. Die einzelnen
Losungsverfahren haben wir meist an eindimensionalen Beispielen entwickelt. Am Schluss
des letzten Abschnitts haben wir gesehen, dass der mathematische und numerische Aufwand
bei mehrdimensionalen Erwarmungsproblemen sehr rasch ansteigt. Nun gibt es eine Reihe
von Aufgaben, bei denen diese Verfahren auch im eindimensionalen Fall sehr aufwandig
werden. Dies ist insbesondere der Fall, wenn der endliche Rechenbereich sehr groB ist und
sich Warmequellen nur in eng umgrenzten Teilbereichen befinden. Bei der Behandlung eines
solchen Erwdrmungsproblems als Randwertaufgabe miissen daher sehr viele Glieder in der
Reihenentwicklung beriicksichtigt werden, wodurch der Aufwand steigt und die Genauigkeit
sinkt.

Im folgenden wollen wir ein anderes Loésungsverfahren studieren, das auch in der Elek-
trotechnik Anwendung findet. Das Grundprinzip dieses Verfahrens soll zunachst an einem
einfachen Feldproblem aus der Elektrotechnik erlautert und anschlieBend auf Warmeprobleme
ubertragen werden.



Bekanntlich ist das elektrische Feld E einer Punktladung Q in Abhangigkeit von Leitern
und Dielektrika gegeben durch

O r

T 4mey 13

Es kann aus einem skalaren Potential ¢ durch die Beziehung
E = —grad ¢

hergeleitet werden, wobei fiir ¢ gilt:

0 1

Cdmey r

Hier ist r der Abstand eines betrachteten Punktes P vom Ort r = 0, an dem sich die Ladung
befindet. Ist im allgemeinen Fall die Punktladung Q an einer Stelle des Raumes, die durch
den Vektor r’ gegeben ist (Bild 2.16), so erzeugt diese am Ort r das Potential

0 1

drey |r—r’|

¢(r) =

L
>

Abb. 2.16: Zum Potential einer Punktladung im Raum

Nun denken wir uns eine stetige Verteilung der Ladungsdichte p(r) im Raum als gegeben.
In einem Volumenelement dV an der Stelle r’ ist dann die differentielle Ladung

dQ =p(r') dV
enthalten. Sie erzeugt an der Stelle r das Potential

p(r’) dV
dreg |r—r'|

de(r) =



An dem betrachteten Punkt r liefern aber auch noch die iibrigen Ladungen entsprechende
Beitrage, die sich wegen der Linearitdt des Zusammenhangs zwischen ¢ und p additiv lber-
lagern. Man erhilt also das ganze Potential ¢(r) durch Integration (iber die Ladungsdichte

1 o(r’)ydVv’
¢(r) = : (2.75)
/

lr —r’|

Die Integration ist Gber alle Raumteile zu erstrecken, in denen die Ladungsdichte von Null
verschieden ist.

Den Ausdruck

1

G(r—r')= —
(Ir=r'D= e r =7

(2.76)
nennt man die Green’'sche Funktion des Problems. Mit ihrer Verwendung kann man auch
schreiben

o) = [ o0 Glr =1 av”. (2.77)

\%

In dem vorliegenden einfachen Beispiel war die Green'sche Funktion durch das Coulomb’sche
Gesetz gegeben, da wir angenommen hatten, dass keine Leiter und Dielektrika vorhanden
sind. Ist dies nicht der Fall, so kann man trotzdem schreiben

o(r) = /G (Ir =) p() dV |

jedoch mit dem Unterschied, dass die Green'sche Funktion nicht durch (2.76) gegeben
ist, sondern durch eine andere Funktion, die von der Verteilung der Leiter und Dielektrika
abhangt.

Die Green'sche Funktion beschreibt dann das Potentialfeld, das von einer sehr eng begrenzten
Ladung pdV am Ort r’ im gesamten Raum erzeugt wird. Dieses Prinzip wollen wir jetzt auf
Warmeprobleme iibertragen. In einem Bereich —co < x < +00 einer kartesischen Koordinate
x betrachten wir die folgende Funktion:

q _(x=x)2

Wil fir 1>0. (2.78)

Aus Dimensionsgriinden haben wir noch den Faktor ¢ hinzugefiigt: wenn u eine Temperatur
sein soll, dann muss ¢ die Dimension K m haben.

u(x, x’,t) =

In Abb. 2.17 sind eine Reihe von Momentaufnahmen zu verschiedenen Zeiten ¢ der Funktion
u(x, x’,t) dargestellt. Solche Funktionen sind aus der Fehlertheorie bekannt. Sie geben
namlich die Verteilung von zufélligen Messfehlern an, wenn sehr viele Messungen einer



u(x,x’,t)

t

2

Abb. 2.17: Die Funkion u(x, x’,t) zu verschiedenen Zeiten 1.

GroBe x’ durchgefiihrt werden. Die fehlertheoretischen Aspekte der Funktion u sollen hier
aber nicht behandelt werden.

Durch Einsetzen kann man zeigen, dass u(x, x’,t) fir alle t > 0 und beliebige x” eine Lésung
der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

ou 0%u

ist. Es ist namlich:

ou 1 dmaq _ox)? q (x —x')? _@=xp?
P = —_ ¢ dat + e dat
ot 2 (4mat)’/? (Aman)l/2  4dar?
q (x-x)? 1) _o=x?
= _ — e dat
(Aman)t/2 \ 4ar? 2t
ou q 2(x — x') _(x4—x’>2
JEN— = — e at
dx (Amat)/2  4dat
xfx,2
0%u B q 1 e_ocz;x't)2 N 4(x-x")? ¢ T
0x2  (dman)/? 2at (Aman)l/?2 16422

q (x = x")? 1 (x-x')?
= - e .
(Amat)l/2 \ 4422  2at

Die Funktion u hat also die Dimension einer Temperatur und erfiillt fiir # > 0 die eindi-
mensionale Warmeleitungsgleichung. Sie kann daher als eine in der Wirklichkeit mogliche
Temperaturverteilung interpretiert werden. Fiir negative ¢ jedoch wird der Ausdruck (2.78)
sinnlos.



Wir wollen nun ausrechnen, welche Warmemenge in diesem Temperaturfeld steckt. Dazu
miissen wir ber x integrieren.

(o] o0 xx2
Q=pc /u(x,x',t)dx: ped /e St dx.
K dmat
Wir setzen
x—x 1
&= , dé = dx
Vdat Vdat

und erhalten, da [ e €7 dé = ist

Q=pcq.

Die Konstante g bedeutet die durch p ¢ dividierte Warmeenergie, die in dem Verlauf u(x, x’, t)
steckt. p bedeutet hier die lineare Massendichte und hat die Einheit kg/m. Lasst man
t immer kleiner werden, so wird die Temperatur immer mehr auf die Umgebung von x’
konzentriert. Im Grenzfall + — 0 strebt u(x, x’, t) einer 6-Funktion

lir% u(x,x’,t) =qé(x—x’)
r—

zu, d. h. u wird Null fiir alle x # x” und unendlich fiir x = x’. Fiir das Integral gilt jedoch

x'+e
/ ulx,x,t)ydx =g¢q

x'—&

Mit Hilfe der Funktion u(x, x’,t) kénnen wir nun den Ausgleichsvorgang einer beliebig
vorgegebenen Temperaturverteilung berechnen. Diesen Vorgang zerlegen wir in lauter
Rechteckimpulse der Breite d x”. Im Intervall von x’ bis x” + dx’ ist die infinitesimale
Warmemenge

dQ =pc f(x") dx’
gespeichert. Die gleiche Warmemenge enthélt der Verlauf
x,)2
dQ e “Tar f(xHd x’ _<x4—x’>2
= e at ,
pc dat Vdat

du(x,x’, 1) =

der fiir t = 0 in eine infinitesimale §-Funktion (ibergeht und fiir ¢ > 0 den zugehdrigen
Ausgleichsvorgang beschreibt.



Die gesamte Temperaturverteilung wird nun aufgefasst als Uberlagerung aller Rechteckim-
pulse, die unabhangig voneinander ablaufen. Wir erhalten also

1 3 x—x' 2
l/i(x, [) = \/ﬁ /f(x/) e—g( 4(17‘) dxl .
Ta

(o)

Vergleicht man diese Formel mit (2.75) bzw. (2.77), so bemerkt man eine formale Analogie:
man kann auch dem thermischen Ausgleichsvorgang eine Green'sche Funktion zuordnen.
Sie ist gegeben durch

1 _x=x)?

Der Ubergang zu zwei-/dreidimensionalen Problemen ist leicht zu vollziehen. Die entspre-
chenden Green'schen Funktionen lauten im zweidimensionalen Fall

1 x=x)24(y—y")?

e dat
4dmat

GQ(X’ )C/, Vs y/’ t) =

und im dreidimensionalen Fall

1 (x=x)2+(y-y")2+(z-z")?
’ ’ ’ - - - Tat
G3(X,X,yay9Z,Z,t) (4nat)3/2 e a

Man {iberzeugt sich leicht, dass diese Ausdriicke fiir t+ > 0 Losungen der zwei- bzw.
dreidimensionalen Warmeleitungsgleichung sind und fiir £ = 0 in 6-Funktionen iibergehen.
Die entsprechenden Lésungen lauten

T(x, y.1) = / / Gax, X'y 3o y'a1) F('sy") A’ dy’

—00 —00

bzw.

o0 0 o0

T(x,y,t)=//fG3(x,X’,y,y’,z,Z’,t) f&,y,2)dx"dy dz’.

—00 —00 —00

Bisher haben wir angenommen, dass der unendliche Raum ausgefiillt ist mit einem einheit-
lichen Medium. Nur fiir diesen Fall sind die hier abgebildeten Formeln giiltig. Trifft diese
Voraussetzung nicht zu, so kann die Losung trotzdem mit Hilfe der Green'schen Funktion
durch ein Integral dargestellt werden, die Green'sche Funktion ist aber dann schwieriger zu
ermitteln. Auf diese Problematik wollen wir im Abschnitt 2.4.3 noch naher eingehen.



2.4.2 Der Einfluss der Warmequellen

Wir wollen nun untersuchen, welche Temperaturverteilung sich zur Zeit t am Ort x einstellt,
wenn eine von x’ und ¢’ abhangige Verteilung der Warmequellendichte vorgegeben wird. Da
nur solche Warmequellen einen Beitrag liefern kénnen, die vor dem gegenwartigen Zeitpunkt
t vorhanden sind, muss t’ < ¢ sein.

Analog zu (2.78), Abschnitt 2.4.1 betrachten wir jetzt eine Funktion

q (x=x")2

—— e 1at=) flr >t
Vama(t—1t)

0 fur t<t,

u(x, x’,t") !

die aus Gleichung (2.78) dadurch hervorgeht, dass tiberall # durch ¢ — " ersetzt wird. Die
Koordinaten x’,t’ denken wir uns fest, die Koordinaten x, ¢ variabel. Dass dieser Ausdruck
fir t > t’ eine Lésung der Warmeleitungsgleichung (2.79) ist, kann dhnlich wie im Anschluss
an (2.78) durch Einsetzen gezeigt werden. Wir lassen nun die Zeit ¢ ablaufen und beobachten,
was sich vor allem in der Umgebung von x’ abspielt.

Zunichst passiert Giberhaupt nichts, denn die Funktion u ist fir alle ¢t < ¢’ gleich Null. Bei
t =t’ bemerkt man ein sprunghaftes Ansteigen der Temperatur, die bei x = x’ unendlich
groB wird. Es schlieBt sich fiir t > ¢’ ein Ausgleichsvorgang an, bei dem der zu Beginn des
Vorgangs eng konzentrierte Impuls sich immer mehr verbreitert. Zur Zeit t = ¢’ ist an der
Stelle x = x” eine Warmemenge

Q=pcq

freigesetzt worden, die vorher nicht da war. Ist eine stetige Warmequellendichte w(x’,t’)
vorhanden, so wird im Intervall zwischen x” und x” + d x” und in der Zeit von ¢’ bis ' +d ¢’
ebenfalls eine Warmemenge

dQ =w(x,t')dx" d¢t’

an der selben Stelle und zur selben Zeit freigesetzt. Diese Warmemenge fiihrt zu einem
sprunghaften Anstieg der Temperatur an der Stelle x’. Ihr Einfluss wird fiir ¢ > ¢’ durch den
Verlauf

"2

(x=x)
# e datt-1) dx’ d¢t’
Vama(t—t')

beschrieben. Die zur Zeit ¢ an der Stelle x beobachtete Temperatur lasst sich dann zusam-
mensetzen aus allen Beitragen, die zu friiheren Zeitpunkten gestartet wurden. Man erhilt
Sso

1
dT(x, 1) = — w(x', 1))
pc

(x=x")?
e dal=) dx" dt" . (2.80)

1 t oo o 1
T(X,l)—; ‘O/V_ZW()C,I)W



Streng genommen darf die zeitliche Integration nicht bis zum Zeitpunkt ¢ erstreckt werden,
da die Wirkung der in der Gegenwart ¢ vorhandenen Warmequellen zu Singularitaten fiihren
konnte. Man kann durch einen Grenziibergang jedoch zeigen, dass dies nicht zutrifft.

Die mehrdimensionalen Versionen von Gleichung (2.80) kénnen nach den Uberlegungen des
letzten Abschnitts leicht angegeben werden. Sie lauten:

N2 +y-y"?

T da(-t))
T ! "dr’ 2.81
(x,y,t) = ///w(x y, t) a1 dx" dy’ dt (2.81)

—00 —00

(x=x)“+(y-y"H*

bzw.

N2 r(y—y"(z-2")?

1 rar e dal(t-t")
T(x,v,2,t) = — w(x’, vy, 7t dx"dy dz’ dt . (2.82
(67, 2.1) pc////(“ AT E ydzdr . (2.82)
0 —o0 —00 —00

Die Darstellungen (2.80) bis (2.82) geben nur den Temperaturverlauf an, der durch die
Warmequellen verursacht wird. Ist auBerdem noch eine Anfangstemperatur vorgegeben, so
ist der von ihr hervorgerufene Temperaturverlauf additiv zu Gberlagern.

_x=x

1. Beispiel

Am Ort x’ =y’ =z’ = 0 sei eine punktformige Warmequelle vorhanden, die im Zeitintervall
dt’ die zeitlich konstante Warmemenge

dOo=wdx"dy dz’ d¢’ =w dr’
produziert. Der dazugehorige Temperaturverlauf ist nach (2.82) gegeben durch

t x2+y2+12

1 T da(t-t)
T(x,y,z1t)=— / w—< " ar.
pc
0

(4ma(t—1))3/2

Zur Berechnung dieses Integrals fithren wir die Variable 7 = \/% ein. Dann wird dt’ = 2727
und
2W (x2+y2+22) 72
T(x, ,z,t=—/e_ 4a dr.
(6 3,2.0) pc(4ma)d/?
1
1

Setzen wir jetzt noch

r2:x2+y2+22



r Vda

&= T = dr =

Vda r

so erhalten wir

T = — /e—f2 dé |

2pcarmd/?
J
Vdat

Das Integral auf der rechten Seite l3sst sich durch das Fehlerintegral ausdriicken.

erf (x) = % O/e—f2 de .

Der Faktor 2/+/m ist gerade so gewahlt worden, dass gilt
erf (c0) =1.

Daher kann man schreiben:

e €’ dé.

D§§~§‘§

2 [ e 2
\/ﬁr/e dfl‘/ﬁ

Vdat

Mit Hilfe des Fehlerintegrals nimmt Gleichung (2.83) die Form

1 w r 1 W
I(r,t)=— 1—erf = — fi
r.) pc 4dmar ( er (Wlat)) pc 4dmar erfe(x)

(2.83)

(2.84)

an. Die beiden Funktionen erf (x) und erfc (x) = 1 — erf (x) sind in Bild 2.18 dargestellt.

Halt man in (2.84) die Zeit ¢ fest, so fallt die Temperatur nach auBen etwas starker als 1/r
ab. Im stationaren Fall ( — o) verschwindet die Fehlerfunktion erf (x) und die Temperatur
fallt nach auBen wie 1/r ab. Mit einer Punktquelle kann man den unendlichen Raum nicht

aufheizen.

2. Beispiel

Die Warmequellen seien auf einer Geraden mit konstanter Dichte angeordnet. Auf dem

Linienelement d x” wird in der Zeit dt’ die Warmemenge

dQ=w dx’ d¢



erf (x)
08 | |

04 7

erfc (x)

0.0 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

_— = X

Abb. 2.18: Die Funktionen erf (x) und erfc (x)

entwickelt. Die Temperatur ist zweidimensional und nach (2.81) gilt

t r2
1 e 4a(-t))
T(x,y,t) = — W —d?¢.
(% 3.1) pc /4na(t—t’)
0
Setzt man
2 2 2
r r r
S — ' =t-— - dt' =+ du,
" 4a(t-t) dau da2 "
so wird
w r e U
T(x,y,t) = —du.
(% 3:1) 47tapc/ u .
s
Die Funktion
OOe_u
—Ei(—x)zf— du (2.85)
u
X

nennt man Exponentialintegral. Sie ist in Bild 2.19 dargestellt.

Wenn x — 0 strebt, so wachst —Ei(—x) dber alle Grenzen, da das Integral (2.85) fir x — 0
nicht konvergiert. Mit Hilfe dieser Funktion erhalt man

2
T(r.1) = ——2 Ei(r )
dmapc dat
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Abb. 2.19: Das Exponentialintegral —Ei (-x) = [ <= du.

u

X

Lasst man ¢t — oo streben, so steigt die Temperatur an allen Stellen des Raumes Uber
jede Grenze, wobei es fiir einen weiter entfernt liegenden Punkt ldnger dauert, bis eine
vorgegebene Temperatur Gberschritten wird.

2.4.3 Der Green’sche Satz der Warmeleitung

In den beiden letzten Abschnitten haben wir untersucht, welche Temperaturverteilung im
unendlichen mit einem einheitlichen homogenen Medium erfiiliten Raum sich einstellt, wenn
eine zeit- und ortsabhangige Warmequellendichte vorhanden oder eine Anfangstemperatur
f(x,y,z) vorgegeben ist. Wir wollen nun ein endliches dreidimensionales Volumen V be-
trachten, an dessen Oberfliche Randbedingungen vorgegeben sind, die auch explizit von
der Zeit abhangen kdnnen.

Im Abschnitt 2.4.1 hatten wir schon angedeutet, dass die Green'sche Methode auch auf
dieses Problem erweitert werden kann. Jetzt wollen wir untersuchen, welche Bedingungen
die Green'sche Funktion erfiillen muss.

Wir stellen die Temperatur T(x, y, z,¢) in der Form

t
T(r,t)://G(r,r’,t—t’) fr't'ydv’ dr
0V



dar. Die Green'sche Funktion G(r,r’,t’) muss die Warmeleitungsgleichung erfiillen

%—(:—a divgrad G=0 fir t>1¢",
da im Argument von G nur die Differenz ¢ — ¢’ auftritt, gilt auch
0G
3 T divgrad G=0 fur ¢ <t. (2.86)

Die gesuchte Temperatur T(r,t) soll ebenfalls die Warmeleitungsgleichung befriedigen.
Schreiben wir formal ¢’ anstelle von ¢, so ist

oT ) w
ar ¢ div grad T = e (2.87)

und auf jedem Teilstiick A; der Begrenzung A von V eine der folgenden Randbedingungen:

T (r.t') = f(rt) (2.88a)
g—i (r.t') = f@r1) (2.88D)
aT (rt)+2 gj—i (r,ty = 0. (2.88¢c)

Zu Beginn, d. h. zur Zeit t = 0 soll ferner gelten
T (r,0)=g(r). (2.89)

Multipliziert man Gleichung (2.87) mit G und Gleichung (2.86) mit T und addiert beide, so
erhalt man
oG oT ) , wG
T —+G —=a (Gdivgrad T - T div grad G) + — .
or’ ot pc
Beide Seiten dieser Gleichung kdnnen umgeformt werden, die rechte Seite mit der ldentitat
divBv=p8divy + (v grad B) .

Man erhalt dann
ﬂ (TG)=a div(G gradT — T grad G) + wG .
ot’ pc

Nun integrieren wir beide Seiten (iber das Volumen V und iiber die Zeit von 0 bis ¢:

t t
//i% (TG)di'dV' = a //diV(G gradT — T grad G) dV’'drt’
vV 0 vV 0

t

+/ 2 Gavdr. (2.90)
pc
vV 0



Dabei haben wir die Reihenfolge der Integrationen auf einer Seite vertauscht. Fir die linke
Seite ergibt sich

/(T Gﬂ:t - TG[:O) dV/ . (291)
|4

Die Green'sche Funktion hat die Eigenschaft, dass sie fiir ¢’ — ¢ fiir alle r # r’ verschwindet
und bei r = r’ unendlich wird, jedoch so, dass

/Gr:r/ dv'=1

ist. Der Ausdruck (2.91) geht daher iber in

T(r,t)— /T(r, 0) Gy—o dV.

\%

Auf das Volumenintegral im ersten Term von Gl. (2.90) wenden wir jetzt den GauB'schen
Satz an und wandeln das Volumenintegral in ein Oberflachenintegral um:

oT oG
— T —| dV’
,/(G on an)

Z/(GS—E—T—) av’.

/ div(GgradT — T grad G) dV’
v

Gleichung (2.90) nimmt mit der Anfangsbedingung (2.89) die Form

T(r,t) = /g(r) Gyeo dV' +a Z/(G — T —) dA
1
- w(r’,t') G dV’ (2.92)

an. Bisher haben wir Giber die von G auf A; zu erfiillenden Randbedingungen noch nicht
verfiigt. Nun wollen wir dies nachholen.

Wenn auf A; fir die Temperatur T die erste Randbedingung (2.88) vorgeschrieben ist, so
fordern wir fiir G auf A;:

G(A)=0 = /(Ga—T—T—) /fl—dA



Ist die 3. Randbedingung vorgeschrieben, so gilt auf A;

oT
T=-1—.
on

Man erhalt dann:

/(Ga—T—Ta—G) dA:/"’T(GJ"’_G) dA. (2.93)

on on on a On
Wahlt man
oG
1 — = 2.94
a G+ = 0, (2.94)

so verschwindet das Integral.
Ist fiir T die allgemeine Randbedingung

a(T—T0)+/16—T=0
on

vorgegeben, so erhalt man anstelle von (2.93)

T oG , aG
/(Ga—n—Ta—n) dv ——/Toa—ndv

wenn G wieder die Bedingung (2.94) befriedigt. Der dritte Term in Gleichung (2.92) ist
uns schon bekannt. Er stimmt tiberein mit Formel (2.82), Abschnitt 2.4.2, wenn anstelle
der dort verwendeten Green'schen Funktion fiir den unendlichen Raum die hier eingefiihrte
Green'sche Funktion gesetzt wird.

Wir fassen das Ergebnis nochmal zusammen. Die Lésung der allgemeinsten Warmeleitungs-
gleichung mit einer zeitabhangigen Warmequellendichte, die auf einzelnen Randstiicken
vorgegebene Randbedingungen der Art (2.88) erfiillt und zur Zeit t = 0 einen vorgegebenen
Verlauf f(x, y, z) hat, lasst sich zuriickfiihren auf die Berechnung einer Green’schen Funktion
G(r,r,t —t’) und auf eine Integration. Die Green'sche Funktion beschreibt die Ausbreitung
eines Temperaturimpulses, der am Ort r = r’ zur Zeit t = t’ erzeugt wird. Fiir sie sind
einfachere Randbedingungen als fiir T vorgeschrieben, namlich

G=0 falls T = fi(x,y,z1t) auf A;

oG oT
— =0 falls — = fo(x, y,zt) auf A;
on on
0 oT
eG+129 20 falls « T-To)+a L 0 aufa, .
on on

Trotzdem ist die Ermittlung der Green’schen Funktion eine schwierige Aufgabe, deren Losung
nur in einfachen Fallen gelingt. Das wichtigste Verfahren zur Bestimmung der Green'schen
Funktion wollen wir im nachsten Abschnitt behandeln.



2.4.4 Das Spiegelungsverfahren zur Ermittlung der Green’schen Funktion

Wir betrachten zunachst ein einfaches Beispiel. Die Temperatur T soll im unendlichen
Halbraum x > 0 berechnet werden. Nach den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts muss
dann fiir die Green'sche Funktion an der Oberflaiche x = 0 gelten

oG
Gy=0 =0 bzw. — =0. 2.95

>0 i (ax )x:O ( )
Im ersten Fall lautet die Green'sche Funktion

(- (x=x")2+(y=y")?+(z—2')* ( (x+x")2+(y—y")%+(z—2')? )

exp — ) —exp —
G:q da(t-t') da(t-t) (296)
[dma(t—1)]3/2
und im zweiten Fall
(x=x")2+(y—y")2+(z—2')? (x+x)2+(y=y")?+(z—2')?
exp (— — ) +exp (- — )
G:q da(t-t') da(t-t) (297)

[4mwa(t—1)|?

Man Uberzeugt sich leicht, dass die Bedingungen (2.95) fiir x = 0 identisch erfiillt sind.
Die Formeln (2.96) und (2.97) kdnnen sehr anschaulich interpretiert werden. Der erste
Summand entspricht einem zur Zeit t = ¢’ am Ort r = r’ erzeugten Temperaturimpuls,
der zweite Term einem zur gleichen Zeit an der Stelle x = —x’,y = y’,z = 7’ erzeugten
Impuls, dessen Vorzeichen im Fall (2.96) negativ, im Fall (2.97) positiv ist. Den zweiten
Impuls nennt man Spiegelimpuls, weil seine Lage aus der Lage des Originalimpulses durch
Spiegelung an der Ebene x = 0 hervorgeht.

Das Spiegelungsverfahren wird bekanntlich auch in der Elektrotechnik angewendet: das
elektrische Feld einer punktférmigen Ladung Q, die sich vor einer ideal leitenden Wand
befindet, stimmt liberein mit dem Feld, das durch zwei Punktladungen +Q und —Q erzeugt
wird, wobei die Ladung —Q durch Spiegelung der Ladung +Q an der Wand hervorgeht
(Abb. 2.20).

Ersetzt man die Ladungen durch Temperaturimpulse, so liefert jeder zur Zeit t = t’
»geziindete” Impuls einen Temperaturverlauf. Die Uberlagerung beider Verliufe ist das
gesuchte Temperaturfeld, das fiir t > ¢’ die Randbedingungen erfiillt.

Als nachstes Beispiel betrachten wir nun einen Keil, dessen beiden Seiten den Winkel
« bilden (Abb. 2.21). Die Temperatur soll in dem Teilraum V berechnet werden, der in
Abb. 2.21 gekennzeichnet ist. Nimmt man im Innern von V einen Temperaturimpuls ¢ an,
so ist dieser an beiden Begrenzungen zu spiegeln, und zwar mit Vorzeichenwechsel, falls
%—g = 0 gefordert ist. Die Spiegelimpulse miissen wieder gespiegelt werden, so dass man
im Prinzip einen unendlichen Prozess von Spiegelungen durchzufiihren hat. Bei diesem
unendlichen Prozess kann es passieren, dass ein Spiegelimpuls ins Innere von V zu liegen

kommt oder dass ein Spiegelimpuls einen bereits vorhandenen Impuls gerade kompensiert.
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Abb. 2.20: Spiegelung zweier Punktladungen

Abb. 2.21: Temperaturberechnung in einem Keil

Tritt einer dieser beiden Falle auf, so gelangt man auf diesem Wege nicht zur Green'schen
Funktion. Im anderen Fall kann die Zahl der Spiegelimpulse endlich oder unendlich sein.
Wir bringen dafiir einige Beispiele.

1. Keil mit Kantenwinkel 90°;
die Lage der Spiegelimpulse ist in Abb. 2.22 eingezeichnet. Die eingetragenen Vor-

° O gq
(Originalimpuls)

Abb. 2.22: Keil mit Kantenwinkel 90°(o = ¢, @ = —q)

zeichen der Spiegelimpulse gelten fiir den Fall G = 0; die fiir 29 anzunehmenden

n
Vorzeichen sind alle positiv.



2. Keil mit Kantenwinkel 120°;
in diesem Fall fiihrt das Spiegelverfahren nicht zum Ziel, wie Abb. 2.23 zeigt. Der

Spiegelimpuls im Rechenbereich!

® g3 = S1(q2)
o
120° o qo (Originalimpuls)
. _Ebenel |
\ ® g1 = S51(q0)
q1 = S2(q0) @ N

\
g2 = S2(q1) © \ Ebene 2
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Abb. 2.23: Keil mit Kantenwinkel 120°(c = ¢, ® = —q)

Prozess der Spiegelungen ist der folgende, wenn z. B. go = S1(q1) ausdriickt, dass g2
der Spiegelimpuls von ¢ an der Ebene 1 ist:

g = Si(qo)
g2 = SaoAq1)
g3 = Si(q2),

gs liegt aber im Innern von V, das Verfahren fiihrt hier nicht zum Ziel.

3. Keil mit Kantenwinkel 60°;

das Verfahren fiihrt hier zum Ziel. Die Spiegelimpulse sind in Abb. 2.24 eingetragen.
Insgesamt werden 5 Spiegelimpulse benétigt.

\.
\ [ ]
o N\
N
\‘ 60° o)
/N o
/ \
o / \,
/‘ o \\
/ \

Abb. 2.24: Keil mit Kantenwinkel 60°(c = ¢, ® = —q)



4. Rechteck;
das Spiegelverfahren fiihrt hier zum Ziel, die Anzahl der Spiegelimpulse ist jedoch
unendlich groB. Ihre Lage ist in Abb. 2.25 angegeben.

® | O ® | O ® | O

o|e® O|@® o|®

® O ® O ® O

[ONN J ONN ] [ONN ]

® O ® O ® O

[ONN J [ONN ] [ONN ]
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Abb. 2.25: Rechteck (o = ¢, e = —¢)

2.5 Numerische Verfahren zur Berechnung von
Temperaturverlaufen

2.5.1 Vorbemerkungen

In den letzten Kapiteln haben wir die wichtigsten analytischen Verfahren zur Losung der
Warmeleitungsgleichung kennengelernt. Wir wollen nun von den Problemstellungen der
Praxis ausgehen und untersuchen, ob und gegebenenfalls mit welchem Aufwand man
diese Probleme mit den bisher behandelten Verfahren 16sen kann. Die Ausfiihrungen des
Abschnitts 2.4 haben gezeigt, dass man das allgemeine Problem lésen kann, wenn es
gelingt, die zugehorige Green'sche Funktion zu berechnen. Dies ist aber nur in wenigen
Ausnahmefallen tatsichlich moglich; schon bei einem keilférmigen Volumen mit beliebig
vorgegebenem Keilwinkel a geht es nicht. Man ist daher gezwungen, das Problem zu
vereinfachen, damit es einer mathematischen Analyse zuganglich wird. Nimmt man an, dass
die Green'sche Funktion bekannt ist, so konnen die dann auftretenden Integrale oft nicht
analytische berechnet werden. Es wird dann notwendig, numerische Verfahren zur Integration
zu benutzen. Die Temperatur an einem Punkt setzt sich zusammen aus den Beitragen
aller in der Vergangenheit im gesamten Bereich V entstandenen Temperaturimpulse. Die
Berechnung und Summierung dieser Beitrage ist eine Aufgabe, zu der auch ein sehr schneller
Rechner erhebliche Zeit bendtigt. Das Green'sche Verfahren ist daher am besten geeignet
fir Probleme, bei denen in einem ausgedehnten Volumen nur wenige Temperaturimpulse
freigesetzt werden. In diesen Fallen ist diese Methode anderen Verfahren iiberlegen.



Bei der Benutzung der im Abschnitt 2.3 vorgeschriebenen Methode (Behandlung als Rand-
wertproblem) treten diese Schwierigkeiten nicht auf. Es spielt hierbei keine Rolle, welche
Verldufe die Anfangstemperatur und die Warmequellendichte aufweisen. Die Lésung erscheint
hier als unendliche Summe (ber orthogonale Funktionen. Jeder Anteil klingt zeitlich expo-
nentiell ab. Bei mehrdimensionalen Problemen wird die Lésung wegen der dann auftretenden
Mehrfachsummen sehr uniibersichtlich.

Sind im Rechenbereich V, innerhalb dessen die Lésung gesucht ist, mehrere Materialien
mit unterschiedlichen StoffgroBen vorhanden, so muss man fiir jeden Teilbereich einen
besonderen Losungsansatz machen und die Koeffizienten so bestimmen, dass die Temperatur
und ihre Normalableitung stets durch die Grenzflache treten. Abbildung 2.26 gibt ein Beispiel

V3
Vi
Vi &
/L | | |
| | |
A . Ao ; Ag—= ...
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Abb. 2.26: Randwertproblem mit mehreren Materialien

dafiir. Hier ist schematisch eine Anordnung aus 4 verschiedenen Materialien dargestellt. An
der Oberflache sind wahlweise verschiedene Randbedingungen vorgeschrieben. Um dieses
Problem als Randwertproblem zu l6sen, muss man in jedem der Bereiche 1 bis 4 einen
besonderen Lésungsansatz in der Form von Doppelsummen machen. Man erhalt dann
insgesamt 4 Koeffizientensysteme, die so festzulegen sind, dass alle Ubergangsbedingungen
befriedigt werden und auBerdem fiir = 0 die Losung einen vorgegebenen Verlauf hat. Die
Herleitung der Losung fiir den allgemeinen Fall ist sehr zeitraubend, da man praktisch die
Rechnung mehrere Male wiederholen muss, um mit Sicherheit zu einem fehlerfreien Ergebnis
zu gelangen. Lediglich im eindimensionalen Fall bleibt die zu leistende Rechenarbeit in einem
vertretbaren Rahmen.

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie man die Warmeleitungsgleichung auf numeri-
schem Weg nadherungsweise [6sen kann. Die numerischen Verfahren beruhen auf einem sehr
einfachen Grundgedanken: aus der Differentialgleichung und den Randbedingungen wird
mit Hilfe eines geeigneten Diskretisierungsprozesses ein lineares Gleichungssystem fiir die
Temperaturen an diskreten Stellen des Raumes hergeleitet. Entscheidend ist, ob man das
Gleichungssystem mit einem vertretbaren Rechenaufwand auflésen kann. Gelingt dies, so ist
dieses Verfahren auf eine groBe Mannigfaltigkeit von Erwdrmungsproblemen anwendbar.



2.5.2 Temperaturabhangigkeit von MaterialgroBen

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, dass die MaterialgréBen c, A, o und
a unabhangig von der Temperatur sind. Nur unter dieser Annahme kann mit analytischen
Loésungsverfahren Giberhaupt eine Lésung ermittelt werden. Wir wollen nun untersuchen,
wie weit diese Voraussetzungen in der Praxis erfillt sind.

Am wenigsten hingt die Massendichte p von der Temperatur ab. Die Anderungen sind
bei festen Korpern so gering, dass man sie praktisch immer vernachlassigen kann. Die
Warmeleitfahigkeit A von Metallen hdngt ebenfalls im allg. nur wenig von der Temperatur ab.
Lediglich die ferromagnetischen Metalle besitzen eine etwas starkere Temperaturabhéngigkeit.
In Abb. 2.27 ist A als Funktion von T aufgetragen. Man erkennt, dass die Warmeleitfahigkeit
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Abb. 2.27: Temperaturabhangigkeit ferromagnetischer Materialien;
Ni: Nickel 99.2, Quelle [17],
Fe: Eisen Armco 99,92 %, Quelle [18]

von Eisen bei einer Temperaturanderung von 0 auf 600°C fast auf die Halfte absinkt.

Starker ausgepragt ist die Temperaturabhédngigkeit von A bei Isolierstoffen. Beispiele dafiir
sind in den Abbildungen 2.28 und 2.29 angegeben. Hier treten z. B. bei Magnesitstein
zwischen 300°C und 1300°C Schwankungen um den Faktor 5 auf. Diese Werkstoffe werden
hauptsachlich in chemischen Reaktionséfen, Glithéfen usw. verwendet.

Auch die spezifische Warmekapazitat c ist eine Funktion der Temperatur. Bei einigen Metallen
(z.B. Eisen) finden bei der Erwarmung kristalline Umwandlungsprozesse statt, die Warme
verbrauchen bzw. abgeben. Da diese Prozesse bei konstanter Temperatur ablaufen, wird die
spezifische Warmekapazitat bei diesen Temperaturen unendlich groB. Man kann in der Praxis
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Abb. 2.28: Wairmeleitfahigkeit von Schamotte, Quelle [18];
1: Schamotte mit p = 2000 kg/mg,
2: dto. mit p = 800 kg/m>

jedoch annehmen, dass die Umwandlung in einem endlichen Temperaturintervall stattfindet
und die Umwandlungswarme gleichmaBig auf diesen Temperaturintervall verteilen.

Auf diese Weise gelangt man zu einem Verlauf von ¢(T), der in Abb. 2.30 dargestellt ist.
Auch hier treten Schwankungen in der GroBenordnung 2 auf. Die spezifische Warmekapazitat
anderer Stoffe ist weniger temperaturabhingig. Dies muss jedoch von Fall zu Fall an Hand
gemessener Verlaufe lberprift werden.

Das kompliziertere Verhalten zeigt die Warmeiibergangszahl «, die nicht nur eine Funktion
der Temperatur ist, sondern noch von zahlreichen weiteren Parametern des jeweiligen
Problems abhangt.

Im Rahmen dieser einfiihrenden Vorlesung kénnen nur wenige Beispiele betrachtet wer-
den. Fiir weitergehende Studien, insbesondere der theoretischen Grundlagen muss auf die
Spezialliteratur verwiesen werden (z. B. [20]). Ein besonders haufig auftretender Fall des
Warmelibergangs ist die Kithlung eines festen Korpers durch fliissige oder gasformige Stoffe.
Meist liegt eine turbulente Stréomung des Kiihimittels vor. Die Warmeiibergangszahl ist
dann abhangig von der Temperatur, der Geschwindigkeit des KiihImittels und vor allem von
der Form und Oberflachenbeschaffenheit des zu kithlenden Kérpers.

Im Innern eines geraden Rohres, das von Luft mit einer Geschwindigkeit v durchstromt wird,
gilt ndherungsweise nach [21]:

1%

CY:KW’



18
W/im K
14
12
10

0 200 400 600 800 1000 °C 1400
T

SO N b~ O ©
T
I

Abb. 2.29: Wirmeleitfahigkeit von keramischen Steinen;
1: Karborund mit p = 2300 kg/m®, Quelle [18],
2: Magnesitstein mit p = 2850 kg/m®, Quelle [19]

wenn d der innere Durchmesser des Rohres bedeutet. Dabei hangt K von der Temperatur
ab, wie Abb. 2.31 zeigt. Die Abhéngigkeit ist zwar nur schwach, jedoch muss bei genauen
Rechnungen die Erwarmung des KiihImittels mit in Betracht gezogen werden.

Als weiteres Beispiel, das die Schwierigkeiten in der Bestimmung von a sehr deutlich vor
Augen fiihrt, betrachten wir die Kithlung eines auf hohe Temperaturen erwdrmten festen
Korpers durch Wasser’. Da das Wasser wihrend der Kiihlung bei hoheren Oberflichen-
temperaturen sofort verdampft, wird die Oberflache von einem Gasfilm umgeben, der die
Kihlung und damit a sehr stark reduziert. Der Verlauf a(T) ist in Abb. 2.32 angegeben.
Die Schwankungen zwischen 0°C und 1300°C Gbersteigen den Faktor 10.

Mit Hilfe einer geeignet gewahlten temperaturabhidngigen Warmeiibergangszahl ist es
auch moglich, die Strahlungsverluste eines Korpers zu erfassen. Schreibt man namlich
Gleichung (2.8), Abschnitt 2.2.1, in der Form

dQ=C(T*-T})dAdt=a (T-T) dA dt,
so liefert der Vergleich beider Seiten fiir a:

_C (T*-T7)

=C(T>+T*Ty+TT? +TP).
T—To ( 0 0 0)

Der Verlauf a(T) fir C = C; = 5,67 -107% W/m2K4 und Ty = 293K ist in Abb. 2.33
dargestellt.

2|n der Hartetechnik nennt man dies Abschrecken.



1000 +

Ws 1

kg K

600 A/\/
400+
200+

0 T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 °C 1600
- T

55

Abb. 2.30: Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warmekapazitat ¢, Quelle [19]
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Abb. 2.31: Zur Wirmeiibergangszahl, Quelle [19]

2.5.3 Numerische Losung des stationaren Erwarmungsproblems

Wir wollen jetzt das Problem nochmals in seiner vollen Allgemeinheit formulieren.

Vorgegeben ist ein Volumen V—im folgenden Rechenbereich genannt—innerhalb dessen eine
beliebige Verteilung verschiedener Materialien vorgegeben ist. Jedes Material wird hinsichtlich
seines thermischen Verhaltens durch gegebene Werte der GroBen p, ¢, A charakterisiert. Im
Rechenbereich V ist ferner fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine Verteilung der Warmequellendichte
w vorgegeben. Abbildung 2.34 zeigt in schematischer Darstellung eine Verteilung von 4
Materialien. Gesucht ist eine Funktion T'(x,y, z,t), die an einem Punkt P im Innern des
Rechenbereiches, der vom Material i belegt ist, die dort giiltige Warmeleitungsgleichung

oT
Pi Ci ——

Fri div 4; grad T + w(P)

befriedigt, zur Zeit r = 0 einen gegebenen Verlauf f(x, y,z) annimmt und an jedem Punkt
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Abb. 2.32: Wirmelbergangszahl als Funktion der Temperatur, Quelle [19]

P4 auf der Begrenzung A des Rechenbereichs eine der folgenden Randbedingungen erfiillt:

T(Pa) = g1(Pa) (2.98a)
Z—i (Pa) = g2(Pa) (2.98b)

W(PA) 6T _
T(Pa) Ta(Pa)+ 4 5 (Pa) = 0. (2.98c¢)

AuBerdem muss an allen Trennflachen verschiedener Materialien i, k gelten:

() - () (259

Dabei ist w(P) eine gegebene Funktion der Stelle P. a(P4), To(P4) sind gegebene Funktionen
der Stelle P4 und A(P4) bedeutet die Warmeleitfahigkeit des an P4 angrenzenden Materials.
Es sei ferner angenommen, dass die Begrenzung A in eine endliche Anzahl von Teilflachen
A; zerlegt werden kann, derart, dass innerhalb A; ein und dieselbe Randbedingung gefordert
ist.

Wir Giberziehen den Rechenbereich mit einem Gitternetz, das bei kartesischen Koordina-
ten durch drei Ebenenscharen x = x;,y = y;,z = z, bei Zylinderkoordinaten durch die
Flachenscharen r = r;, ¢ = ¢,z = zx und bei Kugelkoordinaten durch die Flachenscharen
r=r,¢ = ¢, = 9 generiert wird. Anstelle der Koordinatenflachen kénnen auch drei
orthogonale Ebenenscharen & = &; (x,y,2),n =1 (x,y,2),{ = {k (x,y,2) zur Erzeugung des
Gitternetzes verwendet werden. Durch das Gitternetz werden bestimmte Elementargebilde
definiert, namlich

» Gitterpunkte P; als Schnittpunkte der Koordinatenflachen,
» Streckenabschnitte s, sy, s;, die benachbarte Gitterpunkte verbinden,

» Elementarflichen Ay, Ay, A;, die von Streckenabschnitten begrenzt werden,
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Abb. 2.33: Zur Erfassung von Strahlungsverlusten

» Elementarquader Q, die von Elementarflichen begrenzt werden.
Diese Elementargebilde sind in Abb. 2.35 eingezeichnet.

Die Koordinaten miissen so gewahlt werden, dass entweder im Innern jedes Elementarquaders
nur ein Material vorhanden ist oder dass eine Materialgrenze einen Elementarquader auf eine
der in Abb. 2.36 dargestellten Arten teilt. Im zweidimensionalen Fall kann jedes Rechteck
auf zwei verschiedene Arten mit zwei Materialien belegt werden (Abb. 2.37).

Wir nehmen weiterhin an, dass auch die Warmequellendichte in jedem Elementarquader
konstant ist. Da die Koordinatenflachen nicht dquidistant zu sein brauchen, kann man das
Gitternetz einer vorgegebenen Geometrie anpassen. Besondere Annahmen iiber die Struktur
der Materialverteilung sind bei numerischen Lésungsverfahren — ganz im Gegensatz zu den
analytischen Verfahren — nicht erforderlich. Wir erldutern die Diskretisierung im folgenden
aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur an einem zweidimensionalen Beispiel. Die Ubertragung
auf dreidimensionale Geometrien bereitet keine besonderen Schwierigkeiten.

In Abb. 2.38 ist die Umgebung eines Gitterpunktes Py im Innern des Rechenbereiches
dargestellt. Dieser Gitterpunkt kann im allgemeinsten Fall von 8 verschiedenen Materialien
umgeben sein. An jeder Materialgrenze, an der sich A unstetig andert, hat der Temperatur-
verlauf nach Gl. (2.99) einen Knick. Deshalb kann man T in der Umgebung von Py nicht in
eine Taylorreihe entwickeln.

Zunachst betrachten wir den stationaren Fall (07 /0t = 0) und integrieren die Warmeleitungs-
gleichung tiber einen Rechteckbereich Vj, dessen Begrenzungen die 4 von Py ausgehenden
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Abb. 2.34: Schematische Darstellung einer Materialverteilung im Rechenbereich V
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Abb. 2.35: Definition von Elementargebilden in einem Gitternetz

Streckenabschnitte halbieren®, im dreidimensionalen Fall iiber einen Quader mit entspre-
chenden 6 Begrenzungen:

/divﬁ gradT dV+/p cwdV.
Vo Vo
Das erste Integral links wird mit Hilfe des GauB’schen Satzes in ein Oberflachenintegral

verwandelt:

T
//l?)—dA+/pcde. (2.100)
n

Vo) Vo

Dabei ist (Vy) die Begrenzung von V;, im zweidimensionalen Fall also ein Rechteck, dessen 4
Seiten wir in 8 Strecken s1 bis sg zerlegen. Im dreidimensionalen Fall ist (V) die Oberflache

eines Quaders.

3in Abb. 2.38 grau hinterlegt gezeichnet
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Abb. 2.36: Mdgliche Materialverteilungen in einem Elementarquader

st2

Abb. 2.37: Mogliche Materialverteilungen im zweidimensionalen Fall

Wir approximieren nun die beiden Integrale von Gl. (2.100), in dem wir

1. ‘g—i langs jeder Strecke durch seinen Wert an dem nichstgelegenen der vier Punkte Py
bis P4 ersetzen,

2. die Ableltung dort durch die entsprechenden Differenzenquotienten approximieren,
in dem wir z. B setzen

oT 1
) -1 -Tm).
(an)P1 h1(1 0)

Nach Voraussetzung sind die MaterialgroBen p, ¢, A auf jedem der acht Streckenabschnitte
konstant. Mit den Naherungen 1. und 2. erhilt man aus (2.100)

Z(sl/l + 5] /l) +Z—(slp,c,+s;pl’-c{):o. (2.101)
Ordnet man die Glieder von Ty, T1, To, T3, T4, so entsteht eine Gleichung der Form:
4
aTy= ) o Ti+c, (2.102)
1

wobei die @; und ¢ aus (2.101) zu entnehmen sind und fir g gilt:

4
Cl’(]:Za’i.
1
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Abb. 2.38: Zur Diskretisierung

Diese Formeln gelten fiir beliebig orthogonale Gitternetze. Bei Verwendung von kartesischen
Koordinaten kénnen die s;, s durch h; ausgedriickt werden, z. B. gilt:

1 , 1
S1=§h2, s1=§h4, usw.

Das Diskretisierungsverfahren ist auch anwendbar auf den Fall anisotroper Materialien.
Das Diskretisierungsverfahren wird vereinfacht, wenn die Koordinatenrichtungen mit den
Hauptachsen des anisotropen Materials zusammenfallen. In Gleichung (2.101) sind dann
jeweils die Hauptwerte der Warmeleitfahigkeit einzusetzen.

Bisher haben wir angenommen, dass der Punkt P; im Innern des Rechenbereiches liegt. Wir
wollen nun einen Punkt P; auf dem Rand betrachten, der etwa die in Abb. 2.39 dargestellte
Lage haben moge. Die Begrenzung lauft hier diagonal durch das eine Elementarrechteck.
Wir integrieren jetzt iiber das in Abb. 2.39 hervorgehobene Gebiet V und erhalten wieder

oT
A — dv =0. 2.103
/ am+/w (2.103)

Vo) Vo

Die Berechnung des zweiten Integrals ist unproblematisch und bedarf keiner ndheren
Erlduterung. Die Warmequellendichte wird nur lber den verkleinerten Bereich integriert.
Bei dem Oberflachenintegral fallen jetzt die Beitrage iiber die Strecken s1, 57, so weg, dafiir
treten neue Anteile tber die Strecken I, auf, die auf dem Rand des Rechenbereiches
liegen. Dort ist aber eine der drei Randbedingungen (2.98) vorgeschrieben. Wir wollen diese
drei Félle nacheinander untersuchen.

1. Ist auf eine der Strecken [, l> die Temperatur vorgegeben, so kennt man T auch am
Punkt Py. Dann braucht gar keine Differenzengleichung abgebildet zu werden.
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Abb. 2.39: Diskretisierung von Randpunkten

2. Ist die zweite Randbedingung (2.98) vorgegeben, so ist 97 /0n bekannt und kann in
das Oberflachenintegral (2.103) eingesetzt werden.

3. Ist die dritte Randbedingung (2.98) vorgeschrieben, so kann diese Gleichung nach
0T /On aufgelost werden

T A
o= (T=Ta).
n (07

Im Oberflachenintegral (2.103) tritt jetzt ein zusatzlicher Term proportional T auf. Mit
den beiden o.a. Naherungen 1. und 2. lasst sich dann die Integration durchfiihren und
liefert eine lineare Gleichung zwischen der Temperatur Ty und den Temperaturen To, T3
und T4. Bei der Herleitung dieser Gleichung musste nicht nur die Warmeleitungsgleichung
benutzt, sondern auch die Randbedingung herangezogen werden. Deshalb enthilt diese
Differenzengleichung beide Bedingungen, die an den Temperaturverlauf gestellt werden.
Durch geeignete Modifizierung der Koeffizienten @; lasst sich auch diese Differenzengleichung
auf die Form (2.102) bringen (z. B. muss hier a1 = 0 gesetzt werden).

Nach dem gleichen Prinzip kénnen alle anderen Randpunkte behandelt werden, wobei man
bei jedem Punkt die speziellen Gegebenheiten beriicksichtigen kann. Das ganze Verfahren
der Herleitung der Differenzengleichungen ist fiir eine Programmierung sehr gut geeignet.
Hat man alle denkbaren Falle programmiert, dann braucht man durch geeignete Steuerung
nur dafiir zu sorgen, dass fiir jeden Punkt der Programmteil durchlaufen wird, der den fiir
den speziellen Fall dort gemachten Vorgaben entspricht.

Schreibt man die Gesamtheit aller Differenzengleichungen untereinander, so erhalt man
ein lineares Gleichungssystem fiir die gesuchten Temperaturen an den Gitterpunkten. Die
Anzahl der Gleichungen ist gleich der Anzahl der gesuchten Temperaturwerte und kann bei
dreidimensionalen Problemen in der GréBenordnung 10 — 20000 ansteigen.



Entscheidend fiir die Brauchbarkeit des numerischen Verfahrens ist, ob es gelingt, solche
groBen Systeme mit einem verniinftigen Rechenaufwand zu I6sen. Dies ist heute in der Tat
moglich, da einmal erhebliche Fortschritte in der numerischen Mathematik gemacht wurden
und zum zweiten, weil heute geniigend schnelle und groBe Rechner allgemein verfiigbar sind.
Die Methoden zur Lésung wollen wir hier nicht weiter diskutieren, da dies zu weit fiihren
wiirde. Um jedoch eine Vorstellung von der Brauchbarkeit des numerischen Losungsansatzes
zu geben, sei mitgeteilt, dass ein GroBrechner bei Anwendung moderner lterationsverfahren
fiir ein 10 000-Punkte Problem eine Rechenzeit in der GroBenordnung 5 Minuten benotigt.

Der Vorteil des numerischen Verfahrens gegeniliber den analytischen Methoden liegt in
der Geschlossenheit der Methode: mit einem Programm kann die Mannigfaltigkeit der
Problemstellungen erfasst werden.

2.5.4 Instationdre Erwarmungsprobleme

Nachdem wir im letzten Abschnitt ein allgemein anwendbares numerisches Verfahren zur
Berechnung von stationaren Temperaturverlaufen kennengelernt haben, wollen wir nun
untersuchen, ob man dieses Verfahren auch auf den instationaren Fall iibertragen kann.
Durch den Prozess der Diskretisierung war ein lineares Gleichungssystem der Form

AT +¢c =0

entstanden fiir den Losungsvektor T, dessen Komponenten T; die Temperaturen an den
Gitterpunkten sind. Wie Gleichung (2.101) im Abschnitt 2.5.3 zeigt, ist das Diagonalglied
der Matrix A negativ und sein Betrag niemals kleiner als die Nichtdiagonalglieder in der
gleichen Zeile. Matrizen, fiir die dies zutrifft, sind positiv definit. Es gilt ndmlich: eine Matrix
A = (a;p) ist positiv definit, wenn sie symmetrisch ist (a;x = ax;) und wenn fiir jedes i gilt:

N
il 2 Y law| i=12...,N und k#i
k=1

und fiir mindestens ein i das ,,>"-Zeichen gilt, d. h. wenn der Betrag des in der Hauptdiago-
nalen stehenden Matrixelementes nicht kleiner ist als die Summe der Betrage aller iibrigen
Elemente in der gleichen Zeile der Matrix. Solche Matrizen nennt man diagonaldominant.
Die Diagonaldominanz einer Matrix ist leicht feststellbar.
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3 Numerische Verfahren zur Berechnung
von Feldern

Nachdem wir einige analytische Methoden zur Beschreibung und Berechnung von Feldern
kennengelernt haben, sollen jetzt numerische Losungsansatze vorgestellt werden. Dabei
zeigt sich, dass mit diesen Methoden auch andere Feldprobleme aus der Physik gelost
werden kdnnen. Der Schwerpunkt liegt auf dem Differenzenverfahren. Auf die Methode
der finiten Elemente wird ebenfalls eingegangen. Im Einzelnen werden die Herleitungen der
Differenzengleichungen, iterative Losung derselben sowie nichtlineare Feldprobleme behandelt.
In vielen Fallen wird Bezug auf Probleme der elektrischen Energietechnik, besonders auf
elektrische Maschinen, genommen.

3.1 Theorie und Aufgabenstellung

3.1.1 Die Bedeutung numerischer Losungsverfahren

In der elektrischen Energietechnik ist dem Entwicklungsingenieur die Aufgabe gestellt, in
einer vorgegebenen Zeit und mit vorhandenen Mitteln ein elektrisches Gerat zu konstruieren,
das einen vorgegebenen Zweck in optimaler Weise erfiillen soll. Das Betriebsverhalten von
elektrischen Geraten wird oft aus charakteristischen KenngréBen ermittelt. Die KenngréBen
konnen jedoch nur exakt berechnet werden, wenn die Verteilung des elektrischen oder
magnetischen Feldes in allen Teilen des Geréts hinreichend genau bekannt ist. Das klassische
Verfahren zur Berechnung von Feldern benutzt die Methode der Analysis: die Felder
werden in Teilbereichen der Anordnung durch geeignete Losungsansatze dargestellt. An den
Ubergangsstellen miissen Stetigkeitsforderungen fiir einzelne Komponenten und auf den Rand
vorgegebene Randbedingungen befriedigt werden. Sehr oft wird das Superpositionsprinzip
angewendet, beispielsweise dann, wenn die gesuchte Lésung als endliche oder unendliche
Reihe angesetzt wird. Die Herleitung der Losungen ist in der Praxis nur unter folgenden
Einschrankungen moglich:

» Die Anzahl der Teilbereiche, in denen jeweils konstante Werte der StoffgréBen an-
genommen werden, darf nicht zu groB3 sein. Mehr als ca. 10 Teilbereiche fiihren auf
umfangreiche Formeln, die miihselig herzuleiten sind, weil sie mehrmals auf formale
Richtigkeit Gberprift werden miissen.



= Das Feldproblem muss linear sein. Ist dies nicht der Fall, so kénnen die moder-
nen Losungsverfahren der Entwicklung nach orthogonalen Funktionssystemen z. B.
Fourierreihen nicht angewendet werden.

Ungliicklicherweise sind fiir viele in der Praxis vorkommenden Feldprobleme beide Forderun-
gen nicht erfiillt.

Eine elektrische Maschine z. B. ist ein geometrisch kompliziertes Gebilde, das man sich aus
mehreren 100 einfachen Korpern zusammengesetzt denken kann. In der Energietechnik ist
weiterhin Eisen der am haufigsten verwendete Werkstoff. Das magnetische Verhalten von
Eisen ist jedoch sehr kompliziert, so dass die Annahme einer konstanten Permeabilitat eine
sehr grobe, die Wirklichkeit erheblich verfilschende Vereinfachung darstellt.

In der Antriebstechnik hat man sich deshalb schon sehr frith fiir ein empirisches Vorgehen
entschieden: bereits gebaute Maschinen werden experimentell untersucht und aus dem
dann vorliegenden empirischen Material werden Naherungsformeln fiir geeignete definierte
KenngroBen aufgestellt, die es gestatten, weitere Maschinen zu bauen. Der Erfahrungsbereich,
auf dem die Naherungsformeln letzten Endes beruhen, kann bei diesem Vorgehen nur
allmahlich vergroBert werden.

Mit der allgemeinen Verfiigbarkeit groBer und schneller Rechner und den Fortschritten
der numerischen Mathematik steht heute eine Methode zur Berechnung von Feldern zur
Verfiigung, die rein auf numerischem Weg geniigend aussagekraftige Naherungslosungen zu
berechnen gestattet. Fiir die numerischen Verfahren spielen die beiden oben erwdhnten Ein-
schrankungen nur eine untergeordnete Rolle. Man ist daher imstande, auch die Feldprobleme
zu l6sen, die den klassischen Verfahren nicht zuganglich waren.

Die Vorlesung soll zunichst einen Uberblick iiber die theoretischen Grundlagen der numeri-
schen Losungsverfahren geben und anschlieBend mit der Handhabung eines vorhandenen
Rechenprogramms vertraut machen. Der Teilnehmer soll imstande sein, ein in der Pra-
xis entstehendes Problem aufzubereiten und mit Hilfe des Programmes kennenzulernen.
Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse der Vektoranalysis und die Kenntnis der
Grundgleichungen des elektrischen und magnetischen Feldes.

3.1.2 Die Grundgleichungen der Magnetostatik

Ein statisches Magnetfeld wird durch die magnetische Flussdichte B(r) und die magnetische
Erregung H(r) beschrieben. Diese beiden Vektorfelder geniigen den folgenden partiellen
Differentialgleichungen:

rot H = J (3.1a)
divB = 0 (3.1Db)
B = uH+M). (3.1c)



Dabei bedeutet J die Stromdichte, M die Magnetisierung und u die Permeabilitat. Die
Stromdichte J ist durch die Anordnung stromfiihrender Leiter und den im betrachteten
Zeitpunkt ¢ in ihnen flieBenden Stréomen gegeben und wird daher im folgenden als bekannt
angenommen.

Wir unterscheiden zwischen magnetisch weichen und hartmagnetischen Werkstoffen. Bei
weichmagnetischen Werkstoffen ist u # o, in (3.1) wird M = 0 gesetzt, da die Magneti-
sierung bereits in der Permeabilitat beriicksichtigt ist. Bei hartmagnetischen Werkstoffen
(u = o, M # 0) hat die Magnetisierung M eine fest vorgegebene Richtung im Raum. Die
Permeabilitdt g kann nur fir nichtferromagnetische Werkstoffe als Konstante angesehen
werden. In diesem Fall ist u durch die Verteilung der einzelnen Werkstoffe direkt gegeben.

Far die Anwendungen in der Starkstromtechnik ist der Einfluss von ferromagnetischen
Werkstoffen von groBer Bedeutung. Bei ihnen besteht eine komplizierte Abhangigkeit
zwischen B und H, die bis heute noch nicht in allen Einzelheiten erforscht, d. h. auf atomare
Vorgange zuriickgefiihrt ist.

Bei weichmagnetischen Werkstoffen ist der Zusammenhang zwischen B und H unabhéangig
von der magnetischen Vorgeschichte, wahrend bei hartmagnetischen Werkstoffen die Vorge-
schichte eine wesentliche Rolle spielt. Dieser Sachverhalt ist in schematischer Form in den
Abbildungen 3.1 und 3.2 dargestellt. Bei weichmagnetischen Stoffen (Abb. 3.1) sind die
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Abb. 3.1: Zusammenhang |B| = f(|H|) bei weichmagnetischem Werkstoff

Vektoren B und H gleichgerichtet und zwischen den Betragen besteht ein eindeutiger nichtli-
nearer Zusammenhang. Wesentlich kompliziertere Verhaltnisse treten bei magnetisch harten
Stoffen auf. Abbildung 3.2 zeigt schematisch einige charakteristische Magnetisierungskurven
fir einen hartmagnetischen Werkstoff. Kurve 1 (Neukurve) beschreibt den Zusammenhang
fur den Fall, dass der Werkstoff zu Beginn unmagnetisiert war und der Vektor H in einer
fest gewahlten Richtung zeitlich zunimmt. Unterbricht man den Magnetisierungsprozess
an einem Punkt A der Kennlinie und verkleinert anschlieBend |H|, so gilt fiir |B| nicht der
Kurvenverlauf, der bei zunehmender Magnetisierung durchlaufen wurde, sondern eine andere
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Abb. 3.2: Zusammenhang |B| = f(|H]|) bei hartmagnetischem Werkstoff

Kurve 1', die oberhalb der Neukurve verlauft. Wenn man auf dieser Kurve bei abnehmender
Magnetisierung an einem Punkt A’ gekommen ist und anschlieBend |H| vergrdBert, so wird
ein dritter Kurvenzweig 1" durchlaufen, der weder mit 1 noch mit 1’ zusammenfallt.

Auf diese Weise kann jeder Punkt innerhalb des von den beiden Grenzkurven 2 und 3
begrenzten Bereichs erreicht werden.

Magnetostatische Probleme im strengen Sinn treten in den Anwendungen verhaltnismaBig
selten auf. Weitaus haufiger sind Feldprobleme, bei denen die FeldgroBen H und B periodische
Funktionen der Zeit sind. In diesem Fall ist nicht der Momentanwert Gegenstand der
Rechnung, sondern die Amplituden der Grundschwingungen von B und H.

Wir beschrénken uns im folgenden auf weichmagnetische Werkstoffe, die in der Starkstrom-
technik besonders haufig verwendet werden. Die auftretenden Magnetisierungsarten sind
Kombinationen zwischen der reinen Wechselmagnetisierung und der reinen Drehmagnetisie-
rung.

Bei der Wechselmagnetisierung bleibt die Richtung der Vektoren H und B (vom Vorzeichen
abgesehen) im Raum konstant, und es tritt nur eine zeitliche Anderung der Betrage auf.
Das Verhaltnis der Amplituden der Grundschwingung kann im Prinzip aus der statischen
Kennlinie (Abb. 3.1) ermittelt werden. Dazu wird ein zeitlich sinusférmiger Verlauf von H
vorgegeben, der zugehorige Verlauf von B punktweise ermittelt und anschlieBend durch
eine Fourieranalyse dessen Grundwelle berechnet. Fiihrt man dies fiir hinreichend viele
Amplituden von |H| durch, so ergibt sich der gesuchte Zusammenhang zwischen den
Grundschwingungen. Die entsprechende Kurve stimmt mit der statischen Kurve meist gut
iberein, ist von dieser aber begrifflich wohl zu unterscheiden.

Anders liegen die Verhéltnisse bei der sogenannten Drehmagnetisierung. Bei dieser Ma-
gnetisierungsart andert sich H in der Weise, dass bei konstantem Betrag die Spitze des



H-Vektors auf einem Kreis mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Die Spitze
des B-Vektors rotiert ebenfalls auf einem Kreis, wobei zwischen den beiden Vektoren eine
konstante Phasenverschiebung @ vorhanden ist (Abb. 3.3).
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Abb. 3.3: Drehmagnetisierung

Im Innern von Transformatoren ist reine Wechselmagnetisierung vorhanden. Im Stander rotie-
render Maschinen tritt eine Mischung von Wechsel- und Drehmagnetisierung auf, wobei im
Zahn-Nutbereich die Wechselmagnetisierung und im Riickenbereich die Drehmagnetisierung
Uberwiegt.

3.1.3 Das zeitlich sinusformige Wirbelstromfeld

Die zu lésenden Feldgleichungen lauten:

rot H = Jo+«E (3.2a)
0B

ot E = -5 (3.2b)

B = wH+M). (3.2¢)

Hier bedeuten Jj eine eingepragte Stromdichte und x E die induzierte Stromdichte. Da
alle FeldgroBen zeitlich sinusférmig variieren, fithren wir nun, unter Beibehaltung der
Bezeichnungen, die komplexen Amplituden ein. Die Feldgleichungen (3.2) nehmen nun die
Form an:

rot H J,tkE (3.3a)
rot E -jwB (3.3b)
B = uH. (3.3¢)

Il
~



3.1.4 Die Grundgleichungen der Elektrostatik und des stationdren
elektrischen Stromungsfeldes

Elektrostatische Felder werden beschrieben durch die beiden Feldvektoren E (elektrische
Feldstarke) und D (elektrische Erregung). Sie geniigen den folgenden partiellen Differential-
gleichungen:

rot E = 0 (3.4a)
divD = p (3.4b)
D = ¢E. (3.4¢)

Dabei bedeutet p die Ladungsdichte und ¢ die Permittivitat. Wahrend g im magnetosta-
tischen Fall im allg. eine komplizierte Funktion von |H| ist, kann die Permittivitdt ¢ in
praktisch allen Anwendungen als Konstante angenommen werden. Damit ist € als Funktion
des Ortes durch die Verteilung der dielektrischen Werkstoffe unmittelbar gegeben.

Im Gegensatz zum allgemeinen magnetostatischen Feldproblem ist das elektrostatische
Feldproblem linear, ein Umstand, der die Losung sehr erleichtert.

Ahnliche Gleichungen gelten fiir das stationare elektrische Strémungsfeld, das durch den
Vektor der elektrischen Stromdichte J definiert ist. Die entsprechenden Feldgleichungen
lauten:

rot E = 0 (3.5a)
divJ = ¢ (3.5b)
J = yE. (3.5¢)

Hier bedeutet ¢ die sog. Ergiebigkeit, die durch von auBen herangefiihrte und auBerhalb der
Berechnung bleibenden Strome vorgegeben ist. Die elektrische Leitfahigkeit y kann ebenso
wie £ meist als konstante, d. h. feldunabhangige GroBe angesehen werden.

3.1.5 Die stationdre Warmeleitungsgleichung

Ahnliche GesetzmaBigkeiten wie in der Elektrostatik gelten auch in der Warmelehre. Der
Warmezustand an einer Stelle innerhalb eines Korpers wird durch die Temperatur T gegeben.
Um die Temperatur zu erhéhen, muss dem Koérper Warme zugefiihrt werden. Tritt in
einem Volumenelement dV, in dem sich die Masse dm = pdV (p = Dichte) befindet, die
Warmemenge d Q ein, so erhoht sich die Temperatur um d7 und es gilt

dQ=pcdVdT. (3.6)

Hier ist ¢ eine von Stoff zu Stoff unterschiedliche GroBe, die man spezifische Wéarmekapazitat
nennt.



Der Warmefluss im Innern eines Korpers wird durch den Vektor der Wéarmeflussdichte J,,
gegeben. Sie ist definiert durch die Festlegung, dass die Warmemenge d Q, die in der Zeit
dt durch ein Flachenelement d A hindurchtritt, gegeben ist durch:

dQ=J,dAdr.
Bei vielen Stoffen ist J,, proportional zum Gradienten der Temperatur
Jyw=-Agrad T . (3.7)

Die StoffgréBe A ist die Warmeleitfdhigkeit. Wir bilden nun die Energiebilanz (iber ein
Volumen d V.

Der Energieverlust durch abflieBenden Warmestrom betragt
dW; =divJdvdr.

Sind innerhalb dV Warmequellen der Dichte w vorhanden, so tritt in der Zeit d¢ die
Warmemenge

AWs =dQ = wdVdr

auf. Die Differenz d Wy — d Wy steht zur Erhéhung der Temperatur nach Gleichung (3.6)
zur Verfligung:

wdVdt—-divJdVdt=pcdVdT.

Dividiert man beide Seiten durch d V d ¢ und benutzt Gleichung (3.7), so ergibt sich:
oT
peo- = div (Agrad T) +w . (3.8)

Dies ist die Warmeleitungsgleichung. Im stationaren Fall ((% = 0) wird die linke Seite gleich
Null und Gl. (3.8) vereinfacht sich auf

div Agrad T+w =0. (3.9)

3.1.6 Rand- und Ubergangsbedingungen

Die Grundgleichungen der Magnetostatik (3.1), der Elektrostatik (3.4) und des elektrischen
Stromungsfeldes (3.5) zeigen, dass diese drei Problemgruppen Gemeinsamkeiten besitzen
und deshalb mit einem einzigen Verfahren geldst werden konnen. Gesucht sind jeweils zwei
Vektorfelder, namlich H, B im magnetostatischen Fall, E, D im elektrostatischen Fall und
E, J fir das stationéare elektrische Stromungsfeld. Die beiden gesuchten Felder stehen in
einem bekannten funktionalen Zusammenhang, der linear oder nichtlinear sein kann.



Allen drei Problemgruppen ist ferner gemeinsam, dass von dem einen Vektorfeld B bzw.
D, J die Quellen und von dem anderen Vektorfeld H bzw. E die Wirbel vorgegeben sind.
Im magnetischen Fall sind die Wirbel von H die gegebenen Leiterstrome und die Quellen
von B gleich Null. Im elektrischen Fall sind die Wirbel von E gleich Null, die Quellen von D
durch die Ladungsdichte p und die Quellen von J durch die Ergiebigkeit g vorgegeben.

Die beiden Vektorfelder sind jeweils gesucht im Innern eines endlichen oder unendlichen
Gebietes V. Innerhalb des Bereiches V kénnen Teilbereiche V; ausgespart sein innerhalb derer
die gesuchten FeldgroBen nicht berechnet zu werden brauchen. Diese Teilbereiche werden
im folgenden AuBenbereiche genannt. Zieht man von V die Summe aller AuBenbereiche ab,
so verbleibt der sog. Rechenbereich Vg. Er muss zusammenhangend sein, d. h. fiir je zwei
beliebige Punkte P1, P2 innerhalb des Rechenbereiches muss es eine Kurve C geben, die die
beiden Punkte verbindet und ganz innerhalb von Vg verlauft.

Der Rechenbereich kann unterteilt sein in Teilbereiche Vi’, die jeweils mit einem bestimmten
Material belegt sind. Dies bedeutet, dass entweder die StoffgroBe u (bzw. vy, 1) selbst oder
eine fiir den betreffenden Stoff giiltige Kennlinie vorgegeben ist.

Es lasst sich theoretisch beweisen, dass das hier gestellte Feldproblem dann und nur dann
eindeutig I6sbar ist, wenn die jeweils gesuchten FeldgroBen auf allen Teilen der Berandung
des Rechenbereiches noch zusatzliche Bedingungen erfiillen, die man die Randbedingungen
des Problems nennt. Die Berandung des Rechenbereiches setzt sich zusammen aus der
auBeren Berandung I' des Bereiches V und den Oberflachen I; der AuBenbereiche V;. Dies
ist in Abbildung 3.4 schematisch dargestellt.

%
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Abb. 3.4: Zur Berandung des Rechenbereiches

Auf jedem Randstiick muss entweder die Normalkomponente oder die Tangentialkomponente
der gesuchten FeldgroBe vorgegeben sein. Bei der Berechnung von Temperaturverlaufen ist
auf jedem Randstiick entweder die Temperatur oder ihre Ableitung in Normalenrichtung
oder eine Linearkombination beider gegeben.



Es ist nicht erforderlich, dass auf der gesamten Berandung des Rechenbereiches ein und
dieselbe Randbedingung vorgegeben ist. Die Berandung kann vielmehr in beliebiger Weise in
Randstiicke aufgeteilt und jedem dieser Randstiicke eine andere Randbedingung zugeordnet
werden. Einzige Einschrankung ist, dass sich die Randbedingungen nicht widersprechen
diirfen. In den Anwendungen tritt an Stelle einer Randbedingung auch die Forderung auf,
dass in einer bestimmten Koordinatenrichtung x alle FeldgroBen periodisch oder negativ
periodisch {iber den Rand des Bereiches V fortgesetzt werden, d. h.

X(x+1,) =+X(x) (3.10)
X(x +1,) = —X(x) (3.11)

wenn [, die Ausdehnung von V in Richtung x bedeutet. Im ersten Fall (3.10) spricht
man von periodischer, im Fall (3.11) von antiperiodischer Fortsetzung. Diese Bedingungen
konnen entstehen, wenn entweder raumlich periodische Anordnungen betrachtet oder
wenn sog. zyklische Variablen verwendet werden, z. B. die azimutalen Koordinaten eines
Zylinderkoordinatensystems.

3.1.7 Lamellierte Werkstoffe

In allen im Abschnitt 3.1.2 bis 3.1.5 behandelten Problemgruppen tritt eine sog. Material-
gleichung auf, namlich

B=uH Magnetostatik

D=¢cE Elektrostatik

J=vE elektr. Stromungsfeld
Jyw=-Agrad T Warmeleitung.

Um nicht dauernd zwischen g, €,, A unterscheiden zu miissen, soll im folgenden eine allge-
meine MaterialgroBe B betrachtet werden, die zwei vektorielle FeldgroBen A, B miteinander
verknipft:

A=BB.

Im Prinzip kann B ein Diagonaltensor sein:

Br 0 0
B=|1 0 By 0
0 0 B

d. h. in drei zueinander senkrechten Richtungen x,y, z gelten die Beziehungen:



Ac = BiBy (3.12a)
A, = BB, (3.12b)
A, = B.B.. (3.12¢)

Wenn der Materialzusammenhang die allgemeine Form (3.12) annimmt, dann handelt es sich
um eine echte Anisotropie, die eine Eigenschaft des betreffenden Werkstoffs darstellt. Bei
magnetischen Werkstoffen kann z. B. durch Bearbeitungsprozesse (Walzen) eine magnetische
Vorzugsrichtung entstehen, bekannt ist auBerdem die elektrische Anisotropie von Kristallen.
Sehr oft entsteht eine Anisotropie jedoch durch Verwendung von geblechten Werkstoffen.
Am bekanntesten ist die Verwendung von diinnen Blechen zum Aufbau von elektrischen
Maschinen.

Zwischen je zwei Blechen der Dicke dpe aus magnetisch isotropen Eisen befindet sich
eine unmagnetische Schicht der Dicke dj (sieche Abb. 3.5). Eine B-Linie hat etwa den in
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Abb. 3.5: Magnetischer Fluss bei geblechtem Eisen

Abbildung 3.5 skizzierten Verlauf. In den beiden Richtungen senkrecht und parallel zur
Blechebene nimmt die Permeabilitdt u zwei unterschiedliche Werte u,, und y; an. Wir
betrachten als allgemeinsten Fall gleich eine Dreifachlamellierung, die durch eine regelmaBige
Anordnung von Eisenquadern mit den Kantenlangen [, 1, [, und den Abstanden Iy, lyo, ;0
in der in Abbildung 3.6 dargestellten Weise gegeben ist.

In den Quadern sei die konstante Permeabilitdt u vorhanden, in den Zwischenrdumen ist
u = ug. Wir berechnen nun die Ersatzpermeabilitdt in x-Richtung. Dabei ersetzen wir
zunachst das Volumen der iibereinanderliegenden Quader von Abb. 3.6, die die Grundflache
ly I, einnehmen, durch ein homogenes Ersatzmaterial (Bereich 1). Die mittlere magnetische
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Abb. 3.6: Ersatzpermeabilitat einer Dreifachlamellierung

Erregung in diesem Bereich ist gegeben durch:

= 1
x_lx-i-lx(]

(lx Hx,Fe + le HxO) . (313)

Da By stetig durch die horizontale Grenzflache geht, folgt daraus (mit By = By Fe):

7 Bx X X 1 X X
q (l lo)_ l+lo

x = = — Dx,Fe mit = .
lX + ZXU HMx li + IX_O
TR

(3.14)
M Ho
Fir den Mittelwert B, der Komponente B, iiber den Gesamtbereich der Anordnung erhilt
man:

~ 1
B, = lyl, Byre + |(ly + o) (U; + L;0) - L, I;| B
© T Tty kBl rho) ko) = k] Bo)

1
(ly + lyO) (lz + le)

{1 e + [y + Lo) (I + o) = L, 1] o} He.  (3.15)

Wir setzen abkiirzend:

I I l,

Ay = , Ay = , A, = .
x lx+lx0 Y ly+ly0 < lx+lz()

(3.16)

Gleichung (3.15) vereinfacht sich dann wie folgt:

_ 1
sz ﬂy/lz m"'(l—/ly/lz)ﬂg Hx.

u Ho



Fiir die Permeabilitat i, = B./H, und die beiden anderen in ihnlicher Weise zu berechnen-
den Permeabilitaten uy, u, erhalt man:

Ay A,

L N N (1 =2y A7) o (3.17a)

w T o
A A

Wy =g - A o (3.17b)

T o
A A

Uy = % + (1= A Ay) o - (3.17c)

T

Diese Gleichungen kdénnen mit u, = ;% auch in der Form

Hx /Jr_/lx(/lr_l)(l_/ly/lz)_
fo fhr = Ay (tr — 1) e
& _ ,ur_/ly(,ur_l)(l_/lx/lz)_
Ho - pr = Ay (1r = 1) —
Hz ,ur_/lz(,ur_l)(l_/lx/ly)_
Ho - Hr = Az (ur = 1) e

geschrieben werden. Fiir die reziproke Permeabilitit v = %l auch Reluktivitdt genannt,

erhalt man:

1 1+ (v = 1)
v, = =
a Hrx 1+ (=1 (1 - Ay Az)
1 1+, (v, =1)
V. = =
"~ Hry 1T+ (v =11 = Ax 1)
1 1+, (v =1)
Vpy =

Hrz - L+, (ve = 1D (1= A 4y) '

Ein Spezialfall ist die in der Einleitung erwdhnte Einfachlamellierung durch diinne Bleche.
Setzt man in (3.17) etwa Iy =1, = 1,1, = A, so erhalt man fiir die Permeabilitat y, in der
Blechebene

pe = Ap+(1=2) po
und senkrecht zur Blechebene

1

Hn = 7T—————.
G+A=)puo

Zur Neuberechnung der Permeabilitdt 4 miissen die Komponenten von H bzw. B im Eisen
aus den entsprechenden Komponenten im Ersatzmaterial errechnet werden.



Zunichst werde der erste Fall betrachtet. Vorgegeben ist dann z. B. Hy, gesucht ist Hi Fe.
Aus Gleichung (3.13) folgt mit den Abkiirzungen (3.16):

1- A
Ax

1 -
Hx,Fe = /1_ Hx - HxO . (318)
x

Nun gilt im Bereich 1 wegen der Stetigkeit von B,
1 1
Hyy=—Bxo = — By
Ho Ho

und weiterhin nach Gleichung (3.14):

Setzt man dies in (3.18) ein, so erhalt man

H, _ H,
Hr = A (pr = 1) A+ (1= Ay)

mit den entsprechenden Formeln fiir die beiden anderen Komponenten:

Hx,Fe =

H Hy Hy

,F — —

»e .ur_/ly(/«lr—l) /ly"',ur(l_/ly)
H H.

H, e = z z

Hr = Az (ur = 1) - A+ pr (1= 27)
Fir den Betrag der magnetischen Erregung ergibt sich:

H? H H?
|Ho|” = X + . + : : 3.19
° [(1 - /1x) Mr + /lx]2 [(1 - /ly) MHr + /ly]2 [(1 - Az) MHr t+ /1z]2 ( )
Setzt man hier 4, = 1, = 1,4, = A dann ergibt sich:
H2
\Hre|” = H} + H? + X (3.20)

[(1-D)p + A

Die Umrechnung hat den Zweck, die Permeabilitat mit Hilfe der BH-Kennlinie zu bestimmen.
Um jedoch |Hpe| zu ermitteln, wird u bereits benétigt. Daher kann die Neuberechnung
der u nur iterativ durchgefiihrt werden, wobei auf der rechten Seite von (3.19) und (3.20)
jeweils die ,,alte” Naherung von u eingesetzt, anschlieBend |Hpe| und daraus pye, errechnet
wird. Der Zyklus muss so oft wiederholt werden, bis die u-Anderungen unter einer Grenze €
liegt.



Analoge Formeln gelten, wenn zur u-Berechnung die FeldgroBe B vorgegeben werden muss.
Zunachst gilt nach (3.15):

By = Ay Ax Bype + (1 = Ay A7) Byo .

Damit erhalt man nach einfacher Zwischenrechnung fiir die drei Komponenten

B, po = Mr B. = B,

P - A (- DA - d) T 1A A=) (A -y,
Hr D By

B Fe = B =

ne Hr = Ay (1 = 1) (1 = Ay A7) Y -4 (1 -4 )1 -v)
, , B

Bore = M z

B, = .
Hr = Az (pr = 1) (1 = A5 Ay) ‘ 1=, (1= )1 -v)
Fir die Einfachlamellierung in der xy-Ebene (1, = A, = 1, A, = 1) reduziert sich dies auf

Bx,Fe = Ex
Hr >
B, F B
n pr = (=) (1 =2)
BZ,Fe = Hr B

b —e -DA-D
3.2 Losungsansatze

3.2.1 Der Ansatz des Vektorpotentials

Wir betrachten allein die Grundgleichungen (3.1) und (3.2) der Magnetostatik bzw. des
sinusformigen Wirbelstromfeldes. Da die magnetische Flussdichte B immer quellenfrei ist,
kann sie aus einem zweiten Vektorfeld A, dem Vektorpotential, durch Rotationsbildung
hergeleitet werden:

B =rot A . (3.21)

Im Fall der Magnetostatik erhalt man die Bestimmungsgleichung

1 1
rot —rot A=J+ —rot M . (3.22)
Ju Mo
Der zweite Term rechts kann formal als eine Stromdichte J. aufgefasst werden, die zu
der Leiterstromdichte addiert wird. J. bedeutet die Dichte der atomaren Elementarstrome,
durch die die Magnetisierung hervorgerufen wird.



Schreiben wir

1
Je=J+Je=J+—r10t M,
Ho

so bedeutet J, die Gesamtstromdichte.

Gleichung (3.22) ist ein kompliziertes System von gekoppelten Differentialgleichungen fiir
die drei Komponenten von A, wie die Komponentendarstellung erkennen Iasst:

o (1 (6A, oA, o 1 (0A, 0

O L (2 _0AGN_ O L (oA AN _ (3.23a)
0y |uz \ O0x oy 0z |py \ 0z 0x

o (1 (o 0A 0o (1 (0A, 0A,

Q41 (0RO 0 (1 (O AN _ (3.23D)
0z (ux \ Oy 0z ox |pu; \ ox dy

0o [1 (0A, O0A; o (1 (0A, OA,

i Bl - === = J 3.23
ox {,uy ( 0z ox )} oy {,ux ( oy 0z 8 (3.23c)

Um die Gleichungen zu vereinfachen, kann man dem Vektorpotential A noch eine Bedingung
auferlegen, die durch Addition eines Gradientenfeldes erfiillt werden kann. Ersetzt man
namlich in (3.21) A durch A + grad v, so bleibt B ungeindert. Wenn u konstant ist, dann
ist es zweckmaBig zu fordern

divA=0.

Die Gleichungen (3.23) werden dann entkoppelt, d.h. jede Komponente von A erfiillt
unabhangig von den beiden anderen dieselbe Differentialgleichung
0*A N 0’A . 02A 3
ax2  9y?  98z2

. (3.24)

Gleichungen dieser Art sind zwar numerisch gut l6sbar, die Beschrankung auf konstante
Permeabilitaten ist jedoch fiir die meisten Anwendungen der Energietechnik so einschneidend,
dass die Losungen der Gleichung (3.24) wenig aussagen und daher nicht interessieren.

Der Ansatz (3.21) ist nur dann brauchbar, wenn das Problem zweidimensional ist, d. h. wenn
alle Feldkomponenten von einer der drei Ortskoordinaten, etwa z, unabhéngig sind. Dies ist
der Fall, wenn die Stromdichte nur eine z-Komponente besitzt.

Mit der Annahme a% =0 und Jy, J, = 0 sowie M, = 0 vereinfacht sich das System (3.23)

auf

o (1 (8A, 0A,
L D e A | 2
dy {/Jz ( dx dy )} ! (3:252)
o (1 (0A, 0A

_9 Ay oA .25b
ax{uz(ax o )} 0 (3:250)
1 1

9 LA 0 10A _ (3,250



Die beiden ersten Gleichungen haben die triviale Lésung A, = A, = 0, d. h. es braucht nur
eine Komponente von A berechnet zu werden, wozu die dritte Gleichung zur Verfiigung
steht. Die Beschriankung auf zweidimensionale Falle hat hier zu folgendem Vorteil gefiihrt:
anstelle der beiden gesuchten Feldkomponenten B,, By braucht nur die eine skalare GroBe
A, ermittelt zu werden.

Der Zusammenhang zwischen A und B nimmt nun die einfache Form

0A, 0A,
B, =—, B, =—— 3.26
* 0y Y ox ( )
an. Mit Hilfe dieser Gleichung |asst sich zeigen, dass die B-Linien durch die Kurven A, =
const gegeben sind. Eine B-Linie ist definiert als Kurve, deren Tangente an jeder Stelle mit

der Feldrichtung ibereinstimmt (siehe Abb. 3.7).

A, = const

Abb. 3.7: Definition einer B-Linie

Wir nehmen an, A, = A, (x, y) sei als Funktion der Koordinaten x, y bekannt. Die Anderung
d A, von A; langs der Strecke ds = dx e, + dye, betragt allgemein
0A, 0A,

d .
6x+y6y

dA, =ds grad A, =dx

Wenn d A, = 0 ist, bewegen wir uns auf einer Kurve A, = const. Es ist dann nach (3.26)

0A,
dx  9x _ By
dy  0A. B’
ay
dies bedeutet aber, dass d s in Richtung von B zeigt. Diese Eigenschaft des Vektorpotentials
ist ein besonderer Vorteil des Ansatzes.

Wendet man den Ansatz des Vektorpotentials auf die Grundgleichungen (3.3) des zeitlich
sinusférmigen Wirbelstromfeldes an, so ergibt sich zunachst aus (3.3b)

rot (E+joA)=0.



Daraus folgt
E=-joA-grad ¢, . (3.27)

Die elektrische Feldstarke setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, namlich aus dem induzier-
ten Anteil —j w A und einem Gradientenanteil —grad ¢., der durch die duBere Spannungs-
quelle hervorgerufen wird. Setzt man (3.27) in (3.3a) ein, so erhalt man die Bestimmungs-
gleichung fiir das komplexe Vektorpotential

1
rot —rot A+jwxkA=J - «grad ¢, +rot M .
1 st JL=J,

Zu beachten ist, dass auch M die komplexe Amplitude der als zeitlich sinusférmig ange-
nommenen Magnetisierung bedeutet.

3.2.2 Der Ansatz des skalaren Potentials

Bei den Problemgruppen (3.4) und (3.5) ist der Ansatz des skalaren Potentials sehr
naheliegend, da hier in beiden Fallen die elektrische Feldstarke E wirbelfrei ist und daher
aus einer skalaren FeldgroBe ¢, hergeleitet werden kann:

E = —grad ¢, . (3.28)
Fiir ¢, ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen:

div egrad ¢, + p =0
bzw.

div y grad ¢ + g =0
Die gleiche Struktur besitzt auch die Warmeleitungsgleichung (3.9).

Im magnetischen Fall erscheint dieser Ansatz auf den ersten Blick unbrauchbar zu sein, da
H im allgemeinen Fall nicht wirbelfrei ist. Um trotzdem die Methode des skalaren Potentials
anwenden zu kénnen, wird von dem Feld H ein Anteil H; abgespalten, an den die einzige
Forderung gestellt wird, dass seine Wirbel mit denen von H iibereinstimmen.

H
rot H;

H;+H, (3.29)
J . (3.30)

Durch die Bedingung (3.30) ist H; natiirlich nicht eindeutig bestimmt, fiir jede Wahl von
H; ist aber der zweite Feldanteil H), stets wirbelfrei und kann deshalb aus einem skalaren
Potential ¢,, hergeleitet werden:

H, = —grad ¢,, . (3.31)



Ist H; bekannt, so ergibt sich fiir ¢, die folgende Bestimmungsgleichung:
div pgrad ¢,, =div uH; + div M .
Das Feld H; braucht nur die Bedingung (3.30) zu erfillen, die Quellen von H; kénnen

beliebig gewahlt werden. Da man zur eindeutigen Berechnung eines Vektorfeldes Quellen
und Wirbel vorgeben muss, gibt es unendlich viele Felder Hj, die alle Gleichung (3.30)
befriedigen. Die queIIenfreie Lé')sung wird bekanntlich durch das Biot-Savart'sche Integral

Ty — 3

gegeben. Sie kann physikalisch interpretiert werden als das Feld, dass sich einstellt, wenn
alle magnetisierbaren Werkstoffe entfernt werden.

Da die numerische Auswertung dieses Integrals im allgemeinen mit groBem Rechenaufwand
verbunden ist, hat sich bewahrt, auf die Forderung div H; = 0 zu verzichten. Den so gewon-
nenen Freiheitsgrad kann man vorteilhaft zur Vereinfachung der Berechnung ausnutzen, was
allerdings nur bei Anwendung rein numerischer Verfahren moglich ist und im Abschnitt 3.3.3
genauer beschrieben wird.

3.2.3 Analogie zu den Verfahren der Netzwerkanalyse

Zwischen den beiden Losungsansatzen des Vektorpotentials und des skalaren Potentials einer-
seits und den wichtigsten Verfahren der Netzwerkanalyse andererseits bestehen interessante
Analogien, auf die wir kurz zu sprechen kommen.

Die beiden bisher behandelten Losungsansitze gehen direkt von den zu |6senden Feldglei-
chungen aus. Kennzeichnend ist, dass zuerst nicht die gesuchten FeldgroBen berechnet
werden, sondern eine andere FeldgroBe, namlich die Komponente A, des Vektorpotentials
bzw. das skalare Potential ¢, aus der die eigentlich gesuchten GroBen leicht zu ermitteln
sind. Man nennt diese GroBen, auf deren Berechnung man sich zunachst konzentriert, eine
Systemvariable des Problems.

Dieser Gedanke erweist sich auch bei anderen Fragestellungen als sehr erfolgreich. Bei-
spielsweise ist bei der Analyse eines linearen elektrischen Netzes die Aufgabe gestellt, die
Zweigstrome und die Zweigspannungen zu ermitteln, insgesamt also 2 z GroéBen, wenn z
die Anzahl der Zweige bedeutet. Dazu stehen zunichst z lineare Gleichungen zwischen den
Zweigspannungen und -stromen zur Verfligung und auBerdem (k — 1) Knotengleichungen
sowie z — (k — 1) unabhéngige Maschengleichungen, wenn k die Anzahl der Netzknoten ist.
Man koénnte diese 2 z Gleichungen hinschreiben und das entstehende lineare Gleichungssys-
tem lésen. Wesentlich einfacher gelangt man aber zum Ziel, wenn man sich entweder alle
Zweigstrome durch Uberlagerung von Ringstrdmen entstanden denkt, oder die Zweigspan-
nungen als Differenzen von Potentialen darstellt, die den Knoten zugeordnet werden. Der
erste Fall entspricht der Maschenanalyse, der zweite Fall dem Knotenpotentialverfahren.



Durch den Ansatz (3.21) wurde die vorgeschriebene Gleichung div B = 0 automatisch
erfiillt. Bei der Maschenanalyse werden die Kirchhoff'schen Knotengleichungen automatisch
befriedigt. wie man aus Abbildung 3.8 sofort abliest. Beim Knotenpotentialverfahren sind

N/
7>

Abb. 3.8: Analogie zur Maschenanalyse

2-2

Abb. 3.9: Analogie zum Knotenpotentialverfahren

entsprechend die Kirchhoff’schen Maschengleichungen automatisch erfiillt, wie man aus
Abbildung 3.9 durch einfache Rechnung sofort ersehen kann. Im Falle der Maschenanalyse
brauchen daher nur die z — (k — 1) unabhangigen Maschengleichungen, im Fall des Kno-
tenpotentialverfahrens nur die k — 1 Knotengleichungen gelost zu werden, was in beiden
Fallen wesentlich einfacher ist, als die 2z gesuchten Zweigspannungen und -stréme zu
berechnen.

Diese Analogie ist nicht zuféllig, die Kirchhoff’schen Knotengleichungen

ZiV:O



lauten in feldtheoretischer Notierung

divJ =0.

Den Kirchhoff'schen Maschengleichungen

Zu,,:()

fiir jeden geschlossenen Umlauf entspricht die Formulierung

fEds=0

rot E=0.

oder

Die Einfiihrung von Knotenpotentialen in der Netzwerkanalyse entspricht der Ansatz
E = —grad ¢
fiir ein wirbelfreies Feld E.

Die Knotenpotentiale sind nichts anderes als die Werte von ¢ an den Knotenpunkten und
liefern immer ein wirbelfreies elektrisches Feld, was gleichbedeutend ist mit der Befriedigung
der Kirchhoff'schen Maschengleichungen.

Die Maschenanalyse ist nur fiir ebene Netze ein brauchbares Verfahren, bei nichtebenen
Netzen gestaltet sich ihre Durchfiithrung so kompliziert, dass von der Anwendung dringend
abzuraten ist. Feldtheoretisch entspricht die Maschenanalyse dem Losungsansatz

J =rot A, (3.32)

der, wie wir gesehen haben, praktisch fiir zweidimensionale Probleme brauchbar ist, wo A
nur eine von Null verschiedene Komponente A, senkrecht zur Rechenebene besitzt.

Um den Zusammenhang zwischen A, und den den Elementarmaschen ebener Netze zugeord-
neten Kreisstromen herzustellen, odnen wir jeder Elementarmasche einen Vektor senkrecht
zur Maschenflache zu, dessen Lange proportional dem angenommenen Kreisstrom sei. Dies
ist in Abbildung 3.10 dargestellt. Die Zweigstréome ergeben sich durch Berechnung eines
Linienintegrals

i:%ﬂds,
C
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Abb. 3.10: Zusammenhang zwischen A, und den den Elementarmaschen zugeordneten Kreisstromen

erstreckt tiber eine Kurve C, die den betrachteten Zweig umschlieBt. Fiir die in Bild 3.10
eingezeichnete Kurve erhalt man z. B. fiir den Zweigstrom io3

io3 = (A3 —Az)-1m .

Wegen der Darstellung (3.32) ist die Stromdichte stets quellenfrei, d. h. die Kirchhoff'schen
Knotengleichungen sind bei diesem Ansatz automatisch erfiillt.

3.2.4 Randbedingungen fiir die Systemvariablen

Die an die Systemvariablen A, bzw. ¢ zu stellenden Randbedingungen ergeben sich zwanglos
aus den jeweiligen Ansatzen (3.21) bzw. (3.28) und (3.31). Im elektrischen Fall gilt:

= Wenn an einem Randstiick I; das Verschwinden der Tangentialkomponente von E
gefordert ist, so muss dort ¢, = const gesetzt werden.

= Ist das Verschwinden der Normalkomponente von E vorgeschrieben, so muss dort
0¢./0n = 0 gesetzt werden.

Im magnetischen Fall hiangt die Randbedingung von der Wahl der SystemgréBe ab. Es
gilt:

» Ist an einem Randstiick I; das Verschwinden der Tangentialkomponente von H bzw.
B vorgeschrieben, so muss im Falle des skalaren Potentials ¢, = const gesetzt werden,
falls auch Hj die gleiche Randbedingung wie H erfiillt. Im Falle des Vektorpotentials
ist auf I'; die Bedingung 0.A, /0n = 0 zu fordern.

» Ist auf I'; das Verschwinden der Normalkomponente von H bzw. B gefordert, so muss
dort 0¢py,, /On = 0 bzw. A, = const gesetzt werden, wobei wieder angenommen ist,
dass im ersten Fall H; die gleichen Randbedingungen wie H erfiillt.



Wenn fiir die FeldgroBen die periodische oder antiperiodische Fortsetzung vorgeschrieben
ist, so gilt dies auch fiir die Systemvariable, d. h. die Gleichungen (3.10) und (3.11) gelten

fir ¢ und A,.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind die hier auftretenden Randbedin-
gungen mit bestimmten Bezeichnungen versehen, die der Tabelle 3.1 entnommen werden
kénnen (X = Systemvariable).

Tabelle 3.1: Bezeichnung der Randbedingungen

Randbedingung auf I;

Bezeichnung

X vorgegeben

0X
— vorgegeben
on

0X
a(X+X0)+ﬁ%

1. Randbedingung oder Dirichlet’sche Randbedingung
2. Randbedingung oder Neumann’'sche Randbedingung

3. Randbedingung

3.2.5 Minimaleigenschaften des elektromagnetischen Feldes

Die bisher behandelten Feldgleichungen mit Ausnahme von (3.9) sind Spezialfalle der
allgemeinen Maxwell'schen Gleichungen

rot H

rot E
div B
div D

L
ot

0B

o

0

0.

J

(3.33)

(3.34)

(3.35)
(3.36)

Zu diesem System von Differentialgleichungen gehdrt ein Variationsproblem, dessen Lésung
aquivalent ist zur direkten Losung der Feldgleichungen. Diese Eigenschaft der Maxwell'schen
Gleichung fiihrt zu einem weiteren Losungsverfahren, das nun behandelt werden soll.

Der klassische Losungsansatz der Gleichungen (3.33) bis (3.36) beruht auf den folgenden
Darstellungen der FeldgréBen E und B:

B



Gesucht sind die drei Komponenten des Vektorpotentials ‘A und des skalaren Potentials ¢,.
Man iberzeugt sich leicht, dass das Induktionsgesetz (3.34) und Gleichung (3.35) fir jede
Wahl von A und ¢, erfiillt sind. Die beiden verbleibenden Gleichungen (3.33) und (3.36)
werden auch geldst, wenn man die beiden FeldgroBen A und ¢, so bestimmt, dass das
Integral

[5)

I=//(—p¢e+1dﬂ+ue—um)dth

v

einen minimalen Wert annimmt. Den in der Klammer stehenden Integranden nennt man die
Lagrange Dichte L. u, ist die Dichte der elektrischen und u,, die Dichte der magnetischen
Feldenergie.

Fiir die weiteren Uberlegungen miissen die Materialgleichungen bekannt sein. Wir nehmen
dies in der Form

B
D

po (H + M) (3.37)
cE

an. Das Ohm'sche Gesetz J =y E wird hier nicht benétigt, da J gegeben ist. Im allg. kann
¢ als feldunabhangige GroBe angesehen werden, wahrend der Zusammenhang zwischen B
und H so kompliziert ist, dass Gleichung (3.37) nur formalen Charakter besitzt. Fiir die
Feldenergie erhdlt man dann die Darstellung

1 1 (oA ?
e — = E2:_ o e
u 28 28(8t +grad¢)
IBI1
iy = /—bdb. (3.38)
o H

Gleichung (3.38) tragt der Tatsache Rechnung, dass H und B nicht proportional zu sein
brauchen.

Im elektrostatischen Fall ist A = 0 zu setzen, so dass sich £ wie folgt vereinfacht:

1
sz%+§s@md%f-

In der Magnetostatik ist . = 0 und £ nimmt die Form an:

IB|

£=Jﬂ—/lbdb.
o H



Bevor wir auf die Randbedingungen zu sprechen kommen, soll zunachst das numerische
Loésungsverfahren kurz umrissen werden.

Das als zweidimensional anzunehmende Integrationsvolumen V wird in eine Anzahl von
Dreiecken endlicher GroBe zerlegt. Die Unbekannten sind die Werte der Systemvariablen
an den Dreieckspunkten. Im Innern der Dreiecke wird ein linearer Verlauf von A bzw.
¢ angenommen. Nun wird das Volumenintegral durch eine Summe iber die Dreiecke
approximiert. Das Integral ist eine Funktion aller unbekannten Potentiale:

I=f(¢1’¢2""’¢N)'

Um das Minimum von [ zu ermitteln, differenziert man I nacheinander nach ¢1, ¢o, ... und
setzt diese Ableitungen gleich Null. Es ergeben sich auf diese Weise genau so viele lineare
Gleichungen in ¢1, ¢o, ... wie Unbekannte vorhanden sind.

Nun bleibt noch die Frage zu klaren, wie bei diesem Losungsverfahren die Randbedingungen
erfiillt werden. Zwei Falle sind zu unterscheiden:

1. Wenn an der Oberfliche von V die Werte der Systemvariablen selbst vorgegeben
sind (1. Randbedingung), so werden diese an den entsprechenden Dreieckspunkten
eingetragen und bei der Differentiation konstant gehalten.

2. Ist an einem Randstiick das Verschwinden der Normalableitung gefordert, so wird dies
bei dem Losungsprozess einfach ignoriert. Das Losungsverfahren erfiillt namlich, wie
hier ohne Beweis mitgeteilt sei, auf dem Rand automatisch gewisse Bedingungen, die
man die natiirlichen Randbedingungen des Problems nennt. Ist d A ein Flachenelement
auf dem Rand von V, so lauten diese

rot AxdA =0
bzw.
grad ¢dA =0.

Im ersten Fall verschwindet die Normalkomponente von B, im zweiten Fall die
Normalkomponente von E.

Setzt man den Fall 1. dagegen A = 0 bzw. ¢ = 0, so bedeutet dies das Verschwinden
der Normalkomponente von B und der Tangentialkomponente von E. Die natiirlichen
Randbedingungen erganzen also die durch Fall 1. leicht realisierbaren Bedingungen in idealer
Weise.



3.3 Das Differenzenverfahren

3.3.1 Das Gitternetz

Kennzeichnend fiir alle rein numerischen Verfahren ist, dass der Verlauf einer stetigen
Funktion durch ihre Werte an endlich vielen diskreten Stellen als hinreichend genau definiert
angesehen wird. Eine solche nur an endlich vielen Stellen gegebene Funktion nennt man
diskret definiert bzw. auf diskreter Basis definiert. Zur Berechnung einer diskret definierten
Funktion wird ein endliches (finites) Gleichungssystem benétigt. Ist das Feldproblem linear,
so gilt dies auch fiir das Gleichungssystem. Im magnetischen Fall, wo u eine vorgegebene
Funktion von |H| ist, nehmen wir zunachst an, dass u als Funktion der Ortskoordinaten
vorgegeben ist.

Beim Differenzenverfahren sind die diskreten Stellen, an denen die unbekannte GroBe gesucht
ist, in regelmaBiger Weise im Raum angeordnet. Dazu liberzieht man den Rechenbereich V
mit drei Flachenscharen, die im allgemeinen durch die Koordinatenflachen von orthogonalen
Koordinatensystemen gebildet werden. Im folgenden wollen wir uns auf kartesische Koordi-
naten und auf Zylinderkoordinaten beschranken, mit denen ein erheblicher Anteil der in der
Praxis auftretenden Probleme behandelt werden kann. Mit diesen Koordinatensystemen sind
Gitternetze moglich, die durch folgende Koordinatenflachen bzw. -linien erzeugt werden:

= zweidimensionale kartesische Koordinaten (xy), Abb. 3.11a
= zweidimensionale Polarkoordinaten (r¢), Abb. 3.11b

= zweidimensionale Zylinderkoordinaten (rz), Abb. 3.11c

» dreidimensionale kartesiche Koordianten (xyz), Abb. 3.11d

» dreidimensionale Zylinderkoordinaten (r¢z), Abb. 3.11e

72
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Abb. 3.11: Koordinatensysteme, Gitternetze, Teilbereiche
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Abb. 3.11: Koordinatensysteme, Gitternetze, Teilbereiche (Fortsetzung)

Bei der Feldrechnung im Innern von rotierenden Maschinen hat es sich als vorteilhaft erwiesen,
den Bereich der radialen Koordinate r in eine Anzahl von Teilbereichen zu unterteilen und
die azimutalen Gitterlinien in jedem Teilbereich unabhangig voneinander zu wahlen. Ein
solches Gitternetz ist in Abbildung 3.11f dargestellt.

Die folgenden Uberlegungen sollen nur fiir kartesische Koordinaten durchgefiihrt werden,
die Ubertragung der Ergebnisse auf Zylinderkoordinaten bereitet keine prinzipiellen Schwie-
rigkeiten.

Durch das Gitternetz werden folgende Elementarfiguren definiert (siehe Abbildung 3.11d):
= Gitterpunkte P als Schnittpunkte der Koordinatenflachen bzw. Linien,
» Elementarstrecken sy, sy, s, als Verbindungsstrecken benachbarter Gitterpunkte,
» Elementarflachen Ay, Ay, A;, die durch Elementarstrecken begrenzt werden,
= Elementarquader Q, die durch Elementarflachen begrenzt werden.
Fiir die Diskretisierung gelten folgende Vereinbarungen:
1. Die Werte der Systemvariablen A, bzw. ¢ sind an den Gitterpunkten gesucht.

2. Die MaterialgroBe u ist den Elementarquadern zugeordnet. Dabei sind die beiden
folgenden Falle moglich:

a) Der Elementarquader ist voll mit Material belegt. Innerhalb des Quaders ist u
konstant.
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Abb. 3.11: Koordinatensysteme, Gitternetze, Teilbereiche (Fortsetzung)
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Abb. 3.12: Materialfiillungsarten im zweidimensionalen Gitternetz

b) Im zweidimensionalen Fall kann der Elementarbereich auf die vier in Abbil-
dung 3.12 dargestellten Arten zur Halfte mit Material belegt sein. Im dreidi-
mensionalen Fall gibt es insgesamt 12 verschiedene Méoglichkeiten, den Elemen-
tarquader zur Halfte mit Material zu belegen (Abb. 3.13). Auch hier kann die
andere Halfte entweder leer oder mit einem anderen Material belegt sein.

3. Bei Verwendung des skalaren Potentials sind die Komponenten des Hilfsfeldes Hj in

Richtung der Elementarstrecken sy, sy, s, diesen Elementarstrecken zugeordnet. Da
auch die Tangentialkomponenten von grad ¢ auf einfache Weise an den Streckenmitten
berechnet werden koénnen, sind die Tangentialkomponenten von H ebenfalls den
Elementarstrecken zugeordnet (siehe Abb. 3.14).

. Die Komponenten von B sind den in Abb. 3.15 dargestellten Flachenstiicken A
zugeordnet, wobei auf jedem 0A; jeweils die Normalkomponente festgelegt ist. Die
Ebene der Flachenstiicke 6A; liegt in der Mitte zwischen zwei Elementarflachen A;
gleicher Orientierung. Der Zahlenwert von B; ergibt sich durch Multiplikation der
nachstgelegenen Komponente von H mit dem auf §A; jeweils konstant angenommenen
Wert von .

. Bei Verwendung des Vektorpotentials sind die auf den Elementarstrecken senkrecht
stehenden Komponenten von B diesen Elementarstrecken zugeordnet (siehe Abb. 3.16).
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Abb. 3.13: Materialfiillungsarten im dreidimensionalen Gitternetz

H,
-

Sx

3-4

Abb. 3.14: Komponenten des H-Feldes im Gitternetz bei Verwendung des Skalarpotentialansatzes

6. Bei Verwendung des Vektorpotentials erhdlt man die Komponenten von H in Richtung
der in Abb. 3.17 eingezeichneten Streckenabschnitte §s;, wenn man die gleichgerichtete
Komponente von B an der nichstgelegenen Elementarstrecke durch den Wert u auf
os; dividiert.

7. Samtliche Strome werden als unendlich diinne Linienstréme angenommen, die entlang
vorgegebener Kurven flieBen. Aus der Verteilung der Linienstrome kdnnen die Stréme
ermittelt werden, die die Elementarflachen des Gitternetzes durchsetzen und diesen
zugeordnet werden. Linienstrome, die ein und dieselbe Elementarflache des Gitternetzes
an verschiedenen Stellen durchstoBen, kénnen daher bei numerischen Verfahren nicht
unterschieden werden.
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Abb. 3.16: Komponenten des B-Feldes beim Ansatz des Vektorpotentials

3.3.2 Herleitung der Differenzengleichung
Magnetisches Vektorpotential

Im folgenden wird fiir jeden Gitterpunkt, an dem der Zahlenwert des Vektorpotentials
gesucht ist—diese Punkte sollen im folgenden Rechenpunkte genannt werden—eine lineare
Gleichung hergeleitet. Dazu integriert man die zu ldsende Gleichung

1
rot —rot A =J
u

tiber eine Flache Ag, die den betrachteten Punkt Py umschlieBt derart, dass die 4 Seiten von
Ap die von Py ausgehenden Elementarstrecken halbieren. Bei Verwendung von kartesischen
Koordinaten ist Ag ein Rechteck (Abb. 3.18), bei Verwendung von ebenen Polarkoordinaten
ein von Kreisbégen und Radien begrenztes Flachenstiick.

1
/rot—rotﬂdA=/JdA:i. (3.39)
u

Ao Ao
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Abb. 3.17: Komponenten des H-Feldes beim Ansatz des Vektorpotentials

Wendet man auf die linke Seite von (3.39) den Stokes'schen Integralsatz an, so ergibt sich

/%rot?{dsz'/J dA . (3.40)
Ao

(Ao)
Nun hat rot A die Komponenten

oA,  OA,

By €x =5 €y

rot A =

Zerlegt man das Linienintegral links in die Anteile iber die 8 Streckenabschnitte s1 bis sg,
so erhalt man

8
1 1
—rot Ads = /—rotﬂds. 3.41
./,U Zl“ M ( )

(Ao)

Bei der Berechnung der Integrale werden die Ableitungen 0.A,/0x durch ihre Werte an den
Punkten P2’, P} bzw. P{,Pé ersetzt. Dort gilt aber

5, - 2= L -
0x P, ha 0x P, hy

A, A - A OA\ | Ag— Ay
(ay),,i_ b (ay)Pé_ hs

Da jeder der 4 den Punkt Py umschlieBenden Elementarbereiche auf eine der in Abbil-
dung 3.12 dargestellten Weise mit Material belegt ist, so ist u langs jedes der 8 Streckenab-
schnitte s1 bis sg konstant. Nennen wir diese 8 Permeabilitdten u; bis ug, so erhalt man
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Abb. 3.18: Zur Herleitung der Differenzengleichung

fir das Linienintegral (3.40)

S8 52, 83
rot Ads = %(ﬂo—ﬂ1)+¥(ﬂo—ﬂ2)+
1 2
S4 L5 S5 56 + S7
BBy -y + B (- Ay (3.42)
/’l3 h4

Das auf der rechten Seite von (3.40) auftretende Flachenintegral kann ohne Schwierig-
keiten berechnet werden, da J = {0,0, J,} bekannt ist und d A mit J gleichgerichtet ist.
Sind die Leiterstrome als unendlich dinne Linienstrome gegeben, so ordnet man jedem
Elementarbereich A; eine Stromdichte

zu, wobei I; der Gesamtstrom ist, der den Bereich A; durchflieBt.

Mit der Naherung (3.42) nimmt Gleichung (3.40) die Form an

a’oﬂo—a’lﬂl—(1’23{2—&33{3—&43{4:0. (343)



Dabei ist abkiirzend gesetzt

V181t Vgsg _ V252t V353
a1 = h—l, 02_1’1—2

_ V4 S4 + V5 S5 _V686+V7S7
ay = Qa1tag+az+ay (3.4-4)
Vi = i i=1,2,...,8

)
Il

Hi
[1as.
A

Man beachte, dass u nur auf den Teilstrecken s; von Abbildung 3.18 konstant zu sein
braucht, was durch die Zerlegung nach Abbildung 3.12 stets garantiert ist.

Damit haben wir die Differenzengleichung fiir einen sog. inneren Punkt des Netzes hergeleitet
und dabei angenommen, dass alle 4 Nachbarpunkte vorhanden sind. Diese Voraussetzung
trifft nicht mehr zu, wenn es sich um einen auf dem Rand des Rechenbereiches liegenden
Rechenpunkt handelt. In Abbildung 3.19 ist ein solcher Punkt dargestellt, bei dem der obere
Nachbarpunkt fehlt. An diesem Punkt muss jedoch fiir A, die Randbedingung

Py i 50 | Py
y Ay Ao | Po Ay
S3 S6
-+ -
| |
S4 S5
X
M3 Ha
. | As | Ps |
Abb. 3.19: Differenzengleichung fiir Randpunkte
0A, 0A,
= =0
on 0y

vorgeschrieben sein. Ware ndmlich A, = 0 als Randbedingung gefordert, so braucht man
fur diesen Punkt keine Gleichung herzuleiten, da er kein Rechenpunkt ist.

Man integriert jetzt Gleichung (3.40) tber den in Abb. 3.19 markierten Bereich und wendet
wieder den Stokes'schen Integralsatz an. Bei der Auswertung des Linienintegrals (3.41)



tritt jetzt aber ein Beitrag tiber die Strecke s¢ auf, die mit dem Rand des Rechenbereiches
zusammenfallt. Dort ist aber A, /0y = 0, so dass dieser Anteil verschwindet. Dies bedeutet
aber, dass man auch fir den betrachteten Randpunkt eine Differenzengleichung in der
Form (3.42) erhilt. Die Koeffizienten «;, (i = 0, 1,2, 3,4) konnen aus (3.44) errechnet werden,
wenn man dort

s1=852=s57=53=0
setzt.

Dabei wird a3 = 0 (d. h. das Potential A; am oberen Randpunkt tritt in (3.43) nicht auf)
und die Darstellungen fiir o und @4 vereinfachen sich etwas, wahrend a3 ungeandert bleibt.
Entsprechende Uberlegungen gelten auch fiir die iibrigen Randpunkte mit 0.A,/8n = 0.

Ist die periodische Fortsetzung vorgeschrieben, so wird zunachst vereinbart, dass nur einer
der beiden Randpunkte Py, P von Abbildung 3.20 ein Rechenpunkt ist. Wir legen willkiirlich

Py Py Py

Abb. 3.20: Differenzengleichung bei periodischer Randbedingung

fest, dass dies der rechte Randpunkt Py sei. Das Potential A{ am linken Randpunkt P/ ist
wegen der Periodizitatsbedingung

ﬂé = iﬂo

dann ebenfalls bekannt. Bei der Herleitung der Differenzengleichung wird die Geometrie der
Anordnung (d. h. die Verteilung des Materials, der Leiterstrome und das Gitternetz) tber
den Rand hinaus periodisch fortgesetzt (Abb. 3.20).

Der Punkt Py kann jetzt als innerer Punkt behandelt werden, die Differenzengleichung
muss jedoch so interpretiert werden, dass der Term a4 A4 in Gleichung (3.43) nicht
eine Verkniipfung mit dem nicht vorhandenen Nachbarpunkt P; sondern mit dem im
Rechenbereich vorhandenen Punkt P4 beschreibt.

Nun miissen wir noch den Fall betrachten, dass der betrachtete Punkt auf einem sog.
Ubergangsradius liegt, an dem zwei Gitternetze zusammenstoBen. In Abbildung 3.21 ist ein
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Abb. 3.21: Differenzengleichung am Ubergangsradius

solcher Punkt mit seiner Umgebung heraus gezeichnet. Das bisher beschriebene Verfahren
kann nicht angewendet werden, da auch jetzt der bendtigte Nachbarpunkt fehlt und auch
eine Randbedingung nicht gegeben ist. Wir fiihren jetzt einen fiktiven Nachbarpunkt P; ein,
der unter den Gitterpunkten nicht enthalten ist. Das Vektorpotential A; an dem Punkt P;
erhalt man durch lineare Interpolation.

_ S2ﬂ1+slﬂi/
1=

S 5 (3.45)
Nun behandeln wir den betreffenden Punkt einfach als inneren Punkt, d. h. wir leiten eine
Gleichung der Form (3.43) ab, mit den Abkiirzungen (3.44), wobei jedoch zu beachten
ist, dass fir das Potential A; die Darstellung (3.45) einzusetzen ist. Es entsteht eine
Differenzengleichung, die das Potential Ay an Py mit den Potentialen Ay, As, A4 an
P, P3, P4 und—zum Unterschied zu (3.43)—mit den Potential A" und A; an P;’ und P;
verkniipft. Diese Art der Verkniipfung ist fiir die spatere Lésung des Gleichungssystems sehr
wesentlich.

Skalares Potential

Die Diskretisierung der Bestimmungsgleichung
div pgrad ¢, = div u H; (3.46)

fiir das skalare Potential ¢,,,wird auf dhnliche Weise durchgefiihrt; sie ist jedoch insofern
komplizierter, als jetzt auch dreidimensionale Felder auftreten konnen, so dass ein beliebiger
Gitterpunkt Py des Netzes jetzt 6 Nachbarpunkte besitzt.

Wir integrieren die zu l6sende Differentialgleichung (3.46) iber ein quaderférmiges, den
Punkt Py umschlieBendes Volumen Vy, dessen 6 Oberflachen die 6 von Py ausgehenden
Streckenabschnitte gerade halbieren. An den DurchstoBpunkten P{ bis P von Abbildung 3.22



sind dann nach den Verabredungen von Abschnitt 3.3.1 die Komponenten von H; gegeben,
sie sind in Bezug auf das Volumen Vj die Normalkomponenten.
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Abb. 3.22: Zur Herleitung der Differenzengleichung im dreidimensionalen Gitternetz

Die Integration liefert
0
jlg/,ta—(pdA:%,uHindA, (3.47)
n
(Vo) (Vo)
wenn (Vy) die Begrenzung von V bedeutet. Nun werden folgende Vereinfachungen vorge-
nommen:

1. Die Normalableitung g—ﬁ auf jeder Oberflachenebene des Quaders Vi wird durch ihren
Wert am DurchstoBpunkt P{ des Streckenabschnitts ersetzt und auf dem gesamten
Oberflachenstiick konstant angenommen. Weiterhin wird ndherungsweise an P/ gesetzt

0 _ 1 4 -
5 = 090 (3.48)

2. Die Normalkomponente Hj, des Feldes H; wird durch ihren Wert am Punkt P; ersetzt
und ebenfalls auf dem Oberflachenstiick konstant angenommen.



Mit diesen Vernachlassigungen konnen die Integrale in (3.47) durch Produkte ersetzt werden
und man erhalt eine Differenzengleichung

agPo = a1 91+ a2 o + a3 P3 + @4 Ps + a5 s + ag P + C .

Fir die Koeffizienten a; ergibt sich mit den Abkiirzungen von Bild 3.23
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Abb. 3.23: Definitionen zu den Koeffizienten der Differenzengleichung

o = bi mit i=12...,6
Si

B1 = A1 ps+ Ara ue + A1z pn + Arg po
B2 = Agrpn + Ao s + Agz ug + Aog py
B3 = Asypr+ Asaus + A3z puz + Azq g
Ba = Agrpo+ Ag pe + Agz pg + Agq ps
Bs = Asipi+ Asgpo+ Asz s+ Asapy
Bs = Ae1 s+ As2 ue + Ags 7 + Apa Us

6
ayg = Z a;
i=1

¢ = BHY -~ HD + g HY — g 0D + o HO — psHD .

Dabei bedeutet z. B. HS) die Hi-Komponente in x-Richtung am Punkt P entsprechend (3.48).
Die y; sind die Permeabilitaten in den 8 Elementarquadern, die den betrachteten Punkt Py
umschlieBen (Abb. 3.23).

Das Diskretisierungsverfahren muss leicht modifiziert werden, wenn der betrachtete Punkt
Py entweder Randpunkt ist oder auf der Oberflache eines Teilbereiches I; (Abb. 3.24) liegt,
wo die SystemgroBe selbst vorgeschrieben ist. Der letzte Fall kann nur auftreten, wenn als
Systemvariable die Temperatur oder das elektrische Potential ¢ gewahlt wurde. Beziiglich
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Abb. 3.24: Behandlung von Randpunkten

der Lage des Punktes und der Beschaffenheit der Randbedingungen ist eine Vielzahl von
verschiedenen Fallen moglich, sie werden jedoch alle nach einem Prinzip abgehandelt.

Abbildung 3.24 zeigt die Diskretisierung fir einen (duBeren oder inneren) Randpunkt Py, bei
dem z. B. der linke Nachbarpunkt nicht vorhanden ist. Wir integrieren wieder die zu I6sende
Differentialgleichung (3.46) iber ein Volumen Vj, das den Punkt in der in Abbildung 3.24
dargestellten Weise umschlieBt; abweichend von der Behandlung innerer Gitterpunkte wird
aber jetzt das Integrationsvolumen durch den Rechenbereich begrenzt:

/div ,ugradqﬁde/div uH; dV .
Vo Vo

Das Volumenintegral tiber eine Divergenz wird durch Anwendung des Gaus'schen Gesetzes
in ein Oberflachenintegral verwandelt:

0
/ﬂa_ﬁdA:/ﬂHin dA. (3.49)

Vo) (Vo)

Die Auswertung des Integrals an dem im Innern des Rechenbereiches liegenden Oberfla-
chenteilen von (Vj) bereitet keine Schwierigkeiten und wird nach den Regeln durchgefiihrt,
die auch fiir innere Punkte gelten. Besondere Uberlegungen sind jedoch erforderlich fiir
die Auswertungen an dem zusatzlich auftretenden, mit dem Rand des Rechenbereiches
zusammenfallenden und in Abbildung 3.24 markierten Oberflachenanteil Ag. Dort kann
die in (3.49) bendtigte Normalableitung d¢/0n nicht durch Potentialdifferenzen ausge-
driickt werden. Dies ist auch nicht erforderlich, da nunmehr die eine der drei folgenden
Randbedingungen zur Verfiigung steht:

1. ¢ gegeben
2. 0¢/0n gegeben



3. a(¢p— ¢g)+ B0Op/0n = 0 gegeben.

Der Fall 1. bedarf keiner besonderen Uberlegung, denn fiir Punkte, an denen ¢ bekannt ist,
braucht iberhaupt keine Differenzengleichung hergeleitet zu werden. Im Fall 2. kann die
gegebene Normalableitung d¢/0n in (3.49) eingesetzt und dann die Integration durchgefiihrt
werden. Im Fall 3. ist es moglich, 0¢/0n durch das Potential ¢ auszudriicken. Ersetzt man ¢
auf der Flache Ag durch seinen Wert ¢g an Py, so kann auch in diesem Fall die Integration
ausgefiihrt werden.

Auch die Beriicksichtigung der periodischen Fortsetzung an einem Randpunkt ist mit keinen
weiteren Schwierigkeiten verbunden. Wie im zweidimensionalen Fall wird das Gitternetz und
die Material- und Stromverteilung (iber den Rand hinaus periodisch fortgesetzt. Damit kann
der Randpunkt formal als innerer Punkt behandelt werden.

3.3.3 Berechnung des Hilfsfeldes

Ziel der folgenden Uberlegung ist, eine Lésung der Gleichung
rot Hy =J (3.50)

auf numerischen Weg zu errechnen. Diese Losung braucht nicht quellenfrei zu sein. Durch den
Wegfall dieser Bedingung ist das Problem unterbestimmt, d. h. es gibt weniger Gleichungen
als zur Festlegung der Komponenten von Hj notwendig sind.

Wir verschaffen uns zunichst einen Uberblick iiber die iiberzihligen Freiheitsgrade. In einem
zweidimensionalen Gitternetz, das aus n, bzw. n, Gitterlinien x = const bzw. y = const
besteht, sind insgesamt

Ns = Ny + Ny = (ny = 1)ny + (ny — 1) ny = 2n,ny —nye — ny

Streckenabschnitte vorhanden. Da auf jedem Streckenabschnitt eine Unbekannte von H;
errechnet werden muss, gibt es Ng Unbekannte. Wir sehen Gleichung (3.50) als gelést an,
wenn fiir jede Elementarflaiche Ay gilt:

/HidSZ/JdA—ik.
Ak

(Ax)

ir ist der durch die Elementarflache k flieBende Strom. Die Anzahl der Elementarflachen ist
gegeben durch

Na=(ne—1)(ny - 1).
Die Zahl der Freiheitsgrade betragt daher

Np = Ns—Np=nyn, -1,



ist also gleich der um 1 verminderten Zahl der Gitterpunkte.

Im dreidimensionalen Fall (n, = Anzahl der Gitterlinien z = const) betragt die Zahl der
Streckenabschnitte

Ns = nyny (n; — 1) + nyn; (ny = 1) + nyng (ny — 1)
und die Zahl der Elementarflachen
Nao=nyx(ny—1)(ny; = 1) +ny(ne —1)(n; = 1) + ny (ne — 1) (ny, — 1) .

Es ist aber jetzt zu beachten, dass nicht fiir alle N4 Elementarflachen das Durchflutungsgesetz
erfiillt zu werden braucht. Betrachtet man die 6 Elementarflachen, die einen Elementarquader
begrenzen und nimmt man an, man habe das Durchflutungsgesetz fiir 5 Elementarflachen
erfillt, dann sind alle zur Verfliigung stehenden Streckenabschnitte mit Komponenten belegt.
Das Durchflutungsgesetz muss dann fiir die 6. Flache automatisch erfillt sein, da J stets
quellenfrei ist. Pro Elementarquader fallt also eine Bestimmungsgleichung weg und da es
insgesamt

No = (nx —1)(ny —1)(n; — 1)

Elementarquader gibt, ist die Zahl der noch zu erfiillenden Gleichungen gegeben durch
Ng =Ns—Np .

Die Zahl der Freiheitsgrade ist damit
Np =Ns—Ng =Ns—NA+Ng =nynyn; —1

und wie im zweidimensionalen Fall gleich der um 1 verminderten Zahl der Gitterpunkte.

Uber die Freiheitsgrade kann beliebig verfiigt werden. Einen Teil der Freiheitsgrade verwenden
wir dazu, fiur H; die gleichen Randbedingungen wie fiir H zu erfillen, weil dann die
Berechnung von ¢ vereinfacht wird.

V5

Y4

Y3 y

y2

V1 316 X

Abb. 3.25: Zur Ermittlung des zweidimensionalen Hilfsfeldes



Wir erlautern nun ein rationelles Verfahren zur Ermittlung von Hj an einem zweidimensio-
nalen Beispiel. In Abbildung 3.25 ist ein einfaches kartesisches Gitternetz dargestellt. Die
Streckenabschnitte, an denen die entsprechende Komponente von H;j durch die Randbedin-
gungen bereits festgelegt ist, sind hier verstarkt eingezeichnet. Wir wenden zunachst das
Durchflutungsgesetz auf den gesamten Rechenbereich an:

/Hds—/]dA—z

(4)

Das Integral links ersetzen wir durch die Summe der Produkte, wobei an allen Streckenab-
schnitten, iiber die noch nicht verfliigt wurde, die entsprechenden Komponenten von H; alle
gleich angenommen werden. Zerlegt man demzufolge (A) in einen Anteil (A1) langs dessen
H; bereits bekannt ist und in einen Anteil (As), auf dem dies noch nicht der Fall ist, so
erhalt man

/H ds+H(2)/|ds|=i

(A1) (A2)
und daraus
i— / Hi ds
@ _ (A1)
(A2)

Wenn das lber (As) erstreckte Integral gleich Null ist, weil (A1) mit (A) identisch ist, so
ertibrigt sich die Bestimmung von Hi(tz). Die Randbedingungen diirfen dann nicht mit dem
Durchflutungsgesetz in Widerspruch stehen.

Als nachstes betrachten wir die horizontalen Streifen, die durch benachbarte Gitterlinien
y = const begrenzt werden und wenden das soeben beschriebene Verfahren auf diese Streifen
an. Dabei wird mit dem Streifen y; bis yo begonnen und die Komponenten Hi, auf der
Gitterlinie y = yo festgelegt. Die wiederholte Anwendung des Verfahrens liefert dann Hiy an
allen horizontalen Gitterlinien.

Beim letzten Streifen y4 < y < y5 sind keine verfiigbaren Variablen mehr da. Fiir diesen
Streifen muss aber das Durchflutungsgesetz automatisch erfiillt sein. Man hat somit eine
wertvolle Kontrolle iiber die GroBe eines evtl. Rundungsfehlers.

Im nachsten Schritt werden die Elementarbereiche auf den einzelnen Streifen von links nach
rechts (oder umgekehrt) abgearbeitet. Auf jeden Bereich wird das Durchflutungsgesetz
angewendet und dabei jedes Mal die Komponente Hj, auf einem vertikalen Abschnitt
ermittelt. Wenn diese Prozedur beendet ist, dann sind die Komponenten von H;, an allen
vertikalen Abschnitten bekannt und es ist auBerdem das Durchflutungsgesetz fiir alle
Elementarbereiche des Gitternetzes erfiillt.



Das eben beschriebene Verfahren lasst sich ohne groBere Schwierigkeiten auf den dreidi-
mensionalen Fall libertragen. Wir wollen eine Méglichkeit zur Bestimmung von H; hier nur

= ~
/ Cy
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Abb. 3.26: Berechnung des dreidimensionalen Hilfsfeldes

kurz andeuten, da die Durchfiihrung in den Einzelheiten zwar kompliziert, im Prinzip jedoch
sehr einfach ist. Abbildung 3.26 stellt ein einfaches, dreidimensionales Gitternetz dar. Wie
im zweidimensionalen Fall werden zuerst anhand der fir H gegebenen Randbedingungen
die Komponenten von H; am Rand festgelegt. Der ndchste Schritt besteht darin, aus der
gegebenen Anordnung der (stets quellenfreien) Leiterstrome die Strome durch die Elemen-
tarflaichen A, Ay, A; zu berechnen. Diese Stréme sind ebenfalls quellenfrei, so dass fiir jeden
Elementarquader gilt

/JdA ZJA—O

(2]

Wir definieren nun einen Algorithmus, der auf eine beliebige geschlossene ebene Kurve C
anwendbar ist, die aus lauter Streckenabschnitte sy, sy, s, besteht. Diese Streckenabschnitte
konnen eingeteilt werden in zwei Gruppen, namlich in solche, auf denen die Langskomponente
von H; bereits bekannt ist und solche, auf denen sie noch gesucht ist. Zerlegt man im
Durchflutungsgesetz

/Hids:/JdA
(A) A

das Integral links in zwei entsprechende Anteile und vereinbart, dass die Langskomponente
von H; auf allen Abschnitten der zweiten Gruppe konstant sein soll, dann erhalten wir

/H ds+H(2)/|ds|=i

(A1) (A2)



oder

i— f Hids
@ _ (A1)

it /|ds|

(A2)

Dieser Wert wird nun den Streckenabschnitten der zweiten Gruppe zugeordnet. Der Al-
gorithmus fiihrt im Endeffekt dazu, dass H; auch auf den vorher noch nicht bearbeiteten
Streckenabschnitten festgelegt wird.

Um H; im gesamten dreidimensionalen Bereich zu errechnen, braucht man nur den beschrie-
benen Algorithmus wiederholt auf geeignet gewahlte ebene Kurven anzuwenden. Der ganze
Prozess lauft—ahnlich wie im Zweidimensionalen—im folgenden Schritten ab:

1. Einsetzen der Randbedingungen fiir Hj.

2. Anwendung des Algorithmus auf alle ebenen Kurven Cy, Cy, C;, die den dreidimensio-
nalen Bereich umschlieBen.*

3. Anwendung des zweidimensionalen Verfahrens auf alle Ebenen
2=2z,1=23,...,n, — 1.

4. Um die Komponente H;, an den noch verbleibenden Streckenabschnitten s, zu
ermitteln, wird der Algorithmus entweder auf die Elementarflache A, oder auf die A,
angewendet. Dabei wird im ersten Fall mit der Ebene x = x, begonnen und die in
ihr befindlichen Elementarflachen in der Reihenfolge wachsender y und wachsender z
abgearbeitet. Im zweiten Fall beginnt man mit der Ebene y = y, und schreitet nach
wachsenden x und z fort.

3.4 Die Methode der finiten Elemente

3.4.1 Allgemeines

Die Methode der finiten Elemente wurde urspriinglich zu dem Zweck entwickelt, Probleme
der Elastizitatstheorie zu 16sen. Sie sind ein allgemein anwendbares Verfahren zur Berechnung
von elastischen Spannungen in beliebig gestalteten Kérpern (Schalen, Platten, Stabkonstruk-
tionen, Rohre, Flansche, usw.). Nahezu alle in der Technik wichtigen Konstruktionen kann
man zerlegen in Elemente, die wenigen Typen angehéren. Solche Typen sind z. B. Stab,
Platte, Kugelschale, Quader usw. Werden diese Elemente in beliebiger Weise miteinander
verbunden, so entsteht ein elastisches System (z.B. eine Briickenkonstruktion), dessen
Verhalten durch das Verhalten der Elemente und durch die gegenseitige Wechselwirkung

Lin Abbildung 3.26 sind drei solcher Kurven eingezeichnet.



benachbarter Elemente bestimmt ist. Letztere wird durch ein lineares Gleichungssystem fiir
geeignet gewahlte Systemvariablen beschrieben.

Den Grundgedanken dieses Verfahren haben wir bereits im Abschnitt 3.2.5 kennengelernt. Es
fihrt zu einem Losungsverfahren, das es uns gestattet, eine gewisse Gruppe von Aufgaben
besser zu [6sen, als dies mit der Methode der finiten Differenzen moglich ist. Man erkennt die
Nachteile dieser Methode sofort, wenn man z. B. eine zweidimensionale Materialverteilung
betrachtet, bei der ein diinnes Blech quer zu den Koordinatenrichtungen vorgegeben ist
(Abbildung 3.27). Da jeder Elementarbereich nur eine Materialgrenze auf einer der beiden

4-1

Abb. 3.27: Beschreibung einer nicht planparallelen Platte mittels finiter Differenzen

Diagonalen haben darf, ist man gezwungen, sehr viele Gitterlinien einzufithren, wodurch
Speicherbedarf und Rechenaufwand erheblich zunehmen.

Beides wird mit dem Verfahren der finiten Elemente vermieden. Das Gitternetz wird erzeugt
durch eine beliebige Aufteilung des Rechenbereiches in lauter Dreiecke. Einzige Bedingung
ist, dass jedes Dreieck nur mit einem Material belegt sein darf. Die in Abbildung 3.27
angegebene Materialverteilung kdnnte etwa durch das System von Dreiecken entsprechend
Abbildung 3.28 erfasst werden. Da man GréBe und Form der Dreiecke frei wahlen kann,
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Abb. 3.28: Das Problem von Abb. 3.27, dargestellt mit finiten Elementen



lassen sich nicht nur beliebige Materialkonturen leicht erfassen; man hat auBerdem noch
die Moglichkeit, dort, wo man einen schwach veranderlichen Feldverlauf erwartet, mit
groBeren Dreiecken zu arbeiten als an den kritischen Stellen, wo man die Dreieckselemente
entsprechend verkleinern wird.

Der zu minimierende Ausdruck lautet
B
/(/ pbdb—Jﬂ) dxdy=S8=DMin. (3.51)
0
R

Das Diskretisierungsverfahren besteht aus folgenden Schritten:

= Das Integral (3.51) wird durch eine endliche Summe Uber die Beitrage aller Dreiecks-
elemente approximiert.

= Die Systemvariablen sind die Vektorpotentiale an den Dreieckspunkten. In der Summe
treten diese GroéBen als Unbekannte auf. Wenn die Summe zu einem Minimum werden
soll, so miissen samtliche partiellen Ableitungen 0S/0Ax verschwinden. Es ergeben
sich dann genau so viele lineare Gleichungen wie Unbekannte vorhanden sind.

Wir wollen nun diese beiden Schritte ausfiihrlich erldutern. Abbildung 3.29 zeigt ein be-
liebiges Dreieck, dessen drei Eckpunkte P, P,,, P, die Koordinaten (x;, v;), (Xu, Yin)s (X, Y1)
haben mogen. Die Punkte P, P,,, P,, werden in dieser Reihenfolge im entgegengesetzten
Uhrzeigersinn durchlaufen.

Pn(-xn, yn)

Pyi(x, y1)

s X P (Xms Ym)
Abb. 3.29: Beliebiges Dreieck
Innerhalb jedes Dreiecks soll das Vektorpotential A eine lineare Funktion der Ortskoordinaten
X,y sein:

Ax,y)=a+Bx+yy. (3.52)



An den Ecken nimmt A die Werte A;, A,,,, A, an. Fir die Konstanten a, 3,y erhalt man
ein lineares Gleichungssystem

A = a+Bxi+yy
An = a+Bxn+YIm
Ap = a+Bx,+yVyn

mit den Losungen

) A ox oy 1 1 A ) 1 x A
a = B An  Xm Ym :3 = B 1 A, Ym Y= B 1 xp An
An Xn Yn 1 A, yn 1 x, A,

I xi w

D=1 xm ym
I Xxn yn
D ist gleich der doppelten Flache des Dreiecks. Fiir a, 8,y gilt die Darstellung

1
a = B{ﬂl(xmyn_xnym)"'ﬂm(xnﬂ_xl)’n)"'ﬂn(xlym_xm)’l)}
1
B = 5{ﬂz(ym—yn)+5‘1m(yn—yz)+5‘ln(yz—ym)}
1
Y = B{ﬂl(xn_xm)+ﬂm(xl_xn)+ﬂn(xm_xl)} (353)
D = Xuyn—XnYm+Xn Y= X Yn + X1 Ym — Xm Y1 = 24

Aus dem Vektorpotential A erhalt man fiir die beiden Komponenten der magnetischen
Flussdichte

= ay _"}/’

B =
x 0x

B, = -B. (3.54)

Wir zeigen nun, dass die Normalkomponente von B stetig durch die gemeinsame Seite zweier
benachbarter Dreiecke hindurchtritt. Betrachtet man etwa die Seite P, P,, in Abb. 3.29, so
lautet die Darstellung fiir den Einheitsvektor n in Normalrichtung

_ Yn = Ym - Xn — Xm
= — , y = .
\/(xn - xm)2 + (yn - ym)2 \/(xn - xm)2 + (yn - ym)2

Fir die Normalkomponente von B erhilt man

Ny

B, = Bxny + Byny, =yn, —fBn,



und nach dem Einsetzen von (3.53)
\?{m - ﬂn

B, = .
\/(xn - xm)2 + (yn - ym)2

Die Normalkomponente von B auf der Seite P, P,, hiangt nur von den beiden Indizes n,m
der Endpunkte der Seite ab. Da es auf den dritten Punkt nicht ankommt, muss B,, stetig
durch die Grenze zweier benachbarter Dreiecke hindurchtreten.

Wir schreiben nun Gleichung (3.51) in der Form

S=581+39

mit
B
S1 = /(/ —bdb) dxdy, So = — /Jﬂdxdy
RV 2

und beginnen mit der Berechnung des ersten Anteils. Der Index [ gehdre zu einem beliebigen
Knotenpunkt des Netzes. Zu der partiellen Ableitung 0S/0A; liefern diejenigen Dreiecke
einen Beitrag, die an dem betreffenden Knotenpunkt [ zusammenstoBen. Wir berechnen
den Beitrag eines solchen Dreiecks:

05, d B
— = — —bdb| dxd
oA 0A / (/0 M ) ey

L

d /*1 )
= — —bdb| dxd
/6?(,(0 u Y

a (1 B B
= — = bdb| — dx d
./aB(,U./o )aﬂz rey

u o 0A
1 0B
= /—a—dxdy
2p 0A;
4;

Da sowohl B als auch u innerhalb des Dreiecks konstant sind, ergibt sich weiterhin fiir

_1
A=%D

051 D 0B?

0A, 4p 0A;



Nach Gleichung (3.54) ist aber

B2 = ,82 + )/2
und
0B? aB oy Ym — Yn Xn — Xm
=92 +3 =2 +2 .
oA~ Paa T = T 7D
Damit wird
051

1
o, = 25 POm =)y (i —xm) .

Schreibt man abkirzend
Xik = Xi — Xk » Yik = Yi = Yk »
so erhalt man endgiiltig

051 1

= [Ymn (ymn ﬂl"’)’nl ﬂm"'ylm ﬂn)"’-xnm (xnm A+ x5 A+ X k?(n) ] . (355)

A, 2uD

Fiir das zweite Integral ergibt sich, wenn die Stromdichte innerhalb des Dreiecks als konstant

angenommen wird

Sg=—/Jﬂdxdy=—|J|/ﬂzdxdy.
4; 4;

Setzt man hier fiir A die Darstellung (3.52) ein, so wird daraus

So=-J a/dxdy+,8/xdxdy+y/ydxdy
A;

A;

i

Die Koordinaten xg,yy des Schwerpunktes des Dreiecks sind gegeben durch

2 1
Xy = 5/xdxdy=§(xl+xm+xn)
A;
2 1
Ys = B dedyzg(yl"‘ym"‘yn)-
A;

Gleichung (3.56) vereinfacht sich damit auf die Form

D D

(3.56)



Da A eine lineare Funktion von x und y ist, vereinfacht sich dies auf
1

So =-3 I (A +Ap+ A,
wobei I den durch die Dreiecksflache flieBende Gesamtstrom bedeutet. Fiir die partielle
Ableitung 0S2/0.A; erhalt man die einfache Formel

05 1

= - _ZJ. 3.57

0A; 3 ( )
Um die Differenzengleichung fiir einen beliebigen Punkt Pg zu erhalten, miissen nun noch

die Anteile aller Dreiecke addiert werden, die im Punkt Py zusammenstoBen (Abb. 3.30).
Ihre Anzahl sei N. Wir kennzeichnen jedes Dreieck durch die Indizes der beiden von

1
6
2 A
' |
- 3 4

Abb. 3.30: Ermittlung der Differenzengleichung

Py verschiedenen Ecken. Demzufolge sollen 4;;, I;;, u;; Flacheninhalt, Gesamtstrom und
Permeabilitat des Dreieckes (ij) bedeuten. Die Differenzengleichung fiir das Vektorpotential
am Punkt Py lasst sich—wie beim Differenzenverfahren—in der Form

N
ag Ay = a; A; + ¢
i=1

schreiben. Fiir ¢ erhdlt man aus Gleichung (3.57)

Lo
c=3 Z Liiv1 -
i=1

Die hier verwendete Indizierung ist zyklisch zu verstehen, d. h. es wird der Index N + 1 durch
1 ersetzt.

Um den Koeffizienten ey zu ermitteln, muss man in Gleichung (3.55) I durch 0, m durch
i und n durch i + 1 ersetzen und alle Anteile von i = 1 bis i = N addieren. Das Ergebnis
lautet in zyklischer Indizierung

N .2 2
Xiiv1 T Vi

1
Qg = =
2 &~ piiv1 Dy



Der Koeffizient @;, der die Potentiale Ay und A; miteinander verknlipft, setzt sich aus den
Beitragen der beiden Dreiecke (i,i + 1) und (i — 1,i) zusammen. Man erhalt

1

1

- — (Xji-1 Xi=— + Vii-1Yi- +

2 Hio1i Difl,i( i,i-1 Xi-1,0 T Yi,i-1 )i 1,0)
1 1

+ —
2 piiv1 Diiv1

a; =
(Xi,i41 Xi+1,0 + Yiyi+1 Yi+1,0) -

Man (berzeugt sich leicht, dass gilt

6
ap < Z a; ,
i=1
wobei das ,,<"“-Zeichen dann zu setzen ist, wenn an mindestens einem Nachbarpunkt das

Potential vorgegeben ist.

Die Randbedingungen bediirfen nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 3.2.4 keiner besonde-
ren Uberlegung. Bei periodischer Fortsetzung, etwa in y-Richtung, geht man folgendermaBen
vor (Abb. 3.31): um den Punkt P} auf dem rechten Rand des Rechenbereichs formal

Py Py
N
N
N
P3 - — é
P() P(’)//
/
/
Py P}

Abb. 3.31: Periodische Fortsetzung

zu einem inneren Punkt zu machen, wird die Geometrie einschlieBlich der Material- und
Stromdichtebelegung (iber den Rand hinaus periodisch fortgesetzt. Dabei tritt auBerhalb
des Randes der Spiegelpunkt P; auf, dessen Vektorpotential A} durch das Vektorpotential
As ausgedriickt werden kann. Bei periodischer Fortsetzung ist

Ay = A
und bei antiperiodischer Fortsetzung

A = —As .

Die Methode der finiten Elemente hat gegeniiber der Methode der finiten Differenzen Vor-
und Nachteile, die zum Schluss noch einmal gegeniibergestellt und diskutiert werden sollen.



Ein besonderer Vorteil der Verwendung der finiten Elemente wurde bereits eingangs erwahnt:
man hat groBere Freiheit bei der Aufteilung des Rechenbereichs und kann das Netz in idealer
Weise an die vorgegebenen Material- und Stromdichteverteilung anpassen. Die Anzahl
der Gitterpunkte und damit der Unbekannten ist wesentlich geringer. Man benétigt daher
weniger Speicherplatze auf einem Rechenautomaten.

Weiterhin ist zu erwdhnen, dass der hier beschriebene Losungsweg nur auf zweidimensio-
nale Falle anwendbar ist, bei denen das Vektorpotential nur eine von Null verschiedene
Komponente hat. Eine Erweiterung auf dreidimensionale Geometrien ist nicht nur mit den
bereits bekannten Schwierigkeiten behaftet, es treten dariiber hinaus auch fiir den Anwender
besondere Probleme auf, da die Unterteilung eines dreidimensionalen Bereichs in Tetraeder
eine Aufgabe ist, die groBe Anforderungen an das rdumliche Vorstellungsvermogen stellt.

3.5 Losung der Differenzengleichung

3.5.1 Allgemeines

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir fiir jeden Gitterpunkt Py, an dem die
Systemvariable x gesucht ist, eine lineare Differenzengleichung fiir den Wert von x an Py und
den Werten x; an den Nachbarpunkten hergeleitet. Um zu einem linearen Gleichungssystem
zu gelangen, wird eine sog. globale Indizierung der Gitterpunkte eingefiihrt, bei der jeder
Index im gesamten Bereich nur einmal vorkommt. Dazu dienen die folgenden Vorschriften:

= Beim Differenzenverfahren werden die Gitterpunkte zuerst in Richtung wachsender
y bzw. ¢, dann in wachsender x bzw. r und schlieBlich in Richtung wachsender z
nummeriert. Dies ist in Abbildung 3.32 dargestellt. Moglich ware auch eine Zahlung, bei

-

Ve Ve 7 e

29 30 31 32
13 14 15 16 28] <
25 26 27
9 10 11 12
x 21 22 23 24 -
¢ 5 6 7 8
y 17 18 19 20| <
7 1 2 3 4

Abb. 3.32: Indizierung in einem dreidimensionalen, kartesischen Gitternetz

der die Reihenfolge der Koordinaten anders gewahlt wird. Bei mehreren Teilsystemen



werden erst die Punkte des unteren und anschlieBend die Punkte des oberen Systems
nach obigen Regeln nummeriert (Abb. 3.33).

28 29 30 31 32 33
22 23 24 25 26 27
X
16 17 18 19 20 21
11 12 13 14 15
y 6 7 8 9 10
1 2 3 4 5

Abb. 3.33: Indizierung in einem Gitternetz mit Teilbereichen

= Beim Verfahren der finiten Elemente ist die Reihenfolge der Gitterpunkte beliebig
wahlbar; es empfiehlt sich jedoch eine Nummerierung, bei der die miteinander ,ver-
kniipften” Punkte in der Zdhlung moglichst dicht aufeinander folgen. Mit anderen
Worten: die Differenz i — j der Indizes soll fiir alle von Null verschiedenen Elemente
der Koeffizientenmatrix absolut moglichst klein sein.

Schreibt man die Differenzengleichungen in dieser einmal festgelegten Reihenfolge unterein-
ander, so erhalt man ein lineares Gleichungssystem der Ordnung N, wenn N die Anzahl der
Unbekannten bedeutet:

Ax =g

mit x = (x;) als Vektor der Unbekannten, auch Lésungsvektor genannt, und g = (g;) als
Vektor der rechten Seiten. Die Komponente x; von x ist die Unbekannte, die Komponente
gi die rechte Seite aus Punkt i.

Die Gesamtheit der Koeffizienten sind in der N x N-Matrix A = (a;;) zusammengefasst. Die
Koeffizienten der rechten Seiten enthalten die gesamte Information des Feldproblems, d. h.
die Materialverteilung, die Anordnung und Starke der Strome, die Verteilung der Quellen
und nicht zuletzt auch die Art der zu Idsenden Differentialgleichung und der geforderten
Randbedingungen.

3.5.2 Eigenschaften der Koeffizientenmatrix

Bevor wir uns mit der Losung des Gleichungssystems beschéaftigen, ist es niitzlich, Eigen-
schaften der Koeffizientenmatrix A zu studieren, die fiir spitere Uberlegungen benétigt
werden. Wir geben zunichst einige Definitionen.



Definition 3.1 Eine N X N-Matrix A = (a;x) heiBt diagonaldominant, wenn gilt

N

|aii|22,|aik|:ri’ i=L2...,N.
=1

Dabei bedeutet Y." hier, wie auch im folgenden, dass bei der Summation der Term k = i
wegzulassen ist.

Definition 3.2 Eine N X N-Matrix A = (a;x) heiBt schwach diagonaldominant, wenn all-
gemein

N

|aii|22’|aik|, i=1,2,...,N
k=1

und fiir mindestens ein i gilt
N

la;i| > Z' lajk| -

k=1

Definition 3.3 Wenn fiir eine N X N-Matrix A = (a;x) mit reellen Elementen a;;. gilt
ai; >0, aix <0, i+k,

so nennt man A eine L-Matrix.

Definition 3.4 Eine N x N-Matrix A = (a;;) heiBt hermitesch, wenn gilt

aix = ar; (* = konjugiert komplex) .

Sind die Elemente a; reell, dann gilt
ik = Aki

und A ist symmetrisch.

Die folgenden Eigenschaften betreffen die Struktur der Matrix, d. h. die Anordnung der von
Null verschiedenen Elemente.

Es sei M die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,..., N. Wir zerlegen M in zwei nichtleere
Teilmengen S, T derart, dass jede natiirliche Zahl n mit 1 < n < N einer der Teilmengen
S, T angehort. Eine solche Aufteilung von M wird eine Zerlegung von M in S,T genannt.



Definition 3.5 Eine N X N-Matrix A = (a;) heiBt irreduzibel, wenn es fiir jede Zerlegung
von M in S,T mindestens ein Element a;;. # 0 miti + k gibt, fiir das der Index i der Menge
S und der Index k der Menge T entnommen ist oder umgekehrt:

i € § und keT
i € T und keS.

Definition 3.6 Eine N X N-Matrix A = (a;x) besitzt die Young'sche Property (A), wenn es
eine Zerlegung M in S,T gibt, so dass fiir alle a;x # 0 miti # k der Index i der Menge S
und der Index k der Menge T angehért oder umgekehrt. In der Graphentheorie nennt man
den einer Matrix mit der Property (A) zugeordneten Graphen bipartite oder paar.

Definition 3.7 Man nennt eine N X N-Matrix konsistent geordnet, wenn man jeder der
natiirlichen Zahlen i = 1,2,...,N eine andere natiirliche n(i) so zuordnen kann, dass fiir
jedes Matrixelement a;; #0 miti # k gilt

+1 falls i>k
-1 falls i<k.

n(i) — n(k)
n(i) — n(k)

Eine Matrix, die die Property (A) besitzt, kann durch Vertauschen von Zeilen und Spalten
konsistent geordnet werden.

Die abstrakten Definitionen 3.5 bis 3.7 wollen wir uns in diesem Abschnitt veranschaulichen.
Dazu ordnen wir der N x N-Matrix A durch folgende Vorschrift einen Graphen zu:

1. Man zeichnet N Punkte auf und nummeriert die Punkte auf irgendeine Weise von 1
bis N.

2. Fiir jedes Matrixelement a;;, # 0 mit i # k zeichnet man einen Pfeil von Punkt i zum
Punkt k.

Der so erhaltene Streckenkomplex oder Graph ist der Matrix A eindeutig zugeordnet. Als
Beispiel betrachten wir die Struktur des Gleichungssystems, das sich durch Diskretisierung
in dem in Abbildung 3.34 dargestellten Gitternetz ergibt.

Abweichend von der in Abb. 3.33 verwendeten Nummerierung sind in Abbildung 3.34 nur
die sog. Rechenpunkte nummeriert. Es ist hier angenommen, dass am rechten Rand die
SystemgroBe X = 0 vorgegeben ist, deshalb sind diese Punkte keine Rechenpunkte und
werden in der Zahlung nicht beriicksichtigt.

Die Anordnung der von Null verschiedenen Elemente ist in Tabelle 3.2 auf Seite 313
wiedergegeben.
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Abb. 3.34: Nummeriertes Gitternetz
21 22 23 24 25
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Abb. 3.35: Graph zur Matrix von Tabelle 3.2

Der zu dieser Matrix gehorende Graph ist in Abbildung 3.35 dargestellt, die nicht einge-
zeichneten Kanten sind als Doppelpfeile zu verstehen. In graphentheoretischer Formulierung
lauten die Definitionen 3.5 und 3.6:

Definition 3.8 Eine N X N-Matrix A = (a;) heiBt irreduzibel, wenn der ihr zugeordnete
Graph zusammenhéingend ist, d. h. wenn man von irgendeinem Knotenpunkt ausgehend,
und sich stets in Pfeilrichtung entlang der Kanten fortbewegend, jeden anderen Knoten-
punkt des Graphen erreichen kann.

Definition 3.9 Eine NxN-Matrix A = (a;x) besitzt die Property (A), wenn man die Menge
der Knotenpunkte des ihr zugeordneten Graphen so in zwei Teilmengen S, T zerlegen kann,
dass alle Kanten von einem S-Knoten zu einem T-Knoten oder umgekehrt verlaufen, oder
anders ausgedriickt, keine Kante des Graphen darf zwei S-Knoten oder zwei T-Knoten
verbinden.



Man erkennt sofort, dass die in Tabelle 3.2 dargestellte Matrix irreduzibel ist. Um festzustellen,
ob sie auch die Property (A) besitzt, ordnen wir in Abb. 3.35 einen beliebigen Knoten, etwa
dem Knoten 1 links unten, willkiirlich die Qualitat S zu. Dann missen die Knoten 2 und 5
die Qualitdt T bekommen, weil sonst zwei S-Knoten verbunden wéren. Schreitet man nach
rechts fort, so erhalten die Knoten 3, 6 und 8 wieder die Qualitat S, die Knoten 4 und 7 die
Qualitat T.

Diese Zuordnung auf der zweiten Zeile impliziert aber, dass die Knoten 9 und 13 S-Knoten,
die Knoten 11 und 15 T-Knoten sein miissen. Nun ist aber Knoten 10 sowohl mit Knoten 9
wie mit Knoten 11 verbunden. Er kann daher weder S- noch T-Knoten sein, d. h. die Matrix
A besitzt nicht die Property (A).

Bei diesem Beispiel kam der Widerspruch, der zum Verlust der Property (A) fiihrte, of-
fensichtlich nur deswegen zustande, weil das Gitternetz aus mehr als einem Teilbereich
zusammengesetzt war.

Wir untersuchen nun das in Abbildung 3.36a dargestellte einfachere Netz, in dem die
Nummerierung der Gitterpunkte gleich eingetragen ist. Nehmen wir an, links sei 0X/0n =0

13 14 15 16 T s T
X 9 10 11 12 s T s
0X _ —
X =0 X=0
5 6 7 8 T s T
7 t 2 3 4 s T s
(a) (b)

Abb. 3.36: Einfaches Gitternetz mit dazugehérigem Graphen

und rechts X = 0 fiir die SystemgroBe X als Randbedingung gefordert, so ergibt sich der in
Abbildung 3.36b dargestellte Graph fiir die Matrix des zugehorigen Gleichungssystems. Dieser
Graph besitzt die Property (A); die Verteilung der S- und T-Punkte ist in Abbildung 3.36b
eingetragen.

Ist aber in y-Richtung die periodische Fortsetzung der SystemgroBe vorgeschrieben, so erhalt
der Graph zusatzliche Kanten und nimmt nun die in Abbildung 3.37a angegebene Gestalt
an. Man iberzeugt sich leicht, dass nun die Property (A) nicht mehr vorhanden ist. Durch
Einfiigen einer zusatzlichen vertikalen Gitterlinie (Abb. 3.37b) erhalt der Graph wieder die
Property (A).

Zum Schluss wollen wir noch untersuchen, ob die mit dem Graphen in Abb. 3.37b zu-
grundeliegende Matrix bei der eingetragenen zeilenweise Nummerierung der Knotenpunkte
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Abb. 3.37: Graph zum Gitternetz von Abb. 3.36a mit periodischer Randbedingung

konsistent geordnet ist. Nach Definition 3.7 miissen dazu natiirliche Zahlen n(i) gefunden
werden, die die dort angegebenen Relationen erfiillen. Wir setzen wieder willkirlich n(1) = 1
und schlieBen nun, dass n(2) = n(5) = 2 sein muss. Daraus folgt n(3) = n(6) = 3 und
n(4) = n(7) = 4. Dies ist aber kein Widerspruch, denn es ist a; 4 # 0 und

n4)—-n(l)y=4-1=3+#1.

Die Matrix A ist also nicht konsistent geordnet. Nummeriert man die Knoten wie in Abbil-
dung 3.37c, so ist die Matrix konsistent geordnet, wie der Leser bestatigen moge.

Wir stellen nun die Eigenschaften der Koeffizientenmatrizen der bei der numerischen Lésung
von Feldproblemen sich ergebenden Gleichungssysteme zusammen:

= A ist eine L-Matrix.
= A ist schwach diagonaldominant.
= A ist irreduzibel.

Bei Verwendung des Differenzenverfahrens gilt weiterhin, wenn das Gitternetz nur aus einem
Teilbereich besteht:

= A ist symmetrisch.
= A besitzt die Property (A), falls keine periodischen Randbedingungen gefordert sind.

= Bei periodischen Randbedingungen etwa in y-Richtung ist die Property (A) nur
vorhanden, wenn die Anzahl der Gitterlinien y = const ungerade ist. Die Anzahl der
Rechenpunkte pro Gitterlinie ist dann gerade. Durch Umnummerieren der Spalten
kann A konsistent geordnet werden.



Besteht das Gitternetz aus mehr als einem Teilbereich, so ist A weder symmetrisch noch
besitzt es die Property (A). Bei Verwendung der Methode der finiten Elemente ist A
symmetrisch, besitzt jedoch im allg. nicht die Property (A).

3.5.3 Direkte und iterative Losungsverfahren

Zur Lésung linearer Gleichungssysteme stehen zwei Gruppen von Lésungsverfahren zur
Verfligung, ndmlich erstens direkte und zweitens iterative Verfahren. Die direkten Verfahren
liefern die Losung durch Anwendung eines aus endlich vielen Schritten bestehenden Algo-
rithmus, zu ihnen gehoren z. B. die Cramer'sche Regel, der Gauss’sche Algorithmus und
das Choleski-Verfahren. Die exakte Losung wird nur erhalten, wenn man zur Darstellung
von Zahlen unendlich viele Dezimalstellen zur Verfligung hat. Da dies nie der Fall ist, muss
der bei diesem Rechenschritt auftretende Rundungsfehler und seine Fortpflanzung wahrend
der folgenden Rechenoperationen einer besonderen Betrachtung unterzogen werden. Er
bestimmt letztlich die erreichbare Genauigkeit. In ungiinstig gelagerten Fallen kann er das
Endergebnis so verfalschen, dass es mit der gesuchten Lésung nichts mehr zu tun hat.

Bei den iterativen Verfahren wird ein meist sehr einfacher Algorithmus auf die bereits
errechnete Naherung wiederholt angewendet. Ist das Iterationsverfahren konvergent, so strebt
die Differenz x" — x zwischen dem Naherungsvektor x und dem Losungsvektor fiir n — oo
gegen den Nullvektor. Rundungsfehler brauchen bei konvergierenden lterationsverfahren
nicht beriicksichtigt zu werden, da sie wahrend der lteration ebenso abgebaut werden, wie
die zu Beginn der Iteration vorhandenen Abweichung. Die theoretische Vorausberechnung
der Konvergenz des benutzten Verfahrens ist jedoch fiir ein allgemeines anwendbares
Loésungsverfahren von groBer Wichtigkeit.

Bei der Losung von Gleichungssystemen hoher Ordnung, die bei der Lésung von nichtli-
nearen Feldproblemen auftreten, werden iterative Verfahren bevorzugt, weil sie einfacher
zu programmieren sind und im allg. weniger Speicherplatz ben&tigen. AuBerdem kann der
Iterationsprozess jederzeit abgebrochen werden, wenn die erzielte Genauigkeit ausreicht.
Dies ist besonders giinstig bei nichtlinearen Feldproblemen.

3.5.4 Die Konvergenz iterativer Verfahren

Wir schreiben das zu l6sende Gleichungssystem

N

Dawxe=ci, i=12..,N (3.58)
k=1



in folgender Form:

N
aiixiz—Z'aikxk+ci, i=12,...,.N
k=1

in dem wir in der i-ten Gleichung alle Terme auBer a;; x; auf die rechte Seite bringen.
Dividieren wir die i-te Gleichung auBerdem durch a;; # 0, so ergibt sich

N
1 Ci
xi=— ) ‘ajpxp + — . 3.59
' ajj ; ' ajj ( )

Aquivalent zu der Komponentenschreibweise ist die Matrizendarstellung. Dazu zerlegen wir
die Matrix A des Systems

Ax=c (3.60)

in eine Matrix D, die nur Diagonalglieder enthalt und zwei weitere Matrizen U (upper) und
L (lower), die nur Elemente oberhalb bzw. unterhalb der Hauptdiagonale von A enthalten:

A=D-U-L. (3.61)

Fir D, U und L gelten die Darstellungen

Gleichung (3.60) nimmt dann die Form an
x=D'(L+U)x+D'c=Bx+c’. (3.62)
Die hier definierte Matrix
B=D'(L+0U)
mit den Elementen
Aik

bjx=——, i#k, bi; =0 (363)

Aaii

nennt man die zugeordnete Jacobi-Matrix. Gleichung (3.59) bzw. (3.62) ist nur eine
andere Schreibweise fiir die vorgelegte Gleichung (3.58) bzw. (3.60). Sie wird zu einer



Iterationsvorschrift, wenn wir rechts die ,alte” Naherung x™ einsetzen und daraus die
,neue" Naherung x"*1 berechnen:

"V =D L+ U)xW +D e =Bx™ 4+ ¢’ (3.64)
bzw.
CESO N S v D W < S
X, = — aipx, +—, i=1,2,...,N. 3.65
' ajj Z T (3.65)

Man nennt die durch (3.64) bzw. (3.65) definierte Iterationsvorschrift die Jacobi-Iteration
oder das Gesamtschritt-Verfahren. Kennzeichnend ist, dass zuerst alle ,neuen Komponenten
von x"*1D berechnet werden, bevor x™ durch x*1 ersetzt wird.

Uns interessiert die Abweichung des Vektors x™ vom Lésungsvektor x. Sie wird dargestellt
durch den sog. Fehlervektor

g =x —x (3.66)
Subtrahiert man (3.64) von (3.62) und beachtet (3.66), so ergibt sich

et = g
Der Fehlervektor £*1) nach der (n + 1)-ten Iteration ergibt sich durch Multiplikation des

Fehlervektors €™ mit der Jacobi-Matrix. Wendet man Gleichung (3.61) wiederholt an, so
ergibt sich

g™ =B
Dabei ist £ die Abweichung der Anfangsnaherung vom wahren Wert. Von Interesse ist nun
die Frage, welche Bedingungen die Jacobi-Matrix B erfiillen muss, damit alle Komponenten

von €™ fiir n — oo gegen Null streben. Trifft dies zu, so nennt man das Verfahren
konvergent, im anderen Fall divergent.

Dazu dient folgende Uberlegung:

Zu jeder N x N-Matrix, also auch zu B, gibt es eine gewisse Anzahl ausgezeichneter
Vektoren y;, die sich bei der durch B vermittelten Transformation bis auf einen Zahlenfaktor
reproduzieren. Fiir diese Vektoren y; gilt

By =piyi. (3.67)

Man nennt y; die Eigenvektoren zu B, u; die Eigenwerte. Eine N X N-Matrix hat im allg.
verschiedene Eigenvektoren und ebenso viele Eigenwerte.

Nun nehmen wir an, dass man jeden beliebigen Vektor, also auch &£ als Linearkombination
der N Eigenvektoren y; von B darstellen kann:

N

g% = ZCiJ’i .

i=1



Multipliziert man beide Seiten n-mal mit B und beachtet (3.67), so ergibt sich

N

&= il yi . (3.68)

i=1
Aus dieser Beziehung lasst sich die Konvergenzbedingung direkt ablesen:

Die Jacobi-Iteration konvergiert fiir jede Vorgabe des Vektors £(?) dann, wenn alle Eigenwerte
der Jacobi-Matrix dem Betrage nach kleiner als 1 sind:

lwl <1, i=12...,N. (3.69)

Wenn auch nur ein Eigenwert von B die Ungleichung (3.69) nicht erfiillt, so wachst im allg.
der Betrag von €™ fiir n — oo iiber alle Grenzen.

Sind die Eigenwerte y; alle dem Betrag nach kleiner 1, so wird die Konvergenz durch den
absolut groBten Eigenwert (etwa uy) bestimmt. Fir hinreichend groBe n sind namlich alle
anderen Anteile relativ zum Anteil k vernachlassigbar und es gilt dann fir n — oo

" = i} i .

Der Betrag des Fehlervektors wird dann bei jedem lterationsschritt mindestens um den
Faktor |ug| reduziert:

gDt

ooy~ =l

Man nennt den Betrag des absolut groBten Eigenwertes einer Matrix M den Spektralradius
der lterationsmatrix M und bezeichnet ihn mit p(M):

p(M) = max(|m;|)
mit m; als Eigenwerte von M.

Die Konvergenz der Jacobi-lteration wird durch den Spektralradius p(B) der Jacobi-Matrix
bestimmt, das Verfahren konvergiert umso besser, je kleiner p(B) ist.

Wir betrachten nun eine zweite lterationsmethode, die unter dem Namen Gauss-Seidel-
Verfahren oder Einzelschrittverfahren bekannt ist. Sie unterscheidet sich vom Gesamtschritt-
verfahren dadurch, dass jede neue errechnete Komponente nach ihrer Berechnung sofort fiir
die weitere Iteration verwendet wird. Die lterationsformel lautet

x =p (Lx"V +Ux™)+ D7 e (3.70)
oder in Komponentenschreibweise

1 i—1
(n+1) _ (n+1) (n)
x\ __a—ii{Zal xk Z a,kxk } p .

k=1 k=i+1



Die Iterationsvorschrift (3.70) kann auch in der Form
x"D =D -L)'Ux™ +D-L) "¢

geschrieben werden, aus der die Iterationsmatrix L sofort zu entnehmen ist:
Li=D-L)Y'U.

Das Gauss-Seidel-Verfahren ist nicht nur einfacher zu programmieren, es konvergiert auch
besser. Wir werden spater sehen, dass zwischen den Eigenwert u; von B und v; von L; die
Relation

vi = u? (3.71)

besteht. Wenn alle |u;| < 1 sind, so trifft dies auch fiir die |v;| zu. Ebenso ist der Spektral-
radius p(L1) immer kleiner als p(B).

Bevor wir weitere lterationsverfahren studieren, wollen wir versuchen, die GroBe der Eigen-
werte von B und damit nach (3.71) auch die Eigenwerte von L; abzuschatzen.

3.5.5 Abschitzung der Eigenwerte

Theorem 3.1 (Satz von Gerschgorin) Alle Eigenwerte einer N X N-Matrix A mit kom-
plexen Elementen a;i liegen in der Vereinigung der N Kreisscheiben:

|z —aii| <1

N
ri = Z,laikl .
k=1

Abbildung 3.38 bringt den Inhalt dieses Satzes fiir die folgende irreduzible 4 X 4-Matrix zum
Ausdruck:

2+j2 1 0 0
A it 3+j : 1
] 1 5+j2 0
j i 0 4+j3

Fir die Matrix ist

rn=1, rn=2, r3=2, rp,=15.



Abb. 3.38: Beispiel zum Satz von Gerschgorin

Die Eigenwerte dieser Matrix liegen in dem stark umrandeten Gebiet der komplexen z-Ebene.
Die bei dieser Konstruktion auftretenden Kreise nennt man die Gerschgorin Kreise der
Matrix A.

Wir wollen nun die Gerschgorin Kreise der Jacobi-Matrix B = (b;;) ermitteln. Nach Glei-
chung (3.63) sind alle b; = 0, d. h. der Mittelpunkt aller Gerschgorin Kreise ist der Nullpunkt.
Fir die Radien gilt

N

l’i:E/

k=1

1 N

=T Z’laikl, i=1,2...,N. (3.72)
k=1

dik

aiji

Nun hatten wir im Abschnitt 3.5.2 bereits festgestellt, dass sowohl beim Differenzenverfahren
als auch bei der Methode der finiten Elemente stets schwach diagonaldominante Matrizen
auftreten. Deshalb gilt nach (3.72)

ri<1,

womit jedoch die Konvergenz noch nicht gesichert ist, denn einer der Eigenwerte konnte
immer noch den Betrag 1 haben. Die Lage der Eigenwerte wird jedoch durch den folgenden
Satz noch weiter eingeschréankt.

Theorem 3.2 Ljegt ein Eigenwert einer irreduziblen N x N-Matrix auf dem Rand eines
Gerschgorin Kreises, so liegt er auf dem Rand aller Gerschgorin Kreise.



In Abbildung 3.38 gibt es keinen Punkt, der auf dem Rand aller vier Gerschgorin Kreise
liegt, also kann keiner der vier Eigenwerte auf dem Rand eines Gerschgorin Kreises liegen.

Da die Matrix A stets schwach diagonaldominant ist, gibt es fiir die Jacobi-Matrix mindestens
ein Gerschgorin Kreis mit r; < 1. Daher kénnen auf dem Rand der Gerschgorin Kreise mit
r; = 1 keine Eigenwerte liegen. Alle Eigenwerte u; der Jacobi-Matrix geniigen also der
Ungleichung

,ul-<1, i:1,2,...,N.

Damit ist die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens bei der numerischen Lésung von
Feldproblemen mathematisch bewiesen.

Uber die Lage der Eigenwerte von B gelten auBerdem folgende Aussagen:
= Wenn A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte von B reell.

= Wenn A irreduzibel ist und die Property (A) besitzt, dann ist, falls u Eigenwert von
B ist, auch —u Eigenwert von B.

Wie die Darstellung (3.68) zeigt, wird die Konvergenz der lteration fiir n — oo durch
den absolut gréBten Eigenwert, d.h. durch den Spektralradius bestimmt. Es gilt dann
naherungsweise fir das Gesamtschrittverfahren

Ll P (3.73)

B
und fiir das Einzelschrittverfahren wegen (3.71)

|8(n+1)|

= p*(B) .

()]

Der Faktor, um den der Betrag des Fehlervektors bei jedem lterationsschritt verkleinert
wird, ist durch den Spektralradius der jeweiligen Iterationsmatrix gegeben.

Wir werden spater noch iterative Verfahren zur Berechnung von p(B) kennenlernen. Hier sei
mitgeteilt, dass p(B) bei einem praktischen Feldproblem mittlerer GroBe etwa im Bereich

0,99 < p(B) < 0,9999
liegt. Wendet man Gleichung (3.73) wiederholt an, so erhalt man

)]
0]

p"(B) =&,

wobei || die GroBe des Fehlervektors zu Beginn der Iteration bedeutet. Soll der Be-
trag des Anfangsfehlers um 1/& verkleinert werden, so sind dazu bei der Benutzung des
Gesamtschrittverfahrens
_ Ine
" upB)

(3.74)



Iterationen erforderlich. Fiir z. B. p(B) = 0,999 und & = 0,001 sind dies ca. 6900 lterati-
onszyklen. Zur Lésung des nichtlinearen Feldproblems miissen solche Systeme etwa 20 bis
50 mal gelost werden. Der damit entstehende Rechenaufwand erscheint dann nicht mehr
vertretbar.

3.5.6 Das SOR-Verfahren

Schon lange war bekannt, dass die Konvergenz des Gauss-Seidel-Verfahrens durch einen
einfachen Trick wesentlich gesteigert werden kann:

Nach Ablauf des Gauss-Seidel-Algorithmus wird noch eine Extrapolation angeschlossen. Die
sich ergebende lterationsvorschrift lautet

i-1 N
1
x! Z bixk x},(anr ) 4 Z bik x](cn) +cj
k=1 k=i+1

4

x§n+1) _ xl(n) T w (xl/ _xlf”)) ) (3.75)

Dabei ist w der sog. [terationsparameter, ein Zahlenfaktor. Bessere Konvergenz erhilt man
nur, wenn 1 < w < 2 gewahlt wird, fiir w < 1 ist die Konvergenz schlechter, fir w > 2
divergiert das Verfahren (3.75).

Dieses Verfahren ist unter dem Namen SOR bekannt?, es wurde im Jahre 1954 von Young
mathematisch begriindet[23]. Heute existiert eine umfangreiche mathematische Theorie, die
immer wieder auf neue Anwendungsmoglichkeiten fiihrt.

Im folgenden sollen die Grundziige der Young'schen Theorie ohne Anspruch auf mathemati-
sche Strenge vorgestellt werden.

Wir geben zunachst die Darstellung der Iterationsmatrix L, an, definiert durch
"D =L, x™ D e, (3.76)

wobei ¢ " ein hier unwesentlicher konstanter Vektor bedeutet. Mit den Bezeichnungen der
Zerlegung (3.61) erhalt man zunachst fir (3.75)

x' = D! (L x™ 4 Ux(")) +D7le

xD = Xy (x’ - x(")) :

2successive overrelaxation



Eliminiert man x” und vergleicht dies mit (3.76) so ergibt sich fiir die Matrix L,
-1
L, = (I—a)D_l L) ((1 —w) I +wD! U) .

Wir interessieren uns fiir die Eigenwerte der Matrix L,,, deren Betrage die Konvergenz des
SOR-Verfahrens bestimmen. Grundlegend fiir die Theorie ist der folgende, erstmalig von
Young bewiesene Satz:

Theorem 3.3 Fiir ein vorgelegtes Gleichungssystem
Ax =c
erfiille die Koeffizientenmatrix A folgende Bedingungen:
1. A besitzt die Property (A) und sei konsistent geordnet.

2. A hat positive Diagonalelemente.

Ferner soll zwischen den beiden Zahlen u, A folgende Relationen bestehen:
A+w-12=w?p?1. (3.77)

Dann gilt

= Wenn u ein Eigenwert der zugeordneten Jacobi Matrix B ist, so ist A ein Eigenwert
von L,,.

= Wenn A ein Eigenwert von L, ist, so ist u ein Eigenwert von B.
Von den Eigenwerten u der Jacobi Matrix B wissen wir aus Abschnitt 3.5.5, dass sie reell
sind, falls A symmetrisch ist, und zwischen —p(B) und +p(B) liegen:
-p(B) < u < +p(B) . (3.78)

Diese Eigenschaften der Eigenwerte erlauben es, die Lage der zugehdrigen Eigenwerte von
L., zu ermitteln.

Da wir spater auch komplexe u betrachten, ist es zweckmaBig, die durch (3.77) vermittelte
Abbildung der komplexen u-Ebene auf die komplexe A-Ebene zu studieren. Wir setzen
o = VA und erhalten zunachst

rw-l=pwo (3.79)

oder




Nun betrachten wir einen Kreis
oc=pd?¥

in der o-Ebene. Die Bildkurve in der u-Ebene hat die Darstellung

1 . 1 .
u=— (pe“"+w e_J"D)
w p

oder

Elm &

R(w) (p+w_1) cos ¢
P

3(w) (p— wT?l) sing .

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen

a = i(m‘”;l) (3.80a)
b = é (p—‘”T‘l) . (3.80D)

Bei der Abbildung (3.79) der o- auf die u-Ebene gehen Kreise der o-Ebene in Ellipsen der
u-Ebene iiber. Der Streckenzug (3.78) auf der reellen Achse der u-Ebene, auf dem falls A
symmetrisch ist alle Eigenwerte u; von B liegen, kann aufgefasst werden als eine Ellipse mit
den Halbachsen a = p(B), b = 0. Setzt man dies in (3.80) ein, so ergibt sich

4(w-1)

a’ = p’(B) = —

w

oder nach w aufgeldst

w = wp= H\/% mit a = p(B) (3.81)
2 2 2
p° = p(Lw):w—le\/T_aQ—l. (3.82)
Ohne Beweis sei mitgeteilt, dass die entsprechenden Formeln fiir b # 0 lauten:
: 2
YT Ve
ple) = (-2

a-b’
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Abb. 3.39: Lage der Eigenwerte von L,,

In Abbildung 3.39 ist der Verlauf von p(L,,) als Funktion von w mit a, b als Parameter
dargestellt. Betrachtet man z. B. den Kurvenzug a = 0,99, so erkennt man fiir ansteigendes
w ein Absinken von p(L,), bis bei dem durch (3.81) gegebenen Wert eine Spitze mit
linksseitig vertikaler Tangente auftritt. Fiir groBere w steigt p(L,,) linear an, bei w = 2 wird
der Wert p(L,,) = 1 erreicht.

Wir wollen den Konvergenzgewinn gegeniiber dem Gesamtschrittverfahren abschatzen. Setzt
man

p(B)=1-¢ mit & <1
dann wird fiir w = wyp
2
1+4/1-(1-¢)2

Fir p(B) = 0,999 nimmt p(L,,) den Wert

—-1=1-2V2e.

p(Lw) =

o(Ly,) = 1 - 2~/0,002 = 0,9106

an. Nach (3.74) betragt die Zahl der SOR-Iterationen, die man benétigt, um den Betrag
des Fehlervektors um den Faktor &’ = 0,001 zu verkleinern

Inl/e’
nl/e _

N =7 _
SOR T T (L)



gegeniiber 6900 lterationen des Gesamtschrittverfahrens.

Wenn die Matrix A des Gleichungssystems nicht symmetrisch ist, so brauchen die Eigenwerte
der Jacobi Matrix B nicht reell zu sein. Es ist jedoch anzunehmen, dass sie bei schwacher
Unsymmetrie von A in der Nahe der reellen Achse liegen und durch eine flache Ellipse
eingeschlossen werden. Abbildung 3.39 zeigt, dass der Konvergenzgewinn dann nicht mehr
ganz so groB ist.

3.5.7 Berechnung des Spektralradius der Jacobi Matrix

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass der Spektralradius p(B) der Jacobi-Matrix bekannt ist.
Tatsachlich kann p(B) nur in wenigen Fallen auf einfache Weise vorausberechnet werden.
Bei Verwendung eines zweidimensionalen dquidistanten Gitternetzes mit N Gitterpunkten
und Abwesenheit magnetisierbarer Werkstoffe gilt

2

T
B)=cos— ~1—— .

Fir N = 1000 ergibt sich
p(B) =0,99506 .

Der hier angenommene Fall eines Modellproblems ist in der Praxis zwar nur von unterge-
ordneter Bedeutung, zeigt aber, wie die Konvergenz bei wachsendem N abnimmt. Man
erwartet ein gleiches Verhalten auch fiir realistische Feldprobleme. Zur Berechnung von
p(B) fir ein praktisches Feldproblem wird das Einzelschrittverfahren mit ¢ = 0 benutzt:

N
(n+1) Zb y(n+1) " Z bik x]((n) )

k=i+1

Zu Beginn der lteration setzt man alle x; = 1. Wahrend der lteration werden berechnet:

N
Z xl(n-%—l) xl(n+1)
1 = i=1
o gxm) (n)
i=1
x(n+1)
Ano = max (n)
(n+1)

A = mln

™



Es gilt immer
A < A < Ao

und der gemeinsame Grenzwert A der drei Folgen A,,,,, A, A0 ist gegeben durch
1= p*(B).

Zum Schluss sollen noch Erfahrungsregeln lber die GroBe von p(B) und damit iber die
Konvergenz aller hier betrachteten Verfahren mitgeteilt werden.

= Die Konvergenz wird erhoht, wenn an méglichst vielen Gitterpunkten die SystemgroBe
selbst vorgeschrieben wird.

= Die Konvergenz wird sehr stark verschlechtert, wenn die Gitterabstdnde sehr unter-
schiedlich sind. Das Verhaltnis des groBten Gitterabstandes zum kleinsten Gitterabstand
sollte nach Moglichkeit den Faktor 10 nicht iiberschreiten.

» Dreidimensionale Probleme konvergieren bei gleicher Punktzahl besser als zweidi-
mensionale. Bei Erhéhung der Punkte nimmt die Konvergenz bei dreidimensionalen
Problemen nicht so stark ab wie bei zweidimensionalen.

3.5.8 Das Block-SOR-Verfahren

Wenn beim Differenzenverfahren das Gitternetz aus mehreren Teilbereichen zusammen-
gesetzt ist, so besitzt die Matrix A nach Abschnitt 3.5.2 nicht die Property (A). Die
hinreichenden Voraussetzungen zur Anwendung des SOR-Verfahrens sind dann nicht erfiillt,
d. h. Gleichung (3.77) braucht nicht zu gelten. Iteriert man trotzdem nach SOR, so ist
die Konvergenz zwar besser als beim Einzelschrittverfahren, bleibt aber hinter der SOR-
Konvergenz weit zuriick. Theoretische Aussagen (iber die Konvergenz kénnen dann nicht
mehr gemacht werden.

Um diese unbefriedigende Situation zu beseitigen, wendet man das Block-SOR-Verfahren
an, das wir im folgenden zunachst am Beispiel des Netzes von Abbildung 3.34, das zu der in
Tabelle 3.2 auf Seite 289 dargestellten Matrix A fir das Gleichungssystem (3.58) Ax = ¢
fihrte, erlautern wollen.

Wir fassen die Unbekannten x; bis x4, x5 bis xg, xg bis x15, x16 bis x99 und x21 bis xo5



jeweils zur Vektorunbekannten x/, x., x’, x, x. zusammen.
X X3ty Xy

X9
X10 X16 X21
X1 X5
X11 X17 X22
r _ X2 r X6 ’ [ [
X1 = Xy = X3 =1 X12 Xy =1 X18 X5 = Xo3
X3 X7
X13 X19 X24
X4 X8
X14 X20 X25
X15

Jede Vektorunbekannte oder Block enthalt soviel Elemente, wie Rechenpunkte auf einer
Zeile des Netzes vorhanden sind. Ein Teil der Matrixelemente a;; beschreibt Verkniipfungen
zwischen Variablen innerhalb eines Blockes, ein anderer Teil Verkniipfungen zwischen
Variablen verschiedener Blocke. Wenn man die Elemente in dieser Weise von einander
unterscheidet, dann gelangt man zu einer sog. Blockung der Matrix, die in Tabelle 3.2
(S. 313) eingetragen ist. Als Blockmatrix hat A die folgende Struktur:

D, -B; 0 0 0
—-Ay Dy —-Bs 0 0
A=| 0 -As Dy -By; 0 |. (3.83)
0 0 -Ay Dy -By
0 0 0 -As; Ds

Dabei sind die D; quadratische Matrizen, die A;, B; im allgemeinen Fall Rechteckmatrizen.
Da nur 3 Diagonalen der Blockmatrix A von Null verschieden sind, nennt man A auch
blocktridiagonal.

Wir kénnen nun zu den bisher betrachteten lterationsverfahren, Gesamtschrittverfahren, Ein-
zelschrittverfahren und SOR die entsprechenden Block-Verfahren definieren. Dazu zerlegen
wir A formal in gleicher Weise wie in (3.61):

A=D-U-L,

wobei aber jetzt D eine Block-Diagonalmatrix, U eine obere und L eine untere Blockdrei-
ecksmatrix bedeuten. Die Block-Jacobi Matrix lautet

B=D'(U~+L)

und das Blockeinzelschrittverfahren nimmt speziell fiir die tridiagonale Blockmatrix der
Form (3.83) die Form an

/D) Di—l (Aix{(n+1) + Bix/(n) " Cl/) , i=12....5 (3.84)

i i i+1



mit A1 = 0,B5 = 0. Fiir das Block-SOR-Verfahren erhdlt man analog zum Punkt-SOR-
Verfahren

x; = Dl_1 (Al x;(_"lﬂ) + Bl' x:g"l) + Cl,)

4

/D) x;(n) +w (xl' - x;(n)) . (3.85)

Entscheidend fiir die Anwendung dieses Verfahrens ist, ob A als Blockmatrix die Property
(A) besitzt. Dies ist in der Tat der Fall, denn der zugeordnete Graph der Blockmatrix (3.83)
hat die einfache Form

1 2 3 4 5

S T S T S

Daraus lassen sich Property (A) und konsistente Ordnung sofort ablesen.

Da die Untermatrizen D; keine Diagonalmatrizen sind, muss bei der Anwendung des
Algorithmus (3.85) ein kleines Gleichungssystem direkt aufgelost werden.

3.5.9 Direkte Auflosung eines linearen Gleichungssystems mit tridiagonaler
Koeffizientenmatrix

Wir schreiben in (3.84) das fiir ein beliebiges i zu l6sende Gleichungssystem in der Form
Dx=c. (3.86)

Die Matrix D = D; hat die Form

a _bl 0 . -p
. . c X
—b1 as . . 0 ! !
c2 X9
D = 0 T. e e C = . X =
am-1  —bm-1 Cm Xm
_p 0 DY _bm—l am

Die rechte Seite ¢ = (¢;) erhadlt man, indem man die auf der rechten Seite von (3.84)
vorgeschriebenen Rechenoperationen ausfiihrt.

Der Term p in der rechten oberen und linken unteren Ecke von D tritt nur auf, wenn
periodische Randbedingungen vorgegeben sind. Charakteristisch fiir die folgenden Verfahren



ist, dass man D als Produkt aus einer oberen und einer unteren Dreiecksmatrix darstellt:

S1 s1 N 0 q1
ri 59 So I q2
p=|lo . - : oot |=s-8T. (387)

q 42 - Tm-1 Sm Sm

Durch Ausmultiplizieren und Vergleich der Matrixelemente erhalt man

S% = a
sirt = —=by
sitq1 = —p
Zyr2, = fir i=23 2
si+rl, = o ur i=23,....,m-—
Sir = —bi
ric1gi-1+siqi = 0
Sm-1tm-1 = —b;
m—2
2, 2 2 _
G +Tm +Sm = am



Daraus lassen sich die gesuchten s;, g;, r; aus den gegebenen a;, b;, p berechnen:

s1o= Nar

by
rno= o
1
_ p
q = _E
s; = al-—rl.z_1 fuar i1=2,3,...,m—-2
b;
ri = —;
1
_ ri-14i-1
qi = T,
1
s = a —r2
m-1 = m—1 m—2
1
'm-1 = _S (bm—l + Fm-2 Qm—2)
m—1
dm-1 =

'm =

dm =

%)
3
Il
o o 2 ]
Q
3
|
<
|
|
gl
N
)
N

Mit (3.87) nimmt (3.86) die Form
SSrx=c¢

an und kann nun rekursiv leicht gelost werden.

Setzt man abkirzend
y=0i)=S8rx

so lautet der Formelplan

1
yr = -
S1
1 N .
vi = — (¢ —ri—1Yi-1) fir i1=23,...,m-1
S
1 m-2
Ym = — |Cm —Tm-1Ym-1— qk Yk

Sm k=1



und

Ym
Xm = s—
m
1
Xm-1 = S (ym—l_rm—lxm)
o
xX; = ;(yi—rixiﬂ—qixm) fir i=m-2,...,3,2,1.
1

Dies kann weiter vereinfacht werden, wenn man setzt

.1 . Ci . i . Ti
si__’ Ci__a qi__’ ri_ :
Si Si Sm Si+1
Es gilt dann
— *
yr = G
i = ¢ —rqyi-1 far i=23,....m—-2
m—2
_ * * *
Ym = Cp —Tp1Ym-1— qi Yk
k=1
im = Ym
Zm-1 = Ym—1—"Tpm_1Zm fur i=m-2,...,3,2,1
* *
0= Yi— 1 Zi+1 —4; im
X; = S;k i -

Sind keine periodischen Randbedingungen vorgegeben, so wird p = 0 und damit ¢; = 0. Der
Algorithmus vereinfacht sich dann etwas und es sind pro Unbekannte 3 Multiplikationen
und 2 Additionen auszufiihren. Dazu kommen noch 2 Multiplikationen und 2 Additionen zur
Berechnung der rechten Seite. Der Rechenaufwand ist also nur unwesentlich groBer als die
Ausfiihrung eines Punkt-SOR-Zyklus, die 4 Multiplikationen und 5 Additionen erfordert.

Das hier beschriebene Verfahren ist unter dem Namen Choleski-Verfahren oder Square-root-
Verfahren bekannt. Es ist nicht die einzige Methode zur direkten Aufldésung tridiagonaler
Systeme. Andere Verfahren erlauben es, das System direkt, d. h. ohne vorherige Bestim-
mung von HilfsgroBen zu I6sen, sie erfordern dann aber einen héheren Rechenaufwand pro
Zyklus. Die s7,r}, g; brauchen aber nur einmal errechnet zu werden, so dass der geringere
Rechenaufwand wahrend der Iteration starker ins Gewicht fallt.



3.6 Das nichtlineare magnetische Feldproblem

3.6.1 Weichmagnetische Stoffe

In allen bisherigen Abschnitten wurde vorausgesetzt, dass die Permeabilitat u eine anisotrope,
d. h. richtungsabhangige Funktion des Ortes ist. In Wirklichkeit besteht aber ein komplizierter,
von der Vorgeschichte abhangiger Zusammenhang zwischen B und H.

Wir beschranken uns im folgenden auf den einfachen Fall weichmagnetischer Werkstoffe.
Die Vektoren B und H sind dann gleichgerichtet und ihre Betrdge durch eine eindeutige
nichtlineare Funktion

|B| = f(IH|) (3.88)
miteinander verkniipft. Die Beziehung zwischen B und H lautet dann
B=uH,
wobei u gegeben ist durch
p= 1B
|H |

Das nichtlineare Feldproblem wird auf die folgende Weise gelost:

Man beginnt mit einer geschatzten Verteilung von u, berechnet daraus die Koeffizienten und
beginnt die lteration. Noch bevor die genaue Lésung errechnet ist, wird der Iterationsprozess
unterbrochen und aus der dann bekannten Naherung fiir H nach (3.88) die neue Verteilung
der u ermittelt. Es ergeben sich neue Koeffizienten des Gleichungssystems, mit denen die
Iteration fortgesetzt wird. Sind die Anderungen der u kleiner als eine vorgegebene Schranke,
so ist das nichtlineare Feldproblem naherungsweise gelost.

Diesem Vorgehen sind die iterativen Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme
sehr gut angepasst. Man kann die Iteration jederzeit abbrechen, wenn einem die erreichte
Genauigkeit ausreichend erscheint. Bei Verwendung direkter Verfahren dagegen muss man
immer einen konstanten Rechenaufwand erbringen und erhilt die genaue Losung, die jedoch
nicht benétigt wird, weil die Koeffizienten ohnehin wieder korrigiert werden miissen. Damit
hat man jedes Mal das , falsche” System gelost.

Es ist klar, dass es fiir die Genauigkeit bei der Lésung linearer Systeme ein Optimum geben
muss. Zur Neuberechnung der u und der Koeffizienten wird etwa der gleiche Rechenaufwand
benétigt wie zur Durchfilhrung von ca. 10 SOR-Zyklen. Ist eine zu geringe Genauigkeit
vorgegeben, so wird ein zu groBer Anteil der gesamten Rechenzeit fiir die Berechnung der u
und der Koeffizienten verwendet. Umgekehrt fiihrt die Vorgabe einer sehr groBen Rechenge-
nauigkeit dazu, dass zu viel Rechenzeit zur Lésung des ,falschen" Systems aufgewendet
wird. Die Verwendung iterativer Verfahren gestattet es, die Genauigkeitsforderung und damit
den gesamten Rechenaufwand zu optimieren.



3.6.2 Neuberechnung der Permeabilitaten

Zunachst behandeln wir den einfacheren Fall isotroper Werkstoffe, der z. B. bei Verwendung
von massivem Eisen auftritt.

X
BXQ
A1 A2
By Byo
hy ¢— B —
x1
y y
| ha !

Abb. 3.40: Neuberechnung der Permeabilitaten bei Verwendung des Vektorpotentials

Abbildung 3.40 zeigt einen zweidimensionalen Elementarbereich, in dessen Innern die

Permeabilitat aus dem Vektorpotential bestimmt werden soll. An den vier Ecken mége A,

die Werte Ay, Ao, Az, A4 annehmen. Aus A; errechnet man mit Hilfe der Gleichung (3.26)
0A, 0A,

By =—, By, = —
Y 9y Y 0x

die Komponenten der Induktion B an den Streckenmitten. Man erhalt nach Abb. 3.40

A=Ay Fa T
_ M7 o =

A~ A
hy hy -

h

A~ A

B
x1 hl

By Bys . (3.89)

Ist das Rechteck nach Abb. 3.40 voll mit Eisen belegt, dann nimmt die Induktion im
Eisenbereich den Betrag

1
Bl = 5 (Bua + Bl + (B + Byo)? (3.90)

an. Die Materialkennlinie |H| = g(|B]) liefert den zugehdérigen Wert fiir H, und die reziproke
Permeabilitat folgt aus

1 H

Wenn der Bereich nicht voll mit Eisen belegt ist, so diirfen von den vier B-Werten nach
Gleichung (3.89) nur diejenigen zur Berechnung von |B| herangezogen werden, die zu einer
an Eisen angrenzenden Seite gehdren. Bei der in Abbildung 3.41a dargestellten Teilbelegung
sind dies z. B. die Komponenten Byi und Bys. Anstelle von (3.90) tritt jetzt die Gleichung
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Abb. 3.41: Neuberechnung der Permeabilitaten

|B| = ,/de + 352 )

Entsprechende Formeln gelten fiir die drei tibrigen Falle.

Bei Verwendung des skalaren Potentials sind zunachst die Komponenten von H; an den
Streckenmitten bekannt (Abb. 3.41b). Die Werte des skalaren Potentials an den vier
Eckpunkten seien ¢1, ¢o, ¢3, ¢4. Fir die Komponenten von H an den Streckenmitten ergibt
sich aus dem Ansatz (3.29) bzw. (3.31)

1 1
Hy = Hiy - n (61— 93), Hyy = Hixo — " (¢2 — ¢4), (3.92a)

1 1
Hyy = Hy - s (b4 — #3), Hyo = Hiyo — s (92— 1) . (3.92b)

Aus den Komponenten von H an den Streckenabschnitten erhilt man analog zu den voran-
gegangenen Uberlegungen die magnetische Erregung im Innern des jeweiligen Eisenbereichs.
Ist der Bereich voll mit Eisen belegt, so ergibt sich

1
B = 5\(Hay + Hoo)? + (Hyy + Hyo)?

und z. B. fiir die Belegung nach Abb. 3.41a

H| = \JHZ, + H .

Die Berechnung von |B| aus der Kennlinie |B| = f(|H]|) ist analog zu (3.91) durchzufiihren,
Argument und Funktionswert sind aber jetzt zu vertauschen.

Auch im dreidimensionalen Fall treten—abgesehen von der erhéhten Rechenarbeit—keine
zuséatzlichen Schwierigkeiten auf. Lediglich die Anzahl der zu untersuchenden Falle nimmt
zu, da es mehr Moglichkeiten gibt, einen dreidimensionalen Bereich zur Halfte mit Eisen zu
belegen, als einen zweidimensionalen. Die Erregung setzt sich jetzt aus drei Komponenten
zusammen, die analog zu (3.92) berechnet werden kdnnen.
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Wilhelm Mller
4 Berechnung von Kraften im Innern von
Eisenkorpern

Es werden verschiedene Methoden zur Berechnung der Magnetkrafte im Innern eines
Eisenstiicks untersucht. Alle Methoden fiihren auf die bekannte Formel des Maxwell'schen
Spannungstensors. Die Ersatzstrom- und die Ersatzladungsmethode liefern eine anschauliche
Vorstellung iiber die physikalische Ursachen der Kraftdichte.

4.1 Einleitung

Die Berechnung der Kraftdichte im Innern eines Eisenkérpers ist auch heute noch eine
Aufgabe, die haufig Anlass gibt zu Missverstandnissen und falschen Interpretationen. So
wird z.B. in [25, S. 29] fiir die an der Grenzfliche zweier weichmagnetischer Werkstiicke
vorhandene Flachenkraftdichte o, folgende Formel angegeben:

= >(H2+ B’%) (4.1)
On =52~ 1 .
"2 T ape

in der u1, us die beiden Permeabilitaten, r die Tangential- und n die Normalrichtung bedeuten.
Es bleibt offen, was man sich unter der auf eine Grenzflache wirkenden Kraft vorzustellen
hat. Die auf einen Eisenkérper wirkende Kraft kann mit (4.1) nicht berechnet werden, da
die Aufteilung der Grenzflachenkraft auf die beiden angrenzenden Materialbereiche nicht
definiert ist.

Auf weitere bei der Anwendung der Grenzflichenmethode leicht entstehenden Fehlinterpre-
tationen hat bereits im Jahre 1950 Humburg [26] am Beispiel des Nutenankers hingewiesen.
Er hatte gezeigt, dass nicht der Querdruck, sondern der Langszug die Krafte auf den Zahn
hervorruft.

Weiterhin wird oft die stillschweigende Annahme gemacht [27], man kdnne die auf den
Eisenkorper wirkende Kraft durch Integration der Grenzflachenkrafte iiber die geschlossene
Oberflache ermitteln. Dies ist jedoch nur fiir eine konstante Permeabilitdt im Innern des
Eisenkorpers zulassig. In vielen praktischen Fallen, z. B. im Lauferzahn einer elektrischen
Maschine treten aber erhebliche Schwankungen der Permeabilitat auf. Sie fiihren zu inneren
Grenzflachenkraften, die meist vernachlassigt werden. Die alteren Veréffentlichungen be-
schranken sich daher meist auf qualitative Aussagen iiber die auf ein Eisenstiick wirkende



Kraft, da der genaue Feldverlauf ohnehin nicht bekannt ist und deshalb der Unterschied
zwischen den einzelnen Formeln nicht ins Gewicht fallt. Fiir viele Anwendungen ist aber die
genaue Kenntnis der Kraft erforderlich, z.B. wenn Wechselwirkungen zwischen elektrischen
und mechanischen Systemen untersucht werden. Auf der einen Seite wird die Bewegung
eines Gerateteils wesentlich von den Magnetkraften bestimmt, andererseits hangt das Feld
von der aktuellen Position des bewegten Gerateteils ab.

Eine umfassende Darstellung aller bekannten Verfahren zur Kraftberechnung hat unter
Beschrankung auf weichmagnetische Werkstoffe Carpenter [28] gegeben. Die folgenden
Ausfiihrungen gehen im wesentlichen von [28] aus und bringen die Erweiterung der Theorie
auf hartmagnetische Werkstoffe, sowie eine eindeutige Darstellung der Volumenkraftdichte.
Die in Tabelle 4.1 angegebenen Formeln sind in anderer Notierung bereits in [28] enthalten.
In neueren Arbeiten z.B. [29, 30, 31] wird die genauere Methode des Maxwell'schen
Spannungstensors bevorzugt.

4.2 Grenzflachenkrafte

Die im Innern eines Volumenelements AV vorhandene Magnetisierung M kann man sich
erzeugt denken durch eine kleine stromdurchflossene Spule, die das Volumenelement um-
schlieBt. Fiir die zweidimensionale Rechnung wird angenommen, dass in zwei diinnen
Schichten der Dicke d zu beiden Seiten des Volumenelements eine entgegengesetzt glei-
che Stromdichteverteilung J. vorhanden ist (Abb. 4.1a). Zwischen J, und M besteht der

YA
YA om >0
o (=]
Ay | A v
~ = ¢ HoM
M v
d Pm < 0
-1 x - x
. =—d—= —d— f
(a) Ersatzstromdichte (b) magnetischen Ersatzladungen
Abb. 4.1: Berechnungsmethoden
Zusammenhang

rot M =J,.



Die in beiden Schichten vorhandene Kraftdichte f ist gegeben durch:
f=J.xXB.

Integriert man unter Beachtung des Zusammenhangs B = uH bzw. B = ug (H + M) die
Kraftdichte liber das Volumen d Ay, dann erhalt man die in der ersten Zeile der Tabellen 4.1
und 4.2 eingetragenen Formeln fiir die Flachenkraftdichte o, und o;. Die Spule erzeugt im
Innern des Volumenelements die gleiche Feldstarke H, jedoch nicht die gleiche Flussdichte.
Nach [28] erzeugt eine evtl. vorhandene Leitungsstromdichte J die Kraftdichte

f=tL yxB.
Ho

In einem zweiten Modell wird angenommen, dass die magnetische Polarisation Jy = uo M
durch magnetische Ladungen an den Stirnflichen des Volumenelements erzeugt wird
(Abb. 4.1b). Zwischen der Ladungsdichte p,, und po M besteht der Zusammenhang

div (uo M) = —pum .

Die Kraftdichte ist gegeben durch

f=pmH .

Integriert man die Kraftdichte iiber die beiden Schichten, dann erhalt man die in der zweiten
Zeile der Tabellen 4.1 und 4.2 angegebenen Formeln.

SchlieBlich steht noch die Methode 3 des Energiesatzes zur Verfliigung. Sie liefert die in der
dritten Zeile angegebenen Formeln.

Die in den beiden Tabellen angegebenen Formeln gelten ungeandert auch fiir dreidimensionale
Geometrien. Bei weichmagnetischen Werkstoffen mit nichtlinearen BH-Kennlinien gilt fiir
o, folgende Darstellung:

1B]

1 1

Liegen hartmagnetische Werkstoffe vor, so ist zu ¢, noch ein konstanter, von der ma-
gnetischen Vorgeschichte abhdngiger Summand hinzuzufiigen, der jedoch fiir die weiteren
Rechnungen ohne Bedeutung ist.

In vielen Lehrbichern wird die Methode des Energiesatzes bevorzugt. Sie hat den Nachteil,
dass sie keine anschauliche Vorstellung vom Zustandekommen der Kréfte liefert. Dagegen
zeigen die Modelle 1 (Ersatzstrome) und 2 (magn. Ersatzladungen) deutlich die physikali-
schen Ursachen der Krafte auf: Bei weichmagnetischen Werkstoffen hat das magnetische
Moment der Schleife die gleiche Richtung wie die Induktion. Auf die Stromschleife wirkt
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eine Kraft, die die Schleife in das Gebiet groBter Flussdichte, auf einen magnetischen Dipol
eine Kraft die ihn in das Gebiet groBter Feldstarke zu ziehen versucht. Bei hartmagnetischen
Werkstoffen zeigt die Magnetisierung nicht in Feldrichtung, die auf die Schleife wirkende
Kraft ist daher kleiner. Wenn man den Verlauf von |B| kennt, dann kann man sofort
qualitativ die Verteilung der Krafte im Eisen ermitteln.

Dieser Sachverhalt lasst sich am Beispiel des Modells einer Permanentpol-Synchronmaschine
erldutern, deren Zahnkrafte im Kapitel 6.5, Seite 338 ff berechnet werden. Fiir die symmetri-
sche Position des Permanentmagneten in Abb. 6.7 gibt Tabelle 6.1 die Kraftkomponenten
in radialer und tangentialer Richtung wieder. Das Feld ist symmetrisch zur Mittelebene
des Zahns. Die Feldmaxima an den beiden Zahnecken sind genau gleich groB. Die seitlich
gerichteten Kraftkomponenten i heben sich exakt auf, sodass die resultierende Kraftkom-
ponente und damit das Drehmoment verschwindet, wahrend sich die Radialkomponenten der
Krafte addieren. Kapitel 6.7 untersucht einen permanenterregten Turbogenerator. Die radiale
Luftspaltinduktion der leerlaufenden Maschine in Abb. 6.11 zeigt den gleichen Effekt.

Bei Wirkbelastung verschiebt sich das Standerfeld gegeniiber dem Lauferfeld, es stellt sich
eine unsymmetrische Feldverteilung ein. Abb. 6.18 zeigt die radialen Luftspaltinduktionen
bei belasteter Maschine. Tabelle 6.2 enthilt die dazu berechneten Kraftkomponenten.
Die Induktionen an den Zahnecken und die seitlichen Kraftkomponenten f sind jetzt
unterschiedlich, das Drehmoment wird durch die resultierende Kraftkomponente gebildet.

Weitere Auswertungen beider Beispiele zeigen, dass die Krafte vorwiegend im Bereich der
Zahnspitze auftreten und nicht—wie vielfach behauptet—an der Zahnflanke.

4.3 Volumenkraftdichten

Die unterschiedlichen Formeln fiir die Grenzflachenkraftdichten in den Tabellen 4.1 und 4.2
zeigen, dass diese keine physikalische Bedeutung haben kdnnen, sondern wie schon in [25,
S. 29] betont, reine RechengrdBen sind. Eine Kraft kann nicht an einer Fliche angrei-
fen, sondern nur an einem mit Materie gefiillten Volumenelement. Zur Berechnung der
Volumenkrafte miissen daher die Grenzflichenkrafte an allen Begrenzungsebenen eines
Volumenelements AV = AxAyAz zu der Volumenkraft f,, AV addiert werden. Es treten die
Differenzen der Grenzflachenkrafte an jeweils gegeniiberliegenden Flachenelementen auf. Bei
hinreichend kleinen Kantenlangen kdnnen diese Differenzen durch partielle Ableitungen aus-
gedriickt werden. Fiir weichmagnetische Werkstoffe erhalt man z.B. fiir die x-Komponente



der Kraftdichte:

ou Lo 900 40 o
fir = %(Jsz—Jsz)‘FQ—'uO(M — Ho) 5 (Hy + H) -

1 9 a
—%(ﬂ — Ho) la—y(Bny) + ()_Z(BZHX)}

1o 1 (1 1)a. .,
fxe = — (yB, = J.By)+ = o (———) —(By) +
u 2 M% u? | ox
1 1 0 0
+po | — = =| | —=(By Hy) + —(B, H,
Ho (uo #) [ay( v He) + 57 (B: H)

1 0
Sz = Jsz_Jsz"'§(ﬂ_ﬂ0)a(H3+Hz2)+

+1 11 E(B)%)‘
2 \no ) 0x

Fir fis hatte sich die gleiche Darstellung ergeben, wenn man von Gl. (4.2) fir o, ausge-
gangen ware. Bedeuten namlich |By| und |Bs| die Betrage der Induktion an den Stellen x
und x + Ax, dann gilt fiir die Differenz der Integrale:

>
o,
Syl
|
>
ol
Syl
Il

%(|le — |B1)(|Ha| + |Hyl)

[e=]
[e=]

1
= 5 (1B2)* = |B11?)
u

— —B —u—(H;+H)| Ax .
[anx x+2ﬂax( y T H:)| Ax

Im Gegensatz zur Grenzflachenkraftdichte hangt die resultierende Volumenkraftdichte nicht
explizit von dem Verlauf der BH-Kennlinie ab. Der Einfluss der Kennlinie ist implizit in der
Permeabilitat enthalten.

Fir hartmagnetische Werkstoffe folgt aus Tabelle 4.2

= hBem l by (Mya% axz)‘MXW‘MXa—Z
0B 0H, 0H.
fio = ,UQ(Jsz—JZHy)+an—;+,u0 (an—x+an—;)
OB OH OH
fez = JyBZ—JZBy+an—xx+y0 (Mya—y"+Mza—Z"),



Ahnliche Formeln ergeben sich fiir die y- und z-Komponenten. Beriicksichtigt man die
Beziehungen B = uH bzw. B = ug (H + M), dann lasst sich nach einer elementaren Zwi-
schenrechnung die Volumenkraftdichte f entsprechend der Tabellen 4.3 und 4.4 darstellen.

Tabelle 4.3: Volumenkraftdichte bei weichmagnetischem Material

Methode Volumenkraftdichte
Ersatzstrome divT + 2 B x (ot H - J) - ;%0 BdivB

Ersatzladungen divT + % Bx(rotH - J) - %HdivB

Energiesatz divT+Bx(@otH —-J)—-HdivB

Tabelle 4.4: Volumenkraftdichte bei hartmagnetischem Material

Methode Volumenkraftdichte

Ersatzstrome divT +BXx(@otH —-J)—-HdivB
Ersatzladungen divT + uoH X (rot H - J) - HdivB

Energiesatz divT+Bx(@otH —-J)-HdivB

Wenn die Felder H und B den Gleichungen rot H = J und div B = 0 geniigen, dann liefern
alle drei Methoden das gleiche Ergebnis

f=divT (4.3)

wobei T den Maxwell'schen Spannungstensor bedeutet. Liegt jedoch nur eine Naherungs-
|6sung vor, dann sind die Gleichungen div B = 0 und rot H = J nicht exakt befriedigt. Die
drei Methoden liefern dann unterschiedliche Ergebnisse. Wie die Formeln zeigen, ist der
Fehler bei Methode 1 (Ersatzstrome) wegen des Faktors u/up am groBten, bei der Methode
2 (magn. Ersatzladungen) am kleinsten. Die Genauigkeit bei Methode 3 (Energiesatz) ist
groBer als die von Methode 1, jedoch geringer als die von Methode 2. Fiir den Maxwell'schen



Spannungstensor ergibt sich die folgende Darstellung:

5 B = 3p0(H; + H7) HyB, H,B,
T= H\ B, 2%033 — Suo(H? + H?) H.B,
H,.B, HyB, 2/%033 - Spo(H? + HY)

Sie gilt sowohl fir weich- als auch fir hartmagnetische Werkstoffe und enthalt nur die an
Grenzflachen stetigen Komponenten H; und B, nicht jedoch die unstetigen MaterialgroBen
uund M.

In den Lehrbiichern sind z. T. andere Darstellungen fiir T gebrauchlich. Beispielsweise gibt
Simonyi [16] folgende Formel an:

pH? - SuH?  pH H,y pH . H;
T= uHy, Hy pH? — SuH? WHy H,
MH Hy MH H, IUHz? - %ﬂHz

Hier werden offensichtlich nur weichmagnetische Werkstoffe angenommen. Fiir praktische
Anwendungen ist diese Formel nicht geeignet, da die Elemente von T an den Eisenoberflachen
unstetig sind. So kann z.B. die Ableitung d(uH?)/dx nicht gebildet werden.

Bekanntlich 13Bt sich die auf einen Korper wirkende Gesamtkraft F auch durch ein Vekto-
rintegral

F:nydA

berechnen, wobei die Integration (iber die geschlossene Oberflache des Kérpers zu erstrecken
ist. Fir P erhalt man die allgemein glltige Darstellung:

1(1
P=3 (%BZ—pOHf) n+H B,t.

Da hier nur die an Grenzflachen stetigen FeldgréBen H; und B, auftreten, heben sich die
inneren Grenzflachenkrafte exakt auf. Spezialisiert man das Integrationsvolumen V auf ein
Volumenelement AV, so ergibt sich wieder die Darstellung (4.3).

Die in [29] und in vielen Lehrbiichern angegebene Formel
1
P=uH(Hn)- §MH2n

hat gelegentlich zu Fehlinterpretationen gefiihrt, z.B. in [32], wo behauptet wird, dass
an einer Grenzflache Eisen — Luft keine Tangentialkomponente der Kraftdichte vorhanden
sei.

Anwendungsbeispiele zur numerischen Kraftberechnung findet man in den Kapiteln 6.5
(Seite 338ff), 6.7 (Seite 343 ff) und 5.4 (Seite 326).
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5 Das Programmsystem PROFI

Das Kapitel befasst sich mit der Entwicklungsgeschichte des universellen Programmsys-
tems PROFI und zeigt an einem Beispiel aus dem Elektromaschinenbau die vielseitigen
Auswertungsmoglichkeiten der dreidimensionalen, nichtlinearen Feldberechnung.

5.1 Entstehungsgeschichte

Ein wesentlicher Impuls zur Berechnung elektromagnetischer Felder ging vom Elektroma-
schinenbau aus. Bei der Entwicklung elektrischer Maschinen gehort die Auslegung des
magnetischen Kreises zu den Hauptaufgaben des Konstrukteurs. Neben analytischen Metho-
den wurden auch experimentelle und praktische Anordnungen als Hilfsmittel eingesetzt wie
der elektrolytische Trog und die Konstruktion des Feldlinienbildes aus Aquipotentiallinien
mittels halbleitendem Papier’. Der vermehrte Einsatz numerischer Hilfsmittel (Taschenrech-
ner, GroBrechner) erlaubte es auch, einfache Strukturen linear zu berechnen. Besonders
geeignet dazu ist der Ansatz des Vektorpotentials zur Untersuchung zweidimensionaler
Geometrien. Es wurde schon darauf hingewiesen, dass das Vektorpotential fiir dreidimensio-
nale Geometrien ungeeignet ist. Der Ansatz des skalaren Potentials, wie man ihn z. B. fir
elektrostatische Felder benutzt, scheitert daran, dass das magnetische Feld im allg. nicht
wirbelfrei ist.

In [33, 34] werden Verfahren beschrieben, wie man ein nicht wirbelfreies Vektorfeld in zwei
Vektorfelder aufspalten kann: in ein quellenfreies Hilfsfeld und ein wirbelfreies Vektorfeld.
Der quellenfreie Anteil stellt sich ein, wenn man nur den Einfluss der Stréme beriicksichtigt,
in dem man alle magnetisierbaren Materialien entfernt.

Bei den ersten dreidimensionalen Magnetfeldrechnungen [35] wurde das Hilfsfeld nach
Biot-Savart berechnet. Da fiir jeden Aufpunkt (iber alle Raumpunkte integriert werden
muss, steigt bei diesem Verfahren der Rechenaufwand mit dem Produkt aus Anzahl der
Integrations- und Aufpunkte.

In [36] wird ein numerisches Verfahren beschrieben, bei dem das Hilfsfeld vereinfacht
berechnet werden kann. Die zugrunde liegende Berechnungsmethode ist in den Kapi-
teln 3.2.2 und 3.3.3 ausfiihrlich beschrieben. Darauf basierend entwickelte die Firma AEG-
TELEFUNKEN in Zusammenarbeit mit der Kraftwerk Union, Werk Milheim/Ruhr, das

1. B. Konstruktion der Feldkurve nach Lehmann-Richter



Programmsystem ELMAG?. Ziel war es, ein universelles Feldberechnungsprogramm fiir
verschiedene Koordinatensysteme, Randbedingungen, Materialverteilungen und -arten sowie
Auswertungen zu erstellen. Der Bericht [37] widmet sich mit mehreren Artikeln der nume-
rischen Losung der Maxwell’schen Gleichungen und zeigt an einigen Beispielen typische
Anwendungsgebiete, die ausschlieBlich aus dem Elektromaschinenbau stammen. Aus diesem
Grund ist beim Loésungsansatz der Einfluss eines Verschiebungsstromes vernachlassigbar.

Im Jahre 1974 wurde Wilhelm Miiller an die Technische Hochschule in Darmstadt? als Profes-
sor berufen. Neben den Grundlagenvorlesungen zur Elektrotechnik hielt er im Wintersemester
1975/76 eine Vorlesung mit dem Thema ,Behandlung technischer Warmeprobleme". Im
Wintersemester 1976/77 folgte die Vorlesung ,,Numerische Verfahren zur Berechnung von
Feldern®. Ein Jahr spater bot er zusatzlich die Vorlesung ,,Grundlagen der Feldtheorie™ an.
Gleichzeitig begann er mit der Entwicklung eines eigenen Programmsystems zur numerischen
Berechnung von Feldern unter dem Namen ,, Darmstadter Feldberechnungsprogramm®. Im
Zuge der Weiterentwicklung unter Einbeziehung von Studien-, Diplom- und Doktorarbeiten
wurde das Programm einige Jahre spater umbenannt in PROFI (Program for Calculation
of Fields) [38, 39].

Mit dem Tod von Wilhelm Miiller im Jahre 2012 wurde die Weiterentwicklung des Pro-
grammsystems PROFI eingestellt.

5.2 Leistungsumfang

Ziel von Miiller war es, ein moglichst universelles Feldberechnungsprogramm zu entwickeln.
Dem Entwicklungsingenieur sollten neben der Kenntnisse lber die Feldverteilung auch zu-
satzliche KenngroBen zur Verfiigung gestellt werden, mit deren Hilfe er das Betriebsverhalten
der Konstruktion ermitteln kann. Deshalb enthielt das Programm zusatzliche Auswerteopera-
toren wie Kraft- und Drehmomentenberechnung, Berechnungen von Linienintegralen und der
Feldenergie, um nur einige Moglichkeiten zu nennen. AuBerdem wurde das Programmsystem
durch viele anwendungsspezifische Auswertungen erganzt. Die Ausgabe spezieller Kenngro-
Ben, z. B. Ort und GréBe des Induktionsmaximums, erlaubte es in Zusammenhang mit der
symbolischen Verkniipfung von Eingabeparametern auf einfache Weise, eine Konstruktion
zu variieren und gegebenenfalls zu optimieren [40].

In Tabelle 5.1 sind die wichtigsten Merkmale von PROFI aufgefiihrt. In allen Lésungsansétzen
wird der Einfluss der Verschiebungsstromdichte auBer Acht gelassen und die Methode der
finiten Differenzen benutzt. Versuchsweise war fiir zweidimensionale Koordinatensysteme
eine Diskretisierung mittels finiter Elemente moglich.

2Berechnung von elektrischen und magnetischen Feldern
3jetzt TU Darmstadt



Tabelle 5.1: Einige Leistungsmerkmale von PROFI

Koordinatensysteme:

2D kartesisch

2D Polarkoordinaten
2D Zylinderkoordinaten
3D kartesisch

3D Zylinderkoordinaten

Losungsansatze:

Magnetostatik:

> Skalarpotential

> Vektorpotential (nur 2D)
zeitabhangige Magnetfelder (nur 2D)
Elektrostatik
Elektrisches Stromungsfeld
Wirbelstromfeld (nur 2D)
Temperaturfeld

Randbedingungen:

Dirichlet X

Neumann 0X/on

periodisch, antiperiodisch

Kombination Neumann-Dirichlet (nur Temperaturfeld)
homogen im leeren Rechenbereich

Materialarten:

linear

nichtlinear mit Materialkennlinien:
> Magnetisierung (statisch, dynamisch)

Entmagnetisisierung
Warmeleitung
Warmekapazitat
Warmeiibergang
Leitfahigkeit

> Hysterese
lamelliert (anisotrop)

vV VVYVYV

Iterationsverfahren:

BSOR
PSOR
GSOR (Wirbelstrom)

Verschiedenes:

symbolische Eingabe fiir Parameterstudien
Definition von Ergebnisvariablen aus den FeldgroBen
Optimierung




Es soll nicht unerwahnt bleiben, dass mit PROFI auch zeitabhangige Vorgange mit bewegten
Geometrien berechnet werden konnten.

5.3 Einsatz im Beschleunigerbau

Das Programmsystem PROFI wurde u. a. auch beim Bau des Elektronenrings von HERA
beim Deutschen Elektronen Synchrotron (DESY, Hamburg) eingesetzt. Fiir die Strahlfihrung
des Ringbeschleunigers sind genaue Kenntnisse der Feldverteilung langs der Strahlachse und
im Bereich der Vakuumkammer erforderlich. Daraus lassen sich Aussagen zur Feldqualitat
ableiten. Mit PROFI wurden die Magnetfelder unterschiedlicher Magnettypen zwei- und
dreidimensional berechnet und die Ergebnisse mit Messungen an Prototypen verglichen [41,
42].

5.4 Berechnung des Drehmomentes und der
Klemmenspannung eines 500 MVA Turbogenerator

Das folgende Beispiel zeigt die Berechnung des dreidimensionalen magnetischen Feldes
in einem zweipoligen 500 MVA Turbogenerator. Aus Symmetriegriinden geniigt es, nur
eine Maschinenhilfte und eine Polteilung zu untersuchen. Die Nuten, die die Erreger- und
Standerwicklung aufnehmen, werden der Einfachheit halber als Radialnuten angenommen.
Bei dreidimensionalen Berechnungen gibt man die Stréme als Linienstrome in Form von
dreidimensionalen Polygonziigen vor. Die Erregerwicklung im Laufer besteht aus mehreren
Wicklungslagen konzentrisch zum Hauptpol, die Wickelképfe bilden Kreisbégen mit kon-
stantem Radius (Abb. 5.1). Die Standerwicklung wird als Zweischicht-Evolventenwicklung
ausgefiihrt, die Evolventenkoordinaten liegen als raumlicher Polygonzug vor. Abb. 5.2 zeigt
eine Ansicht der untersuchten Maschine mit dem vollstandigen Wickelkopf der Erregerseite.
Die z-Achse des Zylinderkoordinatensystems zeigt in Richtung der Lauferwelle. In der Praxis
besteht die gesamte Standerwicklung einschlieBlich Wickelkopf aus Staben, die im Stander
unter Berlicksichtigung der Wicklungsisolation die parallelflankigen Nuten vollstandig aus-
fullen. Bei der Feldrechnung wird jeder Stab durch einen Linienstrom ersetzt. Die Rechnung
beriicksichtigt die Magnetisierungskennlinien fiir den Rotorstahl und das Standerblechpaket
einschlieBlich des Fillfaktors.

Das Feld der Maschine wird fiir zwei Betriebszustande untersucht: Leerlauf und Nennlast.

Im Leerlauf flieBen keine Standerstrome, das Magnetfeld wird nur durch die Erregerwick-
lung des Generators erzeugt und induziert in der Standerwicklung eine Spannung, die bei
Leerlauferregerstrom und Nenndrehzahl gleich der Nennspannung ist. Da die geometrische
Anordnung der Standerwicklung bekannt ist kann man aus der Leerlauf-Feldverteilung fiir
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Abb. 5.1: Querschnitt des Generators

die Grundwelle die induzierte Klemmenspannung des Generators berechnen [43, 44]. Das
Verfahren soll kurz skizziert werden:

Die Rechnung liefert zu einem bestimmten Zeitpunkt eine stationare, raumliche Feldverteilung
im Generator

B =B(r,0,z).

In Wirklichkeit rotiert diese Feldverteilung synchron mit dem Laufer mit der Winkelge-
schwindigkeit w um die z-Achse und induziert in der Standerwicklung eine Spannung. Da
die Amplitude der Grundwelle interessiert, unterzieht man der azimutalen Feldverteilung
eine Fourieranalyse und betrachtet nur die Fourierkoeffizienten ay, b1. Fiir einen zweipoligen
Generator kann man den raumlichen Winkel 6 durch den zeitlichen Winkel wt ersetzen. Fir
den zeitlichen Feldverlauf an einem beliebigen Punkt im Stander, der um den elektrischen
Winkel 8 vom Koordinatenursprung entfernt ist, ergibt sich dann fiir die Flussdichte mit
den Fourierkoeffizienten aq, b1

B(t,r, B, z) = a1 cos(wt — B) + by sin(wt — B)
oder komplex ausgedriickt

R{B} =ajcosB+bisinB, IT{B}=—-(bicosB—aisinp).



915302/ 145/ 25
Abb. 5.2: Gesamtansicht des untersuchten Teils des Turbogenerators, gesehen von der Erregerseite

Fiir ein lauferfestes Koordinatensystem erhilt man die induzierte Spannung in einer bewegten

Anordnung zu

u:/(va)ds:/Eds.

Die elektrische Feldstarke in einem Punkt, der sich im Abstand r von der Rotorachse befindet,

berechnet man aus

E=vXB=wrxB,
wobei die Geschwindigkeit v nur eine azimutale Komponente hat und der Geschwindigkeit
des umlaufenden B-Feldes entspricht. Fiir die einzelnen Komponenten von E gilt

-E . =wr-B,_, E =wr-B, .
Damit ergibt sich fir die induzierte Teilspannung AU in jedem Elementarquader

AU=E Ar—-E Az (5.1)
mit Ar, Az als Wegdifferenz zwischen den beiden DurchstoBpunkten der Wicklung in einem

Elementarquader.
Die Klemmenspannung eines Wicklungsstranges erhalt man durch Integration der Teilspan-
nungen AU langs des Polygonzuges, der die raumliche Anordnung der Wicklung beschreibt.



Wie man den Abbildungen 5.1 und 5.2 entnimmt verlauft die Standerwicklung innerhalb
und auBerhalb des Rechenbereiches. Die Feldkomponenten fiir B und E auBerhalb des
Rechenbereiches lassen sich anhand von Symmetrieiiberlegungen aus den Feldkomponenten
des Rechenbereiches herleiten.

Das Ergebnis dieser Rechnung liefert die Amplituden der drei Phasenspannungen und
-verschiebungen:

|U,| =10835V; ¢ =-101,95°
|U,| =10842V; 2 =138,11°
|Usl = 10844V; @3 =18,03° .

Fir die gemittelte effektive Leerlaufspannung ergibt sich demnach

_ 2
U0:|U|-@-\/§:26552V.

Bezogen auf die Nennspannung von 26 kV betragt die Abweichung 2,1%. Die Phasendif-
ferenz zwischen den Spannungen betragt fast genau 120°. Eine Erklarung fiir die geringe
Abweichung kénnten die in Wirklichkeit unterschiedlichen Wickelképfe der Erreger- und
Turbinenseite sein. Fiir die Feldberechnung wurde vollstdndige Symmetrie der Evolventen-
wicklung angenommen. Eine weitere Fehlerquelle liegt in der Diskretisierung der Feldwerte,
d. h. innerhalb eines Elementarquaders werden die Feldkomponenten als konstant ange-
nommen. Man kann diesen Diskretisierungsfehler verringern in dem man den Feldverlauf
in jedem Elementarquader interpoliert. Damit lassen sich in Gleichung (5.1) die diskreten
Feldkomponenten E ., E_ durch stetige Funktionen ersetzen [44].

Wird der Generator belastet erzeugen die Standerstrome ein Gegenfeld (Ankerriickwirkung),
dessen GroBe und Lage bezogen auf das Erregerfeld von den Phasenstromen, der Phasenver-
schiebung (Leistungsfaktor) und der sattigungsabhangigen Querreaktanz des Turboléufers
abhangen. Mit diesen GroBen lasst sich der sog. Polradwinkel bestimmen, der Winkel, um
den sich der Laufer (Polrad) bei Belastung gegeniiber der Leerlaufstellung verdreht. Statt
den Laufer in der Feldberechnung zu verdrehen, kann man die Lageanderung durch eine
zeitliche Verschiebung der Standerstrome beriicksichtigen. Aus diesem Zeitpunkt ergeben
sich die Momentanwerte der Stinderstrome fiir die Feldberechnung. Der Erregerstrom
muss der Belastung angepasst werden und ergibt sich z. B. aus dem Zeigerdiagramm der
Maschine.

Mit dem im Kapitel 4.3 beschriebenen Verfahren des Maxwell’'schen Spannungstensors
lassen sich aus der Feldberechnung die Krafte der belasteten Maschine auf den Laufer
ermitteln. Bei einem angenommenen Wirkungsgrad des Generators im Lastfall von 98 %
und den Daten

Uy =26kV Iy =11kA cos@ =09 n=3600min™!



ergibt sich rein rechnerisch ein Gesamtdrehmoment von

_ V3UnIycosg  V3-26kV-11kA-0,9-60s

M
n2mn 0,98 - 27 - 3600

~ 1,2MNm .

Fir das in Abb. 5.2 sichtbare Laufer,viertel" betragt das aus der Feldrechnung berechnete
Drehmoment ca. 255 kNm, also insgesamt 4 - 0,255 MNm = 1,02 MNm. Die Abweichung
von 15 % kann mehrere Ursachen haben:

» unsicheren Vorgabe der Querreaktanz und des Erregerstromes, beide Werte werden
aus dem Zeigerdiagramm bestimmt, welches nur die Komponenten der Grundwelle
beschreibt;

= die Standerstrome konzentrieren sich auf Linienstrome jeweils fiir den Ober- und
Unterstab und flieBen mittig in der Nut; die Krafte entstehen vorwiegend in den
Zahnspitzen und -flanken;

= es werden Radialnuten statt parallelflankige Nuten angenommen.
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6 Anwendungsbeispiele

6.1 Vorbemerkung

Anhand von mehreren kleinen und auch umfangreicheren Beispielen soll demonstriert werden,
wie gut das Programmsystem PROFI klassische Probleme l6st, so dass die numerische und
die analytische Losung sich sehr nahe kommen. Dariiber hinaus aber soll gezeigt werden,
wie man nunmehr in Bereiche vordringen kann, die einer analytischen Behandlung bisher
verschlossen waren. Die Griinde dafiir kdnnen ein unangemessen hoher Rechenaufwand oder
auch ein fehlendes mathematisches Geriist sein.

Vergleiche mit Messungen sind zwar immer notwendig, jedoch darf man nicht die Fehlerquote
bei den Messergebnissen (ibersehen. Es gibt nur relativ wenige Messverfahren mit einem
vernachlassigbaren Messfehler. Darum soll hier der Akzent auf Vergleiche mit klassisch
gelésten Problemen liegen.

6.2 Doppelleitung

Die im Bild 6.1 skizzierte Doppelleitung stellt ein solches Problem dar.

X

2)’0

\{&

& &

| |
| |
| a |

521

Abb. 6.1: Doppelleitung mit kreisférmigen Leiterquerschnitt, 1: Kupferleiter

Wenn der Radius der parallelen Leiter ry < a ist, gilt fir die Kraft in y-Richtung nach [45]:

o L o
F,=—-1I. 1
Y 2moa (6.1)



Beschrankt man sich auf die Kraft pro Langeneinheit

und setzt anstelle von I die Stromdichte S, ein, wobei

I=nr3S,

ist, dann verandert sich (6.1) zu

4
* ﬂonro 2
Fy = 2a Sz : (62)

Als Beispiel werde ein Doppelleitungssystem mit
a=100mm, rp=10mm, S,=2-10°A/m?

gewahlt. Ergebnis:

Gl (6.2) : Fy=1789-10"°N
PROFI : F; =8136-10N.

Die Abweichung betragt etwa 3 %.

Nicht immer weisen parallel gefiihrte Leiter einen kreisformigen Querschnitt auf. Man denke
z.B. an die parallel gefilhrten Sammelschienen in einer Schaltanlage. Hier soll nun eine
Doppelleitung mit quadratischem Querschnitt (Bild 6.2a) untersucht werden, die dazu
noch—in einem weiteren Schritt—mit einem Eisenmantel umgeben werden soll (Bild 6.2b).

X X
b 1 b 1
| |
5 \\\
— \\m — 1 — — -
® O @ 2
| | | |
1 a 1 523 : a :

(a) Nur Kupferleiter (b) Kupferleiter mit Eisenmantel

Abb. 6.2: Doppelleitung mit quadratischem Leiterquerschnitt; 1: Kupferleiter, 2: Eisenmantel



Um mit der einfachen Formel (6.2) rechnen zu kénnen, pflegt man den Leiterquerschnitt in
einen flachengleichen aber kreisféormigen umzurechnen. Somit wird

b
rp=—.

Vr

Setzt man dies in (6.2) ein, so erhilt man nun

* ,uo b4 2
F = So. )
Y 2am ¢ (6.3)

Die Daten dieses Systems lauten:
a=100mm, b=20mm, S, =2-10°A/m?.

Ergebnis:

Gl (6.3) : Fy=128-10"N
PROFI : F;=121-107N.
Es zeigt sich, dass (6.3) ein um ca. 5,5% von der PROFI-Rechnung abweichendes Ergebnis

liefert. Quadratische Querschnitte darf man also fiir die Kraftberechnung in kreisférmige
umwandeln, ohne einen allzu groBen Fehler zu machen.

Wenn man auf die Idee kommt, die Leitung zu kapseln—also mit einem Eisenmantel zu
umgeben—kann man kein analytisches Verfahren mehr benutzen, denn die Eisensattigung
lasst sich nicht mathematisch verniinftig bewaltigen. Hier helfen nur die numerischen
Feldberechnungsprogramme, die Grenzen zu lberwinden.

Nun die Ergebnisse der numerischen Berechnung:

F; auf den Kupferleiter : 0,071-1072N
Fy* auf den Eisenmantel . 1,104-1072N

Gesamtkraft auf das System : 1,175-1072N .

Am Kupferleiter greift nunmehr eine stark verringerte Kraft an; das Magnetfeld, in welchem
er liegt, muB also stark reduziert worden sein. Eine dhnliche Situation kennzeichnet auch
die Leiter in den Nuten elektrischer Maschinen. Die umgebenden Eisenzdhne schirmen
das Nutinnere nachhaltig ab. Allerdings ist die Gesamtkraft auf das System, wenn man
den vorigen Fall mit in die Betrachtungen einbezieht, in etwa gleich geblieben. Nur die
Kraftverteilung hat sich gedndert.

Hier liegt also ein Ergebnis vor, das analytisch nur mit einer sehr hohen Fehlerquote hatte
abgeschatzt werden kénnen.



6.3 Nutquerfeld

Um die Nutstreuflisse einer elektrischen Maschine bestimmen zu kdnnen, muss man die
y-Komponente der Flussdichte im Innern der betrachteten Nut kennen. Bild 6.3 zeigt die
Skizze, die der nachstehenden analytischen Untersuchung und den Berechnungen mit PROFI
zugrunde liegen soll.

Eisen
y —~—
Luft *‘ 0
. . 7@n7L T
Eisen V‘ e
hnCu
Kupfer T I
A - _v_
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Abb. 6.3: Vereinfachte Maschinennut mit stromdurchflossenem Leiter

In einen Korper aus weichmagnetischem Eisen ist eine Rechtecknut eingefrast worden mit
der Breite b,, und der Hohe h,,. Auf diesen Korper folgt ein Luftspalt mit der Lange 6 und
dann wieder eine weichmagnetische Struktur. Damit ist die reale Umgebung einer echten
Maschinennut einigermaBen zutreffend nachgebildet worden. Ein Kupferleiter mit der Hohe
hncu fullt die Breite der Nut vollstandig aus und hat deshalb auch b,, als Breite. Bis zum
Luftspalt muss man auf der x-Achse noch das Stiick A,r, zuriicklegen. In der Praxis benutzt
man folgende Formeln fiir das sogenannte Nutquerfeld, fir die Flussdichte in y-Richtung:
I

fir 6 < x <8+ hy, - IByZ,Uob—, (6.4)

hnCu - [)C - ((5 + hnL)]

1
fur 0+ huyr, < x <6+ hyr, + hycu : ”ByZ,uO —.
hnCu bn

(6.5)

Der Ubersichtlichkeit wegen wird eine neue Koordinate x* = x — § eingefiihrt. Die Bezie-
hung (6.5) lautet dann

hnCu - (X* - hnL) L
hnCu bn ‘

fur hy,r, < x5 < hyp + haou ”By = o (6.6)
Fir einen durchzufiihrenden Ergebnisvergleich erweist es sich als zweckmaBig, die Flussdichte
generell bei einem Strom I = 10000 A zu betrachten, auch wenn die Stréome in den einzelnen
Untersuchungsreihen diesen Wert (ibertreffen.



Nun die geometrischen Daten:
b,=002m; hyce=008m; h,,=002m; §=004m.

Als Strome werden 10000 A (Fall 1), 40000 A (Fall 2), 80000 A (Fall 3) und 100000 A (Fall
4) vorgesehen. Fiir die analytische Berechnung mit den Formeln (6.4) und (6.6) nimmt man
eine unendlich groBe Permeabilitadt der Eisenstruktur an; bei den Berechnungen mit PROFI
ist diese von der Feldstarke H abhangig.

GemaB (6.4) ist

B =1,256 10‘61—04T—0628T
yo 0,02 :

Dieser Wert steht bis xj = 0,02 m an, dann erfolgt eine geradlinige Abnahme bis x5 = 0,1 m
auf Null (siehe Abb. 6.4, Kurvenzug 5).

Mit PROFI lasst sich also u, feldstarkeabhangig einbeziehen. Bei I = 10000 A ergibt sich
ebenfalls ein IBy von 0,628 T. Man verzeichnet auch eine lineare Abnahme auf Null am
Nutgrund wie bei der analytischen Rechnung. In Bild 6.4 wird dieser Sachverhalt durch
den Kurvenzug 1 dargestellt. Auch die Erhéhung des Stromes auf 40000 A lasst trotz

06 [

04

0.0 0.02 0.04 0.06 008 m 0.1

*

X

Abb. 6.4: Nutquerfeld, bezogen auf 10000 A; 1: bei 10000A, 2: bei 40000A, 3: bei 80000A,
4: bei 100000 A, 5: gemaB (6.4) und (6.6)

des variablen u, die Flussdichte nur unwesentlich sinken (Kurvenzug 2). Nennenswerte
Veranderungen registriert man bei 80000 A und vor allem bei 100000 A (Kurvenziige 3 und
4). Das Feld im Nutbereich oberhalb des Stabes ist dann nicht mehr konstant; je ndher man
dem Luftspalt kommt, desto tiefer sinkt die Flussdichte. Das ist offensichtlich eine Folge der



starken Sattigung des Eisens in diesem Bereich. Bei 100000 A beobachtet man nicht nur
einen weiteren Einbruch dieses Bereiches sondern auch noch negative Flussdichtewerte in
der Nahe des Nutgrundes. Das Feld schlieBt sich nicht mehr im Eisen unter dem Nutgrund
sondern es benutzt dazu sogar den Nutraum. Solch hohe Stromwerte kdnnen bei plétzlichen
Kurzschlissen auftreten.

Mit Hilfe einer numerischen Feldberechnung kann man also auch in solchen Extremfallen
noch plausible Resultate gewinnen. Analytische Methoden miissen hier zwangslaufig versagen,
weil sie die Sattigung nicht beriicksichtigen konnen.

6.4 Transiente Stromverdrangung im Kreiszylinder

Bevor der Verlauf der beteiligten transienten GroBen betrachtet und diskutiert wird, soll
auch dieser Teil von PROFI erst getestet werden. Da kein analytisches Programm zur
Verfiigung steht, das Ubergangsvorginge in einem Kreiszylinder zu berechnen gestattet,
muss auf analytische Systeme zuriickgegriffen werden, die nur eine stationdre Losung der
Stromverdrangung beinhalten. Ein solches findet man in [45]. Im Folgenden werden nur die
wichtigsten Gleichungen ohne weitere Erklarung gebracht. Falls eine Vertiefung notwendig
ist, sei auf das gerade erwahnte Kapitel verwiesen.

Komplexes Eindringmal:

k (I=j)Vm fxpo

K2 = =27 fkpo

Stromdichte und elektrische Feldstarke:

kI Jolkr)
) = 2nrg Ji(kr)
S(r)
Er) = =—

K



Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke:

3 1 dE(r) I Jukr)
Ci2mfue dr o 2mr, Ji(kry)

H(r)

Die vorstehenden Gleichungen werden zu einem kleinen Fortran 90-Programm zusammenge-
stellt, dem ein Algorithmus fir die Berechnung der komplexen Besselfunktionen beigestellt
wird. Diese Funktionen liegen in Gestalt von Reihensummen vor und werden gemaB der
Maschinengenauigkeit berechnet.

Aus dem komplexen Wert der Feldstarke bestimmt man ihre Amplitude 1':1()(J und ihre
Phasenverschiebung gegeniiber der treibenden Spannung .

Mit diesen beiden GroBen erhalt man den Augenblickswert des eingeschwungenen Zustandes
zu

Hy(t) = H cos2m ft + ) . (6.7)

Nun die Daten des durchgerechneten Zylinders:

AuBenradius = 50mm

Lange = 1000 mm

K = 4,3-1071/(Qm)
Langsspannung = 100V

Effektiver Strom = 653290A .

Der sich einstellende Strom bei PROFI, wo mit eingepragter Langsspannung gearbeitet wird,
und der beim halbnumerischen Verfahren verwendete, das mit eingepragtem Strom lauft,
sind gleich groB.

Es wird nun ein Zeitpunkt t; herausgegriffen, an welchem sowohl| die Tangentialkomponente
der Feldstarke im Leiterinnern gemaB (6.7) als auch von PROFI errechnet wird. Den Vergleich
gibt Bild 6.5 wieder.

Man bemerkt eine groBe Ahnlichkeit der Kurvenziige aber keine Deckungsgleichheit. Dariiber
darf man nicht erstaunt sein, denn verglichen werden ein rein numerisches Verfahren—
PROFI—und das halbnumerische mit Besselfunktionen, deren Reihensummen nur eine
endliche Anzahl von Gliedern aufweisen. Im Lichte dieser Uberlegungen kann man die Uber-
einstimmung als durchaus befriedigend betrachten. Ebenso nahe—etwa 10 % Abweichung—
kommen sich die stationdren ohmschen Verluste:

Verluste gemaB PROFI : 3,09-100W
Verluste aus Kontrollverfahren : 3,45-10%W .

Bei dem Feldstarkevergleich betrachtet man einen Zeitaugenblick, bei der Verlustbetrachtung
eine Periode—also 20 ms. In beiden Fallen stellt sich nur eine relativ geringe Abweichung
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Abb. 6.5: Augenblickswerte der tangentialen Feldstarke H,(r) zum Zeitpunkt #1; 1: numerisch
(PROFI), 2: halbnumerisch

ein, so dass man auch dem eigentlichen Ergebnis, das nur PROFI liefert, trauen kann—
dem transienten Verlauf des Stromes im Einschaltaugenblick unter Beriicksichtigung der
Stromverdrangung, im Bild 6.6 dargestellt. Die eingepragte Langsspannung beginnt mit
ihrem positiven Nulldurchgang. Auch der antwortende Strom fangt bei Null an, strebt sein
absolutes Minimum an und klingt langsam ab. Er nahert sich dem stationdren Verlauf.

Mit Hilfe der transienten Berechnung in PROFI kann man also Aussagen (iber die Kraftent-
wicklung bei Schaltvorgédngen in Systemen gewinnen, die Massivleiter mit Stromverdran-
gungserscheinungen aufweisen.

6.5 Kraftwirkungen auf die Zahne einer Maschine

Die zu untersuchende Anordnung ist in Bild 6.7 skizziert: in einem kartesischen System mit
den Koordinaten x und y findet man eine ferromagnetische Struktur, in welcher 4 Nuten
eingefrast sind. Zwischen den Nuten erkennt man einen schmalen Zahn, zwischen dem linken
und rechten Nutpaar einen breiten Zahn. Durch die Mittellinie wird der breite Zahn in eine
linke und in eine rechte Halfte unterteilt. In den Leitern des linken Nutpaares flieBt jeweils ein
Strom mit einer positiven Stromdichtekomponente, in den Leitern des rechten Nutpaares hat
der Strom eine negative Stromdichtekomponente. Das auf diese Weise erzeugte Magnetfeld
weist mit seiner x-Komponente in die negative x-Richtung. Oberhalb der Eisen-Struktur
wird ein in positiver x-Richtung magnetisierter Permanentmagnet angebracht, der 2 Lagen
annehmen kann. Die erste Lage ist symmetrisch zur Mittellinie, die zweite—gestrichelt
gezeichnet—asymmetrisch dazu.
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Abb. 6.6: Transienter und stationdrer Gesamtstrom; die treibende Spannung beginnt im Nulldurch-
gang; 1: transient, 2: stationar

Liegt der Magnet symmetrisch hat man es mit einer Permanentpol-Synchronmaschine zu tun,
die mit einer reinen Blindlast fahrt; Stander- und Lauferradialfeld arbeiten einander genau
entgegen. In der asymmetrischen Lage hat man sozusagen eine Maschine mit einer Blind-
und Wirkbelastung vorliegen. In diesem Fall muss sich auch ein Drehmoment entwickeln, d.
h. es muss eine Kraftkomponente in y-Richtung auftreten. Diese ist im ersten Fall gleich
Null.

Wenn der Magnet nach rechts bewegt wird, muss im genuteten Teil eine nach links—also
in negativer y-Richtung—weisende Kraft auftreten.

Die Zahlenwerte in den Tabellen 6.1 bis 6.3 stellen bezogene Werte der mit PROFI berech-
neten Werte dar. Es gilt

*

= mlt FBzzlkN.
FBez ¢

f*

Die Ergebnisse konnen nun diskutiert werden.

Tabelle 6.1. Da die Summe aller y-Komponenten Null ergibt, kann sich kein Drehmoment
entwickeln, wie es auch sein muss.

Tabelle 6.2. An dem Erscheinungsbild hat sich nichts wesentliches gedndert; nur dass jetzt
durch das Verriicken des Magneten der rechte Strukturbereich starker belastet ist und dass
jetzt eine resultierende y-Komponente auftritt, die entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung
des Magneten weist. Hier wirkt also das Reaktionsprinzip.
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Abb. 6.7: Skizze einer statischen Maschine; @, @, ...: Rechenpunkte, siehe auch Tabellen 6.1
bis 6.3; @: Stromdurchflossener Leiter mit +10 A/mm?, @: Stromdurchflossener Leiter
mit —10 A/mm?

Tabelle 6.3. Der schmale Zahn links und rechts wurde mit einem Material konstanter
Permeabilitdtszahl ausgeristet. u, wurde von 1000 bis 5000 mit einer Zwischenstufe
variiert. Zum Vergleich findet man in der Spalte die entsprechenden Werte aus
Tabelle 6.1. Bei y, = 1000 kann man kaum eine Veranderung feststellen, bei 2000 entartet die
x-Komponente im unteren Zahnbereich. Der Kopfbereich bleibt nahezu unbeeinflusst. Erst bei
5000 stellen sich wesentliche Veranderungen ein, die auf eine massive Feldverzerrung durch
diese MaBnahme hindeuten. Ferromagnetische Strukturen kann man also nur sehr bedingt
mit konstanten Permeabilitdtszahlen beschreiben. Das ist auch heute nicht mehr notwendig,
weil geniigend Verfahren zur Verfliigung stehen, die nichtlineare Materialeigenschaften
berticksichtigen konnen.

6.6 Transiente Zylinderspule

6.6.1 Auslegung

Es soll eine Zylinderspule untersucht werden mit den Konstruktionsdaten gemaB Tabelle 6.4.
Aus diesen Daten ergeben sich nun die KenngréBen der Spule. L wird bestimmt unter den
Voraussetzungen gemaB [45, S. 282, Gl. (28.11)]. Fir u, = 50 ergeben sich:

.0,191
R = 00208 MQ =200
50 - 1,256 1076 - 7t - 0,022
L = 50002 T Qs=493Qs
0.4
T 493 s~ 0,246s .

20



Tabelle 6.1: Bezogene langenspezifische Kraftkomponenten bei symmetrisch angeordnetem Magnet
(reine Blindbelastung)

Rechenpunkt ¢ @ ©) ® @
fe -1.975 7.559 7.559 -1.975
Iy 0.639 -2.314 2.314 -0.639

Rechenpunkt @ @ ®
fi -9.575 2.037 2.037 -9.575
5 6.054 -0.550 0.550 -6.054

¢ Lage der Rechenpunkte siehe Abb. 6.7

Selbstverstandlich kann man nur fir eine konstante Permeabilitat einen Wert fiir L vorher-
berechnen.

6.6.2 Plotzliche Aufschaltung einer Gleichspannung

Es sollen nun 2 Falle dargelegt werden:
1. die Permeabilitat des Eisenkernes ist von der Feldstarke abhangig (nichtlinearer Fall),
2. die Permeabilitatszahl des Eisens ist konstant und gleich 50.

Eine Spannung von 300V wird jeweils sprungartig aufgeschaltet. Es handelt sich also um
einen GleichspannungsstoB.

Der sich jeweils einstellende transiente Strom ist in Bild 6.8 dargestellt. Bei feldstarke-
abhangigem u, erreicht der Strom nach sehr kurzer Zeit den stationdren Wert von 15 A
(Kurve 1). Dies Verhalten zu kennen, ist wichtig fir Regelkreise, in denen Schaltvorgange
an Eisendrosseln erfolgen. Da die Dynamik in solchen Kreisen immer mehr gesteigert wird,
spielen Anfangsvorginge eine immer groBere Rolle. Solch ein Verlauf, wie der hier gezeigte,
lasst sich nur schwer in ein System integrieren, das von Linearisierungen lebt wie fast alle
regelungstechnischen Systeme.

Der Stromverlauf bei konstantem i, liefert mindestens auf den ersten Blick keine Uberra-
schung (Kurve 2). Er wird offensichtlich durch eine Exponentialfunktion bestimmt, wie es
die analytische Betrachtungsweise vorhersagt. Die Uberraschung liegt in der Zeitkonstanten
7. Sie liegt, wie man leicht verifizieren kann, bei etwa 0,11s und nicht bei den vorher



Tabelle 6.2: Bezogene langenspezifische Kraftkomponenten bei unsymmetrisch angeordnetem Ma-
gnet (Wirk- und Blindbelastung)

Rechenpunkt ¢ @ ©) ® @
fe -1.838 6.355 8.517 -2.023
Iy 0.611 -2.267 2.252 -0.647

Rechenpunkt @ @ ®
fi -8.696 1.809 2.315 -9.697
5 5.905 -0.559 0.536 -6.074

¢ Lage der Rechenpunkte siehe Abb. 6.7

Tabelle 6.3: Bezogene langenspezifische Kraftkomponenten als Funktion von u,; reine Blindbelas-
tung, nur linker schmaler Zahn

ur = ur(H) = 1000 r = 2000 = 5000

Rechenpunkt ¢ @ @ @ @ @ ) @ @
f -1.975 | -9.575 | -1.805 | -9.683 | -2.153 | -9.804 | -2.874 | -9.878
Iy 0.639 | 6.054 | 0.621 | 6.019 | 0.648 | 6.064 | 0.664 | -6.092

¢ Lage der Rechenpunkte siehe Abb. 6.7

berechneten 0,246s. Man fragt nach den Griinden. GemaB [45] liegt bei sehr langen Zylin-
derspulen der magnetische Widerstand hauptsachlich im Innenraum. Man kénnte meinen,
dass diese Annahme auch hier zutrifft, denn die Spulenldnge von 400 mm ist sicherlich groB
gegeniliber dem mittleren Radius von 30,4 mm. Das bedeutet weiterhin, dass der magnetische
Spulenfluss mit allen Windungen verkettet ist.

Man betrachte nun Bild 6.9. Man erkennt, dass dies keineswegs der Fall ist. Mit allen
Windungen ist nur ein relativ geringer Flussanteil verkettet. Auf Grund dieses Feldbildes
kann man nur von einer kurzen Zylinderspule sprechen, deren Induktivitdt nicht mit der
obigen Gleichung bestimmt werden kann. Fir diesen Fall muss man deswegen mit einer
wesentlich geringeren Windungszahl rechnen. Fazit: man muss bei der L-Berechnung von
Zylinderspulen auch bei konstantem pu,—also auch im Fall einer Luftspule—vorsichtig
sein.



Tabelle 6.4: Daten einer Zylinderspule

Querschnitt des Kupferdrahtes: Acy = 1 mm?

Windungszahl: N = 5000

Kupfer-Fiillfaktor: acy = 0,6

gesamter Spulenquerschnitt: Ages = % mm?2 = 8330 mm?
axiale Lange der Spule: Isp = 400 mm

Hohe des Drahtpaketes: hCuges = % mm = 20.8 mm
Eisenkerndurchmesser der Spule: dg =40 mm

Innenradius des Kupferpaketes: rcui = 20mm

AuBenradius: rCua = 40,8 mm

mittlerer Radius: rou = 30,4 mm

mittlere Lange einer Windung: Iy =2m-0,0304m = 0,191 m

6.7 Untersuchung eines Permanentpolgenerators

6.7.1 Vorbereitungen

Synchronmaschinen mit Permanentmagneten im Laufer sind auf dem Weg zu immer groBeren
Einheitenleistungen. In der nun folgenden Abhandlung wird von einer konventionellen
Turbo-Synchronmaschine—einem Turbogenerator mit einer ausgepragten Wicklung im
Laufer—ausgegangen. Diese Maschine hat eine Nennscheinleistung Sy von 2500 kVA bei
einer Nennspannung Uy von 1050 V. Sie lauft an einem 50-Hz-Netz mit 3000 U/min. Sie
weist also nur 2 Pole auf. In ihrem Luftspalt § von 16 mm erreicht bei einem Leerlauf mit
Nennspannung die Luftspaltinduktions-Grundwelle einen Maximalwert By von 0,718 T.

Fir den Umbau zu einem Permanentpolgenerator wird der Stander mit N = 36 Nuten
unverandert gelassen. Der Laufer jedoch soll nunmehr aus einem ungenuteten Eisenzylinder
bestehen, der auf seiner Oberfliche 2 radial entgegengesetzt magnetisierte Permanentmag-
nete mit einer Hohe hp; = 10 mm und einer Breite, die jeweils in etwa einer Polteilung
entspricht, tragt. Sie verkleinern den geometrischen Luftspalt auf 6 mm. Zwischen den
Magneten wird kein magnetisches Material vorgesehen, es bleibt eine Liicke mit einer Tiefe,
die der Magnethdhe entspricht.

Die Materialdaten gehen aus [46] hervor. Es handelt sich um VACODYM 370 HR bei 60°C.
Bei einer Kaltgastemperatur von 40°C kann es durch Reibung zu einer Aufwarmung kommen.
Die Endtemperatur wird deshalb auf 60°C geschatzt. Aus Abbildung 6.10 kann man die
H-J-Kennlinie des Magnetmaterials ersehen.

Der Stander setze sich aus Dynamoblech IV mit einer Verlustziffer von 1,7 W /kg. Fiir den
Laufer wird das bekannte Wellenmaterial vorgesehen.
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Abb. 6.8: GleichspannungsstoB auf eine Zylinderspule mit Eisenkern; 1: u = u(H), 2: u = const

6.7.2 Leerlaufbetrachtungen

Im Leerlauf der Maschine ist der Stander nicht mit einem Strom beaufschlagt. Das, was
die Permanentmagnete in der Stdnderwicklung als Spannung induzieren, ist messbar. Diese
Spannung versieht man mit dem Attribut induziert und entspricht auch der sogenannten
Polradspannung. Wenn es sich auch um Permanentmagnete handelt, so darf man nicht
annehmen, dass diese Polradspannung fiir beliebige Belastungsfalle ihren Wert beibehalt.
Der richtet sich nach den jeweiligen Sattigungsverhaltnissen im magnetischen Kreis. Kon-
stant bleibt, wenn man den Magnet nicht (iber seine Grenzen hinaus belastet, nur seine
Magnetisierung.

Da die Maschine hinreichend lang ist, werden die elektrischen Gegebenheiten nur in der Mitte
mit zweidimensionalen PROFI-Rechnungen untersucht. Die Ergebnisse der Durchrechnung
fiir den Leerlauf ersieht man aus den Bildern 6.11 bis 6.13.

Bild 6.11 Kurve 1 stellt den von PROFI berechneten radialen Feldverlauf im Luftspalt zwi-
schen den Magneten und den Statorzahnen dar. Deutlich ist der Einfluss der Standernutung
sowie die Induktionsspitzen an den Zahnecken/Nutflanken zu erkennen. Aus diesen Werten
wird mittels Fourieranalyse die Amplitude der dazugehdrigen Grundwelle (Kurve 2) ermittelt.
Wie man leicht feststellen kann, arbeitet der Magnet nicht in seinem Energiemaximum. Dies
sollte bei konkreten Auslegungen eigentlich gewahrleistet sein, weil dann das nicht gerade
preisglinstige Material richtig ausgenutzt wird. Man darf allerdings dies nicht (iberschatzen,
denn bei Belastung wandert der Arbeitspunkt aus dem Optimum heraus. Hier wurde auf
eine Optimierung kein Wert gelegt, weil es um das Aufzeigen prinzipieller Ziige geht.
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Abb. 6.9: Magnetfeld einer Zylinderspule mit Eisenkern

Bild 6.12 Die treibende Spannung des Magneten (Kurve 1) ist negativ und entspricht
betragsmaBig der Summe aus Luftspaltspannung (Kurve 2) und dem Spannungsabfall im
Eisen (Kurve 3), wie es auch sein muss, denn die Durchflutung des magnetischen Kreises
muss 0 sein. Im Gegensatz zu Abbildung 6.11 wurden die magnetischen Spannungen fH ds
an diskreten Stellen berechnet. Der prinzipielle Feldverlauf ist jedoch identisch mit dem in
Kurve 1 in Abb. 6.11 dargestellten.

Im Vergleich zur Luftspaltspannung ist der Spanungsabfall im (halben) magnetischen Kreis
gering: die Maschine ist im Leerlauf also schwach gesattigt. Das muss nicht mehr zutreffen,
wenn die Standerwicklung Strome fiihrt.

Bild 6.13 Hier sieht man das bekannte Feldbild eines leerlaufenden Turbogenerators,
wobei nur die in der Mitte liegenden Standerzahne vollstandig radial vom Fluss durchzogen
werden. Man kann am linken und rechten Rand die kleine Polliicke erkennen und man kann
sich fragen, ob Hochleistungsmagnete dieses Kalibers iiberhaupt gefertigt und verarbeitet
(!) werden kénnen. Auch das soll hier des Zieles wegen bejaht werden.
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Abb. 6.10: Daten des Permanentmagnet-Materials VACODYM 370 HR bei 60°C

6.7.3 Die Maschine wird belastet
Reduzierung der Betrachtungsweise

Fir die numerische Berechnung ist es gleichgiiltig, wie die Magnetisierung und andere
EinflussgroBen vom Ort und von der Zeit abhdngen. Sie kann die Gegebenheiten so, wie sie
sind, verarbeiten. Das hat den groBen Vorteil der Realitdtsnahe, nachteilig ist in vielen Féllen
aber die Erschwerung einer physikalischen Diskussion. Man erkauft die Realitatsndhe mit
einem Nichterkennen der Zusammenhange. Bei den meisten analytischen Betrachtungen ist
es umgekehrt. Wenn man sich bei einer Synchronmaschine auf eine Grundwellenbetrachtung
einlasst, konnen auch numerische Ergebnisse einleuchtende Antworten ergeben. Man kann
dann auch die wichtige Zeigerbetrachtung ins Spiel bringen, die der Anschauung und dem
Gedankenspiel auBerordentlich forderlich ist. Allerdings bedeutet das eine Reduzierung der
wahren Verhaltnisse, was man nicht vergessen darf.

Lauferfester Standpunkt

Rotiert ein theoretischer Beobachter mit dem Laufer, dann steht aus seiner Sicht das Stéan-
derdrehfeld. Es veradndert nur seine Lage, wenn sich die Art und Hohe der Belastung andern.
Es ist nun sehr wichtig, fiir das Standerdrehfeld eine definierte Anfangslage einzustellen, zu
der man alle Lagednderungen in Beziehung setzen kann.

Wenn man den ohmschen Standerwicklungswiderstand vernachlassigt—das soll auch hier
der Fall sein—dann ist im dreipoligen Kurzschluss die Grundwelle des Standerdrehfeldes



/
0 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

5714

Abb. 6.11: Luftspaltinduktion (1) und dazugehérige Grundwelle (2) im Leerlauf

genau entgegengesetzt zur Grundwelle des vom Laufer ausgehenden Feldes. Das Sténder-
drehfeld wird von den 3 Strangstromen gebildet. Man muss nun einen Zeitpunkt 7z bei den
zeitabhangigen Strémen finden, der zu der gerade beschriebenen Kurzschlusskonstellation
der Drehfelder fiihrt. Das ist nicht so ganz einfach; leider wiirde die Beschreibung des
Verfahrens zu weit vom Weg wegfiihren, so dass darauf verzichtet werden soll. Als Ergebnis
erhalt man

Wty ==5°
Das heiBt, die 3 Strangstrome
L(t) = I CcoS w ty,

Lty) = 1 cos(wtx —120°)
Ity) = 1 cos(wit +120°)

erzeugen gemaB dem vorgegebenen Wicklungsschema ein rdumlich verteiltes Drehfeld,
dessen Grundwelle entgegengesetzt zu der des Lauferfeldes ist.

Fiir beliebige Lagen des Standerdrehfedes gilt dann:
wtg =90° -y + wi (6.8)
und

Y =g+ (6.9)
Y =e+p (6.10)
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Abb. 6.12: Magnetische Spannung im Leerlauf; 1: Mpyr, 20 Hyugt, 30 Hre = —Hpute — MpMm

wobei die erste Beziehung fiir eine als streuungsfrei angenommene Maschine gilt und die
zweite fiir eine mit Streuung im Stander. Eine Veranschaulichung findet man im Bild 6.14.

Verschiedene Belastungsfalle

Der Generator hier mdge im Inselbetrieb laufen, d. h. es wird kein Spannungspegel vom
Netz vorgeschrieben, im Gegenteil: die Maschine bestimmt diesen selber. Das motiviert zu
der Vorgabe von eingepragten Laststromen. Man stellt dann fest, welche Spannungen und
welche Leistungen das zur Folge hat.

Die Wicklung vertragt bei einer Isolationklasse B einen Strom von I=1375A. Das soll auch
der hochste hier einzustellende Strom sein. AuBerdem werden noch 2 weitere Strompegel
vorgesehen, namlich 2/31 und 1/31. Vorgegeben wird fiir die 3 Pegel der Winkel y. Er
kennzeichnet die gegenseitige Lage von Stander- und Liuferdrehfeld. Der Zusammenhang
zwischen wtp und ¢ ergibt sich aus Gleichung (6.8). AuBerdem wird die Standerwicklung
als streuungsfrei angesehen, die induzierte Spannung ist also Klemmenspannung.

Tabelle 6.5 bringt nun die Ergebnisse mehrerer numerischer Durchrechnungen. Der Auswer-
tungsgang ist folgender:

1. Ermittlung der Luftspaltindukion,

2. Bestimmung ihrer Grundwelle ém und des Lastwinkels 8* oder B, wenn x5, # 0, mit
Hilfe des Fourier-Analyseverfahrens,
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Abb. 6.13: Magnetfeld der Maschine im Leerlauf

3. Bestimmung von ¢* oder ¢ aus (6.9)

Der weitere Gang stiitzt sich auf folgenden Beziehungen:

Grundwelle des Hauptflusses:

Qsl = 21§L1rsil

Effektivwert der induzierten Spannung zwischen den Leitern:

Usverk = 2.12 V3 &g wy D1

Effektivwert der Klemmenspannung:

Uyerk = \/(Ut verk COS ‘;0)2 + (Ul verk Sin (iQo) - \/§1Xs0')2

Winkel zwischen Klemmenspannung und Strom:

Ui verk sin (x¢) — \/§I Xso
Ui verk cos ¢

¢ = + arctan

(6.11)

(6.12)
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Abb. 6.14: Grundwellenzeigerdiagramm, Synchron-Generator iibererregt, Erzeuger-Zahlpfeilsystem

Streuungsbedingter Differenzwinkel:

dp=¢x*—¢
Lastwinkel oder Polradwinkel:

B=p +4p

Effektivwert der verketteten Polradspannung;:

cos(B—¥)

Upverk = Uyerk
pver ver cos

Hauptreaktanz 4+ Streureaktanz = Standerreaktanz:

2 2
U + Uverk -2 Upverk Uyerk COSﬂ

pverk
X, =
s \/g 7

Grundwellen-Scheinleistung:

S = V31 Uyerkc



Tabelle 6.5: Ergebnisse von der streuungsfreien Maschine

Fall Last‘ 1 v éLl ﬂ* ‘Uiverk ® Upverk X ‘ S1 Py
A T kv v Q | kVA  kw

1 1/1|1375.0 75 0.8196 149 | 1.276 -74 1349 1.062 | 3039 838
2 2/3 19177 75 0.3108 115| 0.484 -40 1426 1.065| 769 589
3 1/3 | 4583 75 03770 21 | 0.586 54 1331 1.022| 465 273
4 1/1 | 1375.0 55 0.9012 116 | 1.403 -61 1191 0.924 | 3341 1620
5 2/3]917.7 55 05670 88 | 0.883 -33 1291 0.969 | 1402 1176
6 1/3 | 4583 55 05088 33 | 0.792 22 1280 0.947 | 629 583
7 1/1 | 13750 35 0.9805 95 | 1.526 -60 933 0.780 | 3634 1817
8 2/3] 9177 35 07140 71 |1.112 -36 1095 0.809 | 1766 1428
9 1/3 | 4583 35 0.6621 35 |1.031 O 1258 0.907 | 818 818
10 1/1 | 13750 15 0.9863 76 | 1.536 -61 768 0.648 | 3658 1773
11 2/3 | 917.7 15 0.8234 56 | 1.282 -41 1003 0.692 | 2036 1536
12 1/3 | 4583 15 0.7963 33 | 1.240 -18 1223 0.870| 984 936
13 1/1 | 13750 -5 0.9962 56 | 1.551 -61 754 0.542 | 3694 1791
14 2/3 ] 9177 -5 0.8789 42 | 1368 -47 946 0573|2172 1481
15 1/3 | 4583 -5 0.8815 28 | 1.374 -33 1156 0.814 | 1091 915

Grundwellen-Wirkleistung:

S1 = V31 Uyerk €Os ¢

Das Minuszeichen in (6.11) und (6.12) tritt in Kraft, wenn der Zahlenwert von ¢ negativ
wird, die Maschine also untererregt lauft.

Die in der Tabelle 6.5 zusammengestellten Ergebnisse kénnen besser nach einer grafischen
Aufbereitung diskutiert werden. Man betrachte dazu die Darstellungen Bild 6.15 bis 6.17.

Bild 6.15: Obwohl diese Synchronmaschine beziiglich der Verteilung des magnetischen
Materials rotationssymmetrisch ist, also keine Vorzugsrichtung in irgendeiner Achse aufweist,
liegt keine konstante Hauptreaktanz vor. Man muss konstatieren, dass X, stark sattigungs-
abhangig ist. Je hoher die Belastung, desto starker fallt die Eisensattigung ins Gewicht.
Da der Unterschied zwischen den Reaktanzwerten bei 1/1-Last und 2/3-Last nicht sehr
groB ist, kann man schon bei 2/3-Last mit einer nahezu vollstindig gesattigten Struktur
rechnen. Bei 1/3-Last ist das Eisen immer noch gesattigt, aber nicht mehr so stark wie in
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Abb. 6.15: Hauptreaktanz als Funktion von  und der Belastung

den anderen Fillen: X}, verandert sich deshalb deutlich weniger. Man kann vermuten, dass
im ungesattigten Fall die Hauptreaktanz sogar konstant und unabhéangig von ¢ wird. Fiir
alle Lastfalle eine Eisensattigung zu vermeiden, wird kaum maoglich sein. Darum sollte man
bei Neuauslegungen eine Hauptreaktanzveranderung nicht unberiicksichtigt lassen.

Bild 6.16: Bei starker Sattigung kann die Polradspannungs-Grundwelle sowohl iiber die
entsprechende Grundwelle im Leerlauf hinausgehen als auch stark darunter sinken. Mit
schwacher werdender Sattigung nahert sie sich diesem Wert fiir alle .

Bild 6.17: Die Nennspannung der konventionellen Maschine, von der hier ausgegangen
wurde, liegt bei 1,05kV. Man bemerkt, dass mit einer Permanentpol-Maschine eine weitaus
hohere Spannung erreicht werden kann. Aber um welchen Preis! Man muss ndmlich groBe
Aggregate zur Blindleistungslieferung bereitstellen, denn bei 1/1-Last und 2/3-Last ist
nur ein untererregter Betrieb moglich, die Maschine muss Blindleistung aufnehmen. Auch
bei 1/3-Last kommt man erst ab etwa 1kV und weniger in den (bererregten Bereich,
der bekanntlich hauptsachlich von einem Synchrongenerator erwartet wird. Er soll fiir
die mit Energie zu versorgenden Aggregate auch ein Blindleistungslieferant sein. Nach
Lage der Dinge kénnte dieser umgeriistete Turbogenerator mit etwa 0,8 kV Nennspannung,
458 A Nennstrom und einem Leistungsfaktor von 0,94 betrieben werden. Er hatte damit
eine Scheinleistung von 635 kVA. Man bemerkt hier deutlich die Einschrankung durch die
permanente Magnetisierung. Allerdings ist es natiirlich sehr vorteilhaft, wenn man kein
besonderes Aggregat zur Lieferung des Erregerstromes bendtigt.
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Abb. 6.16: Polradspannung als Funktion von ¢ und der Belastung

Die Leistungsdaten in Tabelle 6.5 bestatigen diese Aussagen: nur untererregt kann diese
Maschine die konventionelle tbertreffen. Wie man weiB, haben sich Asynchrongenerato-
ren wegen der immer notwendigen Blindleistungseinspeisung nicht als Energielieferanten
durchsetzen kénnen. Dies wird auch bei Permanentpolgeneratoren zutreffen, wenn man im
untererregten Bereich fahren will.

Abbildung 6.18 zeigt die Luftspaltflussdichte und ihre Grundwelle fiir den 3. Fall mit ¥ = 35°.
Man bemerkt eine Verlagerung des Feldmaximums zur Licke zwischen den Magneten
hin, so dass offensichtlich im Bereich des anderen Poles sowohl ein negatives Feld vom
Magneten (Magnetisierung positiv) und ein negatives Feld vom Stander geometrisch additiv
zusammenkommen und somit die Sattigung der Struktur in die Hohe treiben. Abbildung 6.19
gibt den Zusammenhang zwischen Klemmenspannung und Stdnderstrom bei cos¢ = 1
wieder. Er ist, wie man trotz der wenigen Werte erkennen kann (s. Tabelle 6.6), nichtlinear.
Bei reiner Wirkbelastung sinkt die Spannung stark mit zunehmendem Belastungsstrom.

Tabelle 6.6: Ergebnisse von der Maschine mit Streuung

Fall ‘ 1 v éLl IB ‘ Uiverk ' Upverk Xn
A T ] kv Vv 0
1 703 75 02364 75| 035% 0 1375 1.10

2 580 55 04785 55 | 0739 O 1289  1.02
3 421 35 06629 35| 1.030 O 1258  0.99
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Abb. 6.17: Klemmenspannung als Funktion von ¢ und der Belastung, streuungsfreie Maschine
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Abb. 6.18: Luftspaltinduktion (Kurve 1) und Grundwelle (Kurve 2) bei 1/3-Last und ¢ = 35°
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Abb. 6.19: Klemmenspannung als Funktion vom Laststrom bei ¢ = 0, Maschine mit Streuung
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Ladung, Ladung pro Langeneinheit

Poytning’sche Vektor
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Energie, Energiedichte

Systemvariable
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Spektralradius
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