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Abstract:

A lecture on applications of the Maximum Likelihood Method
in high energy physics, Both the ordinary and extended MIM

are introduced. Four practical examples are given:

1) The analysis of proton polarizstion by scattering on carbon.,

2) The determination of spin density matrix elements.

3) The determination of amounts, masses and widths of resonances
plotted on a triangle plot.

4} The determination of branching ratios in a two-step decay

process,

Minimizetion processes are described in detail, Likelihood
ratios for hypothesis discrimination are defined and the meaning
of these ratios is discussed., References to other examples in

the litersture are given.,



I. Allgemeines iiber die MLM:

)
Die MLM kann folgendermassen beschrieben werden:

Man schreibt eine theoretische Verteilungsformel fiilr den betrach-
teten physikalischen Prozess. Diese Formel sagt slso eine Vertei-
lung physikalisch messbarer Werte (z.B. Winkel oder invariante
Massen) voraus.

Schreiben wir diese Verteilung als P(ﬁ,ﬁ), wo P die "probability"
odexr Wahrscheinlichkeit bedeutet. Der X—Vektor besteht aus den messg-
baren Werten (z.B. Winkeln etc.), deren Verteilungen vorausgesagt
gind,

P ist also die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Ereignis mit seinen
einmaligen messharen Werten % stattfindet,

Der Vektor Z enthdlt die verschiedenen Parameter der Theorie, die
vielleiocht unbekannt sind. Es ist der Zweck der MLM, "heste" Werte

von diegsen Parametern zu finden.

Wenn ein Blasenkammer-Bxperiment abgeschlossen ist, hat man eine

Liste von Ereignissen mit je einer Gruppe von bekannten Parametern,
die den Vektor ; fiir jedes dieser Breignisse festlegt. Die Wahrschein-
lichkeit, mit der man ein einzelnes Ereignis mit dem Vektor Ei hat,
ist P(%g,i), und die Wahrscheinlichkeit, mit der man das ganze Expe-

riment beobachtet hat, ist also das Produkt von sémitlichen einzelnen

Wahrscheinlichkeiten.

2 (3) =T »(x;, &)

Eine solche gesamte Wahrscheinlichkeit heisst "likelihood" und ist

6
gine Funktion von A,
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Wenn P auf das Einheitsvolumen im X~Raum normalisierﬁ“ist(f?di = 1),
haben wir den ersten Teil des Problems erledigt. Um zu betonen, dal

P normalisiert ist, schreibe ich das Integral im Nenner.

r(%.,k)
= (1)

LAR) = e
i p(xRyax
Dieses Integral ist iiber genau den Bereich zu erstrecken, der beob-

achtbar ist, z.B, fiber genau den Reumwinkelbereich, der in dem Expe-

riment zur Verfigung stand.

In menchen Fillen ist sowohl die Beobachtungswahrscheinlichkeit als
auch die BErzeugungswahrscheinlichkeit der Ereignisse eine Funktion

von X» Denn mud diese Beobachtungswahrscheinlichkeit als multipli-
kativer Faktor in P(i,K) eingeschlossen werden. Referenz 2) enthilt

ein kompliziertes Beispiel eines solchen Problems.

Manchmal ist einer der A~Parameter nur ein multiplikativer Faktor,

der die "rate" oder Haufigkeit des betrachteten Prozesses beherrscht.
Soleh ein Parameter wire z.B. der totale Wirkungsquerschnitt oder

die "transition rate", Offensichtlich kann ein multiplikativer Pa-
rameter solch eine "likelihood function" nicht beeinflussen, weil er
gleichzeitig im Zihler und Nenner erscheint, Aufiéerdem wire es sinn=-
los, die Verteilung zu normalisieren,

In diesem Fall normelisieren wir die Wahrscheinlichkeit P {iberhaupt
nicht, sondern betrachten einen weiteren Faktor, némlich die Wahrschein-
lichkeit, mit der Ereignisse nicht auftreten, wo sie auch in Wirklich-

keit in diesem Experiment nicht aufgetreten sind. Dieser Faktor ist

genau

p (%) = exp(~fp(X,B)aX) (2)

‘nieht
und die gesamte "likelihood function' in diesem Fall ist
" > > > >
2(R) =EP(X-;K)-[ » exp(~-{P(X,A)dX)
1 i

1)

Diese Methode heift die 'bxtended MIM",



Sie werden vielleicht liberrascht sein, diesen exponentiellen Fek-
tor zu sehen. Die folgenden Betrachtungen sind eine heuristische
Rechtfertigung dieses Faktors, Wenn eine "rate" zu bestimmen ist,
stellen wir uns vor, dass die Wahrscheinlichkeit eines Prozesses
eine normalisierte (auf eins) Verteilung W(X,A) sei, multipliziert
mit einer Varisblen A , die die "rate" beherrscht, Lassen wir diese

Variable die Anzshl vorhergesagter Ereignisse sein.

P(X,a,h) = A w(X, k)

Diese Wahrscheinlichkeit hat natiirlich die Eigenschaft, daB sie,
wenn sie lber X integriert wird, die vorausgesagte Anzahl Ao erm
gibt. Betrachten wir Ao als einen unbekannten Wert, der zusammen

mit A zu bestimmen ist.

Die overall "likelihood" ist also das Produkt zweier "likelihoods",
némlich der "likelihood", mit der die N (die becbachtete Anzahl)
Ereignisse auftreten, und der "likelihood", mit der die N Ereignis=
se so verteilt sind, wie sie in Wirklichkeit verteilt sind. Der

erste erwihnte Faktor wird von der Poissonschen Verteilung voraus-

gesaghs

wo A in dieser Formel der theoretische Hittelwert ist, der zu be-
stimmen ist. N dagegen ist die Anzahl der Ereignisse, die in der

Tat beobachtet worden sind, Der zweite erwidhnte Faktor ist einfach

N
now(¥. K.
© 1
1=1

Zusammen liefern diese Faktoren
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Die Fakultét N! ist eine unbedeutende Konstante, die die Bestimmung

von A baw. R nicht beeinfluBt, und sie muB nicht beriicksichtigt

warden.

Beachten Sie, daB, wenn es keinen "Winkelverteilungs-Term" w(x,h)
gibt, die Maximalisierung von Gleichung (3) das triviale Resultat
A =N liefert. W(f,K) gndert also A  ab, Im allpgemmeinen wird der
gednderte Wert besser sein als Ay =T, weil mehr Information zu sei-

ner Bestimmung angewendet worden ist.

Ich betone, dal die zuerst erwiéhnte likelihood function zu verwenden
ist, wenn es angebracht ist, die Wahrscheinlichkeit auf eins zu
normalisieren und die "extended MLM", wenn eine "rate" oder ein Wir=

kungsquerschnitt unbekannt und zu bestimmen ist,

Wenn wir eine groBe Anzahl von Ereignissen haben und die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten miteinander multiplizieren, kann dieses
Verfeshren leicht "machine overflow" verursachen., Aus diesem Grunde

berechnet man normalerweise den Logarithmus der likelihood function

WXy = 12205,




Bis jetzt haben wir uns noch nicht mit den A-Parametern befafllt,
Diese sind die Werte von physikalischem Interesse, die wir aus
unserem Experiment bestimmen wollen,

Um sie zu bestimmen, maximalisieren wir die gesamte Wahrscheinlich-
_ keitiﬁ(K),'mit der das Experiment, das in Wirklichkeit geschehen

ist, vorausgesagt wird, Was dies praktisch bedeutet, ist, daB wir

Werte von A suchen mit irgendeinem moglichen Mittel, die W(K)

maximalisieren, Diese Werte sind die besten Werte der Parameter,

die das Experiment geben kann,

Die Maximalisierung von w ist nur ein technisches Problem, das ich
spiter diskutieren werde. Wenn dieses Maximalisierungsverfahren
angevendet worden ist, konnen wir Abschétzungen der Standard -
Abweichungen von den A-Parametern, oder, was noch niitzlicher ist,

die ganze Fehlermetrix
A A, AA.
Cong ang)

nach einem einfachen Verfahren berechnen. w 1st natiirlich eine

Funktion von K.

-4




An der Stelle des Maximums sind alle ersten Ableltungen natiirlich
Null, aber die zweiten Ableitungen stehen im Zusammenhang mit der
Schirfe des Maximums. Noch genauer gesagt: Wenn wir nur einen

Parameter A haben, wird der Fehler in A so berechnet:

~1
2 Py
{2} - -“2>

und wenn wir mehrere Parameter haben, haben wir

-1

2
éAi AA.> . -
J AQA

Dag heisst, die Fehler-Matrix ist gleich der Inversen der Matrix

ij
der zweiten Ableitungen,

Diese letzten Beobachtungen nehmen an, dass die Likelihood Funktion

4hnlich einer Gaussischen Kurve in allen Variablen A ist,

A

N

»

i<C

E; Dies wird der Fall sein,
wenn es geniigend viele Br-

oignisse gibt, und die

Porm der Likelihood Funktion

S~ gescheit gewdhlt ist.

Damit ist die allgemeine Diskussion iber die MLM vollsténdig er-
ledigt., Die Probleme sind zweifach: Brstens muss man seine Wahr-
scheinlichkeit P etwas gescheit ansetzen. Diese Moglichkeit ist nux
durch die Kenntnis oder Unkenntnis der zugrundeliegenden Physik

bheschrénkt. Zweitens besteht das Problem der Maximalisiserung der
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parallel szur Streuungs-Ebene ist, dann gind @ und ‘¥ die normalen
Polar-Koordinaten des gestreuten Protons. Es kann sein, dass die
Protonen eine gpin~Polarisation haben, mit einem Polarisations-
Vektor, der eine bestimme Richtung relativ zur gtreuebene (menk-
recht dazu) hat.

Die Polarisation ist so definiert:

AUS - BIN ) _
P= Tos + BIN '’ O EIN und AUS die Anzahl der Ereignisse

mit Spin-Richtung "in die Tafelebene hinein" bazw. ngus der Tafel-

ebene heraus" bedeuten sollen.

pie Wshrscheinlichkeit, mit der das Proton vom Kohlenstoff-Kern

mit den Winkeln Giund ‘ﬁ gestreut wird, ist proportional zu:
P (ei,\ﬁ) =1+ pa (Qi)-cos Vi

wo p (die Polarisation) zu bestimmen und a{e) (die Analysierbar-

keit) eine bekannte Funktion von & fiix Proton-Kohlenstoff—Streu—

ung ist.

Bemerken Sie, dass P(o, ¥ ) schon auf das Binheitsvolumen im
Raumwinkel normalisiert ist., Also ist die Likelihood nichts anderes

ais das Produkt iiber alle Ereignisse von P(ei,‘Pi).
0 = \y

Um den besten Wert der Polarisation zu bestimmen, probieren wir
nur verschiedene Werte von p von o bis 1oo O/o, bis wir den maxi-

malen Werts von i (p) gefunden haben.



Beispiel 2

Nehmen wir an, dass ein Rho-Meson in irgendeiner Reaktion erzeugt
worden ist., Sagen wir, es ist in der Reaktlon yp ~>/op —)pn+n— er~
zeugt worden. Danach zerfdllt das L in n+n-. Dasl/o ist in einem
Zustand von Spin-Ausrichtung, der véllig beschrieben werden kann

mit einer Spin-Dichte-Matrix 4?/ﬂk}

Im Ruhegysiem des‘/O haben die Zerfallprodukte des‘/O eine Vertei-

lung

W(Q,“?;ﬁ 13) =
z%-{% (1—‘/20) + % (5/000-1) 00829 —/01,“1sin2eoos 2¥'JWER§/%Osin2eco§5k

6 und ¥ sind natiirlich Parameter der einzelnen beobachteten Ereig-
nigse, Die /ﬁ%j sind die Parameter, die man gus dem Experiment be-
stimmen mdchte, um Information iiber den Erzeugungsmeohanismus'éu he-
kommen, Um dies zu leisten, maximalisiert man diese Summe iber alle

beobachteten Ereignisse k:

W( By ) = 0P ) =% b W (8 Py Ay )

Bemerken Sie, dass W(6,¥ ) schon normalisiert ist mit dem Faktor 24,

Dies Problem k¥nnte auch mit dexr MLS geldst werden, wenn wir die Da-~
ten in zweidimensionalen Invervallen in © und ¥ teilten.

Dieseg Verfahren wire aber weniger elegant, wilrde grossere Fehler
liefern und wire von dex Willkiirlichkeit der Intervalleinteilung
abhingig, Eine vollstZndige Behandlung dieses Problems ist in einem

5)

Artikel von J. Friedmann und R. Ross zu finden . Andere Methoden,

mit denen men die Spindichte-Matrixelemente bestimmen kann, sind in

6)_

einem Artikel von N, Schmitz zu finden
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Beispiel 3

- A

Nehmen wir an, dass wir die Reaktion (XKp — Kpnan) untersuchen.

In Illinois haben wir in dieser Reaktion fiir eine Gesamitschwer-
punktenergie von 2,5 GeV starke Y : (1520) und ur Brzeugung ge-

funden 7). In solch einem Fall ist es niitzlich, den Endzustand

mit einem PTriangle plot zu zeigen,

Yy =
M. (nnn)

X = M(X p)

In diesem plot ist die Masse der Kp-Kombination als Abszisse auf-
getragen und die (mnn)-Masse als Ordinate.

Dieser plot zeigt ganz klare Anhdufungen, die den zwel erwidhnten

Resonanzen entsprechen, Dag dichte Gebiet im overlap-Bereich deu~-
tet an, dass wir gleichzeitige Brzeugung von diesen beiden Reso-

nanzen haben.

Es gibt also mindesteng diege vier mdglichen Prozesse

Kb-—é fpﬁffno
Kpw
% w

Y nmn
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Sicher gibt es Ereignisse, die nach reinem Phasenraum verteilt
sind und sicher gibt es gleichzeitige Y*w - Erzeugung und viel-

leicht andere Endzustidnde, aber wie oft kommen sie vor?

Um dieses Problem %u 18sen, haben wir eine Wahrscheinlichkeit als
Funktion der zwei Koordinaten, die da aufgetreten gsind, geschrie-
ben. Stellen Sie sich vor, dass eine dritte Achse, die Wahrschein-
lichkeitsachse, aus der X~Y-Ebene herausragt, Dann ist der Phasen-
raum ein gebeugtes Dach, das das Dreieck deckt, und am Rande ver-

schwindet.

PO, Y)

Lesonang

~ N \["

Phasenv auin

>
X = Mk P)
Nach Hagedorn 8) ist die vom Phasenraum vorausgesagte Wahrschein-

lichkeit |




412 -

PPR(X,Y) = [RE(X; my m2)'R3(Y5 m3,m4,m5)'ﬁ2(E;X,Y).
XYJ/[ - ldxdyY

Die Wahrscheinlichkeit einer Resonanz in X, d.h, zwischen den
K~ und p, ist proportional der Phasenraumwahrscheinlichkeit P,
multipliziert mit einem Breit-Wignerschen Faktor. Diese Wahr-

scheinlichkeitsfliche sieht wie ein glattes Gebirge aus.

P {X,Y)
PR /{oioo axay

[(em)? + (7)2] -

Die Wahrscheinlichkeit einer Resonanz in Y, d.h. unter den dreil

Py (X,Y) =

Pionen, wird analog in Y geschrieben.

Gleichzeitige Resonanz-Erzeugung dhnelt einem Finger, der aus der
Ebene herausragt. Lediglich ist die Phasenraumwahrscheinlichkeit
PPR nultipliziert mit zwei Breit-Wignerschen Faktoren, die X

bzw. Y entsprechen.

Alle Verteilungen sind auf das Einheitsvolumen in X und Y durch
die Integrale normalisiert. Die Gesamtwahrscheinlichkeit, mit der
ein EBreignis an der Stelle X,Y stattfindet, ist also eine Funktion
bei der diese A's die Anzahl der Ereig-

von AP e to s B durch A

R Xy’

nisse sind, die tatsichlich der entsprechenden Verteilung gehor-

chen. Die Verteilungen sind die, die gerade definiert worden sind.



Py (Apps Ays Ay Ayyi X5y Ty)

- A :Normalisierte z
PR " {Wahrscheinlichkelt nach Phasenraum
+ A _ { Normalisierte ’
X ; Wahrscheinlichkeit fiir X-Resonanz Erzeugung:
A ~ {Normalisierte b
Y ; Wahrscheinlichkeit filr Y-Resonanz Erzeugungf
+ A , (Normalisierte i
XY tWahrscheinlichkeit fir gleichzeitige Resonanz Erzeugung i

In diesem Palle wollen wir "rates" (Anzahl) bestimmen., Also wenden

wir die "exbtended MIM" an und schreiben
Y (At wee + AL)
—[§5Pi]€ PR XY

1

~

S lhpgee Ayy)

Da jede der Verteilungen fir sich in dieser Formel normalisiert ist,
ist das Integral der Gesamtwahrscheinlichkeit nur die Totalanzahl

der Ereignisse A + ... + AXY' Diese Summe ist ungef8hr - - jedoch

PR
im Allgemeinen nicht gensu der beobachteten Anzmshl gleich., Wenn J:
maximalisiert ist, haben wir die gewiinschten Werfe der verschiedenen

A's gefunden.

Sie kinnen sich leicht veorstellen, dass wir, wenn wir Anpassungen
an die Histogramme gemacht hidtten, wir Informationen iiber die
exakte Stelle jedes einzelnen Ereignisses verloren hitten. So wiir-

den die Fehler dementsprechend grosser werden.

Dieses Programm, das TRIKOT 9) (eine Abkirszung von TRIKOTNIK) heisst,
ist in Illinois geschrieben und von Herrn Behrens filir das DESY-Honitor-
systen iibersetzt worden. Ein #hnliches Programm wurde von Friedmann

und Ross in Berkeley asufgestellt, welches mehr mgliche Endzustinde

behandeln kann 10). Herr P. 88ding erstellt jetzt ein Hhnliches

1)

Programm fir den Prozess yp - prurn .
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Beispiel 4

s . M e i e ey et i b

Betrachten wir die Reaktion, die von dexr Cambridge-Hamburg-Colla-

boration 12) untersucht wird, nédmlich
pp —» p p n ® bel 10 GeV/ec.,

Eine bedeutende Eigensochaft dieser Reaktion ist zwel "enhancements"

in der pi n ~Massen-Verteilung um 1450 MeV bzw. 1700 MeV. (Abb,2)

Dag sohraffierte Histogramm besteht aus den Breignissen, deren
pn+—Kombination im N*3/2- Igsobar Massenbereich liegt. Diese Daten
deuten also an, dass wir neben anderen Dingen auch elne Resonanz

um 1700 MeV erzeugen, die hinterher in N*++n_ zerfgllt,

Also ist die Reaktionskette folgende:

—

pp = PN*(1700) - pﬁéé %" - ppniy

W
33

3

Wir mdchten das Verzweigungsverhiltnis N%(1700) _

N%} %+ PR

aus diesen Daten abschétzen. Deshalb schreiben wir eine entsprechen-
de drei-dimensionale Massenverteilung.

P(M(’Paw+"- ), M(/(’gff*')) M(F rr')) -

- M) MG 1) ! !

E [(MCpm)-17007+([2)* ] 1

Phasenrau p - Faktor ZlErfeer gung des N (-’?? Zerfall
-~ des N¥(1700
1/ )
fir Kein 1 Y =
N:’r’(,yoa) { T z [( M('PTT*) - 12 38) -+ (r/Z) ]
Iyl N%(I’?oo) — N 238y T

(7 unkorrelierter

[t -1
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Der erste Faktor ist ein Phasenraumfakior. Hier sind B und P die
Gesamtechwerpunkienergie bzw. der Schwerpunktimpuls der 6)n+n" -
B

Kombination, Dieser Faktor, wenn er iiber M(PBn") und M(PBn+) inte-
griert worden ist, sagt eine pn+n- Masgsenvertellung voraus, die

wohl bekannt ist:
A

da

dM (o
PP T

v

M (pt )
Die Brzeugung einer N*(1700) Resonanz ist proportional zum zwei-

ten Faktor, einem Breit-Wignerschen Faktor,

Daneben schreiben wir damn die Wahrscheinlichkeit, mit der die N*{1700)
Resonanz zerf#llt, Wenn der Zerfall ganz unkorreliert ist, (d.h. kei-
nen Isobarzwischenzustand%Laﬁ% igt diese Wahrscheinlichkeit unabhén-
glg von der invarianten Masse der Zerfallprodukte pn+. Also emchrei-
ben wir nur die Konstante "eins". Aber wenn die Resonanz durch N*=n
zerfH11t, ist der dritte Faktor nicht mehr eine, sondern ein zwei-

ter Breit-Wignerscher Fakitor, der den Zerfall beschreibt. Also

ersetzen wir die "Eing" durch diesen Faktor,

Ausserdem haben wir einen Untergrund, der betrachtel werden muss.
Um diesen Untexrgrund zu behandeln, schreiben wir eine Konstante
(eing), wo der erste Breit-Wignersche Term steht. Aber beachten wir
noch die zwel Zerfallsmbglichkeiten, da der Untergrund auch entwe-

der unkorrelisrt sein oder N*(1238) enthalten kann.
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Insgesant haben wir also vier mdglicheVexrteilungen.
Diese vier Verteilungen sind Funktionen sowohl von M(prn) als
auch von M{(pr' ). Normalisieren wir alle Verteilungen und machen
wir eine lineare Kombination, wo die A's wieder die Anzahl der
Ereignisse der veraschiedenen Erzeugungs- und Zerfallsprozesse
gind. Die Gesamtwahrscheinlichkeit dist dann

2.() =TT L AR(HCR T0), M{paT™, M (7))

=1 a;(/‘3\ A +A3+A4)

Dieses Programm heisst MITOSIS und erlaubt, die Masse und Breite
13)

des N¥(1700) auch als freien Parameter zu bestimwmen,

IIT, Maximalisierungs-Verfahren

Bis jetzt haben wir nur Beispiele der Formulierung dexr MLM nach
physikalischen Grundsitzen diskutiert. Jetzt will ich kurz das

technische Problem der Maximalisierung srwihnen.

Im Fall des direkten Gebrauchs der MLM gibt es einige Speziali-

félle.

o . oy

P, alg Funktion von A plottet:

: LA |

A/

In glinstigen Fillen (geniigend grosse Statistik und ein reali-
stisches physikalisches Modell) wird £ #hnlich einer Gaussischen
Kurve sein. Wenn in;gﬁnstigen P8llen die Likelihood-Kurve asymme -

trisch ist, ist es wichtiger, die ganze Kurve zu zeigen.
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>4A

In jedem Fall, wenn man den Fehler zu A bestimmen will, misst
man die zwei Punkte, wolfjden e-1/?—ten Teil abgenommen hat. In
dem ungiinstigen FPall, der hier gezeichnet ist, wiirde man asymme-

trische Fehler angeben.

Wenn das Problem zwei Parameter A1 und A2 hat, ist es am besten,
einen zwei~dimensionalen Plot zu machen, um so viel Information

wie mdglich zu zeigen, AL

In diegem Plot sind die
H

Xurven von konstantemff‘ b

Wenn es ndtig ist,

Fehler in den zweil 4

Parametern anzugeben,

" Ay

zeichnet man nur eine Kurve von 6—1/? und schitzt die Fehler in
der Weise ab, die hier gezeichnet worden ist, Die Fehler kénnen

selbstversténdlioh hier auch asymmetrich sein.

Wenn man mehrere Parameter hat, ist ein Minimalisierungs- oder
Maximallgierungs~programm erforderlich. Ein Minimalisierer kann
natiirlich als Maximalisierer funktionieren, wenn nur ein Minus-
zeichen vor der w-Funktion eingefithrt wird. Ein soloches Programm
ist eines der niitzlichsten und gewaltigsten Anpassungsprogramme,
das Jjemals entwilickelt worden ist, Wenn man ein einziges gutes
Minimelisierungsprogramm hitte, kénnte man auf die melsten seinex

anderen Anpassungs-Programme verzichten und Wochen.von. Programm—

aufwand sparen.
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Wie funktioniert ein Minimalisierungsprogramm? Am einfachsten
und langsemsten wdhlt man zufdllig oder systematisch Werte der
Parameter und testet, ob sie die Funktion kleiner machen., Im Ge=-

gengatz dazu ist die schnellste und bekannteste Methode wahr=

schelnlich die folgende:

An irgendeiner Stelle (sie muss schon in- der Néhe des Minimums

sein) berechnet das Programm alle ersten und zweiten Ableitungen
von w(£), Nennen wir sie wi(i) und wij(ﬁ). Dann liefert eine ein-
fache Verwendung einer Taylorischen Reihe Anderungen, die erfor-

derlich sind, um die Minimalstelle anzunihern (die Newtonsche

Methode),

Wiederholte Anwendung dieser Ndherung wird normalerweise erfor-

derlich, um die minimale Stelle mit auvsreichender Genauigkeilt zu

finden.

Bine andere, oft verwendete Methode ist, die, fiir die einzelnen
Parameter nacheinander Minima zu suchen mit einer parabolischen

Anndherung. Stellen Sie sich das folgende Verhalten im Parameter—

Hyperraum vor: .E
N
AL Lf- o i”-"{“ \ |
. h o‘ . \ ] |
/"/ - 5 ; : C
{ .
A
o . \
F \ \\
\ N
\ N |
\\ \\‘\ . \)) /’l
L

TA,




$AZ

Minfun

Abb3



- 20 -

Bin Programm wie dieses, das von V.E. Humphrey geschrieben wor-
den ist 14), kann angewendet werden, um nicht nur ein Miniﬁum Zu
finden, sondern auch um eine Entdeckungsreise durch den Hyper-
Parameterraum zu machen, Dieseg Programm heisst MINFUN, Die fol-
gende Abbildung (3) erklédrt, wie es funktioniert. Der Ausgangs-
punkt heisgt B. Stellen wir uns vor, dass das Programm schon ahnt,
in welcher Richtung die Schlucht liegt.(Wenn es dies nicht ahnt,
berechnet es bloss den Gradienten bei B). Die vermutete Richtung
heiss%ﬁiﬁﬁé. Es macht einen willklirlichen Schritt in diese Richtung
zu einem neuen Punkt C, Es berechnet dort den Gradientengag.‘ln

dexr 56—58 Hyperebene wihlt es einen welteren willkiirlichen Punkt T
in einer Richtung, die senkrecht zu-ﬁg liegt. Mi%t der Kenntnis des
Gradienten'ag an der Stelle C und der Hohe des Punkteg T bestimmt es

eine Parabel., Das Extremum dieser Parabel fH#llt jeweils ungefihr

mit der Talsohle zusammen.

Dieser Talschlenpunkt ist ein neuer Ausgangspunkt B' und die Rich-

a3 e
tung BB' ist die neue Suchrichtung, die EXVEC ersetzt,

StelleQ Sie sich vor, dass Sie eine Binde vor den Augen tragen,

Mit einem langen Stock miissen Sie so schnell wie mdglich von einem
Berg ins Tal kommen, Die Methode, die hier beschrieben wird, besteht
darin, einen Punkt in der vermuteten Richtung zu wihlen, und dort
mit dem Stock.herumzukratzen, un die am Ort der Spitze des Stockes
vorhandene Gradientrichtung zu finden. Dann ertastet man einen Nach-
barpunkt, nur um dessen HShe zu bestimmen., Mit dieser Auskunft er-
rechnet man schnell die vermutete Stelle der Talsohle, Dann 1lHuft

man zu dieser Stelle und wiederholt dag Verfahren mit einem kiirze-

ren Stock,
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MINFUN kann angewandt werden entweder, um das néchste Minimum zu fin-
den (dies heisst die "converging mode"), oderstindig mit beliebiger
konstanter Schrittweite Schluechten zu folgen, um einen ganzen Hyper-
raum zu erforschen. MINFUN ist von Herrn J, Diaz filir das DESY-Monitor-

system iibersetzt worden und steht bei ihm zur Verfiigung.

Diese MINIMIZERS sind sehr gewaltige Werkzeuge zum Anpassen, und ich
empfehle, dass Sie sie benutzen., Sie kinnen selbstversténdlich auch
fiir einfache Kurven-Fittings angewandt werden, Sie haben den Vorteil,
dass man, wenn man einen Parameter, der eine unlineare Rolle spielt,

freilassen will, (z.B. die Magse oder Breite einer Resonanz), es

ohne weiteres tun kann.

1V, Diskrete Hypothesen; Likelihood-Verhéltnisse

Es kommt oft vor, dass man eine Entscheidung zwischen zweil (oder meh-
reren) diskreten Hypothesen treffen mbchte, angtatt beste Werte konti-
nuieriicher Parameter zu bestimmen., Nennen wir die zwei entsprechen-
den, auf eins normierten Verteilungen Pq(i3 bzv. Pz(is. Eine Grisse,

die oft verwandt worden ist, um die zwel Hypothesen zu unterscheiden,

ist dag Likelihood=Verh#ltnis:

Aus praktischen Griinden ist es oft besser, mit dem Logarithmus zu

arbeiten: Z&w = ln;f1 ~ln:f2. Wenn ein experimentelles Likelihood-

Verhdltnis gross (oder klein) ist, kann man im allgemeinen sagen, dass

das Experiment Hypothese 1 (bzw. 2) vorzieht.
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Un die Bedeutung des8 Likelihood-Verh#litnisses eines gegebenen BExperi-
ments zu verstehen, ist es oft niitzlich, kiinstliche Experimente nach

dem Monte Carlo ~ Verfahren herzustellen und die Verteilung von AW

zu untersuchen, Kiinstliche Experimente konnen natiirlich mit FAKE 15)
hergestellt werden. Jedes Ereignis kenn mit der Grisse P(;QXPMAX(E)
gewichtet werden, Nur wenn diese Zahﬂérﬁsser aleg eine zwischen Null
und Eins gleichverteilt erzesugte Zufallszahl ist, wird des Ereignis

behalten., So kann ein Salz Ereignisse mit je einem Bin#drgewicht nach

—
der Verteilung P(X) erzeugt werden.

Der folgende Plan wird vorgeschlagen: Nehmen wir an, dass das wirk-
liche Bxperiment aus N Blasenkammer-Ereignissen besteht. Ein Monte-
Carlo-Rechenmaschinen=-Programm wird geschrieben, das Ereignisse
entweder nach der Verteilung P1(§) oder der Verteilung Pz(EB erzeu~
gen kann, Eine grosse Anzahl (einige Hundert) nach P1 gimuiierter
npxperimente" von je N Ereignissen wird hergestellt, Die Likelihoods
§E1 und :£2 dieser “Experimente" werden berechnet und suf eine w1—w2—
Ebene geplottet. Solohe "Experimente" scharen gich normalerweise

in einem Haufen an derjenigen Seite der Diagonalen zusammen, die P1

' «
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Yoxoxr x 4
P X ¥
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Eine grosse Anzahl nach P2 erzeugter "Bxperimente" wird ebenso
behandelt., Die x-en der Abbildung reprisentieren die zveite Art
von "Experiment". Beachten Sie, dass die diagonalen Linien in die-
gsem Plot Linien konstanteq,;}urksind. Ein Histogramm von A4 kann

also leicht aus diesen w1 - w2 Plot erhalten wexden.

Das wirkliche Experiment kann natiirlich auch als ein Punkt geplot-
tet werden. Hat man Pech, so liegt dieser Punkt zwischen beiden
AnhZufungen, jedoch mit etwas Gliick liegt er innerhalb eines Hau-
fens, aber weit vom zweiten entfernt., Wenn er nicht im Bereich

einer der Anhiufungen liegt, sollte man beide betrachteten Hypo-

thesen als verddchtig ansehen,

Es ist natiirlich zu empfehlen, dass diese Analyse vor Ausfihrung
des wirklichen Experiments gemacht wird, um das Experiment besser
planen zu konnen. Solche Betrachtungen helfen, eine verniinftige,

geplante Statistik des beabsichtigten Experiments zu widhlen,

Mit der Auskunft diedes Plots kann man das Ergebnis seines Experi-
mentes folgendermassen ausdriicken: "Unser Experiment bevorzugt
Hypothese 1 mit einem Likelihood Verh#ltnis (Zahl},

Wenn diese Hypothese tats#chlich richtig ist, so ist zu erwarten,
dass bei hidufiger Wiederholung des gleichen Experiments in A o/o
der Fdlle Hypothese 1 mit einem grdsseren Likelihood ~Verh#ltnis
bevorzugt wird. Wire stattdessen Hypothese 2 richtig, so erwarten
wir, dass das beobachtete Likelihood Verhiltnis bei Wiederholung

des BExperiments nur in B o/o aller FHlle liberschritten wiirde."
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Hoffentlich ist A eine Zahl zwischen etwa 5 und 95 o/o, und B

eine sehr kleine Zahl,

Ein anderes mdgliches Verfahren besteht darin, die theoretischen

Werte o = SP(;J /%P(g’) Q? anel

(- i Py = [PCR) (- fm PER) 4 X

fir alle méglichen Hypothesen zu berechnen und mit den entspre-

chenden experimentellen Werten zu vergleichen.

Bs ist iiblich, das Likelihood-Verh&#ltnis als "betting odds"
(Gewinnchancen) zu bezeichnen., Diese Bezeichnung kann mit einer
Analogie gerechtfertigt werden, Stellen wir uns vor, dass wir
Roulette mit zwel Sorten von Ridern spielen. Die erste Sorte hat
gleichformige Wahrscheinlichkeit fiir die Zahl 1 - 36 und die

zweite hat eine ganz andere aber bekannte Wahrscheinlichkeite-
verteilung. Nehmen wir an, dass bel der zwelten Art die Wshrschein-
lichkeit fiir das Auftreten einer Zahl proportional zu dieser Zahl
iet. Um das Problem zu vereinfachen, nehmen wir an, dass keines dex

beiden Réder eine "Null" enthilt.

Bei normalem Réulette hat man nur ein Rad der uniformen Art und
man setzt auf eine beliebige Zahl, Aber das jetzige Spiel ist so,
dass das Casino zuféllig ein Rad wihlt, ohne das dexr Spieler weiss,
welches, Das Rad wird gedreht und dlie Zahl wird angesagt., Dann soll

der Spleler wetten , welches Rad benutzt wurde.
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Die g priori Chancen gind 1:1, weil das Rad zufdllig gewdhlt wur-
de und der Spieler keinerlei Information hat, bevor die Zahl ange-
sagt wird, Wenn z.B. die erste Zahl eine "Drei" ist, kann man die
a posteriori "betting odds" leicht berechnen:

1
36 e 6'

e

14244 4 o+ 36

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass, wenn ein Rad zufdllig ge-
wihlt und gedreht und dieses Verfahren sehr oft wiederholt wird,
die "Drei" ungefihr sechsmal so oft auftauwcht, wenn das ttyni forme"
Rad gedreht wird, als wenn das "proportionale" Rad gedreht wird,
In diesem Sinne ist es verniinftig, das Likelihood~Verhdltnis als

"hetting odds" zu bezeichnen, und zwvar mit Geld nach diesen odds

zu wetten.

Wenn dasselbe Rad noch einmal gedreht wird, koénnen diese "odds"
(ungefiihr sechs) als a priori "betting odds" fiir die zweite Um-

drehung des Spiels betrachiet werden.

Tiip die dritte Drehung des Rades kdnnte man das Produkt der ersten
zwei DLikelihood-Verh#itnisse als a priori "betting odds" betrachten
... usw. Die Analogie mit einem Bliasenkammerexperiment wit N Ereig-
nissen (¥ Drehungen desselben Rades) ist augenfdllig. In der Natur
haben wir nicht Modelle, die zuf#dllig gewdhlt sind, sondern nur

ein richtiges Modell. Aber die Tatsache, dass wir keine Auskunfi
iiber dieses Modell haben, bevor das erste Ereignis analysiert wird,

zwingt ung, die a priori "betting odds" als 111 zu betrachten,
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Obwohl das Gesamb-Likelihood-Verhiltnis des Experiunents in diesem
Sinne "betting odds" entspricht, finde ich es besger, das: Ergebnis
eines Experiments nach dexr obigen sorgfiltigen Aussége auszudriicken,
als nur die "betting odds" zu geben, Dadurch hat man genauvere In-
formationen iiber die Zuverléssigkeit seines Experiments, weil solche
Fragen wie Y"Wie typisch ist mein Resultat?" bzw., "Wie oft wiirde ein

wiederholtes Experiment irrefiihrend sein?" besser beantwortet wer-

den konnen.

Im Falle eines Blasenkammexr-Experiments ist es wichtig zu untersuchen,
wie die einzelnen Ereignisse zum Likelihood-Verhiltnis beitragen.

Es besteht die Gefahr, dass ein experimenteller Bias "Ereignigse"
erzeugen konnte, die in einem nach einer der Hypothesen sehr unwahr-
scheinliohenvgmGebiete liegen, Solche "Ereignisge" konnen das Likeli-
hood=Verhdltnis star beeinflussen und ein irrefithrendes Resultat ver-
ursachen. Bleibt jedoch das Likelihood~Verh#ltnis gross (oder klein),
nachdem man diejenigen Ereignisse, die {lir sich allein die grdssten

(kleinsten) Likelihood-Verhiltnisse haben, aus dem Sample entfernt

hat, so kann man sich der Entscheidung eiwas sicherer sein.

Man sollte auch den Finfluss des Untergrundes und der anderen Para-
meter des Experiments sorgfiltig untersuchen, etwa durch wiederholte

Bestimnung des Likelihood-Verhdltnisses mit jeweils anderen Werten

dieser Parameter.

Bin Pall, der fiir diese Behandlung geeignet ist, ist die Spin-Pari-

-x.
bitsbostinnung des ¥, (1660)"6)
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Der Verfasser hat die MLM durch den Artikel von J. Orear kennen-
gelernt und grossen Nubzen aus der Zusammenarbeit mit D.C. Gates,
P.L, Jenkins, R.W. Kenney, Ph, Eberhard und U.E, Kruse, und aus
Gesprichen mit R.D. Eandi und P. $58ding gezogen.

Ich danke auch P, S6ding, R. Schifer und wmeiner Frau Gisela fiir
kritische Durchsicht des deutschen Textes und Frau H. Wischmeiler

fiir die Vorbereitung des Druckes.

Pieser Bericht war ein Vortrag, der im Rahmen eines Seminars
von E. Lohrmann iiber Methoden der Blasenkammerphysik am II. Institut

fiir Experimentalphysik der Universitdt Hamburg gehalten wurde.
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Abbildungen

1)

3)

Bestimmung der Polarisation des Riickstoss-Protons in der Pion-

Proton-Streuvung.

Experimentelle pn+n_—Massenverteilung in der Resktion pp -9 ppn+n—
bei 10 GeV/o. Dag schraffierte Histogramm ist die entsprechende
Verteilung fiir solche pn+nH-Kombinationen,ﬁhei denen die Masse

des pn+—System3 im W*-Bereich liegt,

Das Minimalisierungs-Verfahren (Ravine-Methode) des Programms MINFUN.
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