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Summaxry:

The description of many particle production processes by means of
statistical models is investigated, with particular attention paid

to the inclusion of angular momentum conservation in addition $0 that

of energy and momentum. In part I we formulate the classical and
quantum—meéhanioal phage space with full kinematics {all ten additive
conservation laws) and discuss its evaluation using the central limit
theorem of statistios. The corresponding extension of the (Permi) statistical
model is carried out in part II; we thenbapply the model thus obtained to
find predictions about integral and differential guantities both for
tnelastic and for the coupled elastic reactions. Finally we discuss

the general limits and possibilities of a statistical treatment of

production reactions.
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I.

Einleitung

BEin inelastischer StoBprozeB zweler stark wechselwirkender
Teilchen fiihrt mit steigender Einschuﬁenergle Zur Erzeugung
einer immer gréBeren Zahl -von Sekundirteilchen: diese Tat-

sache legt von einer gewilssen Energle an eine statistische

‘Behandlung solchexr Reaktionen nahe, In einem Energiebereich,

in dem Drei- und Viertelteilchenkanéle dominieren, 1liBt sich

die Reaktion oft noch nidherungsweise mit analytischen Metho-

‘den beschreiben oder durch ein effektlves Zwelitellchenpro-

blem mit stark zerfallenden Konstituenten ersetzen; aber

schon bei 10 GeV/c Laborimpuls Proton-Proton stoBen ist die

-enérgetisch mégliche Zahl Nmax dex Sekundérteilchen'fv 20,

die gemessene mitilere Tellchenzahl N ~ 6, Bei den hichsten
zur Zeit verfiigbaren Bepchleunigereﬁergien (30 Gev/c) ist
Nmax"'uo’ N~ 8, und fiir die geplanten groBen Protonmaschinen
(z.B. 300 GeV/c) haben wir berelts Nmax~1160 und erwarten
(aus Daten der kosmischen Strahlung) etwa N~ 15, Man muf
also ab ungefdhr 10'Gev/c mit eilner immer stirkeren Dominanz
ochter Vielteilé¢henreaktionen rechnen, die eine wesentlich
aﬁdere theoretische Beschreibung erfordern als die bisher

im “Resonanzbereich" iibliche.

Nun bringt eine statistische Behandlung in dexr Physik im
allgemeinen gewisse, lber die Zwelteilchenbeschreibung hin-
ausgehende Idealisierungen_oder‘Modellvorstellungen mit
sich, die es gestatten sollen, einem System vieler Frei-
heitsgrade ein "mittleres" Verhalten zuzuordnen; man denke
an die Hypothese gleicher a priori Wahrscheinlichkeiten
(bzw. Ergodenannahmen) oder an die Vorstellung eines idea-
len Gases in der statistischen Mechanik, In der Elementar~
teilchenphysik hingegen sind Modellvorstellungen, ganz ab-
gesehen von statistischen Argumenten, schon deswegen not-—-
wendig, weil keine spezielle, der klassischen oder Quanten-

mechanik entsprechende Wechselwirkungstheorie vorliegt.

- 2 -



-2 -

Somit konnte sich gerade hier eine statistische Behand-
lung als sehr niitzlich erweisen, da sie (im Prinzip) nur
recht allgemeine Eigenschaften der Wechselwirkung voraus-
setzt: so geht ja in die statistische Mechanik die Form
der Wechselwirkung unter den einzelnen Teilchen nur recht
pauschal ein, und fﬁf viele Probleme bildet das ideale
Gas eine gute Ndherung. Es scheint‘deshalb nicht ausge-
schlossen, Aussagen ilber hochenergetische Vielteilchen~
pProzesse ohne genauere Kenntnis der starken Wechselwir-
kung zu erhalten, nur unter Beriicksichtigung gewisser
allgemeiner Eigenschaften der Reaktionen (z.B. raumzelt-
liche Invarianzen, kurze Reichweite der Kr#ifte), und mit
Hilfe von Annahmen statistischer Art, wie etwa a priori
Gleichverteilung im kinematisch zulissigen Phasenraum
oder Vernachlissigung der Korrelation unter Sekundirteil-
chen. An Hand von Experimenten muB sich dann zeigen, wie

welt diese physikalisch. sehr iiberschaubaren Annahmen

gerechtfertigt sind.

Das Studium von Vielteilchenreaktionen in der Elementar-
teilchenphysik ist noch aus einem weiteren, iiber das Ver-
héltnis nicht-relativistischer Theorien zu ihrem statisti-
schen "AbschluB" hinausgehenden Grund von groflem Inter-
esse: durch dile Unitaritdt der Streumatrix (Wahrscheinlich-
keitsnormierung) sind hier Zwei- und Vielteilchenkanile von
vornherein immer verkoppelt. Da man die hochenergetische
elastische Streuung weitgehend als Schattenstreuung auf-
faBt, ist es natiirlich Wﬁnschehswert, die Zum Schatten
fiihrende Absorptionsverteilung aus der Gesamtheit der in-
elastischen Kandle abzuleliten. Zumindest aber wird man ver-
suchen, elastische und inelastische Reaktionen méglichst

weitgehend in einem konsistenten Rahmen zu beschreiben.

Betrachten wir nun die Erzeugung von N Teilchen durch den
Stofl von zwel stark wechselwirkender Teilchen mit Vierer—

impulsen Aqs Uo3 dabel wollen wir uns der Einfachheit halber



hier und im folgenden auf gleiche, ungeladene, skalare
Teilchen von Masse m beschrinken, sowohl im Eingangs-
wie im Ausgangskanal, Die {ibergangswahrscheinlichkeilt
2-3N als Punktion der Gesamtenergie W, PN(W), ist dann
mit Hilfe der Streumatrix S gegeben durch das Impuls-

raumintegral
L w, ¥ 2
R = |7 d;!?* L) 1<pupulS14,q0 7! (1)
Pegrg, § W =TF = BE-F >0

wobei wir wegen Energie-Impuls-Erhaltung in der Reak-
tion (Invarianz von S unter raumzeitlichen Translationen)
die entsprechende vierdimensionale Deltafunktion abge-

spalten haben,

Wenn wir nun, shnlich wie beim idealen Gas, die Annahme
konstanter Impulsraumverteilung auf der Energile-Impuls-

Hyperfliche machen,

A N o,
Poiw) ~ A O (Zpi-T) (2)

so erhalten wir das statistische Modell von Fermi1)(1950),
das den Ausgangspunkt statistischer Betrachtungen in dex
Elementarteilchenphysik bildetz’Bi@ Die Konstante V hat
die Dimension eines Volumens: im Fermi'schen Bild geben
die beiden einlaufenden Teilchen beim Zusammenprall ihre
gesamte Energie in einem kleinen tyechselwirkungsvolumen'
V ab, dessen Dimension der Reichweite der starken Wech-
selwirkung entspricht (~1/m_), und das wegen der Relativ-
geschwindigkeit der einlaufenden Teilchen in Richtung des
Strahls Lorentz-kontrahiert ist. Der Zerfall des so ent-
standenen "Feuerballs" in N Teilchen wird dann, nach (2},
nur durch den fiir den jeweiligen Kanal verfiigbaren Pha-

senvaum bestimmt, Es ist also (N;3)



AN fry o
Rowt = VL S1Z ) e

W i 87 piT) )

N=3

die iiber alle inelastischen Kanile normierte fbergangs-
wahrscheinlichkeit; der Faktor (N!)’1 beriicksichtigt die

Ununterscheidbarkeit der Teilchen,

Das so definierte Modell (bzw, die daraus durch Integra-

tion mit d3pi/2pio statt mit d°

"kovariante" Form } bildet bis heute die Grundlage aller

Py hervorgehende sogenannte

Analysen von Vielteilchenerzeugungsexperimenten und dient
dort, wo es keine Ubereinstimmung liefert, praktisch zur
Bestimmung von Resonanzen und peripheren Effekten, also
Abweichungen von der Gleichverteilung im Impulsraum. Es
bleibt jedoch in diesem Modell ein Teil der Kinematik
(insbesondere Drehimpulserhaltung) und auch die Unitari-
titsverkopplung mit dem elastischen Kanal unberiicksich-
tigt, was einerseits die Diskussion gewisser kinematischer
Pragen (Winkelverteilungen) ausschliefit, zZum anderen nur
Aussagen iiber Verhiltnisse inelastischer Reaktion zueindan-
der liefert (Verzweigungsverhiltnisse, Multiplizitéten,
usw, ), nicht aber .? ohne zusitzliche Annahmen -~ Wirkungs-
querschnitte, Ein (3) entsprechender Ansatz ist spdter auf
die elastische Streuung bei hohen Energien und festem Win-
kel (~90°) angewandt wordens), wo Jjedoch weitgehende Zu-
satzannahmen 1{iber Phasen und Diffraktionsmaximum gemacht

werden niissen,

Von der gleichen kinematischen Situation ausgehend (Ener-

gie~Impuls~Erhaltung) wurde (1962) von Van Hove ’ ein all-
gemeinerer Ansatz vorgeschlagen (uncorrelated jet model),

der nur eine unkorrelierte Impulsraumverteilung der er-

zeugten Teilchen annimmt, nicht aber eine Gleichverteilung,



Es wird also das Integral

LI LR P R :
i1 SR SN T QPG TR 5

betrachtet, wobei die Einteilchenverteilung If(p1;q1,q2)g2

auBer wvon p, nur von den EingangskanalgriBen Aq19, abw~
hingt, nicht aber von den N-1 anderen auslaufenden Tedil-
chen, Da dann der N-~Teilchen Beltrag in der Unitaritédts-
beziehung fiir die elastische Streuung (q1, qz—%qg,qé)

von der Form ist

] 3, x* : 4 .
o de Jepis gl g0} 85 -
5;'5'.{ 2 io ¥(V1"9r""‘11) ('V"Jﬁwgll) 3 (.z;‘.r" )
haben Van Hove und andere 6,7) insbesondere versucht, mit
einem solchen Ansatw die elastische Diffraktionsstreuung
abzuleiliten; dabei wurde-f(pi;q1,q2) moglichst allgemein

gehalten (nur Transversalimpulsbeschrinkung der Sekundidr-

teilchen}.

Der EinfluB weiterer Erhaltungssidtze (Drehimpuls, Schweyr-

(%)

(5)

punkt) ist wvon verschiedenen Autoren untersucht worden8-15);

15)

vor kurzem wurde gezeigt , daf man im Rahmen eines
statistischen Modells mit Drehimpulserhaltung Aussagen
iiber alle N-Teilchen-Erzeugungsdaten und iiber die gekop-
pelten rein absorptiven elastischen Reaktionen erhalten
kann, Der Wirkungsquerschnitt fiir die Reaktion 2-N (N3 3)

hat dabei allgemein die Form

0o (w) = %L %(ZBH) 1 Uit w) _QN(F,w)/é_QN(E,w)}

Ke= (W= tbut)/u

(6)



Hier ist JLN(L,W) der N-Teilchen-Phasenraum bei festen
Werten von Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt;
wie iiblich ist die Erzeugung im N-Teilchen-Kanal be-
stimmt durch das Verhiltnis des N-Teilchen-~ zum Gesamb-
phasenraum., Die den Bingangszustand charakterisierende,
nicht von N abhingige Gewichtsfunktion U({,W)= U(P,W),
mit p =€/K als StoBparameter, beschreibt die Frequenz
statlstischer Reaktionen als Funktion der Zentraliltit
des Stofies, Sie bewirkt durch

Lim U{pw) =0

P oo
daB ein Anfangsszustand von zwel weit entfernt aneinan-
der vorbelfliegenden Teilchen (c$>Reichweite der Wechsel-
wirkung) keine Reaktion ausltst, Die Wahl U(e)zg(P)_fﬁhrt
effektiv auf das Fermi-Modell zurlick; in 15) wurde auch
U(P,W) durch Phasenraumargumente bestimmt, was auf eine
durch die Wechselwirkungsvolumenvertellung festgelegte

P ~Vertellung fiihyt,.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit einigen im
Rahmen eines statistischen Modells mit voller Kinematik
auftretenden grundlegenden Fragen beschiftigen, Zunidchst
werden wir préziser formulieren, was unter dem oben be~
reits benutzten Begriliff "Phasenraum mit allen kinemati-
schen Erhaltungsgrient (Energie, Impuls, Drehimpuls,
Schwerpunkt) zu verstehen ist, sowohl fiir klassische re-
lativistische als auch filr quantenmechanische relativis-
tische N-Teilchen Systeme, Sodann wollen wir die Auswer-
tung dieser GriBen mit Hilfe des Grenzweritsatz-~Formalis-
mus der Statistik durchfiihren. Schliefilich sollen einige
allgemeine Konsequenzen des Modells filir Vielteilchener-
zeugungsprozesse und fiir die elastische Streuung disku-
tiert und die Grenzen einer solchen Beschreibung unter-

sucht werden.

(7)




In den bisher betrachteten Modellen Wurdén unter den“aus-
laufenden Teilchen keine Unterschiede gemacht, was der
Annahme entspricht, daf8 aufler kinematischen Erhaltungs-
sitzen keine Information vom ein- zum auslaufenden Zu-
stand ﬁbertraéen wird. Im Fermi'schen Bild bringt der
ProzéB der Feuerballbildung diese Auslbschung nicht-kine~
- matischer Information mft sich, Nun ist es aber durchaus
méglich, und teilweise auch experimentell bestdtigt, dab
sich ein auslaufendes Teilchen durch gewisse Quantenzah-
len an seinen Ursprung als einlaufendes "arinnert! und
sich damit von den anderen auslaufenden unterscheidet.
Ein Beispiel fiir eine solche Situation liefert ein sehr
peripherer StoB, bei dem das eingeschossene Telilchen
nach einem'relativ geringen Impulsilibertrag auf das tar-
get (der dort zur Erzeugung fithrt) den Wechselwirkungs—
bereich Wieder verlaft., Das mulfipefiphere Modell 16)
beschreibt die N-Teilchen-Produktion als Iteration derar-
. tiger Mechanismen; fir den Prozefl p+p->p+p+nt  wird z.B.

folgender Graph betrachtet

na

et N

i ﬁ? M’ A4 ft
N

b v

Praktisch ist dieses Modell hguptsachlich in der Unter-
suchung der elastischen und . quasielastischen Streuung
angewandt worden, wo es Jjedoch bel der Ausfiihrung der
Unitarititssumme auf erhebliche prinzipielle Schwierig-

keiten stoBt 17).

Das multiperiphere und das Fermi'sche Modell bilden in
gewlsser Weise zwei Extreme: maximal periphere und
maximal zentrale StéBe, Man kann vermuten, da eine
korrekte Beschreibung der experimentellen Ergebnisse

Teilaspekte von beiden enthilt - etwa eine periphere



Anregung eines statistischen Systems. Es scheint uns fiir
weitere Untersuchungen in dieser Richtung zunidchst je-
doch notwendig, die Konsequenzen des statistischen Mo-
dells unter Beriicksichitigung der vollen kinematischen
Information zu studlieren. Wir wollen damit nicht impli-
zieren, dafl ein solches Modell allein schon alle experi-
mentellen Daten korrekt wiedergeben sollte, sondern hof-
fen, daB die dem Vielteilchencharakter angepaBte statis-
tische Behandlung und physikalisch iibersichtliche An-
nahmen es spiter leichtiter gestatten, notwendige Erweil-

terungen durchzufiihren,




Dgr Phagenraum mit voller Kinematik

A. Der klassische relativistische Phasenraum

Zundchst wollen wir einige Worte zum entsprechenden
nicht-relativistischen Problem sagen, also den Gali-
lei-invarianten Phasenraum mit allen zehn additiven

12). Fiir ein Sy~

Integralen der Bewegung betrachten
étem 8 freier nicht~relativistischer Teilchen von
Masse m sind die kinetische Gesambtenergie T, der Ge-
samtimpuls 3'und der Gesamtdrehimpuls ﬁ erhalten; die
Bewegung des Schwerpunkts fﬁﬁysm ist durch dﬁ/dt:ﬁ

bestimmt, Das System besitzt die Galilei-~Invarianten
J— V =2
E = 7T —=P/sm (1)

entsprechend der CMS kinetischen Energie,

nd ~ L B 2 2

{5 = | M~ NaP/sm ] (2)
entsprechend dem CMS Drehimpuls {Systemspin), und
schliefSilich o '

(} = swm
fitr die (4im nicht-relativistischen Pall erhaltene)
Gesamtruhmasse des Systems, Fiir den invarianten Pha-
senraum haben wir dann nach 12)
s
o= DD (4)
3 o, 2 (X=X
8,06 - 3 Lpt] o= B B P

ST TSP UL g 1) ST -N)

wobel die exponentielle Ortsraumabschneidung das

Wechselwirkungsvolumen beschreibt, Da nun mit

s <
| 3 P2 2y _ 1 =~ o 3 ~ 5)
Tore o TN T 2 (KN (
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sich im Integral der Relatifabstand der Teilchen unter-
einander durch den Abstand der Teilchen vom Schwerpunkt
ausdriicken lﬁﬁt, liefert die Translation

di = % = N/gum (6)
fiir das Phasenraumintegral die Form
. A /o2 3ot - (7)
e - J T Yapdy o Y sE BT

LR -F) 8“(7: RTI 5"’(2%‘

Flir die relativistische Verallgemeinerung erweist sich

diese Form als sehr zweckmidlig,

Betrachten wir nun den relativistischen Fall 1 ). Die

Orts- und Impulskoordinaten eines Teilchens transformie~

ren sich unter der Poincarbgruppe (A,a) wie

X

wobei A, ® eine homogene Lorentztransformation beschreibt

Y

Moo ap i p= 0010203 (8)

(3#“ /\; /\v‘) = %(ur i 3,,'\, =0 ¥ JrF e (9)
ﬁ.‘.f\ A %“ " ’_'l‘a?l_ =7 (a‘ys = |

und a, eine raumzeitliche Translation, Der verallgemeil-
nerte Drehimpulstensor '

Wlf\\; = X P~ Xv VA (10)
enthilt als Raum~-Raum Komponenten (mik; 1,k=1,2,3) den
eigentlichen Drehimpuls, als Raum-Zeit Komponenten
(mko; k=1,2,3) mit X, Py~ *¥Py eine verallgemeinerte

Ortskoordinate.

- 11 =



Fir ein System von s freien Teilchen (Masse m) haben wir
anstelle der zehn additiven nicht4reIEtEV1sti§bhen TIn=—
tegrale der Bewegung (T, B, M, N) hier den Vierervektor

P, = éi pﬁ des Gesamtimpulses und den 4xl antisymmetri-~
schen Drehimpulstensor Mﬁ 'é? m L, » Die Poincaré-Inva-

rianten Gesamtenergie und Gesamtspin im CMS sind gegeben

19)

durch

Wwh = PP (o

L S O R S 8 'l

wobel Euvpr der total antisymmetrische Tensor von Rang

‘vier ist, Wir definieren nun den Vektor

. (12)
1 v
Kf" =’. ’{;U"L M,\na'p

der im CMS (das wir immer mit o akzentuieren wollen) die

Form

L?/‘ - (Oi MKO/W) = (0, d,— iZ; [‘P‘I‘OR’E'-XIOP?I'J-) (12)

annimmt und somit eine relativistische Verallgemeinerung

der Schwerpunkitskoordinate darstellt O)

tivistischen Limes fihrt (13) mit K, = (0,4 5: (%=, %))
=

wieder auf die iibliche Schwerpunktskoordinate, Mit Hilfe

von K,;konnen wir nun als relativistische Erwelterung des

- im nicht-rela~

Spinvektors L den antlsymmetrlschen Spintensor £ﬂv defi-

nieren _
Ly E Mue = [KMIPQ’VVPAA] (14)

e}uv .e'Mv - 7 E’l ; ()hu —|>v -

. -t
der im CMS von der Form ({,0) ist. Wie schon /! ist auch

ﬁku translationsinvariant,

- 12 =



Die rHumliche Abschneidung F(x1,..°,xs;p1,.,.,ps), die
das Wechselwirkungsvolumen liefern soll, lassen wir zu-

ndchst bis auf die Forderung von Poincard-Invarianz

offen,

Das invariante Mafi im Impulsraum ist durch;i}dupié(pimmz)g(pio)
gegeben; im Orisraum erseizen wir die nicht-relativistische
Gleichzeltigkeit durch die Beschrﬁnkuﬁg auf eiﬁe raumartige
Hyperfliche; als MaB wihlen wir Ii duxi (B, xgm ©), wobei

E, ein zeltartiger Einheitsvektor ist und T den "Zeitpunkt"
festlegtoufm Invarianz unter homogenen Lorentzfransforma-
tionen zu erhalten, widhlen wir E, = EH/W, dsh, wir bestim-

men die Fldche konstanter Zeit im CMS,

Als Ergebnis dieser Betrachtungen definieren wir nun fiir

den Poincarb-invarianten Phasenraum mit voller Kinematik

0, (W) = T o S B i 8Bt =2) 2Bt b (a5

oot S
T ) 5‘“’(’2\“;-'?)é“'("ém};,-mﬂ,)

Mit der Translation x,- x,+ K, erhalten wir dann wie bei

(6/7)

”
3« " (16)
O (wer) = L i St -’ ) B i S(Eax~7) LEapt {+

c Flxp) 80T p-T) 8

€

% .
(z \V\};‘, - Q/bw)

Die Tnvarianz unter homogenen Lorentztransformationen ist
durch die invarianten Orts- und ImpulsraummafBe zZusammen
mit der entsprechenden IForderung an F(x,p) unmittelbar
klar; desgleichen die Invarianz unter Raumtranslationen,
da EP bzw. P, und Eﬂvtranslationsinvariant sind, Zu zZeigen

M

ist noch die Unabhingigkeit von der Wahl der "Zeit" T .



Dazu gehen wir am einfachsten ins CMs, was Jja durch eine

homogene Lorentztransformation erreicht wird:

5 : 17
'(LS (,Wf,l) = j ;I—!;I § opp,; d}X{ dfio (50(4’0““:) S F(X-}\) x (17)

s iy = Y —_ o w2 - -
83 prw) SMZ ) 8L A - "2 Lo riofil)
ey i=1 ! It
Die xio—Integrationen gind ausfithrbar und ergeben, zusam-
men mit der Impuls~Deltafunktion uvnd der Invarianz von
F(x,p) unter Zeittranslationen, ein ‘T -~unabhingiges Inte-

gral

oW L) = STE. io"p,; A 3 F ) é(éwww) . (18)

{

SV i) &M Z Xiaj RRRX Z o Xy )

das im nicht-relativistischen Limes auf (7) fithrt., Aus
diesem Grunde wurde der Faktor (2§qu) in (16) eingefiigt,

Die endliche Ortsraumbeschrinkung, invariant unter homo-
genen Lorentztransformationen und Zeittranslationen, ist
ansonsten noch villig offen, und es gibt bisher keine
aus allgemeinen Prinzipien hergeleiteten Aussagen iiber
die funktionale Form dieser Abschmneidung; man hat nur die
recht allgemeine Vorstellung der kurzen Relchweite der
Kernkrdfte und die Lorentzkontraktion des Wechselwirkungs-
volumens, auf die wir gleich noch zuriickkommen, Daher ist
man also gezwungen, spezielle Angdtze zu machen; im Sinne
unserer einleltenden Bemerkungen wird man dabei untersu-
chen mﬁésen, inwiewelit die detailllierte Form des Ansatzes
fiir die Ergebnisse iiberhaupt von Bedeutung ist, Es wird
sich zeigen, dafl fiir weitgehend gemittelte Grifen, wie
mittlere Tellchenzahlen oder Verzweigﬁngsverhﬁltnisse,

die Form der Abschneidung tatsichlich schwach eingeht;

- 14 -



erst experimentelle Aussagen iiber Impulsverteilungen von
Sekundirteilchen und weitere "differentielle" Ergebnisse

diirften eine bessere Bestimmung von F(x,p) ermbglichen,

Zunichst beriicksichtigen wir die Zeittranslationsinvari—
anz, Die neue Koorxdinate
= ] — E EU)
‘;s/,\ X/\ f“( v X
i'st unter Translationen senkrecht zu der durch Ehdefi-
nierten Hyperebene invariant:
P " E , ro
so daB eine homogen~ und raumtranslationsinvariante Funk-
tion F(y(x),p) die gewilnschten Transformationseigenschaf-~
ten besitzt., Um die Raumtranslationsinvarianz zu gewihr-
leisten, fiihren wir wie in (5/6) Relativabstinde ein:
. S S
97«’“3#\ K. Y (O"X*w%”"“’c‘)
PTranslahieren wir nun an den Ort des Schwerpunktes

((15)»(16)), so verschwindet mit

i!h=(0,;<-))
die durch (21) verursachte Korrelation wieder, und wir
kénnen in (16) eine vollstindig faktorisierte Form anset-
zen

S

F(K‘y) = ill¥( ENXH,FA)

Tm statistischen Modell mit Drehimpulserha-litung fiir die

Reaktion qQqsdp-? PyaeessPg (mit q bzw, p filr die Impulse

der ein- buzw,., auslaufenden Teilchen) wird durch den Dreh-
-

impuls £ die Achse des einlaufenden Strahls ausgezelchnet,

-,!
da { auf dem Strahl senkrecht steht, Wir definieren also

1h -

(19)

(20)

(21)
(22)

(23)

15 -
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%ﬁ'"ﬁﬂL oy 2
€. = W = (g,+G,) (24)
o gy 1*g |

ale Einheitsvektor des Strahls. Im CMS beschreibt dann

Xt = @t = [ ]’ (29)

die longitudinale Ausdehnung (entlang des einfallenden'Strahls)
und -

X = Cexx) = —~,§ [(e,aev-—eui,.ﬂ)“]l (26)

‘die transversale (senkrecht zum Strahl). Es gilt natiirlich
5—()1; XLL“‘ X':'. . w(iﬂéﬁ)o

Im Fermischen Bild fithrt nun die Relativgeschwindigkeit der
kollidierenden PTeilchen (deren "Volumina" im CMS abgeplattet
erscheinen) zu einer Lorentzkontraktion des Wechselwirkungs-

volumens; wir wihlen deshalb

lef‘*x;

(27)
mit f-; 2n/W als Argument der Abschneidefunktion. Diese Funk-
tion selbst ist, wie erwdhnt, nicht weiter festgelegt; statt
der wzunichst benutzten Kastenfunktion werden wir im folgenden
die GauB-Form 10)
S Cat oyt
e~ T Ly xl] (28)

verwenden, die mathematisch einfacher zurhandhabenlist und
zudem auf ein experimentell recht gut bestétigtes Verhalten
der elastischen Diffraktionsstreuung fithrt, wie wir spiter

sehen werden.

Mit dieser Abschneidung hidngt der Phasenraum ab von w2 und

von

- 16 =
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Wegen Drehimpulserhaltung ist jedoch ﬁlfo (was spdter als Konse=
quenz der per Phasenraum bestimmten Feuerballverteilung iiber

eingeht); wir sohreiben daher weiterhin _Q, (W. £?) mit der im-
- =
pliziten Nebenbedingung (&-2) =o0.

Lorentz-Kontraktion und Drehimpulserhaltung fithren zusammen auf
eine Auszeichnung der Strahlrichtung; da z.B. die experimentelle
Transversalimpuléverteilung der erzeugten Teilchen auch auf

eine solche Auszeichnung hinweist, scheint uns auch aus diesem

Grunde eine Abschneidung in (25) zweckmiBig. +

Zusammenfagsend erhalten wir

: A Dprxit+ xis
Qw0 = |3 {didbue” oLyt §

§(Zpa ~W) SATTH) STt 8T L)

ails klassischen relativistischen Phasénraum unter Berﬁoksichtiu
gung aller zehn Integrale der Bewegung und mit in Strahlrichiung

Lorentzkontrahierten Wechselwirkungsvolumen.

+) Vergleiche 15’18), wo eine andere Abschneidung benutzt wurde,
die einer Lorentzkontraktion nach Geschwindigkeiten der auslau-
fenden Teilchen entspricht; bei integrierten GrdSen sind die

Unterschiede jedoch rechi gering.

- 16 =

(29)

(30)
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Der quantenmechanische relativistische Phasenraum

Ein quantenmechanisches System s freier Teilchen, von
dem wir nur additive kinematisohe‘Erhaltungsgrﬁﬁen.A
kennen, 1483t sich statistisch mit Hilfe des Dichteope-

21). Bei gleicher a priori Wichtung

: ratorsfbeschreiben
aller mit den bekannten GréBen A vertriglichen (reinen)
Zustinde ist dieser bis auf Normierung ein Projektions-~
operator auf den zu A gehirenden Uﬁterraum (mikrokano-~
nische Verteilung) ~--- in unserem Fall also der Projek-
tor auf irreduzilble Darstellungen‘der'Poincarégruppe

im N-Teilchen Hilbertraum. Den Erwartungsﬁert Q einer
Observablen Q des Systems erhi#lt man dann durch Spur-

bildung:
Q- Syp. é)(’a‘ | (1)

wobel @ der guantenmechanische Operator fiir Q ist und
die Spur im N~Teilchen Raum gebizldet wird. Die Anwen-
dung dieses Formalismus im Rahmen des statistischen
Modells (mit Drehimpuls, nicht-relativistisch) wurde
zuergt von Cerulus10) durchgefiihrt; spiter wurde auch’
der Fall der vollen Galileigruppe systematisch disku-

tiert1&).

Betrachten wir auch hier zunichst kurz die nicht-rela-
_tivistischen Ergebnissé. In der Ortsraumdarstellung

ist der (IL.A.7) entsprechende Abschneideoperator eine
c~Zahl; die Wahrscheinlichkeit, s freie Teilchen, deren
Gesambtenergie und -drehimpuls im CMS vorgegeben sind,
in einem durch diese Abschneidung définierten Volumen

zu finden, wird also durch

- 18 =



’§— . A 2
S }lit dg\’q <y\|“'Yls lQ(DlY\l'YfS> = C -'QS CEcte )

gegeben, mit C als Normierungskonstante. Dabei haben wix

die freien Teilchen durch ebene Wellen beschrieben;
Fa)

PE’:E‘:-‘O’ ,e ’m

tische Energie E, auf das CMS F:G, und auf feste Werte

igt der Projektionsoperator auf feste kine-

des Systemspins { und dessen dritter Komponente m, Um
die Bingangssituation (Drehimpuls senkrecht auf Strahl-

richtung &) zu beriicksichtigen, kinnen wir 8 als Quanti~

(2)

sierungsachse wihlen und m=0 fordern; das (drehinvariante)

Integral {2) ist jedoch unabh#ngig von dieser Wahl, so

daB die m=0 Forderung erst bei der Untersuchung von =z.B.

Impulsverteilungen wichtig wird'(und, im relativistischen

Fall, bei der Lorentzkontraktion).

Auf die gruppentheoretische Konstruktion des Projektors
kommen wir gleich zuriick; fiir (2) ist das Ergebnis10’1h)

(vel. (IT.4.7))

. const s "?il : s L
Qg (B0 = Nty S iy id’p;ol’xi@ 7 } éfgﬁ’E)n
$ ¥ 4 - - i > "‘:‘(RX“":’X")
) é’m(gﬂ)g(%'mg) &‘d/«(l{) ’D:M(R) ¢ ==|P

R

Das letzte Integral in (3) geht iiber die ganze Drehgruppe,
und Dim(R) ist ein Diagonalelement der Darstellungsmatrix



fiir' eine. Drehung R in der irreduziblen Darstellﬁng Q .
Nach dem oben Gesagfen wdhlen wir speziell m=O0. Man
gieht also; da die durch die Quantenmechanik bedingte
Anderung darin besteht, die klassische Deltafunktion
fiir den Drehimpuls durchrden entsprechenden quanten-
mechanischen Projektor (das letzte Integral in (3)) zu
,ersetzen,'der die Vektoraddition der Drehimpulse be-

riicksichtigt.

Kommen wir nun zum relativistischen Problem. Zunichst
wollen wir den Projektor auf eine irreduziblé Darstel-
lung der Poincardgruppe konStruiéren. In der Theorie
kompakter Gruppen wird der Projektionsoperator ﬁp auf
die im Darstellungsraum q% enthaltene irreduzible Dar-
stellung ' der betrachteten Gruppe % gegeben durch

(%)

i%1 _ diva 1

g d/\ug) ’X-,FC%) W (g)
Sd}‘(%) 9 :

¢!
wobedl dnﬁk(g) das invariante MaB der Gruppe Cﬂ bezeichnet

und U{g) den unit#ren Darstellungsoperator von g € 0} ;
dim " gibt die (endliche) Dimension der irreduziblen

Darstellung an und
Xg) = Z Doy qe]

deren Charakter, mit Dg;, (g) als Matrixelement in N,
Fithren wir in (4) die Summe iiber n nicht aus, so erhalten
wir den Projektor auf den Vektor n der irreduziblen Dar-
stellung [ . Als Projektor ist ﬁ[1 bzw. %% hermitisch,
idempotent, und gibt eine Zerlegung dexr "1":

- 20 =
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A+ A ‘ A A R A 6
Poe T i Tt s Spp‘_p ¢)
L P-4

Der Charakter der durch CMS Gesamtenergie W (W2> 0) und
Gesamtspin f indizierten irreduziblen Darstellung der
Poincarlgruppe TP = {(A ,a)} ist gegeben durch 22)

e ha) = [ap &ifmye' P a hphaz) 7

wobel h§> eine drehungsfreie Lorentztransformation ist,

die den Vektor P auf null bringt (ins "CMS"); die Delta~

funktion beschrinkt dann ¢f = hy A hp auf Elemente der
Drehgruppe, deren Charakter

| S o (8)
Yo (4) = sia QUKL [ sh By
ist., Bilden wir nun mit ?(WQ,Q (A ,2) den Operator
A _ (9)
SIS A
Fur 2 (27 Vg gd/“fﬂ Kol L)

T

wobei U(g) den Operator einer Poincar8transformation im
Fockraum darstellt und die Integration liber die gesamte
Poincarfgruppe lauft; quist das Volumen der Drehgruppe.

Der so definierte Operator erfiillt dann 22)

- 21 =
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?w‘z, = Vo (10)

}Pw.,i ?W’.F.' = B(W"WI) 521' ’ﬁw‘g

und ergibt wegen der Vollstindigkeitsrelation fiir Charak-

tere auch eine Zerlegung der "1", formal
- (11)
b
Sd.w z ?LW = A_
¢ n
Damit haben wir fiir die (nur lokal-kompakte) Poincard-
gruppe den gesuchten Pro jektor. Wichten wir die Gruppen-

integration mit

| , . ) (12)
MJ;R\ D , (R) ™ &MY ;AP A(WO)

statt mit [O.Qﬂ)/v,-ﬂ'] Xgw (Aa),s0 erhialten wir ent-
sprechend die Projektion auf den Zustand m=0 im CMS in
der irreduziblen Darstellung (W, £ ). Da wir durch die
Lorentzkontraktion die Strahlrichtung auszeichnen wollen,
werden wir im folgenden diesen Projektor verwenden, wobei
wir zusammenfassend Py (und fiir (12) D o (g)) schrei-
ben wollen, mit X= (W, ¢ ) und O flr B=0, m=0.

Um zum quantenmechanischen relativistischen "Phasenraum"

zu gelangen, betrachten wir die Spur im N=-Teilchen Sektor

des Fockraums:

- A2 -
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(13)

Spe OB, = [T & A% S
- . " ne . . A

e ¥ o M i <pvpg BB Mpeps> | =

Da wir mit Hilfe des Operators ﬁ Aussagen iiber die Orts-

verteilung der Teilchen machen wollen, miissen wir eine

Positionsbeschreibung einfiihren, Nun ?ildet die Menge

23

aller Newton-Wigner (N-W) Zusténde zu gleicher Zeit

4, eine vollstdndige Basis des Fockraums

. (1%)
I.?Aq.m "';gs%o > = F!;" gi{i 2;«0 ['({_l; fzelpi%ia"'(rlﬂ} 10>

A 2t

<‘§}|q°)m)q’€qoiq{qﬂf")%{s,qo> = 883’ IL (9}

Log |0 % 1g0m g gl = 4

s - ~ ' X

in der |q1qo,??qo,.o-,qsqo>-ein System von s zur Zeit q0
an den Orten q1""’dé lokaligierten Teilchen beschreibt,
Die N-W Koordinaten erfiillen die iiblichen kanonischen

Vertauschungsrelationen
: . (15)
[q-d.lﬁrl,lzo | [E}QIPB]= \SQL { ok = 12,3

- 23 -
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Diese Basis wollen wir in (13) einschieben; da jedoch
beli Translationsinvarianz wvon a das Matrixelement in
(13) wegen der uneigentlichen Normierung eine Delta-
funktionssingularitit besitzt, betrachten wir zunichst

das nicht~diagonale Matrixelement, um diese Deltafunk-~
tion abzuspalten,

Mit (14) ung der Abkiirzung |pY =|PqseeesPgy 1a> =
449,90+ +19,9,> erhalten wir

<FI@Tolp> = |1 oy [ dpig) Dyglg) @ 45 T T AR

aW(ppgr) (16)

- o Y, - Zhitg-
Wepig) = [T § o [ ] P i-4:)
%ov i q oy ,$ (22 <:%|62“}>
was sich mit Hilfe des Gesamtimpuls-Einheitsvektors %ﬁ
dann form-invariant schreiben 1H8%

Ao 3 " — iaZn
FIGP > = g;’i.. jo's: S(Bugt -2 S,;}mfbxo%) e "N
— - (17)
N R Wz (pefg)
- JI e 4  S(E.0% -z ) TUEpS EoRs P falg; ;)
Wolping) = | 1, oty (Bt )] C o 2518,

Aus der Invarianz der Abschneidung unter Zeititranslationen

(ﬁ.tlélgﬂ'&>=<§‘T*€‘A(§(§.;T+£> (18)

- 24 -
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ergibt sich fiir (16/17) auf der Diagonalen aus der in
D,de(g) enthaltenen Deltafunktion die Invarianz unter
Zeittranslationen, Durch die Wahl gleichzeitiger N-W
Koordinaten ist die aus dieser Invarianz folgende Delta-
funktion also bereits abgespalten. Zur Beriicksichtigung

der Raumbtransiationsinvarianz schieben wir eine "1" der

Form
(19)
-
1« Jan 8- Zped)
in (16) ein, Mit der Translation X = 4 - N/W und unter
Ausnutzung der Invarianz von Q folgt dann
L AA _ 0) = L 3 (20)
<Rl QP p> = W S (Zpi-2) S-(';, d’x; S;ACSJ Do @
: -+ V5 A~ g . " _
e ¢ Zpt 2 /\r«. P‘-)Sy 83)(2,)440&) W(X«M‘)
so daB die gesuchte Deltafunktion abfaktorisiert ist.
Wir erhalten schlieBlich nach Ausfiihren der Gruppen-—
integration bis auf den Drehgruppenanteil
% o (21)
Doewe) - [ E 9 80T p-w) PUZR [T dk
= Ry )%
(2R W) 22 Sd/«w) L(Rye !
und
3 -
T LT e (%) A (22)
W(x‘p) = “‘L—Q—h?) n d’z, e Z s L <KIQIx>
)’ 1=
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- 25 -

indem wir nach Abspalten der Deltafunktion in (20) das
so0 reduzierte Matrixelement auf der Diagonale in (13)
einsetzen., Wir sehen also, daB auch im relativistischen
Fall beim ProJjektor die einzige quantenmechanische Modi-

fikation durch dlie gelinderte Drehimpulsberiicksichtigung
erfolgt,

Anstelle der klassischen Abaschneidung tritt hier jetzt
die Funktion W(x,p), die die Beziehungen

| & W = <c1 @i (23)
i 2.‘\,;9

V5w W = <l @

erfiillt, Im allgemeinen ist W(x,p) eine nicht immer reell-
positive "Quasiverteilung" im Wignerschen Sinne 24’25),
die, ilber einen Satz kanonisch konjugierter Variablen
integriert, auf eine echte Verteilung fiir die Observable
Q fiihrt, Hier gehen wir Jjedoch von der klassischen Ab-
schneidung (II,A,29) aus und widhlen p-unabhingig
s | 24)
: ~ A R NE) Lo, (
<glQIxD> = ¢ R i= ¥ T $70 ~%;)
=
mit der iiblichen (per Eingangsstrahl festgelegten) Defi-
nition von longitudinal und transversal, Es folgt dann
mit
§ ' (25)
y | b T, b
-— is —~ o C le*“\?)
Wlxp) = 1 Eik ¢ "R =

(5P

=

- 26 =



die gleiche Verteilung wlie im klassischen Fall, und wir

erhalten als guantenmechanischen relativistischen Pha-

senraum

- %}.Y\’lxiut"'xii,‘. ] 5 ’L{’,__fl

9. 4 (3
0,0 e) = o ) ELldudae "

x

[drw DER) & ZOF Uz 812§ 2po W)
7

d.h., bis auf Drehimpulspro jektor und tZustandsdichte"
(27 )" 3% die gleiche Form wie (IL.A.30).

Zur Berechnung voun Phasenraumintegralen

Bekanntlich 1a8t sich bereits das relativistische N-Teil-
chen Impulsraumintegral beil festem Gesamtimpﬁls

P* = é& pi y pa= 0,1,2,3, nur im nicht-relativistischen
und im extrem-relativistischen (m=0) Grenzfall in ge-
schlossener Form berechnen., Ein fundamentales Problem

des statistischen Modells ist daher die ndherungsweise
Berechnung von Phasenraumintegralen (und deren Summen),
und so haben eine Reihe von Aﬁtoren verschiedene Auswer-
tungsmethoden entwickelt 26 ., Wir wollen uns im folgenden
mit der zuerst von Khinchin27) in der statistischen Mecha-
nik angewandten, auf dem Grenzwertsatzformalismus der
Wahrscheinlichkeitstheorie begriindeten Methode (GSF ab-
gekilrzt) zur Auswertung fir grofie Teilchenzahlen N be-
fasseng. Dieses Verfahren ermdglicht weltgehend eine ana-

lytische Behandlung, die mit N-> o« exakt wird und auch

(26)



- 27 -

fiir endliche N eine recht gute Niherung liefert, Das er-
wihnte Impulsraumintegral wurde damit von Lurcat und

Mazur 28) allgemein berechnet, und inzwischen sind ver-
schiedene Formen des GSF zu einer Reihe von Phasenraumn-

12,13,1&,15,18,29), cowie

berechnungen benutzt worden
auch Erweiterungen fiir die beil gquantenmechanischer Dreh-~
impulspro jektion auftretenden nicht immer positiven Ver-

24)

teilungen entwickelt

Aus heuristischen Griinden, und um uns bei den sphiteren
Berechnungen mSglichst kurz fassen zu kidnnen, illustrie—
ren wir den GSF zunichst an einem einfachen bekannten
Modellz7’28), nimlich der Berechnung des Impulsrauminte-
grals bei fester Energie

Quw) = T ol & Zpo-w) (1)

Mit Hilfe wvon

Qo) = oy e T, o )

konnen wir (1) auf die Form

C?N(w) - oW Jdw]" Wy (w) (3)

bringen, mit beliebigem x> O, wobel

(%)

(,Lﬁ (w) = S ;lil:‘ ioljr,. %W"} CS(ZY\,;Of‘W)

die normierte Verteilung beschreibt fir dle Summe W von N
unkorrelierten statistischen Grélen = die ihrerseits
durch normierte Verteilungen @~®fv /() beschrieben

werden. Die charakteristische Funktion der Verteilung,

- 28 =
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d.h, die Fourier-transformierte von UN(W)

. (5)
o
P> = |dw e Y Uy (W)
[+
besitzt dann wegen der Unkorreliertheit der Teilchen
eine Produktstruktur
(6)
" ‘ N _ N
P 2) - [Py | 2 Y
Die Umkehrung von (5) liefert
L)~ L [ o2V ) (7)
~ ol
Nun gilt
(8)
o
| % (2)| € | ¥ rellinz ; Y0 =1
und ferner 1H8% sich zeigen, daBi | U, (z)| auBerhalb einer
Umgebung von z=0 mindestens wie |2z ) -3/2 abfdillt, Der
Hauptbeitrag zu (7) kommt also vom Gebiet um z=0, wes-
wegen wir den Logarithmus im Exponenten entsprechend
entwickeln:
_ (9)
¢ . b
" Q-h’x(z:) = ]2 Qe - —%— b(a) — 1 % € C) + v+
Dabei ist
1o
() L et (10)
o) = I 3z ‘2=0 ) Pt jro €

"

—lt;‘ SdlU WQ&CW) = Heo /M

die mittlere Energie eines Teilchens, und

- 29 -



- 29 -

bea)

"

04 Y
- )e»oz \

SN T S‘«’PP‘ (e ar«))-l e~ "o

h

1
H o

= ldw s (W- Aw) Uy W) =~ Be/y

"die dazugehbrige Dispersion, Die hiheren logarithmischen

Ableitungen (”Kumulanten“) bezeichnen wir analog c(m’),

d( ), usw. Setzen wir (9) in (7) ein und substituieren

t=zAJN. , so folgt

| ~ .
Uy (W) = e “S ofl exp § - .‘{W[g’—a(«)J - i—i_ bex) +
H 'Ll .C_-bi) .:L_u E[ﬁ“ e

Den Parameter o legen wir nun so fest, dalB die mittlere

Energie gleich der vorgegebenen W ist

Naw) = w "Khinchin-Gleichung"

was gleichzeitig den linearen t-Term in (12) eliminiert
und & als Funktion von W und N bestimmt, Fiir festes X
und groBes N entwickeln wir nun den N~abhéngigen Tell

des Exponenten

= : b&)
[ -1 = 4 ola .
Wy w) - e _LD&L e L1+ 'Lf—%” + O(N )J

und erhalten so die gesuchte Ndherung in 1/N Potenzen,

Fﬁqueét, N —oyhaben wir damit

(11)

(12)

(13)

(14)
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Uy (W) = | )_—«I\Hocu)]’”‘ 1+ oYYl

wobel sich bei noch nicht “asymptotischen" N-Werten iiber
(12/14) ohne Schwierigkeiten hdhere Niherungen in 1/N
berechnen lassen, Nun ist « (N,W) durch (13) bestimmbt:

o)
o) = — —_ = -U-\-j
Pea) N

Diese transzendente Glelchung 148t sich im allgemeinen
Fall recht einfach numerisch l8sen; fur den nicht-rela-
tivistischen und den extrem~relativistischen Grenzfall

erhalten wir geschlossen

4

+¥
NR Yo = V\‘/LM\(\ E=W-Nwm « o= 3NLeE

ER o gl . o= 3N /W

und damit tiber (3/15/17)} asymptotisch

. . N/,
AMe) -+ [ ™ | yrme/an]

] ' N
O ) - L [ e Taw ()]

Da sich bei diesen beiden Grenzf#dllen auch das Ausgangs-
integral exakt berechnen 1&8t, haben wir mit (18) einen
Test fiir die Giite der GSPF Niherung, die erst fiir N o0,

- 31
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(16)

(17)

(18)



W/N fest, konvergiert., Die exakten Phasenridume sind

gegeben durch

Q) CE) = L QuwE)™ /ey

QS W) = L (srw)® /r(an)

Durch die Stirling~Ndherung der Gammafunktion, die schon

filr sehr kleine N gut ist, geht (19) in (18) iiber,

In der statistischen Mechanik entspricht dieser Sachver-
halt der Aquivalenz von kanonischer und mikrokanonischer
Verteilung bei V"groflen" N; die Khinchin-Gleichung lie-
fert dort die Verkniipfung von Temperatur ® = T/RT und

Energie E eines idealen Gases,

Die Berechnung des Phasenraumes mit welteren Integralen
der Bewegung, insbesondere mit Drehimpulserhaltung, 1H5t
sich mit dem GSF ganz &dhnlich durchfiihren 12). Man kann
dabei, wie in 12) zunichst fiir alle Erhaltungsgriéfien A,
"ipverse Temperaturen“(yi einfiihren; es zZeigt sich Je~
doch, daB eine kovarilante Temperaturbestimmung miglich
ist, Qié alle m‘i auler dem der Energie entsprechenden
null wdhilit. Dieses beruht auf der Tatsache, daf das
Integral iiber die Einteilchenvariablen x und p (analog
(2)) im Ortsraum durch die Wechselwirkungsvolumen-Be-
schrinkung und im Impulsraum durch die endliche Energie
konvergent wird, Andererseits bedingt eine solche Wahl,
daf der GSF ein asymptotisch exaktes Ergebnis liefert
flir N—>oo , W/N fest, £ ° fest (unabhingig von ¥y 13),
Im nicht-relativistischen Fall kann man eine wvon nu%;)
’

verschiedene Wahl der Drehimpulsparameter einfiihren

die eine Vergriferung des Giiltigkelitsbereichs in 2*

- 31 -
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ermdglicht. Im relativistischen Fall ist ein solches
Vorgehen Jjedoch nur dann moglich, wenn eine kompakte
Ortsraumabschneidung benutzt wird, da sonst Divergenzen
im Impulsraumintegral auftreten., Wir werden daher im
folgenden keine Drehimpulstemperaturen einfiihren, da
wir einerseits das Ergebnis spidter nur in einem be-
schrinkten LY -Bereich benutzen wollen, andererseits

die Giiltigkeit der oben erwidhnten Einschridnkungen des
GSF bei speziellen Modellen als eine bisher noch offene
Frage betrachten, Wir haben aus diesem Grunde ein zwei-
dimensionales, nicht-relativistisches Modell mit Dreh-

impulserhaltung betrachtet, das exakt ldsbar ist:

N Mot & Ahn A
Q080 = SE d dhx e~ M (T ) ST -

S E W) SCZ L% D

4 - AT 2mER
CremRE) e £ /M‘ENLP(N-l) [mmeR*l"

-
—

Die aus dem GSF (nur mit Energie—Temperatur) folgende

asymptotische Form in 1/N
..ﬂVémER‘

() = (2rmlE)" =y e

unterscheidet sich von der exakten wiederum nux durch
die Stirling-Ndherung fir die Gammafunktion; insbeson-
dere ist das Drehimpulsverhalten fiir alle . ?  pichtig
beschrieben. Da die Struktur des Integral (20) jedoch
sehr dhnlich der ist, die die von uns 2Zu berechnenden
Integrale besitzen, sind die aus dem allgemeinen GSF

folgenden Giiltigkeitsbereiche moglicherweise auch fur

(20)

(21)
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unsere Zwecke zu eng gefaBt, Diese Vermutung wird unter-
stiitzt durch die Tatsache, daB auch die (meist exakt
losbaren) Zweiteilchenphasenriume mit GauB-Abschneidung
im Ortsraum ein Drehimpulsverhalten zeigen, das mit

dem aus dem GSF folgenden im Einklang ist,.

Die Berechnung des klassischen relativistischen N~Teil-
chen Phasenraumintegrals (II.A.BQ) durch Anwendung des
GSF geht ganz analog zu'dem oben ausgefiilirten Beispiel;
wir verweisen deshalb auf den Anhang und geben hier nur
das Ergebnis an. Als asymptotische Form in 1/N und mit
extrem~relativistischer Niherung fiir die Khinchin Gle@—

chung erhalten wir

QR WY = 0w B wieY)

mit
3 B (W) 67N (_e_ )'-‘N T i6a% mwtR "
._O_N lN - Tr IN T

und

1 Ll
e~ C QN“L +Z£Tl/8wlkl
W3

o) - (2) ()"

Hier ist (L gR (W) der asymptotische Phasenraum bei
festen Werten von Energie, Tmpuls und Schwerpunkt;
F;’TR (W, 2t) mit

Do P ow. )

4

gibt die normierte Drehimpulsverteilung an., Die Erhal-~

tung des Drehimpulses beil der Reaktion verlangt 3150;

(22)

(23)

(24)

(25)
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wie wir schon erwdhnten, wird sich diese Forderung als
eine Konsequenz der Phasenraumbestimmung der Feuerball-

verteilungsfunktion U( L ,W) zeigen (siehe 31).

Die Dispersion der Dréehimpulsverteilung
. (26)
op = 4 WK /gy

zeigt, daB hohere Drehimpulse mit wachsender Teilchenzahl
immer stirker unterdriickt werden: mit stelgendem N und
fester Energie wird also der Phasenraum immer "isotroper"
in dem Sinne, daf die Hauptbeitrdge wvon niedrigen Dreh-
impulsen kommen., Das Maximum der Funktion F§R(W, £Y) fur
festes L' ist bei
(27)

L _ 2 N
W= I =

Andererseits ist

K?'WL (28)

< Lﬁ?&]z> = %% ot

so daB die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen festen Wertjaf

zu erhalten, dann am gréften ist, wenn

L (29)

Eo = N <Yr:;}?<]z>

2
gilt, also fo gleich der Summe der mittleren quadrati-

schen Einteilchendrehimpulse ist.

Den entsprechenden Phasenraum fiir N=2 kinnen wir exakt

berechnen; aus (IT.A.30) folgt
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5(37») Qf- Zgz[‘a:+x-2r\%1

S, e = [ @% M S(pE-K*) V
Lpoe p s

Beim einlaufenden Zweiteilchensystem geben wir
D = (ﬁ1m32)/2 als Achse vor und definieren damit lon-

gitudinal bzw. transversal; es ist also

R ~ 2 212

o, (Wt 2) = |E e S(B) e

wobei aus 5 (ﬁTg ) die Orthogonalitidt von Drehimpuls
und Strahl folgt. Da wir spiter (31) als (noch nicht
normierte) Feuerballverteilung benutzen wollen, konnen
wir fiir die Phasenriume der erzeugten Teilchen £L=0

setzen, wie beim GSF Ergebnis bereits bemerkt.

Fir ,Qz(w, g*), entsprechend zwei erzeugten Teilchen,

erhalten wir dann im extrem-relativistischen Limes

A5 cw, ) = Q. (w) RS twet)

mit dem Zweiteilchen Energie-Impuls-Schwerpunkt Phasen-

Iraumi

27 w) = 5 L ERY wmivke ]

und mit

- 35 -
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(31)

(32)

(33)
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(34)
o = BTWer (0 0t Jyyepe)
Gur L KR

F, " w.e) =

als Drehimpulsverteilung (mit ,Z =0, daher nicht mehr

L
normiert); K_(x) ist die Hankelfunktion nullter Ovdnung

mit imagindrem Argument, Flir grofie ﬁa/Ksz ergibt auch
(3%) ~ dhnlich wie das GSF Ergebnis - einen exponentiel-

len Abfall,

Wir kommen nun zur Berechnung des gquantenmechanischen
Phasenraums, der mit expliziter Projektordarstellung in

(IT.B.26) gegeben ist durch

: (35)
y N -4 i+ ; ),
Ly (W, ¢') = S W id’rﬂ dx e AR glats ]g 6(2-}0..3—1«1)(3 (Zp) x

vl

n [ g )
| Sy, 2 1 2 [ Rappips —pi 1 3
A Zpik;) P c}:dwgd{\wlkiolxq}(@!s)e L i

Dabei haben wir die Drehgruppe durch Eulerwinkel parametri-
siert1o), so daB gilt Do% (&, p o r) = Py (oos(&), Vo= 8'W2.
Weil wir bereits gesehen haben, wie per GSF der Ubergang
von der mikrokanonischen zur kanonlschen Verteilung im
Falle von Deltafunktion-Pro jektoren ausgefithrt wird, wollen
wir hier nur noch die Berechnung der durch die Quanten-
mevhanik ahgednderten Drehimpulsprojektion vorfiihren (fﬁr
eine vollstdndlge GSF Behandlung des nicht-relativisti-~

schen Phasenraumes siehe 14)), Wir betrachten also
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zd’%c w Ly 'f]ié“’(z %2 . (36)

ﬁ —']z

c=

.= ~ —)
X Sd"‘d‘”“‘f‘d\’ ’Pﬂ C“‘ll) e ! %CR,L,-- :

und benutzen im weiteren (siehe Anhang) die extrem-relativistischen

Ergebnisse

(9 as 123 o Y (37)

S

.<V;> = L’;‘(g)z h (Y’-i> =

Damit folgt iiber die Integraldarstellung der Schwerpunktedeltafunktion

{@ﬁ%i%;,:ﬁ = Sdad}»cﬂnpdat Caaafs) (38)

VT2 5 0l S .k
e ElrzesZal]
mit

0l- 3 (B,

(39)

Qi = _;_!*.( Efﬂ-’ﬁ):

- 38 -



- 38 -

Der erste PFaktor in (38) entapricht dem durch Schwerpunkterhaltung
um eine Potenz reduzierten N~Teilchen Volumen; nach dessen Abspaltung

érhalten wir die Drehimpulsverteilung

Rt - 2 ETyasa] 4o

o Edadpwﬁ dy T cmpre”

die sich per GSF-Methode berechnen 1ld8%t. Es zeigt sich14), daB der

Integrand von y unabhingig ist und fir o=8=0 maximal wirdy; wir erhalten
durch entsprechende Taylor-Entwicklung und die Substitution B = {ﬁ1ﬁ ,

7 =48y als asymptotisch (in 1/} filhrenden Term im extrem-relativistischen
Fall

o

2R? 2
fN(W\Q)= -T—\)l; XV{\& e ﬁR( ))L J‘dl‘ﬁe K (,_) o (41)

Durch Besselfunkftionsdarstellung des Legendre-Polynoms

T, (- f’ ) — T, ( Yﬂwz,]-r}%) )

N ->60

folgt schlief3lich
ﬁN(P—”/.,)Z/
. _ 4“f£?
= 23 N\ -
Raw) = 2w (T) ()" @) e
W’R3
Bis auf die BErsetzung f - G'LUL (und den aus der abgednderten

quantenmechanischen Normierung herrilhrenden Faktor 2n) haben wir

(43)

also die gleiche Drehimpulsverteilung
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wie im klassischen Fall, Im Rahmen der GSF Néherung
kénnen wir daher im weiteren immer das klassische Pha-
senraumintegral benutzen: bei hohen Energien und vie=-
len spinlosen Teilchen sind die quantenmechanischen

Drehimpulseffekte vernachlissigbar 10’1h),

zum Abschluf dieses Kapitels bringen wir einige Be-
merkungen iiber die Ausfiihrung der fiir die Normierung
des Feuerballzerfalls notwendigen Summation iiber Pha-
senriume aller Teilchen, Wiahrend bei Berechnung von
Aussagen im Falle nicht sehr hoher Teilchenzahlen und
mittlerer Energien diese Summe numerisch ausgefiihrt
werden:muﬁ, ist es fiir die Untersuchung allgemeiner

Fragen niitzlich, das asymptotische Verhalten (N und W

grof) der. Summe zu kennenBO). Wir betrachten also
o . ()
LQCw ety = T K, )
E T
wobei der Faktor 1/N| die Identitdt der Teilchen be-
riicksichtigt. Mit dem extrem-relativistischen Ergebnis
( 23 /24 ) haben wir dann
o4
— NS re \3N (45)
Towt) = qeetw) 2 45 (&) x*
N=L N‘. N
~ 4L U R Yo 28 [ St 1 /?
x= lo T wmwR® € | qoLw) = 2% [Tohw?R3
Ndherungsweise folgt daraus
(46)

~ g . L2 NE N 2 G x
Bowe) & atw = I (&) (5w )

N=y N
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als asymptotische Summenformel., Die schon bei der Be-
rechnung von JlN(WQ L*) festgestellte Verkopplung von
Tsotropie und Teilchenzahl zeigt sich auch hier: wih-
rend fir groBe AY/W? die Summe gegen _Q.Q(W, £L*) gent,
divergiert sie® mit W— o0, ﬁL/W2»+ 0, da mit wachsen-
der Energie bei festem £ sich immer mehr Vielteilchen-

kandle offnen.,
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IIX. Das statistische Modell

A, Zum "Feuerballt-Bild

Nach Fermi wird die Erzeugung von N Teilchen beim Stof
von zwei einlaufenden bestimmt durch das Verhédltnis des
verfiigbaren N-Teilchen Phasenraums -Il.N(W) zum Gesamt-
phasenraum S (W) = 2. JQ_N(W); die Integration iiber
{2 wird eingeschrénﬁ% durch Energie-Impuls-Erhaltung
einerselts und durch die auf der Kurzreichweitigkeit
der Kernkrifte beruhende Vorstellung eines Wechselwir-
kungsvolumens andererseits., Dabel wurde urspriinglich
angenommen, daB die beiden einlaufenden Teilchen ihre
gesamte Energie im Wechselwirkungsvolumen abgeben; in
dieser Energiewolke stellt sich dann sehr schnell ein
statistisches Gleichgewicht ein, das, entsprechend den
Phasenraumverhiiltnissen, zur Entstehung eines N-Teil-
chen Zustandes fiihrt. Diese Vorstellung bringt jedoch
mit steigenden Energien Schwierigkeiten mit sich, da
nicht klar ist, ob und wie sich bel einer sehr kurzen
Wechselwirkungszeit noch ein Gleichgewicht einstellen
kann 31 2)
des statistischen Modells umgeht diese Schwierigkeiten
zunfchst, indem als Ausgangspunkt des Modells die Kon-

Tine von Hagedorn entwickelte Ableitung

stanz des kinematisch ausreduzierten quadrierten S-
Matrixelements angenommen wird; auch wir haben in T,
bei der Einfilhrung einer Gleichverteilung im Phasen-
raum praktisch diesen Weg eingeschlagen., Will man je-
doch in einem solchen Rahmen den Begriff eines zentra-
len StofBes in Abhingigkeit der Energie diskutieren, so
tritt das gleiche Problem wieder auf,

32)

Nun deuten neuere Beschleunlgerdaten auch an, dal
eine Gleichbehandlung aller auslaufenden Teilchen nicht

zuldssig ist, mit Ausnahme wohl von reinen Vernichtungs«
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.reaktionen (wenn wir flir den Augenblick von Resonanz-
effekten absehen). In der kosmischen Strahlung driickt
sich diese Tatsache in einer asymptotischen Inelasti-
zitdt +von weniger als 100 % aus. Es scheinen sich,
auch bei Beschleunigerexperimenten mit besserer Sta-
tistik, meist einige wenige Teilchen mit sehr viel
héherer Energie als der statistisch zu erwartenden

zu zeigen, die sich iiber gewisse Quantenzahlen mit
den einlaufenden Teilchen verkniipfen lassen, Obwohl
bisher, besonders beil der Behandlung der kosmischen
Strahlung, hierzu bereits einige "multiple fireball"
Ansétzen%ﬁr die Verkopplung statistischer Mechanismen
mit peripheren gemacht wurden, scheint uns die theo-
retische Klidrung einer solchen Nicht-Gleichverteilung
durch Auszeichnung gewisser Teilchen bisher noch vol-

lig offen,

Ein weiteres Problem im Zusammenhang mit der konstan-
ten Phasenraumwichtung wird durch das Auftreten wvon
Resonanzen bel bestimmten Energien gegeben: hier ist
die Annahme unkorrelierter auslaufender Teilchen sicher-
lich unzuldssig. Man hat daher vorgeschlagen, die auf-
tretenden Resonanzen als Teilchen zu behandeln, die
dann nach Verlassen des Wechselwirkungsvolumens wieder
(stark) zerfallen -~ was das Bild unkorrelierter Erzeu-
gung adslaufendér Teilchen durch Erwelterung des
nTeilchen"-Begriffs in diesem Rahmen wieder herstellt
und fir bestimmte Experimente recht gute Ergebnisse
liefertB)o Fiir eine systematische Untersuchung der
Resonanzeffekte in Abh#ngigkeit der Energie ist es
vielleicht zweckmidBiger, den Phasenraum mit dexr ent-
sprechenden Zwei~ oder Dreiteilchen~Resonanzverteilung

zu wichten.
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Nach diesen einschrinkenden Bemerkungen zur Giiltigkelit
des von uns angesetzten Feuerballzerfalls per Phasen-
raum mit Gleichvertellung wollen wir die miglichen Aus-
sagen liber inelastische Wirkungsquerschnitte untersu-
chen, Das statistische Modell mit Energie~-Impuls-Erhal-
tung liefert zunidchst nur Verhiltnisse, da die Propor-
tionalitdtsfunktion zwischen {bergangswahrscheinlich-
keit und Phasenraum offen ist, Nehmen wir zusdtzlich
den gesamten inelastischen Querschnitt 07, (w) als

vorgegeben an, so kiénnen wir mit Fermi den Ansatz

Heo4'":
Tutw) = Tt 5

fiir die Verteilung von O“in(W) iiber die verschiedenen
N-Teilchen Kan#le machen, Diese Form gestattet jedoch
keine Berﬁcksichtiguné der Unitaritatsverkopplung ZWi—
schen elastischen und inelastischen Reaktionen; auch

erlaubt sie nicht, die zentrale Natur der statistischen

Reaktion in das Modell einzubauen, Bine aus dieser Sicht

PR w1
zweckmifBigere Form ware

D (W)
g W)

Oiw) = 2. () 07w
(=0

wobei dann durch den partiellen Feuerballgquerschnitt
(T'F( { ,¥W) Aussagen iiber die Drehimpulsverteilung
(bzw. Stonarameterabhéngigkeit) der Feuerballentste-
hung, also Aussagen iiber die Zentralitit des Prozesses
gemacht werden Sh), Dabei folgt aus der "Kausalitati"
(keine Wechselwirkung bei grofBen Abstidnden) lediglich,
daB Q-F (£ ,W) mit dem StoBparameter £ /K abfallen

mufl,

(1)

(2)

by -



Wir haben nun vorgeschlagen?5), diese Verteilung im
statistischen Modell mit Drehimpulserhaltung gleich-
falls per Phasenraum zu bestimmen (siehe auch 10));
d.h. wir setzen fiir die {lbergangswahrscheinlichkeit

29N

Ly (AwW)
<1 A w)

P

2

- N (Q‘VV) = Ww) -

wobei die Feuerballentstehung aus den beiden einlaufen-
den Teilchen in Abhingigkeit des dimensionslosen Stofi-
parameters P = Z /KR (mit R = < .E"/K"y/l) durch die
Zweiteilchen-Drehimpulsverteilung W& 2( L ,w,&) fest-
gelegt werden soll:

UWLW) ~ o, (Lw &)

Dabei bringt die in .JLZJ 2 .w,% ) enthaltene Delta-
funktion (siehe II.C.31) automatisch die Orthogonalitit
von Strahl und Drehimpuls mit sich, so daBl sich auch
die (klassisch) dreidimensionale Drehimpulsintegration
auf die (2) entsprechende zweidimensionale reduziert,

Es wird also iiber die "Ringe" einer zum Strahl orthogo-

nalen "Scheibe! summiert1).

Wir betrachten (3) als Ansatz nur fiir inelastische Reak-

{tionen; die Wahrscheinlichkeitserhaltung

bestimmt dann jedoch auch den elastischen Ubergang

(3)

(4)

(5)
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A1)

Nun ist das N-Teiichen (X2 3) Wirkungsquerschnitt gegeben durch

- (6)
) = g Z(u) %}} | <pallscew)i> [

Dabei indiziert die Parametermenge ZGLNX im reduzierten Matrix~
element die Menge aller mit ! und W vertriglichen inneren Konfi-

gurationen des N-Teilchen Systems. Die Ubergangswahrscheinlich-

keit P, (£ ,¥) ist dann
(7)
. 2 2
Fow (W) = £y | <Ml SCE |
Durch Summieren von (3) iber ¥3 2 und mit (7) erhalten wir fiir
den gesamten Feuerballquerschnitt
(8)

CFw = I cw) T () UWAW)
K P

wobei wir mit C(W) die bisher noch offene Normierungsfunktion
fir (4) bezeichnet haben. Man beachte, daB U'F(w) natiirlich nur
einen Teil der elastischen Reakiion enthélt, némlich den per

Feuerball entstehenden, nicht aber die Schattenstreuung, die bei

(3/5)

P aw) = L= uwtw]+ [uew o, /el

dem ersten Term entsprichi.

Bestimmen wir nun die PFunktion G(W) durch Wormierung iiber alle

StoBparameter .
(10)
u(e.W) = —-O-z,((LW.-é’)/ SOP(J £, (¢.W.€)
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go folgt fix den gesamtben Fouerballquerschnitt

TFiw) = wR°

Gl. (8) entspricht also der Normierung des Feuerballquerschnitis
auf den geometrischen, d.h. die Energieunabhéngigkeit der Ge=-
gsamtheit aller Feuerballreaktionen, was wir (trotz der eingangs

erwihnten Bedenken) hier annehmen wollen. Bs ist also (TF(I W)

mit
TFuw - .nac@.w.a)/g% PRI S

bestimmt,

Passen wir ungsere Annahmen noch einmal kurz zusammen:

a) Feuerballzerfall durch Phasenraum bestimut: .QN( e W)/ (£ ,W);

b) StoBparameterverteilung der Feuerballentstehung durch
Phagsenraunm bestimmts  T( P,W) ~ le((),w, g );

¢) Normierung der StoBparameterverteilung auf 1, bzw. U‘F(W)= 7 &2

Diese Annahmen zusammen liefern ein Modell, das sowohl fiir alle
inelastischen MeBdaten als auch fiir die gekoppelten elastischen
Absorptionsreaktionen experimentell nachpriifbare Aussagen liefert.
Es enthilt als einzigen anzupassenden Parameter den Wecheselwir-
kungsvolumenradius R (der aber duch R ~ 1/m; schon grob festge-
legt ist); ferner haben wir, wie schon erwidhnt, etliche Freiheit

in der Wahl der Ortsraumbesohrénkung+). Sowohl die funktionale

’ . - i, b *
+) : Durch eine Abschneidung wie a.e RLEE'XL+ ¥* 1 1484 sich
noch ein weiterer, die Stidrke der Wechselwirkung beschreibendex

Parameter a einfihren.

(11)

(12)
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Form der Abschneidung als auch R lassen sich jedoch unabhéngig
voneinander bei elastischen und inelastischen Reaktionen untersu-

chen, was eine zugitzliche Priifung ermtglicht.

Setzen wir nun (II.C.%i ) explizit ein, so folgt
z B (13)
We) = e 0 o= A/KR ; R=2R

als Peuerballverteilung. Wir betrachten dieses GauB-Verhalten

als eine sinnvolle Interpolation zwischen dem linear exponenti-

elien @—nAbfall eines peripheren Graphen und dem rein zentralen

& (e ) Ansatz, der effektiv auf das iiblichestatistische Modell
guriickfihrt.

Rinige allgemeine Ergebnisse fiir inelastische Reaktionen

Die Anwendung des hier behandelten statistischen Modells mit
voller Kinematik auf spezielle Prozesse wird, wie wir gesehen
haben, in den meisten Fidllen numerische Rechnungen erfordern:
die Losung der Khinchin-Gleichung sowie die Summationen iiber
Teilchenzahlen und Drehimpulse sind beil den bisher voriiegenden
Energien und Teilchenzahlen nur sc geniigend genau ausfithrbar,
Auch miigsen dabei dann von uns vernachléssigbe Aspekte wie ver-
schiedene Massen, Spins, Isospins, usw. beriicksichtigt werden.
Tn der vorliegenden Arbeit streben wir keine golche Behandlung
an; wir wollen im folgenden vielmehr einige allgemeine Ergeb-
nisse des Modells diskutieren, die fiir aile Reaktionen zu-
mindest asymptotisch gliltig sind; diese wollen wir dann mit
den entsprechenden Resultaten des iiblichen statistischen Mo~
dells ohne Drehimpulserhaltung (SM) und des multiperipheren
Modells (MPM) vergleichen.
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1. JIntegrierte Grdfen

Betrachten wir zundchst den gesamten Querschnitt fiir inelastische

Reaktionen

—
\

- - RIS AY)
Gutw) = 2 ouw = T ) wew) - gy Y

os
a 25k ydel e € [ 1- —?_;_;Lﬂ’_h’)]
] (("‘w)
Da die Abschneidung in ( =X /KR energieunabhingig ist,
,JlLCp.w}/_Qlecw) nach den Ergebnissen von II.C aber bei festeme
mit wachsender Energle wegen der sténdig wachsenden Zahl der
Kandle gegen Null geht, erhalten wir

fiw grmw) = R R'= 2R (2)
W00
Asymptotisch gilt also U*in(w) -—70F(W) = T;ﬁz, und zwar ndhert
sich U~in(w) diesem Wert monoton von unten. Wie man erwartet,
ist @, ( o) nur durch die StoBSparameterverteilung der Feuer-
ballentstehung bestimmt und somit bei der Normierung (III.4.10)
von der Form der Ortsraumabschneidung unabhéngig.

Die mittlere erzeugte Teilchenzahl

Nt ] (3D

G- = Sunm) = o D () UL

W KLU-iu,CW) (=0 J?_N(,?.M

v

konnen wir wmit

1 ot (4)
2 = [l(a'li';" @3¢~ W 1

nach (I1.C.23/L%) aéymptotiach niherungsweise schreiben als
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B .- (5)
o 2 —_
Nox [dot W) 2 55 L Z 20 2w)
0
Da nun der logarithmisch fithrende Term der Summe in (5) durch
(6)

L f. _QNCE.W) =  const. 2"4 [H‘ O(,%;}Q.)]
-2 2M4

gogeben ist (II.C. %6 ), erhalten wir

(7)

T

N = const, rol‘ol e”C 2"

= cord. (wm W')'Rs)\’q'

Die mittlere Teilchenzahl steigt also asymptotisch wie W1/2an,
was auch aus dem Fermi'schem SM mit Lorentzkontrakition folgts
das MPM hingegen iiefert einen logarithmischen Anstieg mit der
Energie. Bisherige experimentelle Daten weisen auf ein Anwach-
sen wie etwe W1/a mit & = 1.5 = 2 hin, Da bei einer Phasenrauwm-
beschreibung a ganz allgemein durch die Potensz der TImpulsraum-
wichtung (d3p/2po, d5p, d5p.po usw.) bestimmt wird, sind die
Experimente hier durchaus mit einer statistischen Beschreibung

vertriglich,.

Untersuchen wir nun den asymptotischen Abfall der N-Teilchen

Wirkungsgquerschnitte Uh(W). Mit
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(8)
W) = o 2 Q) Ulhw) 2 () /_achw)

mwg?
CO“A"' '

&y — N
(ww‘f{z)% j:"{% € /-0.t2)

erhalten wir wegen des exponentiellen Abfalls (I1.C. %6 ) von
£.(z) fiir groBe =

G W) & consh RY/(mwrg?)¥s

(9)

so daB (o (W) fur alle N asymptotisch wie w16/ % pe511%. Die
W-Potenz selbst ist auch wieder bestimmt durch die Potenz der
Impulsraumwichtung; so fihrt ein zusétzliches 1/p auf einen
W2 Abfall, und die in 15) benutzte Form ergab W ". Allen For-
men gemeinsam jedooh ist die Aussage, daB alle inelastischen
Kanile mit der gleichen W-Potenz asymptotisch verschwinden. Das
" iibliche statistische Modell wiirde nach (II1.B.1) mit konstantem
G‘in(w) einen exponentiellen Abfall in WV'2 ergeben, wihrend
daB MPM mit crN(w) ~ (log W)N/W4 einen schwach N-abhingigen

Abfall liefert.

Des Verzweiggngsverﬁéltnis
(10)
QIN/R) = Thew) [ g% (w)

wird im statistischen Modell mit Drehimpulserhaltung konstant

fiir W = oo, nach (9) und den darauf folgenden Bemerkungen. Das
fibliche SM liefert mit ¥ > N einen Abfall wie w251 das mem
(log W)N-N. Bisherige Untersuchungen 15) iiber p~-p Vernichtung
in Pionen 35) bei Eﬁergien von null bis 7 GeV/c (Labor) deuten
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auf einen konstanten oder nur langsam abfallenden Wert von (/M)

hin.,

Fagsen wir kurz zusammen: die bisherigen integriexrten Ergebnisse
des statistischen Modells mit voller Kinematik liefern, unabhingig

von der speziellen Form des Wechselwirkungsvolumen-Ansatzes, einen

- agymptotisch konstanten, dem geometrischen gleichen inelagtischen

Wirkungsquerschnitt, einen Anstieg der mittlexren Teiichenzahl wie

W1/é, a>1, und einen N-unabhingigen asymptotischen Abfall von
ch(W) (~ w_b,'b> 1), was asymptotisch konstante Verzweigungs-

verhdltnisse zur Folge hat. Genauere Berechnungen der oben erwéhn-

ten p-p Bxperimente sind z.Zt. in Ausfiihrung.

Die Transversalimpulsverteilung der Sekundérteilchen

Eines der bemerkenswertesten '‘experimentellen Ergebnisse in der

Vielteilchenerzeugung ist die sogenannte "Konstanz'" des Transver-

" salimpulses der Sekundirteilchen: mit steigender Prim#renergie

steigt die Zahl der erzeugten Teilichen, aber - im Einklang mit
statistischen Uberlegungen - schwicher als linear in der Energie;
die erzeugten Teilchen erhalten also selbst auch eine immer griBere
Energie. Es zeigt sich nun aber experimentell, dal der mittlere
TPransversalimpuls der erzeugten Teilchen, d.h. die Impulskompo-
nente gsenkrecht zur Richtung des einlaufenden Strehls, dabel

nicht oder nur sehr schwach weiter ansteigt; bel hohen Primérener-
gien kommt der iiberwiegende Teil der Sekunddrteilchenenergien aus
deren Longitudinalimpuls: die erzeugten Teilchen sind also um die
Strahlachse scharf kegelfbrmig gebiindelt. Eine spezielle Auszedch-
nung der Strahlachse ist aber im statistischen Modell it Dreh-

impulserhaltung durch die Lorentzkontrakiion gegeben - wir wollen

deshalb untersuchen, wie sich diese auf die Impulsverteilung dex

Teilchen suswirkt.

Betrachten wir zunichst das Phasenraumintegral ohne Kontraktion
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(1)
0 (W) = [T § olhdts e | 80w 13RI £ 2ot s

Durch Integraldarstellung der Drehimpuls- und Schwerpunktdelta-

funktion erhalten wir

| (2)
Dy WE) = [T SZpo-W) PZR) Rellipepe)
mit
(3)
PR 0 e B g (Z
{2y o (TR 3 Ztpaxp) "=~ 2L
FN ‘elpt PN) (ZTT)“(ZY:.‘p)}/" ydf\e 2 [ Sps J

als Impulsraumwichtung aus Drehimpulsfestlegung. Wir nehmen nun
an (siehe II.0), daB wir die Energie p; eines Teilchens nihe-
rungswelse durch ein Mitiel .<po> ersetzen dirfen. Dann ver-
schwindet der zweite Term im R2-Exponenten von (3) - d.h., die
Schwerpunktfestlegung bewirki praktisch nur eilne Reduktion der
Volumen-potenz um eins: RBN-*#RB(N"1). Ferner nehmen wir an, dafB
(fﬁr grofle N) in einem durch die Strahlrichtung bestimmten Koordi-
natensystem (Longitudinalriehtung s 1-Komponente) die Impuls=

komponenten der Teilchen dem Vorzeichen nach willkiirlich verteilt

gind, so daB gilt

ir\aayub*o Loadb  oabs L2035 N>2 (4)
=1

Es folgt dann fiir (3) bei Beriicksichtigung der Orthogonalitit
von P und Strahlrichtung ?
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i-ipﬂ
als Summen der gquadrierten Transversal- und Longitudinalimpulse.

Gehen wir (wie in II,C) #berall zu: mittleren GrdBen iber

- b

v CRES R <> R D

1
0

Y‘it ~ <|’h’:> i f{ﬁ
W ~ <pé>

so folgt

Fo (2 o) = (RTINS [<pss <> (<> + 3 e

xe_{_ﬁ_[ pe> L SR> M

NRECE™S | <pes +3 <> <> 4 <pE>

Bis auf einen Faktor zwei ist der exponentielle Abfall in <(p§>

und <fp§>. der gleiche =- die Drehimpulswichtung F, (4 $p) fiithrd
also wie zu erwarten auf keine besondere Transversalimpuisbe-

gschrénkung,

_55_

(5)

(6)

(1)

) (@)

- 54 -



- 54 -

Fiihren wir nun in der Ortsraumabschneidung die Lorentzkontraktion

ein
(2)
{ v 3
e - -é-m [h&xl. -+ X‘T’l
so ergibt diese Auszeichnung der Strahlachse als Drehimpulswich-
tung
|y 3 3\ -3 L3 R AT R (10)

Lt <pd> s Spe2 1 }
- S( NR"<F‘> <> + h‘; p> <pdd>+ 3‘—,—_'-L<yt’%>

Im extremrelativistischen Limes (fﬁﬁﬁo) folgt daraus

FN(&V‘) = ('\T%R;)Npl N7 [<‘1§‘>5<r~z{5<|d&>t]‘”l x (11)

AN s
N T ["*4,1’%1]5

Gleichung (11) ergibt (bei festem <p2> ) fiir wachsendes <fpi>
eine Verteilung, die sehr kleine < pi,} unterdriickt, ansonsten
schwach verdnderlich in <« pi>ist; insbesondere wird der Bxponent

fiir grobe <p§) ganz <'pi>-hunabh§ngig. Hingegen bringt wachsen-
des < p§>. eine CauB'sche Abschneidung im mittleren Transversal-
impuls. = Die Binflihrung der Lorentzkontraktion ergibt also

eine Impulsverteilung Fk(.ﬁ,;ﬂ, die groBe Longitudinalimpulse

und kleine Transversalimpulse stark bevorzugt. Diese Aussage

héngt natiirlich kritisch von der Drehimpulsfestlegung im Phasen=
raun ab, da die Strahlrichiung im Impulsraum erst dadurch festge-
legt wird; Abschneidung (9) ohne Drehimpulserhaltung fihrt auf das

iibliche Pp—Py, gymmnetrische Impulsraumintegral zurick,
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AbschlieBend eine Bemerkung zu "Transversaltemperatur": da das
Einteilohenimpulsraumintegral im Falle einer durch (11) nahege-
legten zusdtzlichen exp—(Apé/pi) Wichtung bereits mit der Be-
gschrénkung exp- o(L [PLI’ 0(L> 0 konvergiert, statt eine wie

in I1.C benutzte exp-o P, (o~ 1/XT) Verteilung zu v(erlangen,

P, B) = [ alp e T BRs ooug /o

kann man vermuten, daB die Beriicksichtigung von Lorentzkontraktion
und Drehimpulserhaltung auf eine modifizierte "Temperatur" in der

Pransversalimpulsverteilung fithrt, wofiir auch experimentelle Hin~

36)

weise bestehen .

Elagtische Streuung

In ITI.A haben wir iiber die Wahrscheinlichkeitserhaltung aus dem
Ansatz fir inelastische Prozesse die Form
2.0 (1)
P, W) = 1= Waw) [ o e
2 4 ) QY W)
fiir die elastische Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten. Wir
wissen ferner, da8 P2H;2( £ ,W) das quadrierte S-Matrixelement
Isg (W) 2ist. Mit
(2)
Sp (W) = V4 Zity(w)

ist dann der elastische Wirkungsquerschnitt durch

- (3)
M@ X | T (w cose)l2

90 hw? ¢

— W Ll

T(Weisd) = 2= 2 Q) T (ad) 44 (W)
' “K ,e::-()
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gegeben, und der totale Wirkungsquerschnitt per optischenm

Theofem durch

27

25, T (W cosp 1)

G;A_LUU) =
Nun folgt zundchst aus (1)

|Sptw) 1 = [bu;z.W) ‘%—ng] + [l—u(ﬂ‘.w)]

Der erste Term in (5) entspricht elastischen Feuerballiibergéngen,
d.h. der Resktion 2= F- 2; der zweite beschreibt die durch in-
elastische Kanile hervorgerufene Schattenstreuung. Bei hohen
Energien und nicht zu kleinen StoBparametern unterdriickt die
groBe Zahl inelastischer Kanile den Feuerballzerfall in zwel
Teilohen fast ghnzlich (R ./ ~0), und es tritt nur Schatten-

streuung auf,

aus (5) erhalten wir

tp W} = ‘il: [ - M = Ui [ 1- 2.0/ 2ew)] €

wobedi 8£(W) die (reelle) Streuphase ist, und U( L ,W) nach
III.A.13 durch exp- L2/2K232 gegeben ist. Nun verschwindet
lsg (W), d.h, die Wurzel in (9), fiir einen groBen £ -Bereich
(4 & KR [2 ), wegen der Dominanz inelastischer Kandle. In
diesem Bereioh haben wir also unabhiéingig von der Phase einse
rein imaginire Strevamplitude ty (W)~ 1/2i. Fiir sehr grofe
StoBparsmeter mus tﬂ_(w) nach Betrag und Phase verschwinden,
da dann keine Weohselwirkung mehr stattfinden darf (s g (W)=1);
fiir den Betrag folgt dies aus (8), da fiir grofSel _L (¢ ,W)-—
,le( £,W) geht (siehe II.C). Wir nehmen nun im folgenden an,
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(4)

(5)

28] (6)

daB bei hohen Energien auch im intermedidren Bereich (£ 2 KR/2) §cguﬂ

bereits vernachlissigt werden kann, und erhalten damit eine
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rein imaginire Hochenergie-Streuwampiitude, Fir den totalen Wir-

kungsquerschnitt folgt daraus

iy = tpt 1
Ty W) = 2 zz:otw') - mk [,h_ra,mw)/.mw)l](7)

wag flir W— oo gegen

— 2 o2

Ot = b R* 22 (I—'QaaZ.) = 246 7R
konvergiert. Somit erhalten wir

Tog = 46 wR™
und folglich

OT.(,Q _— = 0‘64

/ Grut

Die letzten drei Werte (und auch CTin( o)) sind wegeﬁ "RQ/QZ‘Q 0
eine reine Konsquenz der Feuerballverteilung (g ,W), die wieder-
‘am aus dem Zweiteilchenphasenraum nit GauBabschneidung (und aus '
der Normierungsbedingung III.A.10/11) bestimmt wurde. Wir kdnnen
somit (10) als Test fiir die GauBabschneidung und (9) als einen

fiir den Wert von R auffassen, beides im Rahmen elastischer Reak-
tionen. Aus den Ergebnissen inelastischer Prozesse folgt dann noch
eine weitere Priifung, deren Resultat mit dem elastischen in Ein-

klang stehen sollte.

Die Ergebnisse (8-10) hat Van Hove6) aus dem bereits eingangs er-
wihnten "uncorrelated jet model" (UJM) abgeleitet, das auf eine
GauBsche Partialwellenfunktion fiihrt (siehe jedoch 37), wo auf
Schwierigkeiten im Energieverhalten der Dispersion dieser GauB-
funktion hingewiesen wird).Unsere Form (6) ist fiir hohe Energien
gauBisch mit Dispersion 2K2R2, jedoch primir als Folge der durch
den Zweiteilchenphasenraum bestimmten Feuerballverteilung. Wir
m$chten daher die recht gute experimentelle Ubereinstimmung mit

(8-10) hier in erster Linie als Stiitze unserer Annahme einer

(8)

(9)

(10)
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GauBschen Absochneidefunktion auffassen.

Aus dem MPM folgt zwar auch ein konstanter totaler Wirkungsquer-
schnitt, jedoch ein logarithmischer Abfall fiir G;l(W) und damit
auch fir O”el/ Crtot‘ bisher gibt es fiir ein solches Verhalten

keine experimentelile Evidensz.

Wiederum in Einklang wmit den erwdhnten Van Hove Ergebnissen er-
halten wir fiir die elastische Streuung bei festem t=-2K2(1—cosG)
(1141 (Gev/c)?), also fir die Diffraktionsstreuung

| 8 ) 1l ()

(11)

(Nach 37) fihrt das TJM nur nit Zusatzannahmen auf ein Energie~
unabhingiges Ra). Das MPM fiihrt mit exp-a|t|(log s) auf die Regge
"ghrinkage" des Diffraktionsmaximums, die jedoch nach dem @er-
zeitigen experimentellen Stand beil geniigend hohen Energien nichi
auftritt,

Die hier abgeleiteten Ergebnisse fithren mit R ~1/m; auf recht
gute sxperimentelle Ubereinstimmung. Die kritische Frage ist
jedoch, ob und wié weit dieser R-Wert auch fiir die inelastischen
Reaktionen sinnvolle Ergebnisse liefert. Dazu bedarf es noch ge-

nauerer numerischer Vergleiche,
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Iv.

Abgchlielende Bemerkungen

Im Vorangegangenen haben wir eine statistische Beschreibung fiir
hochenergetische Vielteilchenerzeugungsresktionen entwickelt,
die eine Erweiterung des Fermischen Modells bildet: Ausgehend
vom Phasenraum mit allen durch die Poincarégruppe gegebenen
Integralen der Bewegung und mit einem in Richtung des einfal-
lenden Strahls Lorentzkontrahierten Wechselwirkungsvolumen, be-
schreiben wir den 2 3N Teilchen Ubergang bei festen Werten von
CMS Gesgambtenergie W und -spin £ als Produkt einer den Eingangs-
zustand charakterisierenden StoBparameterverteilung und einer

Teilchenzahlverteiilung fir den Endzustand, indem wir beide Ver-

‘teilungen aus Phasenraumiiberlegungen konstruleren. Das Ergebnis

ist ein Modell, das iiber alle inelastischen und tber die ge~

koppelten, rein absorptiven elastischen Reaktionsdaten Aussagen

liefern kann.

AbschliieBend wollen wir nun noch einige kritische Bemerkungen

zu speziellen Problemen bei einer solchen Beschreibung machen.

Bei der Diskussion der TPransversalimpulsverteilung, und Uber-
haupt bei allen differentiellen Aussagen eines statistischen
Modells mit Drehimpulserhaltung, ist iiber die Phasen nichts
bekannt. Wir haben (bei inelastischen Prozessen) impiizit will-
kiirliche ("random") Phase§)angenommen, d.h. eine inkoherente
Summe iiber die Partialwellen benuﬁzt, die Interferenzeffekte
susschlieBt, Damit sind alle Winkelverteilungen, die aus sol-
chen Uberlegungen folgen, immer vorwidrts-rlickwiris symmetrisch
(nicht aber, wie beim Ublichen 5M, isotrop). Dies gibt die MOg-
lichkeit, an Hand experimenteller Winkelverteilungen festzu-
stellen, inwieweit eine bestimmte Reaktion statistisch erklér-
bar ist 32’38). Es zeigt sich dabei in -7 -N Prozessen32), daB
zwar die auslaufenden Pionen, zumindest bei Vielteilchenkanélen,
meist die gesuchte Symmetrie aufweisen, das Proton jedoch bevor-~
zugt durchfliegt (im CMS), also eine sehr anisotrope Winkelver-
teilung hat. Dieses als MaBstab gestattet liber das Verh8ltnis
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symmetrischer zu antisymmetrischen Breignissen eine Bestimmung
des Bruchteils statistischer (oder "zentraler") Prozesse in dex
betrachteten Resktion; also folgt etwa aus der Proton-Winkelverw-

teilung im CMS

nswbions 7p gy

<o Qc”s( Protoun]

daB die Reaktion zu 70 o/b gtatistischer Natur ist. Das Brgebnis
dieser Analyse fiir T -N Reaktionen von 4 - 10 GeV/c (ZLabor)
Pionen ist folgendes32): Der Prozentsatz zentraler Reaktionen
steigt bei fester Energie mit wachsender Teilchenzahl, fallt

bei fester Teilchenzahl mit steigender Energie und f&llt mit der
Bnergie fiir ¢, (W). In anderen Worten, nimmt man die Proton-
winkelverteilung zur Bestimmung des Anteils statistischer Prozesse,
80 wird dieser mit zunehmender Energie immer geringer. Flir reine
Vernichtungskanile (pP-87 ,8% 2) hingegen scheint die Symmetrie-
bedingung bei allen bisherigen Energien genligend erfillt zu sein,

um fiix diese Prozesse eine rein statistische Beschreibung zu ge-

gstatten.

Die exrwidhnten Ergebniése flir 7 -N Prozesse sind im Einklang mit
dexr schon erwBhnten asymptotisch unter 100 °/o liegenden Inelasti-
zitdt. Man wird also fragen, ob der nicht-statistische, besser
nicht-zentrale Anteil solcher Reakitionen auf einen génzlich
"anderen" Mechanismus (etwa MPM) zuriickzufiihren ist, oder aber

als eine Reaktion mit einigen wenigen durchlaufenden Teilchen
(v,8%, 7% und einem zuriickbleibenden angeregten und statistisch
in viele Pionen zerfallendes System verstanden werden kann. Wir
halten die letzitere dieser beiden MOglichkeiten fir sehr wahr-

gscheinlich, und zwar aus folgenden Griinden: (a) der Anstieg der
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mittleren Teilchenzahl ist funktional im Einklang mit den statis-
tischen Aussagen, also auch mit

TN TN st NaN 2 NENTE 70w

Limw ESuw) = oo

W0
(b) die Pransversalimpulsverteilung ist praktisch die gleiche
bei Sekundirteilchen, die aus reinen Vernichtungskandlen, also
nach dem Symmetriekriterion aus maximal zentralen, stammen, und
solchen, die nach der Protonverteilung aus praktisch 100 36 nicht-
zentralen stammen; {c) neuere experimentelle Untersuchungen 39)
scheinen anzudeuten, da8 sich bei 7 —induzierten Erzeugungs-
prozessen nach Abspalten einex Protonverteilung das verbleibende

Vielpionensystem per Phasenraum beschreiben 1&88t.

In der bisherigen Behandiung haben wir uns auf die Erzeugung
von Teilchen beim StoB zweier stark wechselwirkender Teilchen
beschrénkt; abschlieBend wollen wir deshalb noch eine kurze Be=-
merkung zur elektromagnetischen Erzeugung von Vielplonensystemen
bringen: §+p-ap+ﬁﬂ . Mit Hilfe dexr bei versoniedenen Aspekten
der elektromagnetischen Wechselwirkung recht erfolgreichen Hypo-
these der Vektormesondominans 40) 1848t sich die E‘-induzierﬁe
Teilchenerzeugung effektiv auf einen Prozess der starken Wechsel-
wirkung zuriickfilhren: die Reaktion hk+p-4 p+lin  wird dadurch mit
der Reaktion V+p- p+N% (V:Vektormeson, hauptsﬁchlich(’) ver-
knlipf't,

Ty~ P Nw) = 37' TLVH p T Nw)

mit g als 'tmﬂéktormeson Kopplungskonstante. Der Querschnitd
0‘(V+p—?p+Nﬁ‘) beschreibt eine Reaktion stark wechselwirkender
Teilchen und f#llt als solcher in den Rahmen unserer statisti~

sochen Betrachtungen.
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Den Herren Professoren H. Ezawa (Tokyo) und H. Joos (Hamburg)
sowie Herrn G. van Keuk (Hamburg) mdchte ich fiir stimulierende
Diskussionen ilber verschiedene Appekte des gtatistischen Mo-
dells herzlich danken. Herrn Professor L. Van Hove (CERN)
danke ich fiir die Gelegenheit zur Teilnahme an mehreren CERN-
Besprechungen ilber rHigh Multiplicity Bubble Chamber Events".
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Anhangt: Die Berechnung des kiagsgischen relativistischen

Phasenraunintegrals

Den Phagenraum (II.A.) schreiben wir

o, W) = [l e™ wy W) (he1)
mit -
b Tptgte gt (4.2)
D) = [dﬁ‘d’x et = U vk j *>0
und
N - y e~ @ Lyt ] (4.3)
Wy (W) = X v {dzgudtxi T § SEppw) v
3 Zi) STy ®) ST Toirps £ )
Nun ist
(4.4)

Uy ) = ™ Jtplh o @9 T 1
nit '
QP“[P'/"") = a:—(;) So\’r\ol’x e—(oc-ipo)povi@'ll.-i(mx?y. VA . (4.5)
xe"“'%‘[-ﬁyka?l
2")&(0\010) = \

(Dabei transformieren sich o« und [ kontragredient zu p,
Jaund v zu LN, mit 0‘2 > O erhidlt man die spezielle Form
(4.3/5), indem man mit einer (drehungsfreien) Lorentztransfor-

mation ins Ruhsystem geht; siehe auch 18)). Aus (A.5) folgt
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(4.6)

' 3 '3/4. P
(Z',dcpl/“\)) = ( qw)/x) y Fe—(ﬂﬁfrjpéwlpr. N

o~ & Ly Cpovt I O+ CpoPes Dd ]

Mit der Definition

gcx‘({!’o;f:i/‘-""j) | Qa = (’W’a'z'a) | (a1)
haben wir aus (A.4)
(a.8)

. a
u.ﬁ((W|£) = (")’-ﬁ)“m derg el?.;,& +N2M2(’u(f)

Entwickeln wir nun Qk*(? ) um § =0, so erhalten wir

. N . abc (£.9)
N 0% () = = [ 3R w55, B 49 RS C ]

mit ~A, =B, =C,... als Abkurzungen fiir die entsprechenden lLoga-
rithmischen Ableitungen., Durch f AN’ §, folgt

LLSCWJ;) - (257" N-g gd"’% e QW ‘ (4.10)

CTRRNR 4 RS 8% 4 gpd i C ¢ e ol

X

Nun verschwinden aus Symmetriegriinden alle ersten logarithmischen
Ableitungen auBer dexr nach E’o' Fordern wir jetzt die Khinchine

Gleichung

’b‘\o =0

(A.17)

]
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so verschwindet der lineare Term in der Entwicklung und wir haben
dort eine Potenzreihe nach 1/ N, beginnend mit dem N-unabhingigen

quadratischen Glied. (A. 11) filhrb auf

w . L d¥ (A.12)

.-

N Gu da
und bestimmt somit & als Funktion von W/N. In extrem-relativisti-

schen Fall ist (A.12) geschlossen losbar; mit

E — A1
ch R(“) - (stmyk) 67 /o (A.13)
erhilt man
AJ14)
—er _ 3N (
& s Ny
und daraus
. A.15)
R _ _ (
@ &y = (R u”*/y ) g7 W /i)
Wir miigsen nun die zweiten Logarithmischen Ableitungen von
‘uh (@ s gV ) berechnen; dabei verschwinden wiederum aus Symme-
triegriinden alle gemischten Ableitungen, 80 daB Bab diagonal
wird (dieses die Rechnungen sehr vereinfachende Resultat erhalten
wir, weil wir die gesamte Berechnung im CM3 durchfiihren). Da
ferner alle A, auBer Ag verschwinden, folgt
QQ’QMZP 9"((” = o 2 (A'16)
gg: o 'Qi: 0 .

(5 = () (5

Nun ist
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0%\ . —of 2%y o _; W
(5{;)0 = b( 3{")0 = =r <> = I N (£.17)
U\ 9% o Lo b Wy
(af,;)o“ ¥ «) <G> - 3({)
und somit
L (W 2 (4.18)
Bpopo = 3 (.N)
Ahniich folgt
Y ; Y AVA L (4.19)
(ar»%)o - o> - g (J) e
Y _ R W
('av:)b """"gf (KJ)
J% iRF wt
(Bvi’{-)o =TT (K;) 1e 2
Ky 4 pr [ WYY
(a/nt)u = -3 e= (%)
.@fy L nt/ WAL .
(ENQ,E“—TR(W) 1t
Wir erhalten schlieBlich als asymptotiscﬁe Porm in 1/N
; j zg- Eaa ac4 (4.20)
W ) = oy dpodtpdidip e Bt T3 B E

= (Z-T('N)HS- [Bopa

'S
f‘ﬂ/‘n] eﬂZN( Bf“/“'* Bf“}“’)

was nach Einsetzen aller B-Werte und Berechnung von (4.1) mi%
(A.13/14/20) auf das Ergebnis (11.0.23/24) fihrs,
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