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Abstract.

A system of three interacting particles including bound states
is considered, Annihilation or creation of particles are neg-
lected, A representation space is constructed to give a con-
sistent description of this system, Integral representations
for the scattering operators of this many-body problem are de-
duced, Relations between different Lorentz frames are  given
for the transition operators, as well as between the 2-particle
and 3-particle space,

Finally it is shown how Faddeev equations have to be used,
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0. Einleitung

Das Interesse an Mehrteilchen-Prozessen ist% in letzter Zeit

wieder stirker erwacht, etwa im Rahmen einer Quarktheorie.
Schwierigkeiten bereitet vor allem eine genaue relativistische
Beschreibung dieses Problems. AuBerdem hat das Auftreten von
gebundenen Zustinden erhebliche Komplikationen zur Folge. Nun ist
aber die Existenz von gebundenen Zustiénden in solchen Prozessen
ganz natiirlich, da Prozesse mit mehr als zwei Teilchen im Eingangs-
kanal nur von theoretischem Interesse sind, wdhrend in der Praxis
dort gebundene Zustinde erscheinen, z.B. in rearrangement
Prozessen. 7 _

Zum 3-Teilchen-Problem gab es schon verschiedene Ansdtze, Als
erster brachte Faddeev 12) eine exakte Darstellung fiir ein System
von drei nichtrelativistischen Teilchen, aber ohne das Auftreten
von gebundenen Zustiénden. Eg zeigt sich jedoch, dafl seine Gleichun-
gen ohne weiteres fir ein relativistisches Problem iibernommen
werden konnen., Ferner kann man sie verallgemeinern, falls mehr als
drei Potentiale auftreten,

Verschiedene Autoren ( z.B. Lovelace 13), Newbton 1) ) beschiftiglen
sich dann spiter mit der Untersuchung von Operatoren, welche alle
Losungen von Faddeev-Gleichungen sind. Diese Operatoren sollen fir
verschiedene Streuprozesse verantwortlich sein, Jedoch wurde nicht
untersucht, welche Operatoren man fiir diese Streuprozesse iber-
haupt bendtigt. Es handelt sich dabei um T- Operatoren, die in
einer Integraldarstellung fir die Streuoperatoren auftreten.
Dieses Problem wird in dieser Arbeit untersucht ( Kapitel 8, 9 ).
AuBerdem wird auch der fiir solch ein Streusystem bendtigte
Darstellungéraum untersucht, was bisher wenig beachtet wurde.
Diese Arbeit bringt eine Beschreibung von Prozessen zwischen drei
Teilchen, in denen diese Teilchen nicht ihre Identitét andern,
sondern héchstens gebundene Zustinde untereinander erzeugen
kdénnen,

Zundchst wird ein geeigneter Darstellungsraum konstruiert, welcher
es gestattet, die im Streuprozess auftretenden freien und wechsel-
wirkenden Teilchen konsistent zu beschreiben, Diese Beschreibung
erfolgt im Rahmen von unitéren Darstellungen der Poincaré-Gruppe.



Mit Hilfe der MOller-Operatoren werden dann filir dieses Mehrkanal-
Problem die in Frage kommenden Streuoperatoren konstruiert, sowie
Integraldarstellungen flir sie gegeben, Diese gestatten eine zeit-
unabhingige Beschreibung des Problems,

Schlieflich werden Umrechnungsformeln fir die T-Operatoren in
verschiedenen Lorentzsystemen gegeben und Beziehungen zwischen
T-Operatoren im 2-Teilchen-System zu solchen im 3-Teilchen-System
aufgestellt., Dies ist wichbtig, um die in den Paddeev-Gleichungen
auftretenden T-Operatoren durch bekannte zu berechnen,

Nicht n&hex untersucht wurden die auftretenden Potentiale., ©ine
Untersuchung mit Hilfe separabler Potentiale ( allerdings fiir den
nichtrelativistischen Fall ) findet man bei Alt, Grassberger und
Sandhas 15). s#ine Anwendung der Bethe-Salpeter-Gleichung auf das
3~-Teilchen-Problem bringen Stichel 16), sowie Freedman, Lovelace
und Namyslowski 17). |

Fiir das nichtrelativistische N-Kérperproblem gibt Hepp 18) eine
Untersuchung der S-kMatrix-Unitaritit und der analytischen
#igenschaften von Resolventen und Streuamplituden.
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1. Darstellung von elementaren Teilchen

In diesem Kapitel sollen einleitende Betrachtungen zum Darstel-
lungsraum eines Systems von streuenden Teilchen gebracht werden,
Unter ihnen konnen auch gebundene Zusténde vorkommen. Diese wer-
den auch manchmal komplexe Teilchen genannt werden, im Gegensatz
zu elementaren Teilchen, Ausgefihrt wird die Betrachtung fiir ein
System von zwei und drei Teilchen. Bei den interessierenden
Streuproblemen sollen aber die elementaren Teilchen ihre Identi-
taten behalten, so daB keine neuen elementaren Teilchen beim
Streuprozell erzeugt werden,

Das Problem ist es nun, einen geeigneten Darstellungsraum fiur
solch ein System zu finden. Darin sollen sowohl freie elementare
und komplexe, als auch wechselwirkende Teilchen beschrieben wer-
den., AuBlerdem mufl beriicksichtigt werden, dafl in den gebundenen
Zustdnden schon eine Wechselwirkung vorhanden ist. Die innere
Struktur der komplexen Teilchen soll also mit beschrieben werden.
Ferner sollen die komplexen Teilchen auch als freie Teilchen auf-
zufassen sein, wenn sie bei einem StreuprozeB ein- oder aus-
laufen.

Bs ist auch das Ziel, die Gesamtwechselwirkung aus einfacheren
Wechselwirkungen aufzubauen, insbesondere aus solchen zwischen
jeweils zwei elementaren Teilchen,

Bisher wurde meist der umgekehrte Weg benutzt, So fordert z.B.
Newton 1), 2) die Kenntnis der Gesamtwechselwirkung und konstru-
iert einfachere VWechselwirkungen durch Clusterbedingungen., Beil
einem 3-Teilchen-System etwa soll der Hamilton-Operator fir ein
System eines freien gebundenen Zustandes und eines dritten freien
Teilchens als Grenzwert des Hamilton-Operators fiir die Gesambt-
wechselwirkung entstehen, wenn man das dritte Teilchen riumlich
entfernt und den Abstand der beiden iibrigen konstant lésst. Der
Nachteil ist, daB man die Gesamtwechselwirkung kennen mulb, Auler-
dem sagt solch ein Verfahren nichts iiber die verschiedenen Zu-
‘standsrdune aus.

Jauch 3) fordert fir die Hamilton-Operatoren von verschiedenen
freien Systemen im wesentlichen deren Verbauschbarkeit. Es wird
sich zeigen, daB diese Forderung bei der hier gebrachten Kon-
struktion z.T. schon erfiillt ist bzw, durch eine schwéchere ersetzt

werden kann.
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Die hier durchgefiihrte Konstruktion geht davon aus, dafB man es
mit Darstellungen der Poincaré-Gruppe zu tun hat. Die Darstel-
lungsriume sollen Hilbertrdume sein, und es sollen nur unitére
Darstellungen betrachtet werden., Da die Darstellungstheorie der
Poincaré-Gruppe bei Wigner 4) und Joos 5) ausfiihrlich behandelt
wird, geniigt es, hier nur die wichtigsten Tatsachen zu erwihnen,
Fiir einzelne elementare Teilchen soll die Darstellung irreduzibel
sein und zu positiver Masse und Bnergie gehdren. Hat man n freie
elementare Teilchen, mit den Hilbertriumen &, so wird das ganze
System durch das Tensorprodukt der einzelnen Darstellungen

X = ]%'3‘9; 1)

124

beschrieben mit

Das Tensorprodukt ist wieder unitéir, aber nicht irreduzibel,
Weiteres zum Tensorprodukt siehe man im Anhang 1.

Man kénnte nun versuchen, wenn man die gebundenen Zusténde eben-
falls als elementare Teilchen betrachtet, fiir jede Konfiguration
von freien ( elementaren und komplexen ) Teilchen einen eigenen
Hilbertraum zu verwenden und zur Beschreibung des gesamten Systems
dann die orthogonale Summe zu bilden, Das geschieht aber auf
Kogten der Kenntnis der inneren Struktur der gebundenen Zustidnde,
Auflerdem bendtigt man zur Beschreibung der Vechselwirkung des
gesamten Systems eine Vielzahl von Operatoren, z.B. TFotentialen,
um diese verschiedenen Teilriume aufeinander abzubilden. Insbeson-
ders braucht man die Kenntnis der Wechselwirkung von gebundenen
Zustiénden mit elementaren Teilchen.

¥erner treten die gebundenen Zustdnde nicht als Eigenwerte im
Spektrum eines wechselwirkenden Hamilton-Operators auf, sondern
werden als sSigenwerte des freien Hamilbon-Operators hineingesteckt.
Fiir ein System von drei elementaren Teilchen und einem gebundenen
Zustand zwischen den Teilchen 1 und 2 etwa hitte man folgenden
Hilbertraum zu nehmen X ek, e, ® H,0%

Zur Beschreibung von Streuprozessen, bei denen die elementaren
Teilchen ihre Identitidt behalten, bendtigt man hier vier Potentiale;
von denen zwei nur elastische Streuungen beschreiben.

Wepen dieser Nachteile soll daher ein anderes Konstruktions-
verfahren benutzt werden, welches die gebundenen Zusténde auf
natiirliche Weise einfiihrt.

Bs sei an dieser Stelle gesagt, daB man bei der Beschreibung von
von Streuprozessen nit Brzeugung neuer Teilchen nicht umhin
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kommt, zueinander orthogonale freie Kan#le der eben erwidhnten

Art einzufiihren und sie derart aneinanderzukoppeln.

Wie sich noch zeigen wird, fiihrt auch die hier durchgefiihrte
Konstruktion zu einer orthogonalen Aufspaltung des Hilbertraums,
allerdings nicht flir freie, sondern fir wechselwirkende Teilchen.
Man befindet sich dann im Heisenbergbild.

Zunfdchst sollen aber noch einige Higenschaften der infinitesimalen
Erzeugenden der Poincaré-Gruppe untersucht werden.,

2. Impulsoperatbren

Von den 10 infinitesimalen Erzeugenden der Poincaré-Gruppe sind
fiir das folgende nur diejenigen der Translationen von Bedeutung.
Da nur unitédre Darstellungen bétrachtet werden, sind diese vier
Erzeugenden durch vertauschende selbstadjungierte Operatoren T}
(p=0,1,2,3 )dargestellt.
Die P. sind die Impulsoperatoren. Sie erzeugen ‘1-parametrige
unitére Gruppen, welche vertauschen : U.t,) = LA (-e0< 1, < 00)
nit L@(@JL%]ﬁJ)= q19+t:) (2)
| gli3 Unlhe) = 1
Der Operator P, ist der Hamilton-Operator. Er wird auch oft mit
H bezeichnet werden,
Es_soll'kurz die Bigenschaft eines Tensorprodukts von unitiren
Darstellungen betrachtet werden., Sind U, () unitdre Gruppen auf den
Riumen #; ( i=1,2 ), so ist U(H)=U(Hell, (s ebenfalls wieder eine
unitire Gruppe auf ¥#,e2%, . ( Anhang 1)
Sind H, die infinitesimalen Erzeugenden dieser Gruppen mit den
Defihitionsbereichen. J(HQ , 50 gilt fir die infinitesimale
| Erzeugende von L(#) : (Hy@1, + 4, 0H,)** « H
mit . D(HYe I (Hy) ¢ J(H) ( Anhang 1 ) (%)
Die Eigenséhaft (5)vgilt natiirlich fir alle Impulsoperatoren,
und es ist klar, wie dies auf ein Tensorprodukt aus mehr als zwel
Bestandteilen zu verallgemeinern ist.
Flir ein System von zwei bzw. drei freien elementaren Teilchen mit
den Darstellungsriumen Ef,ész bzw., H,eH ed
hat man dann PP o (Pued, + 1,0P..)"
p/ff’ 5 (Pa,ed,0d, + 4,0Puod, + 1,01,@B.,) " (4)
Es soll angenommen werden, daf in (4) das Gleichheitszeichen
gilt, d.h., die Operatoren in den Klammern sind wesentlich

selbstadjungiert.
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Da die P. selbstadjungierte Operatoren sind, kénnen sie durch
Spektralintegrale ausgedriickt werden. Und zwar gilt dies im Sinne
der starken Topologie, d.h. der Ausdruck T =,rAdELM (5)
fir einen selbstadjungierten Operator T ‘: _
ist zu verstehen als T¥=,£AAEL“{ v’fezwﬂ(6)
und J(T) ist gegeben durch JI(T) ={fek, EI_I},\;‘G”;E(,\)W = NTFEI*}

Da nun die P. miteinander vertauschbar sind, d.h., ihre Spektral-
miteinander kommutieren, so kann man aus diesen ‘1-parametrigen
Spektralscharen E}ﬂy}eine 4—par?metrige Spektralschar

E() = ITE.(p) (7)
konstruieren. :
Dafl dies eine Spektralschar ist, sieht man leicht. ( Siehe auch
Jauch und lisra 6) ). Dies entspricht v8llig der Einfiihrung einer

uneigentlichen Basis,

Damit kann man die P, auch schreiben als P, = [ p. d*E(p) (8)
R'o

&s wird nun gezeigt, daf fur ein System freier elementarer

Teilchen der Operator Pt = {p%ﬁE@) . (9

nit Pl =Py "

ein positiver Operator ist.
Fir ein Teilchen folgt dies daraus, daB man es mit einer irredu-
ziblen Darstellung zu positiver Masse und Energie zu tun hat,
daBl also gilt PP =m'1

(Pof £)20 V f e J(P)
Flir ein Tensorprodukt sieht man dies ebenfalls leicht ein.
Dann gilt nsmlich P. =R‘IR[' (Pt pp) 4 (E, ()@ E, (p) (11)

und Pe I (puep ) d* (Eule) 0 Elp) (12)
woraus (P, £) = mllifht + mtifut « ?.Rg‘ (VT g Ymi +4L) - .4, ) d°(E[n) ® E, (p))
und somit (PPELY » o m Y UENE  WF € D(PY) (13)

(10)

folgt, da (mirgt) (miv ) 3 (mymn + g Hl) gilt.
(-Siehe dazu auch Anhang 1 )

Die Verallgemeinerung auf ein Tensorprodukt aus mehr als zwel
Bestandteilen ist dann wieder klar,

AuBerdem gilt dann mit hy = YP? (14)
der Spektralschar ED(p) 2zu h, ,

und der Spektralschar EPp) = EQ(po) TTE (p)

( Das letztere ist eine Spektralschar, da h, als Invariante der
Darstellung mit allen Gruppenelementen vertauscht, also auch mit



den Ei(p) ) : | " (15)
Ferner ist h, ‘natiirlich positiv und sein Spektrum beginnt

mit M = ka T -

Den Operator h, mennt man den Massenoperator oder Energie-Operator

im Schwerpunktsystem,
bR Darsteilﬁng‘von freien und wechselwirkenden Teilchen

Hier soll' nun.die &chon oben erwdhnte Konstruktion des Darstellungs-
raums fir ein System von freien und wechselwirkenden Teilchen
ausgefiihrt werden, Dies soll flir das 2- und 3~Teilchen-Bystem
geschehen. Dabel werden die in Kapitel 1 erwdhnten Tatsachen

berlicksichtigt., _
3.1 Darstellung des 2-Teilchen-Systems

Der Darstellungsraum hat hier die Gestalt 0= I 03,

Fiir zwei freie Teilchen ist er der Darstellungsraum einer unitéren

Tensorprodukt-Darstellung der Poincaré~Gruppe mit den Impuls-

operatoren P; und dem freien Hamilton-Operator H, . Diese sind

durch (4) gegeben, mit dem Gleichheitszeichen,

Zugleich aber soll #*® der Darstellungsraum einer anderen unitdren

Darstellung sein, welche die Wechselwirkung zwischen den beiden

Teilchen beschreibt. Diese Darstellung soll dieselben Impuls-

operatoren P; besitzen wie die Darstellung der freien Teilchen,

aber einen anderen Hamilton-Operator H, der fiir die Wechselwirkung

verantwortlich ist. AuBerdem soll dies eine Darstellung mit

positivem P* und positiver Energie sein.

Dann lassen sich wie in Kapitel 2 die invarianten Massenoperatoren
=VAZI-%* und h=VH-¥" konstruieren.

Es soll weiter verlangt werden, daf h dasselbe kontinuierliche

opektrum wie ho besitzt, und daB seine Eigenwerte unterhalb des

kontinuierlichen Teils liegen, Natiirlich sind ho und h positive

Operatoren. Damit kann man schreiben ho = f PodE, (p,) (16)

mtm,

h= 2 gkt ,(PodE(Po) (17)
mit 0 <pn, < iyt Yk
Der Projektor auf den diskreten Teil des Spektrums von h sel
E, = ZfE
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45 mufl noch gezeigt werden, daBl £, nicht von der speziellen Wahl
eines Lorentzsystems abhidngt, sondern invariant definiert ist.
Da P' ,also auch h, invariant beziiglich der Gruppe ist, so gild
UIME(p,) = E(ILADY YV Ae P

und insbegonders UIAYE, = E, U(A) VAED
( ? Poincaré-Gruppe ), d,h, die Darstellung wird durch die E,
reduziert. Also gilt uLM:g?ukm)OUJMund jedes U\ definiert auf
¥, Jeweils eine irreduzible unitére Darstellung zur lasse wu,.
Geht man nun in ein anderes System mit LAY = WH{ANUIAYU(AL)
iber, so ist P'=P' dieselbe Invariante, da P'> W' (A)P UA) =P’
wegen der Invarianz von P' gilt, Somit ergibt sich dasselbe ho
und man erhilt dieselben irreduziblen Darstellungen und dieselben

(18)

1

lassen pm .

Der durch E, bestimmte Teilraum X, beschreibt die gebundenen
Zustdnde zwischen den beiden Teilchen, wihrend der kontinuierliche
Teil Eczde@g zu den kontinuierlichen Streuzusténden gehdrt,

Man hat él;o HH = Gﬁ\;;;ék ®H, = Hed (19)
und die #. konnen .als Darstellungsriume fir elementare Teilchen
interpretiert werden, da sie zu irreduziblen Darstellungen

gehdren,

Somit hat man eine Beschreibung der gewinschten Art fir ein
2-Teilchen-System gefunden., Dasselbe soll Jetzt filir das 3-Teilchen-

System geschehen,
5.2 Darstellung des 3-Teilchen-Systens

Die Beschreibung des Systems erfolgt hier im Raum XY= X,o%,
Die Darstellung von drei freien elementaren Teilchen erfolgt durch
ein Tensorprodukt, und der Hamilton-Operator HO hat die Form (4).
srzeugt die zwischen den Teilchen i,J herrschende Wechselwirkung
gebundene Zustande, so gilt nach (19) K03, = Xt e H;
Damit ergibt sich eine Aufspaltung des Raumes £ geméh

Y - Kok, © KieH,
wobel die i,Jj,k zyklisch laufen sollen.
Der Teilraum lesjﬁ, beschreibt dann ein System eineg freien
komplexen Teilchens und eines freien dritten Teilchens.
Ist !ﬁf der Hamilton-Operator, welcher die Wechselwirkung in ¥e;
beschreibt, so hat der fiir das obige System verantwortliche freie

Hamilton-Uperator die Gestalt Hy = (H® 1, + 150 Hu )™ (20)
Von Bedeubung ist nur seine Wirkung auf ¥jex, .
Ferner sei Ay = HSe 1, (21)

und E; der Projektor auf ¥y .
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Die Impulsoperatoren P; sind dieselben wie diejenigen fiir die
Darstellung dreier freier Teilchen, Das folgt daraus, daB dies
flir das 2-Teilchen-System gilt und wegen (4).

Man erhilt also auf diese Weise verschiedene, i.a, nicht zuein-
ander orthogonale Teilrdume von 3% , welche die verschiedenen
Systeme freier komplexer Teilchen und dritter Teilchen
beschreiben, ‘

SchlieBlich soll %% aber auch noch der Darstellungsraum zu einer
unitdren Darstellung fiir die gesamte VWechselwirkung zwischen
allen drei Teilchen sein. Der Hamilton-Operator dazu sei H und
die Impulsoperatoren .P; seien wieder dieselben wie fiir die
Darstellung dreier freier Teilchen, Wie beim 2-Teilchen-Bysten
s0ll dies wieder eine Darstellung mit positiven P* und zu

positiver inergie sein.

Analog kann man die Massenoperatoren h,=VYHI-p* , hy =VYHi-
und h=\H- P! konstruieren, Sind m; cle Minima der iassen der

gebundenen %ustdnde aus den Teilchen i,j und m, die lassen der
einzelnen Teilchen, so sei gefordert, daB fiir die Eigenwerte

von h gilt 0 ptg < m= Min(myeme) VP (22)
nit ijk zyklisch, und m sei die untere Grenze des kontinuierlichen
Spektrums von h. Sind EO@J,Eg(mﬁ,E(m)ﬁ die Spektralscharen zu

’1o=hij,i'i y 8o pilt he “m‘rj;tf;’g‘f“;o(.l’o)
Py = fﬁﬂmqﬁ@ (23)
My By oo
h = :-,il:'(“eEe + JPudEfPo)
Damit ergibt sich wieder eine Aufspaltung des Rautes in
X0 = &, o Ry (eu)
nit E,; = EH;E?
Der Raum ) Dbeschreibt dann gebundene Zusténde aus drei Teilchen.
Ls sei bemerkt, daB die Forderung sme<m V¢ nicht wesentlich
ist, ur hat dann das konbinuierliche Spektrum von h Liicken.
Die Riume X.o¥, o¥ , %! ok, und #,, kann man als die verschie-

denen "freien" Kanile des ganzen Systems auffassen, bzw. als

ein- oder auslaufende Kanile. Bs wird sich spéter zeigen, dab man
sie auf zueinander orthogonale "wechselwirkende" Kandle abbilden.
Es sei noch bemerkt, daB E; den Operator h; reduziert.
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4, Moller-Operatoren

s sollen hier die schon erwdhnten Abbildungen von Zustinden
freier Teilchen auf Zusténde wechselwirkender Teilchen eingefiihrt
werden., Es handelt sich dabei um die Mﬁller—Operatoren. Dies sind
i.a. partiell isometrische Operatoren, die jeweils auf den freien
Kandlen definiert sind. Sie sind der Ausgangspunkt einer potentiél—
theoretischen Beschreibung der Streuung. Da die Operatoren in der
Literatur, etwa Jauch 7), Coester 8), Jauch, Zinnes 9),
ausfiihrlich behandelt werden, sollen hier nur die wichtigsten
Bigenschaften gebracht werden.
Sind HO und H die freien bzw. wechselwirkenden Hamilton-Operatoren
( von verschiedenen Kanilen sei vorlidufig abgesehen ), und sind
f und g freie bzw. wechselwirkende Zustinde, so gilt fir deren
zeitliche Entwicklungen : (3 = oMoy (25)
und g(h) = ety (26)
Man fordert nun, daff jeder freie Zustand f asymptotisch flr t-zree
in einen wechselwirkenden Zustand g iibergeht, d.h. daB gilt
J9s  fim [e:-{N]=0 fiir alle freien Zusténde.
Dies lédsst sich sgchreiben als d g:be”HeJW°F=3: v f (frei) (27)
Das weitere sei nun im 2- bzw., 3-Teilchen-System ausgefiihrt,

H

4,1 Moller-Operatoren flir das 2-Teilchen-Systen

Hier bilden die freien Zusténde den gesamten Raum # , Dann
definiert (27) isometrische Operatoren, die [Sller-Operatoren
0, = sbim e tHe o (28)
- + oo
Da} 0, isometrisch sind, folgt sofort aus
HQefh = fim Ne™Me Mo fll =iif)  ViecR®
: it Ve . “
da e “bie " Unitér sind.
Daher existieren L2+ und es gilt Cie, =1 0,00=F; (29)
sowie D% o sbim ¢ Mogith g (30)
- t+2100 -

wobei F, die Projektoren auf die Wertebereiche XE(Q,) von {; sind,
Vegen der Isomebrie sind das Teilrdume und es soll verlangt werden,
dafl sie identisch sind ( Jauch 7) ) : R(R:) = L

Dies bedeutet einfach, daB jeder Streuzustand asymptotisch flr fste
in freie Zusténde ibergeht.

Hun gilt (19) und man kann zeigen ( Jauch 7) ), daBl R<#. gilt.
Als weitere Bedingung stellt man dann R =Xk, (31)
was bedeutet, dall es keine kontinuierlichen Streuzustinde gibt,

die sich nicht asymptotisch in freie Zusténde entwickeln.

Bs gilt dann also 0.0%=F mit Fe=F = 1-E, (32)
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4,2 Méller-Operatoren flir das 3-Teilchen-System

In diesem Fall hat man es nicht mit einem, sondern mit vier
verschiedenen Msller-Operatoren zu tun, welche die freien Kanéle
in wechselwirkende Kanale abbilden. Von ihnen ist nur noch einer
isometrisch, widhrend die drei anderen partiell isomebtrisch sind ,
8ind H,,H, die Hamilton-Operatoren fiir die freien Kandle, H der
wechselwirkende Hamilton-Operator, so fordert man hier die
Existenz der folgenden lMoller-Operatoren

0F st o HH  -itHo (33)
25 = 1‘3";:,,6 -, (34)
wiahrend der Operator ol -i%@me4nﬁ Tt (35)
nur der von X¥® auf ¥ fortgesetzte Moller-Operator Lﬂm ist,
d.h. L3 = Dy @i, (36)
Sind 2F 2, R, die Wertebereiche von _Q,f‘_Q,EJE,QU‘ und FEF' F die
Projektoren darauf, so gilt oMpt.d  DJ0J=FS (37)
oot =g, 2705 =Ff (38)
sowie fiir 07 Q“_Q =1 RIdY=1-gy (39)
und wegen der DBigenschaften von partlell 1sometrischen Operatoren
ergeben sich ' FEIQE =2F (40)
Fi _Q;j =0 QjE, =0 (#+1)
Far =485 (F=1-E;) (42)
Ahnlich wie beim 2-Teilchen-System ergibt sich hier
RS < E (43)
ﬁ*. I (a4)

was im wesentlichen daraus folgt, daB H, und H; kontinuierliche
Spektren besitzen ( da man es mit Tensorprodukten irreduzibler
Darstellungen zu bun hat ) ( Jauch 7) ).
Mit demselben Argument wie im 2-Teilchen-System fordert man hier

ZE = L(Rs,RE) = oy (45)
worin Z* die von Rf, Ry ( 1j=12,23,%1 ) aufgespannte lineare
Mannigfaltigkeit bedeutet und Z* ihren Abschlu8.
Es soll also auch hier keine kontinuierlichen Streuzustdnde geben,
die sich nicht asymptotisch in freie Zustande entwickeln,
.Die Abbildungsverhdltnisse veranschaulicht die folgende Figur

by

I,oF e X,
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Nun aber sollen verschiedene freie Kan#ile asymptotisch orthogonal

zueinander sein, d.h. es soll gelten FT (e””Qng@fH%§3)=O (46)
3ton

wobel 3y ¥, freie Kandle mit den Hamilton-Operatoren Hy, H, sind.

Pa man nun fiir ein 2-Teilchen-System
Lim (& #Hof: e dHEﬁ)- Er'rn (e”H '”’Ho\]C 553) = (-Q:f'FEbﬁ)z (Eb(d-Eb)-QrF.a) =0

+2 totr
hat, so folgt fiir das 3 Tellchen—ﬁystem einerseits
b (e7ief e Mg g) - (47)
und andererseits ﬁ?m(e””“ge*”ﬁEgg)=QEJéJ”'m“{eM*”mﬁEgg) (48)
und somit (_Q:’I(‘,Qig) =0 Fa F* —F F* =0 (49)

Also stehen die wechselwirkenden Kandle zu gebundenen Zustinden
aus zwel Teilchen senkrecht auf dem wechselwirkenden Kanal zu

drei Teilchen, oder anders ausgedriickt, die enbsprechenden freien
Kanidle sind asymptotisch orthogonal zueinander.(Im Sinne von (46)),
fir Konfigurationen gebundener Zustidnde aus verschiedenen
elementaren Teilchen allerdings mufl man fordern

| b (eMig f e Mg, g) =0 (50)
woraus sich dann ergibt : Fi Fic = Fi Fy=0 (51)
Somit zerfdllt also #¥ jeweils fiir + und - 1n eine orthogonale
Summe von Teilrdumen mit den Projektoren F, ,F d i) B

Diege Teilriume sind die schon erwdhnten "wechselwirkenden"

Kandle im Helsenberg-Bild.

Man bendtigt hier geringere Annahmen als Jauch %), welcher auch
die Vertauschbarkeit der H, H; untereinander verlangt und obige
Relationen mittels des Ergodensatzes bewelst,

s folgen noch einige wichtige ¥igenschaften der Loller-Operatoren.
Bind E, die Projektoren auf die freien Kanile ¥,, F! die Projek-
toren auf die wechselwirkenden Kandle, welche die Bilder unter

den 2% sind, so gilt 0I"0f = S Eu (52)
wags sofort wegen _Qj'*_Qrf = Q"2 FEDS = S o0 folgt.
Daraus ergibt sich LLPQ;{QELQ* = &ﬂ ) (5%)

00%0; O = &,FF*
Ferner folgt aus der Definition der Moller-Operatoren

efHp® = p*eitha (54)
worin Hx der Hamilton-Operator zum freien Kanal #., ist.
Damit ist die Beséhreibung des Darstellungsraums fir freie und
wechselwirkende Teilchen und der Abbildungsverhdlitnisse

zueinander abgeschlossen.
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5., Streuoperatoren

Im folgenden werde dieselbe Bezeichnung wie in 4.2 fir die KanZle
verwendet. Will man Streumatrixelemente zwischen freien Zusténden
bestimmen, so sind Sep = 22707 (55)
die daflir verantwortlichen Streuoperatoren.
S. beschreibt eine Streuumng vom Kanal # in den Kanal « .
Sind némlich {f.edH,, fedp , so glilt

(fu, Supfp) = (R4 fa, 256 = By (M hu e y) (56)
d.h, Skp ist der korrekte Streuoperator, welcher zwischen den
beiden freien Kandlen vermittelt.
Wegen (54) gilt dann ei““.&¢ = S«Feﬁw’ ‘&) (57)
Der Nachteil ist, daB man fiir Uberginge zwischen Kandlen jeweils
verschiedene Streuoperatoren bendtigt. AuBerdem ist keiner von
ihnen unitir,.
Nach Jauch 3) kann man einen anderen Streuoperator'.§ definieren,
welcher Uberginge zwischen den wechselwirkenden Kanalen beschreibt.

Er hat die Gestalt S = g_Q;Q:* (58)
Ist dann ¥ der Projektor auf die koﬁtinuierlichen Streuzustande
F=2ZFZ

so folgt wegen (53%) §3*=5*3 - F (59)
d.h. & ist unitdr auf F* .

Ferner erhdlt man wegen (54) T = S v (60)
Die oben definierten Streuoperatoren hingen auf einfache VWeise

mit § zusammen. Bs gilt ndmlich wegen (52) S~P=.Q;"§.Q§ (61)

Der Streuoperator &  hat den Nachteil, daB man ihn zur Berechnung
von Streumatrixelementen auf wechselwirkende Zusténde anwenden
mull, von denen man i.a. nicht viel Kenntnis hat.
g ist ndmlich

(.3: ) 9;) = (-QLTC«,-Q‘; fp) = ({“;Sap{p) .=" (—Qif«, gﬁ;fp) = (3:. g.‘i:) (62)
Iiir das 3-Teilchen-System kann man dann die folgenden Operatoren
fiir die einzelnen Streuprozesse hinschreiben

Soo = .Q;*.Q;
Soii = _Q;*-Q--;;' (65)
Sy = 0% 0
Saw = 2§ L

Bs ist klar, wie der entsprechende Operator S zu konstruieren ist.
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6, Potentiale

Bisher war von freien und wechselwirkenden Hamilton-Operatoren
He,H die Rede ( o Kanalindex ). Die an sie gestellten Bedingun-
gen waren auBer ihrer Selbstadjungiertheit ( als Folge davon,
infinitesimale Brzeugende zu sein ) die Existenz der Moller-
Operatoren. Aullerdem sollten sie positiv sein.

Es sollen nun noch einige weitere Bedingungen mehr technischer Art
an sie gestellt werden. Sie werden bendtigt, um Integralgleichun-
gen schreiben zu koénnen, die wenigstens auf einer dichten Teil-
menge des Hilbertraums gliltig sind.

Brstens s0ll & (H-H) = J(H)nH(H) dicht in ¥ liegen. (64)
Dann ist H-Hy symmetrisch : H-H, ¢ (H-H)** ¢ (HHN™

Zweitens soll verlangt werden, dall H-Hq eine-selbstadjungierte
Brweiterung V., Dbesitzt : (H-H Y ¥* c v, =VF (65)

Der Operator V4 heiflt das Potential zum Kanal «

Ahnlich Jauch, Zinnes 9) oder Galindo 10) soll ferner verlangt
werden, daBl es eine lineare Mannigfaltigkeit QL .

mit Fy ¢ F(H)n S(H) dicht (66)
und et 5 < F, ¥t gibt.

Damit kann man wenigstens Aussagen auf einem Gebiet machen, auf
dem Hy,H, Vy gemeinsam definiert sind. '
Die Forderungen (66) kann man z.B. mit L (HL) ¢ D(H) < T (W) (67)

erfiillen, und man kann Ji{==5(Hq)
wihlen, da némlich gilt ety c Hye'the vt (68)

Damit ist dann auch die zweite Resolventengleichung
R(H,z) = R(Haz)[4-VyR(H,] = [1- RHIVIR(H,2) (2¢2) (69)
erfillt, welche noch weiter unten wichtig sein wird.

AuBerdem gilt dann HoetVy ¢ H
PFiir ein 2-Teilchen-System fordert man somib

SHR) ¢ D(HFY ¢ (v (70)

mit HE < HY o VY | (71)

so daB man 5£‘= J(HE) wihlen kann,
Fir das 3-Teilchen-System ist dann Vi = Vi e 4, (72)
selbstadjungiert, und auf dem in ¥ dichten F=IHie JI(H.) (73)
gilt dann Hyf = Hof +Vyf Ve, (74)
sovie et ¥ ¢ JF, (75)
Ferner soll verlangt werden, daf gilt L {Ho) ¢ D{H) ¢ (V) (76)

JlHg) e TH) ¢ T (V) (77)
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Dann sind Ky ¢ I(H)
und Fi = DY) @ JlHa) (78)
dicht in 3% und es ist - ot F ¢ F (79)
¥s ist klar, daB dann wegen J(H.y)c J(HY) auch iﬂcwfu (80)
gilt.Ferner hat man H,+V ¢ H

H',j "-V.-; c H 7
und (HotVy ¢ VIYf =Hf Vi b, (81)

Damit sind die technischen Voraussetzungen fiir das 3~Teilchen-
System erfiillt.

Nun wurde bisher noch keine Aussage dartiber gemacht, wie das
Gesamtpotential V und die Einzelpotentiale Vi zusammenhingen.

Deshalb soll als weitere Bedingung gelten SVt Vi, ¢V (82)
H ~
worin V,; als selbstadjungierte Erweiterung von Vau
mit Ut = VI-ZWf Vf e, (83)

definiert ist.

Der Operator Vi, Dbeschreibt eine 3-Teilchen-Wechselwirkung.
Ist diese nicht vorhanden, so setzt sich V additiv aus den
einzelnen Potentialen fiir 2-Teilchen-VWechselwirkungen

-~
b

zusammen 2 Vi c

i<y

Dann hat man auch Vi = Vif+Viaf Ve, (84)
7. Integraldarstellungen der Moller-Operatoren

Im folgenden werden Integraldarstellungen fiir die MOller-Opera-
toren hingeschrieben, Sie gelten fiir dieselben Definitions-
bereiche wie die Darstellungen durch Grenzwerte . Die eine
Darstellung ist ein Riemann-Integral, die andere ein Spektral-
Integral ( Galindo 10) ).
Vorerst werde nur ein Moller-Operator Q: mit den Projektoren E
und F, auf Definitionsbereich bzw. Wertebereiche von 0., betrachtet.
Han definiert zuerst die folgenden Operatoren

0,00 = tejetete e ity (85)
Wie man leicht sieht, existieren diese Opératoren im Sinne der
‘starken Konvergenz, da e”H3422 stark stetig ist.
Also 3 0,(6)f = tefe e Moryy vrem (86)
¥benso existiert und ist identisch 05 = t;T;*de”%BJ”Q} (87>

[} 200
Ferner gilt I9:(ell<1 sowie IQF(elis4 , da feeTetar =1 ist.
-]
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Dann kann man zeigen ( Jauch 7) ), daBf die Grenzen fir € -0

existieren, und zwar
I tim et Mor. 0 = 3 bim Q. () =0.f

i--'ld:oo
und 3 b Moy 0¥ > I om 0f(0g = 0
t o tco 3 9 eap ot %3 +3
+eo0 . .
Somit kann man dann schreiben Qy =1sbim efeFeletHetep gh
2]
190 . .
und 0} = tsbimeJeTeleMoe M F, dt
o

Fir das 3-Teilchen~System ergeben sich damit
10 . .
o=+ 5 i cj'e““e o -iHto 4

,Qt < sﬁm(:‘_[e

° &30

_.Qi = & s?um € f”e:n;f ”He-HHﬁE;j dt

..Q‘;t* = IsPlM E.roc ;e{ l‘“"’,J ~-wH Fi‘ CH‘

J

:efe HHoe—HH F:_- df

Die Operatoren LQ,(¢) kann man dann mit Hllfe von

R(H Atie) “'I HH-Ptie)d]
in ein Spektralintegral umwandeln.
Sind ndmlich E(po) F{py) die Spektralscharen zu Ho,H , so gilt

Q4 (e) = *ie TQ(H Po+l€)dt[Po

Q%) = raefR(Ho, poi€) dF (po)
und mit (90),(91) ergibt sich dann

Dy = tishme[R(H, po7ie)dE(R,)E
€90 -

0% = #ishim ¢ [ R(H, porie)dFlp) Fe
€30 .

Flir das %-Teilchen-System ergeben sich daraus
0= Iif_f"rg é_i R(H, p,vie) dE(po)

Of*. i“ﬁ'&‘ e_s[R(Ho.PoﬁS) dF (p,) F:
kS , N

—Q;j = ¢ lééga fIR (H,Po"'e) dEG{P")EU

o=+ :ﬁ? i{ R (Hy, po7ie) dF(p) Ff

worin Efp) Byl Flps) die Spektralscharen zu HoHy H sind.

Die nun folgenden Darstellungen enthalten das Potential. Dazu

aﬁgenommen, daB (67) gilt, also = D(H) ¢ J{H) ¢ D(v)

Da ef¢leitHe e gtark differenzierbar ist mit
ﬁ(e‘?de .'me-;mqf) - :ee‘TEfg”Hc'”H"f rie :efe #H Ve'”H"{ V{e.ﬁ’

und ferner ﬁf';i"w e Fele M e‘””;= 0

gilt, so folgt vieF 0,00 = f+;6fe*5*e Hyse

~itHg

fdt

oo . , +00 - . . . .
denn r!e“*z'me"m"{df und —Jd‘T’(e*de HH - - £ exdistieren,
o

(88)
(89)
(90)
(91

(92)

(93)

(94)

(95)
(96)

(97)

(98)

(99)

(100)

sei

(101)

(102)
(103)
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Eg werden hier nicht die weitergehenden Annahmen von Galindo 10)
benttigt, welche auBler den Forderungen fiir J lauten :

v e stark stetig in vt Vfed
und ” 7et ﬂ\/e"m" £l o”, < e0 V{‘Ef
Die letzte Bedingung ist durch !IHVe‘m“FHcHI<® VieX erfiillt.

In diesem Fall stellen die obigen Annahmen eine hinreichende
Bedingung fir die BExistenz der Mdller-Operatoren dar, wenn das
Spektrum von H, absolut stetig ist, was man fiir Streusysteme
annehmen kann ( Kato 11), 8. 53% ).
Aus obigem erhidlt man dann
Q.f = E,u;f-mif’e”* My e opr dt vied (104)

Analog geht man fiir den Operator.th)vor. Hier ergibt sich

Q3 (af = F-:Ie*e* tove-Medt  wE | e Mpe stiya 0 vE (105)
und Tfo= Fef-ifm fe“* HHo /e~ M g Lt (™l e SN TH) Y4 ) (106)
Auf dhnliche Uelse zelgt man, daB obige Formeln (104) und (106)
auch ohne ¢ gelten, d.h. daB man dén Grenzwert unter das Integral

ziehen kann : Qof = Ef + iTe e Mgt Efed (107)
OFF = Fuf-ifeitt Ve it Fof (e Mrfedtyndoy vi)  (108)

Die Anwendung au} das %-Teilchen-System liefert dann
QFF < Fvi b eole M Ve £l A | (109)
0F*f FOIF';G%??U()&*E*Q'*H” veerpar (R edtuagy v (110)
QiF = Egf it Terte™Myy Mgt VFe (111)

_Qﬂ% fF-uf’m«f P AV (e™ESF e SnI(H) V) (112)
Wie erwdhnt, gelten diese Formeln auch fiir ¢=0.
Aus (104) und (106) lassen sich Integralgleichungen fir die
Moller-Operatoren ableiten., Wegen 0,E=0, ,0{0,=E wund
0,eM-e™0, erhdalt man nimlich, o

Ef = 0F Quf = a_r-,f Hovsg e Mopar (7 Df DI diH) ¥ H)
und somit 0.f = E;+;?Z‘“%\qgte“”*fdf ( w o ) (113)

- o

Ahnlich folgt wegen QfF=0f und 02,07~ F:

Off = Fuf - .':Iwe 0¥ e gt ( e Moo¥re siyastnvd) (114
Das sind die Lippmann-Schwinger-Gleichungen.
Auf dieseibe Weise ergeben sidh noch zwei weitere Gleichungen
O,Fsf = Fef + ;:fog Hove ™MF Fdt C(1187)

QFEf = Ef-if e ofve Morrat
]
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Diese sind aber wegen der darin auftretenden Projektoren wenig
nitzlich, da man i.a. wenig lber EF, und F.E weiB,

Bei der Anwendung dieser Integralgleichungen (113%) und (114)
auf das %-Teilchen~System hat man zu beachten, daBl man es mit
einem lMehrkanal-System zu tun hat, Mit den entsprechenden

Projektoren erhdlt man so
200 .
D= f+ifeMevpte e pat (e7Mp2f & B)aD)VE) (115)

o' = i -ifevat MEa (Moo e Staa BV (116)
oif E.-J-wa’;”e A\ O et Lt (e DEL € T B Y)Y (117)
O = Fg"r—s‘{e'*”vﬁ-’ﬂé*e"*“w (e M ¢ Tt)a D) v) (118)

I}

"

Weiterhin lassen sich auch noch wichtige Spektraldarstellungen

fir die M&ller-Operatoren angeben, welche ebenfalls das Potential

V enthalten, Ihre Existenz gilt wieder unter gewissen technischen

Bedingungen ( Galindo 10) ). Sie seien hier kurz angegeben.

Bs soll ein JF ¢ dicht existieren, so daBl zu jeder Zerlegung }

eines endlichen Intervalls J, 3=2Z7 mit E(3)-= 2_E(mJ gilt:
lje+e* nzv@-'*‘f‘*awmmiwo Vieds  (Mmedd

und  HZve gy )p ve-'*“ogu){u<5 V3 mit q(3) <selef)
unabhanglg von + OshlsT
Dann erhiilt man Q.0 = f-[R(H pFie)VdEpY  VFedr (119)
und folgert daraus LO+f =EF-—£E_ER{HJ¥;w)vdE@JEF " (120)
it entsprechenden Bedingungen ergibt sich genauso
Q3EF = f + [R(H porie) VAFGYf V(e B (121)
und damit QFf = Fef+ ben fR(Hopu;m)VdF&QF}{ " (122)
Anwendung auf das 3%- Tellchen—System liefert dann
03f = f- SR(H PBFIEYVAE, (p)f Ve 5 (123)
EvEa -="*1f + O IR(HD,pwe)vc!Hpo)FoF vieR/ (124)
i1 = Eof - bime fR(H po7ie) Vil el £ (p,)Ey Vféf.’. (125)
-—Qj*‘p = F—:f.r-t f,u; IR{HUIPO?"G)V dF(pD‘)F -F VFE:L), ('}26) .
G0 L

mit entsprechenden Definitionsbereichen 1%,.25 .
Die Darstellungen der MOller-Operatoren sind wichtig, um auch
flir die Streuoperatoren Integraldarstellungen hinschreiben zu

konnen.
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8, Integraldarstellungen der Streuoperatoren

Im folgenden seien «,p wieder Kanalindizes. Das Ziel ist és,
geeignete Darstellungen zu finden, um Streumatrixelemente zu
berechnen., Abgeleitebt werden Inbtegralgleichungen fiir die Streu-
operatoren, in welchen T-Operatoren fiir die einzelnen Uberginge
auftreten,
Aus (108) erhilt man fiir die Streuoperatoren
Spf = FIO;f - ;fe"*“« Vi e M ER 0T £ dt (127)
(e ™MFE!Q5fe J(HY A (1) V1)

Plir FrO;f =O4f folgt daraus mit Hilfe von (113)

Supf = Epf - |_£e'm9 Ve g e e pat - Je'*“«v 0; e pat (128)

(F20if=0;f, e™Fi0sf € Bl EH) , DludaJH) V+)

woraus man fiir x=p die etwas einfachere Darstellung
Suqf=E«{*ile””“\/«ﬂ;e';m“f# (129)

erhiilt, | (FLOZF = 0F e ™MFI0Lf et 0 JlH) V)
sur weiteren Behandlung bendtigt man nun die Operatoren Vufy .
Diese lassen sich aus (120) bestimmen. Es folgt nimlich

Velp F e ViBf = Vi fim IQ(H poti€) Vi dEg(po) Epf ( fe JY)
Falls man V, unter das Integral und den Limes ziehen darf, so
ergibt sich VLo f = VuBf - E.m j Vi R{H, potie) VydEs (po) Egf (130)
Mit der Definition der T-Operatoren - ‘¢{ﬂ = Vi - ViR(H,z) Vs (131)
kann man dies schreiben als  Vu,f = Qﬁ-it¢(“*m)dadhﬂ%F (132)

Genau genommen gelten (130) und (132) nur in einem eingeschrankten
schwachen Konvergenzsinn, nédmlich

(VaLsf,9) = f'm I(Tacp(Pme)dEp(Pa)l:pf g) ({éz" 36 F(VD)) (133)
Fiir die Streuoperatoren erhalt man dann auf geelgneten Definitions-

bereichen 0 e Q -
(f. S«pﬁ) = ({;Epﬁ) - '_£ {_";"B‘L(qc,e'mp T-"P (potic) dfp(po)EPe P 3) dt (154)

‘ - 'IE:; f(f, ¢ M T (pori€) dEglp)Ep e g) ot

UG S g) = (FEs) it [ (f, M T (nrte) dElp)Ewc e ™™ 9)

Es zeigt sich, dall man zur Berechnung der Streuoperatoren S
i.a., mehrere T-Operatoren benotigt, namlich Top und Tap

Das Auftreten verschiedener T-Operatoren und auch verschiedener
freier Hamilton-Operatoren ist bisher nicht beachtet worden.

( Lovelace 1%), Newton 1) ).

(135)
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Unter Verwendung von (104) statt (108), von (113) mit ™ und (94)
ergibt sich, falls man die t-Integration mit dem Grenzwert
vertauschen darf, auf Zhnliche Art
({, S-ep g} = (f Eﬁﬁ) +£i?£m T(Rng,Po lq)-f‘ ﬁt‘[Po*‘"e)“'E:a(Po)Eﬁ_S)
- fi’;‘i';:;_i(R(H«,Po*'n)F: Lep (po ri€)IEs (p)Epg) (136)

Und(f, Sa9) = (£.Eag) = Gl TR Ok ) - RO e, e oridlEuEwg) (157
Bs lésst sich noch eine weitere Darstellung fiir S, finden.
Mit (107) erhdlt man sdpf.g;v,;‘,f_;g;ie"*”%e-;*”ﬁgpm (Ered) (138)
Da man die 0% wegen ihrer Beschrénktheit unter das Integral
schreiben darf, so folgt mit (1147)

Supf = EEf - -'_fe"*”“ﬂ,, Vy e M Folt —.Ie M0 Vee M ELF A (g50)

Hier werden jetzt die Ausdrﬁcke.ﬂi”wgbenétigt. Diese ergeben sich
am leichtesten aus V%Q: .Bs gilt ni&mlich eine Bhnliche Formel wie

(/]55) : (VP.Q: 9',‘() = gﬂ’g_i(-’—;!w(Po‘je)qu(Po)Ea‘j,1() . (14‘0)
woraus sieh (0 £.5) = [ (£ dE ) T lprrie)f, ) (141)
ergibt, ihnlich wie oben zelgt man dann
(F5pg) = (Euf.Epsg) - =It?m~ f(F, W E  E, o) Toe (pomiede ™ Ey5)
- l‘.)[ E‘:)‘_i (-F. edHﬂExdEo{(Po) Tue (Po-i€) e hL{Ep(S) (142)
und (£, Sux3) = (£, 9 ’fiéﬁ-z(ﬂc‘m"‘g« AE (po) Taw (pomie) e "1 £, g) (143)

Nach Ausfiihrung der t-Integration, unter Annahme obiger Vertausch-
barkeit, ergibt sich
( '!: S,(P 3) = (E«{'l EPS) <+ eim €;m j (E F) dh_ (PO) Tﬁ“(PO—"G)R{”{)‘POH’l)Eﬁ g)

- bim Eim I (LK{-‘, dEg(po) Tax (Pb_'é) R(Hd,Po"‘?)Edﬂ) (/;q_q_)

120 G0 -

und (f, Suxs) = (Euf,9) + Civ B I (Enf, dEw(po) Ttor (po-1€) T RIHappti) RHa prinEca) (145)

Der Vollstandigkeit halber werden Jetzt auch noch Integraldarstel-
lungen fiilr den Operator § abgeleitet, obwohl dieser nicht so
sehr geeignet ist, da er auf wechselwirkende Zustinde anzuwenden
ist. Mit (58) und (107) erhdlt man

3= T e - ife My e ME 0 pary (Bl e K (146)
und daraus mib (116)
Sf= F- ffe'*” SV e (e QL*F ¢ BtHYn TNV (157)

Hier werden nun die Operatoren‘V£T*benot1gt.
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Mir sie ergeben sich auf dhnliche Weise wie fir Vi 8, , aus (122)
VaQif = b Ty Grrie) dFGIFLf (148)

mit T (2) = V- VuR(H,, DV, (149)

(148) ist wieder in einem eingeschrinkten schwachen Konvergenzsinn
zu verstehen :  (V,0:%f4) = i 'L(Td(po"fe)dF(Po)F:-f,3) 7 (féﬁ’,ge.ﬁf\/,e))(lwo)

Damit erhslt man schlieBlich fiur §
(3t,9) = (FF.9) - ] tin | (™ S Tlrorie) dF(pIFS &M )t (151)

Aufieréem kann man wieder die t-Integration ausfithren. Diese
liefert dann : -

(3£.9) = (Fh) + by JTRUL potin)- ROLRiN] F Tui AFlpIFef, ) (152)
s ist zu beachten, daB in obigen Formeln die Spektralschar des
weehselwirkenden Hamilton-Operators H auftritt. Ferner erscheinen
andere T-Operatoren, fiir welche man keine Faddeev-Gleichungen
aufstellen kann. Die durch (149) definierten Operatoren sind nicht
die aus einem 2-Teilchen-System auf das 3-Teilchen-System
fortgesetzten iiblichen T-Operatoren  fir einen Kanal, denn es ist

H-Hg ¢ '

s folgen nun noch die Formeln (1%36) und (137) fiir das 3-Teilchen-
System., Man erhdlt

(, %09) = (f.9) - 1.?;-? %'Q_Z([R(Hoapoffq)-R[Holpoﬂ"])] £, Too (poti€) dE, (po) 3) (153)
(f, Soiy9) = (f,Eyq) + f’fﬂ"fm f(R(H-,-,po—éq)f,"i';,-;ifpo*‘f'e)dE-'j(po)E-js) (154)
- f_‘:‘“ i’_::_I(R{HO,Po"‘"!)'F To{l (Po”e)dE (PP)E 3) 5
(f,S409) = (Fsﬂ + f-m?m T(R(Hopo ), Too (poti€) dEolpo) a) (155)
- -ﬁ? %;” ‘J:(R(HJ,%‘“'}){ luo[Po”e)dEO{P")g)
('F; gu‘j_jir 5\ = ({, EJu 3) + "o_,'; g’; f (Q(HJKIPO "I)')cn L jie (PD"é) dE:J“(PO)EJk3) (’156)
- 52; g-:; _GJ; (R(Huui’o*“l){ ik (poti€) dEjic(po) Fju 9)

Analog erhidlt man Formeln aus den Darstellungen (144) und (145),
und ebenso aus (152). Sie sollen jedoch hier nicht extra hinge=-
schrieben werden, da ihre Form klar ist.

(1%6), (137) sowie (144), (145) lassen sich weiter vereinfachen,
wenn die Grenzwerte von Tp{ptie) bel e»0 existieren und man sie
unter das Integral schreiben darf. '

Sei daher 2(p0) = 8im Ty (potie) (157)
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Dann erhidlt man

(f. Seps) = (£ Epa) + ,fi";__}:(R(Hp.Po-r‘nW, Tyt (p) AEp (po) E 3) (158)
= b TR (e porin) £, T (00) Ay () Epa)

('Fu 5‘4«3) = ({;EMS) = fﬁ;_z(fR(“«,Poﬂ‘])"R(HdrPo"i'})]]cyT“:(R;)dgn((Po)E«3) (159)

sowie w0
(4, Sup3) = (Ech Epo) * fiy L (B, BN T (o) R (Hpupotin)Ep ) (160)
- fl_;‘; -Jo (E',‘ F, dEu(pQ Tq-‘x (Po) R(Hee, Po'h]) Eu 5)
(161)

(. B9} = (Euf,9) + Opn T (Eufdulpe) Tuge (po) [ RUHa,poein) ~RHe, i) Eucg)
Als hinreichende Bedingung mufl man wohl mindestens gleichméBige
Konvergenz in p, fordern. Jedoch ist diese noch nicht ausreichend,
da unter dem Inbtegral noch eine weitere von p, abhingige Grilbe

auftritt.
9, T-Operatoren

In diesem Kapitel erscheinen einige Bemerkungen zur Existenz der
Mller-Operatoren und Beziehungen von T-Operatoren in verschiedenen
Lorentz~Systemen., Die Betrachtungen sind allerdings mehr von
heuristischer Art, da die exakten mathematischen Beweise fehlen,
Zur Existenz der Moller-Operatoren gibt es nur sehr wenige hin-
reichende Bedingungen. bMan findet diese in Kato 1), Keine grofle
Binschrédnkung bildet die Forderung, daBl H, ein absolut stetiges
Spektrum besitzen soll. Sehr stark sind jedoch die an das Potential

gestellten Bedingungen.

Entweder fordert man, daf Ve &, (#) ( trace class ), oder
aber Jg+¢ RIH,5) - R(Hy,5) € ¥, (%) (162)
Dann gilt auch RiH,z) - R{Hpz) € 3,(3) V=+Z (163)
Wegen der zweiten Resolventengleichung ist dies gleichbedeutend
mit R(Hz) VR(Hpz) = R(Moz)VR(Hz) € B, () V ==Z (164)
Dies ist z.B. erfiillt, wenn  VR(H2)edf¥oder RHzVe¥, (%) gilt,

Ist (162) erfiillt, so existieren die Mdller-Operatoren. Sie sind
dann auch unabhingig von einer gewissen Klasse von reellwertigen

Funktionen auf («,«) ( Kato, 11), 8. 548 ), .

Fated

. . 2
Besonders wichtig ist, daB dann auch Q4 =i§;~we'm16"m°5 (165)

gilt, was mit (162) und dem angegebenen Satz sofort aus

R(H, ¢Y) =R(H,,5Y = j‘g—[rzm,v;)~12(H°,s')~R(H,—g)+mw,,,—g)] € &, (%) (166)

folgt.
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Aus (165) folgt dann sofort
Q, - ‘f.gg.a aw‘lH"%")e—r‘-l'(H}-?’) ‘ (167)

Es ist jedoch nicht klar, ob man daraus auch .Qi=f&1e'me””” (168)
erhilt, Dazu miisste z,B.

R(H-£2.5)-R(H2-1o¢Y) = [[R(ME¢?) - R(HE Shyt)]Ely) € Z, (3€) (169)
sein ( zu dieser Darstelluﬁg siehe Anhang 2).
%s ist klar, daB man obige Prozedur auch in der Reihenfolge
h kY HE WP H durchlaufen kann., Die auftretenden Probleme

sind genau dieselben.

s folgt nun noch eine wichtige Darstellung der Mller~-Operatoren

durch die T-Operatoren.
Aus (143) ( was auch mit e™* gilt ) folgt nimlich mit (120)

Quf < Ef - bt Inm., poin) TIH, po 7i€) dE(PIEF (170)
Sind die Noller—Operatoren 1nvarlant gegen (H,H, ), so erhdlt
man mit (11%) L,.f-= E{*ije*%\/ﬂ e S £ At (171)
worin Hi-Hg eVh
und mit (120)- Quf = fim [ T(HY powie) dE(R)EF (172)

Ist dann EJm)die Spekbtralschar zu h, , so ergibt sich damit

-Q;t{: - EF e Livn B T)R(I.oPb“q)T(fv-,poﬂé)CH:D[Po)EF

y30 £
= - !m Plh‘l Y t ] E
E.‘f £ IR”‘ Po-r '])T“'fpu'r E)d O(PD}E‘F (/’75)
= Ef- e"?z"”ffR(Ho pleygtwin) T (Hipteytsic) dE ) P E L) ES
n4
= tf ‘f‘a?f;? Rj; ;R(Ho VPO +!J£ i-n’) i {H, IpoﬂdiffE)d‘:o(Po)d E{g)Ef

Dabei ist E (g) die Spektralschar zu 3 ( Anhang 2 ).
Zu beachten ist, daB iiberall dieselbe Spektralschar Efpoy auftrits.

©s sollen nun die Beziehungen zwischen den verschiedenen T-Opera-
toren untersucht werden. Dies ist wichtig fiir die Umrechnung

zwischen verschiedenen Lorentzsystemen.

Ausgangspunkt ist die Beziehung Rk =z"Y) = f%fR(hz)—Ru;iﬂ (174)
Dann gilt T(k=Y) = 52 [tz l)T(hlhorzt) = (heoz?) Tlhy2) (ho=1)] (175)
Dies erhdlt man folgendermaBen : mit h-hJ cv, y h-hy ev
und Tlhizt) = v,-v; R(hiz)v, (176)
folgt auf geeignetem Definitionsbereich
= ht-hl = hgvtvhyt vl = hvavh, = hovevh (177)

Setzt man dies in (195) ein, so erh#lt man mit (174)

TRz = hov #vho+v! = 52 (hovvh) IR (h2)-R(h-2)] (hvevho )
und daraus durch Beseitigung von h mittels h=(h2z1)7 z1
schlieBlich (175).
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Aus (175) ergibt sich umgekehrt
T(hz) = 22 R(ho,-2) T(h', 2" R(ko-2) + (o= 21)Rlho~2) T(h,~2)Rlho,~z)(ho~21) (178)
worin noch ein Term mit Ti(h-z) auftritt.
Die gleichen Beziehungen gelten natiirlich zwischen T(Hz) und T(H:zY) .
Weiterhin gilt T(ht,z") =EI, TH, 2+ g ) PE(y) (179)
und umgekehrt auch TIHY 2% = g77%i£-¢)d*f?] (180)
Aus (179) ergibt sich mit (178)
R{ T H VGt yt ) PE(y) = !z VzZeyl R(H,~Vzloyd ) T(H2 20 )R (Mo, -Vl ) SPEL)
+ 5 (Ho V2T 1) R(Ho, D)) T (HTrgl ) R (o, V2Tey ) (Ho V' 1) E L)
- f 2Vz‘*yt R (Hp, -2’ vl ) T(h, 2 ) R{H, - Vzleyt ) E(y)

+ I(Ha Vg )R UM VETrg? ) T (H-V2egt )R (Ho - Vo4 ) (o~ -Vt 4) oPEly)

und daraus mit (ﬂ75)
ST VIR Pl = J T4 R (b VT ) (b2 0) T 2yt 22) (hire ) Tl b2 DIR (o 57 ) E )

+ j}(“o'vzl"‘? 1)R(“o‘ 4yt )T(H Zflft)R(Ho, gl )(Ho Vz *9"-‘1)&”5(3{;) ('18'])
R

Ahnlich erhdlt man (178), (179) und (175)
Tlhz) = RJ2 22 Rlho2) T(HY, 2+ ) Rlbo-2) PE[y)  + (ho-z1)R{hy-2) Tlh-2)R (ho2)(hs-21)

i Rl g Loy 2y CA)TIH ValeyC ) oV gt 1) = (e Voley ) TOH V20t Yo Vg DR (b L)
+ (bo-24) R{hoy 2) Th,-2) R{ho-2) (ho-24) (182)
Es soll jetzt angenommen werden, daB tim T (b, po2i€) = T (hp,) (183)

existiert, und dafl man den Grenzwert unter das Spektralintegral
schreiben darf, Dasselbe soll filir die anderen T angenommen werden,
Dann ergibt sich durch Integration

aus (175) _of Ty (W p2) dEylpe) = g (hot po 1) T (b, o) ol po) (184)
aus (178) TTi {hpoYdEalp) = IR (ho;-po} Tt (W', p3) dEolpo) (185)
aus (179) Irfth.po)dt.,w = Jf T3 (H, plegt) dEalpe) LPEl) (186)

aus (181) R{g Ty (H Vg0 B, lpo) PPEy) = Jm epod) R{Ho Nt ) Teth p)BolpddPEly)  (187)

und schlieBlich aus (182)
S Te(bip) dEopo) = ”R(’wo, ~po) (M, +¥pTege4) T (HNp3rg? YABolp ) E f35) (188)
g _

Damit hat man Umrechnungsformeln fiir die verschiedenen 1I'~-Operatoren

und ihre Grenzwerte erhalten.
&s gei bemerkt, dal man dhniiche Formeln auch mit der Spektralschar

Elpy zu H, erhalten kann.
Ferner gelten obige Formeln nur auf bestimmbten Definitionsbereichen,
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Mit der Spektralschar E@J erhdalt man analog

f{"rt (HLpE)Y dE(ps) = fmoma)n (H,po) dE (po) (189)
JT: (H,po) dE (ps) = IR(H,—po) T (H:p2) dE (po) ' (190)
g g x (b Vpd 47 ) dElpo) A*Ey) = f Sm poA)R(ho ~Vpioge ) T (H,po) dE(po) dE () (191)
ofTi(H,po) dE(ps) = 2{ IR{Hof—p,)(},ol-v%-vt'j‘)Ti-(k,vh,—Hvt ) dE(p) PEMY) (192)
J :

Unter Anwendung des Satzes aus Anhang 2 lassen sich auch die
T-Operatoren fiir eine Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen im
3-Teilchen-System durch diejenigen im 2-Teilchen-System ausdriicken.
Mit (20), (21), Hw=1zeds  und (72),

sowie der Bpektralschar Ewlpo) = 1U®Ek¢“3

worin E.(pm) die Spektralschar zu A, ist,

2

erhdlt man RIH; 2) =£R{ﬁmz¢deEJ%Q (193)

und daraus Tty 2) = I&Tﬁmz-mw3diu0w) (194)

oder T(l:h,-, z) = ?T{H.;,',zw,k) AE L (pore) (195)
[’}

denn Hu ist mitb ﬁg,vq vertauschbar,
Ist E4lps) die Spektralschar zu Hoy 5 S0 gilt wegen Hoy = Hoi +Hyj
Heij = J(Poij dEo‘j(Po;j) = f{" (POE"'POJ') dEi(Poi)dEj(Puj) (196)
+

und man kann diese Ersetzung der Spektralscharen in allen Inte-
gralen ausfiihren. Analoges gilt fiir Ey=8L+%
kit (191) gilt dann

5T Chg Vol - ) A Elpod e ) = H (“Ou #Poi 1) R b Vot 93 ) T (i o)) e Epedd g (197

gé R4 i
und daraus mit (195)

55 Telhy ok —gt) PEGOLEN) = § [ (Mo +poy D) Rlhog;,~Vpoij -4 YTa Ny, p,) *Elpo) PE(y) (198)
R3RY RS R%, ' !

In diesen Integralen deuten Elp) und Ely) >3- bzw. 9-parametrige
Spektralschéren an, und R} gibt an, daf nur iber positive Werte
der Parameter zu integrieren ist.
Ahnlich folgt aus (192)

RJi Ts (5, po Y E lpog) -—-R[ J R (M- o) Choy Voo 5 ) T (g Vo= ) dElpoy) 4 E () (199)
woraus mit (195) folgt

ajaRI Ty (H;,p0) SEpo)dEly) = ” R(Hﬁu ) oty + Voo +17 0 T (b Voo - ) PERIPEGY)  (200)
+
Die Formeln (198) und (200) gestatten es somit, T-Operatoren fiir

die 2-Teilchen-Wechselwirkung im 2-Teilchen- System ( fortgesetzt
auf das 3-Teilchen-System mittels @1, ) in T-Operatoren fiir die
o-Teilchen-Wechselwirkung im %-Teilchen-System umzurechnen und

umgekehrt.
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Zu beachten ist dabei, daB hier die Spektralschar zu H, und
nicht zu hey Dbzw. hy auftritt, welche das %- bzw, 2-Teilchen-
Schwerpunktsystem beschreiben wiirden.

Die Spektralscharen Elp),Efy) entsprechen einer nicht ausredu-

zierten Basis im Tensorprodukt.
10, Faddeev-Gleichungen:

Faddeev 12) stellte als erster ein Gleichungssystem flir Operatoren
auf, welche es gestatten, den T-Operator fiir die Gesambwechsel-
wirkung im 3-Teilchen-System durch die T-Operatoren filir die
einzelnen 2-Teilchen-Wechselwirkungen auszudriicken,
Voraussetzung ist, daB das Gesamtpotential sich additiv aus den drei
einzelnen 2-Teilchen-Potentialen zusammensetzt., Dies kann man |
jedoch leicht verallgemeinern ( Anhang % ). Ferner handelte es
sich bei Faddeev um ein nichtrelativistisches Problem mit starken
Forderungen an die Potentiale ( z.B. Holder-Stetigkeit ).
Aufierdem traten bei ihm keine gebundenen Zustinde auf, welche das
Froblem sehr komplizieren.
Tm weiteren wurden dann nach den Richtlinien von Faddeev &hnliche
Gleichungen fiir andere Operatoren aufgestellt, welche es gestatten
sollen, die T-Operatoren fir die einzelnen Streuprozesse zu
berechnen ( Lovelace 13), Newton 1) ). Dabei wurde jedoch nicht
festgestellt, welche T-Operatoren man zur Beschreibung eines
Fehrkanal-Streuproblems ilberhaupt bendtigt.
Dies ist in Kapitel 8 geschehen, und die in Frage kommenden
Gleichungen findet man z.B. in (153) bis (156). Es sei bemerkt,
dafl dort verschiedene Spektralscharen auftreten,
Die zu berechnenden T-Operatoren sind alsoc

Teo {2) = V- VR({HZ)V

Toi; (2) = V- VR (H,2) v (201)

Tijo {2) = V;j’" V.'J"R(H,z)\/

Ty l2) = ViE- VIR (1, D)V5
und sie gollen aus den Operatoren Tilz)= Vi - VyRIMG, D)V (202)
bestimmt werden, Im Kapitel 9 wurde gezeigt, wie diese sich
wiederum aus T-Operatoren im 2-Teilchen-System bestimmen lassen.
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Diese Operatoren lassen sich durch Faddeev-Gleichungen ( Anhang 2 )
bestimmen,
Uber die Vorteile dieser Gleichungen igt an anderer Stelle genug
gesagt worden ( Lovelace 13), Newbton 1) ).
Bs sei hier nur erwghnt, dafi es sich um ein sekoppeltes Gleichungs-
system handelt, und dafi der in allen diesen Gleichungen auftre-
tende ¥ern keine unzusammenhingenden Diagramme représentiert.
Zur -Berechnung von Ty(z) verwendet man am besten die Operatoren Pe (2)
bzw. Qf aus (425) bzw. (A26) und benutzt die Faddeev-Gleichungen
(A27) bzw., (A28). Aus ihnen erhdlt man dann Tof2) .
Fiir den Operator Ty,(z) nehme man die Operatoren Ya(z) aus (A%0),
bestimme sie durch die Faddeev-Gleichungen (A34) und erhdlt Ty.(z)
direkt durch (A40).
Froblematischer wird dies bei den tibrigen T-Operatoren,
Zur Berechnung der Tyxlz) zieht man am besbten die Uy (z) (A43)
heran. Allerdings erscheinen in den sie bestimmenden raddeev-
Gleichungen (A448) auch die Potentiale, was man eigentlich
vermeiden wollte. Das ist jedoch fiir diesen Fall auf btriviale
Weise unméglich,
Zur Bestimmung der T,lz) schlieBlich empfiehlt es sich, die
Operatoren Ayl (A59) zu verwenden, sie durch (A70) zu bestinmmen
und dann durch (A62) dirvekt Ty(z) 2zu erhalten. Jedoch treten auch
hier wieder die Potentiale auf,
Tine andere liethode wire es, die Fotentiale mittels (416) zu
berechnen und daraus die einzelnen T-Operatoren zu bestimmen.
(A16) gilt ja auch bei Anndherung an die reelle Achse, falls

f.‘.n; [1-R,(p,xie) Ty {p,,)]—" existiert.

Auf eine nihere Untersuchung von hinreichenden Bedingungen fiur
die Lxistenz von Losungen der Faddeev-Gleichungen wird in dieser

Arbeit nicht eingegangen.
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11. Zusammenfassung

Es ist somit gezeigt worden, wie man einen geeigneten Darstel-
lungsraum fir das 3-Teilchen-Problem konstruiert, um darin die
freien und wechselwirkenden, elementaren und komplexen, Teilchen
beschreiben zu kénnen. Es wurden Integraldarstellungen fiir die
in Betracht kommenden Streuoperatoren abgeleitet und gezeigt,
wie man die darin auftretenden T-Operatoren in verschiedene
Lorentzsysteme umrechnen kann, AuBerdem wurde gezeigt, wie die
T-Operatoren des 2-Teilchen-Systems mit entsprechenden im
5=-Teilchen-System zusammenhingen, und welche T-COperatoren man
fir den Streuprozefl bendtigt. SchlieRlich wurden diejenigen .
Faddeev-Gleichungen angegeben, um diese Operatoren zu berechnen,

Ich danke Herrn Prof. Dr, G, Kramer fir das Interesse an

diesem Thena,
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A1, Operatoren in Tensorprodukten

In diesem Anhang sollen kurz einige Begriffe und S&tze aus der
Theorie der Tensorprodukte von Hilberitrsumen und Operatoren
darauf erliutert werden, Flir beschrinkte Operatoren findet man

dies in v. Neumann ).

Sind 2%; , i=1,...,n Hilbertriume, so betrachte man die Menge <
der in allen {;€¢3 antilinearen Funktionale der Gestalt

| ¢ (£, ﬁ)=.:(ﬁdﬂ (5:€¢%)
und schreibe . = 733. (A1)

Die ¢ sind beschrdnkt mitv der Norm [l = Tﬂbll , und die Menge .«
aller Dinearkombinationen aus ihnen bildet einen Vektorraum.

Diesen kann man durch (o) =Tah) (¥ =R (A2)
' i LA M N —_
und lineare Ausdehnung (k-'{:‘“k%, %ﬁe%) = E_?T_'l oupe (G, $e) (A5)_

zu einem Raum mit positiv definiter unitérer Metrik machen.
Durch das allgemeine Verfahren von Hausdorff kann € zu einem
vollstindigen Uilberbraum ¥# erweitert werden, in welchen wH
Gicht eingebettet ist. '
Bs seien zwei SHtze aufgefihrt

1) Gilt fm £ =fi e ,s50 folgt 3 e.::o]al’{"“

2) Sind J¥ ¢3¢ dicht, so ist = YHVV in # d;cht,

wobeil Emﬁ' die lineare Hille aller Eﬁ{ mit f; e angibt.

Man bewelst daB J in ¢ dicht llegt und damit auch in J€ .

Sind A; beschrdnkte Operatoren auf ¥, , so ist A= @@A durch
R(BIR) = WAL (A%)
zunidchst auf ok definiert und beschrénkt. Durch Abschliefiung kann

A dann eindeutig als beschrinkter Operator auf definiert

werden und man schreibt : A =E§A;

Es gilt dann A*=?§Af
A -ﬁaAﬂ ( falls die A]' beschrinkt ) (A5)
| Fﬂi

Vorsichtiger muld man bei der Betrachtung von unbeschridnkten
Operatoren vorgehen. Sind A; Operatoren mit den Definitions-
bereichen J(A)ed;, so sei der Operator A- FﬂA wie in (A4) defi-
niert, aber mit {;e J(A) . Sein Deflnltlonsberelch sei J(A) = TTZWA)
Er kann i.a. nicht erweitert werden. Diese Definition gelte auch,
wenn einige der A, ( aber nicht alle ) beschrdnkt sind.
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Sind 3,,%, Hilbertriume und A; selbstadjungierte Operatoren mit
den Definitionsbereichen X(4))e¥;,, und sind uxﬂ=eim’die zu H;
gehtrenden unitédren Gruppen, so ist nach (AL) uM=uMel#)wieder
eine unitére Gruppe auf #ed, , und es gilt mit Ligh)= e
H> (H,81, +1,8H,) _ (A6)

Denn es gilt ( Yosida 14), S. 253 )

' HE = m SLUR-1]f Vie Z(H)
also auch H({fef) = ﬁm Humel,(H-1,01,](feh)

= bim FULMA-1]f, 06 + fin TUOf, el (0-1,1f, =Hfefi+ fohf

woraus folgt (Yo J(H) ¢ JH) Hed, + 4,0H,cH
Ob (He,+1ek)* =N gilt, d.h, ob He1,+4,eH, 1im wesentlichen
selbstadjungiert ist, ist nicht klar.

Sind EM,E(0 die Spektralscharen zu H,H, , so ist

f = [T (o) d* £,V 0 E, () (A7)
ein selbstadjungiertezmbperator mit H,e1, +10oH < A
Andererseits gilt fir obiges H : Hed, +41,0H cH
I.a. handelt es sich bei H und A um verschiedene selbstadjun-

(A8)

gierte Erweiterungen von Hel +1,8H, .
Ist aber letzterer Operator im wesentlichen selbstadjungiert, so

A

folgt ihre Identitit : A=H (49)

Sind H,H, positiv, so gilt E Q) =E(u=0 VA<, x<0
und somit H; = I%dEJM)

und daher auch = ff(pﬂ)d'(Ed(,\)oEl(‘u))
woraus folgt, daB auch H=A positiv ist.

Gilt allgemeiner (HAE) > o IFE Vi€ TIH)

so erhilt man (HEE) 2 (mppmMIEE vV § e (R)

A2, Ein Satz iber Spektralintegrale

Sind H und A selbstadjungierte vertauschbare Operatoren und ist
F{) die Spektralschar zu A, so gilt, falls H-A gelbstadjungiert

(s

ist R(H-A,z) = | R(H,z+A)dF(A) (A10)
Der Beweis verliuft sehr einfach. Dann braucht man nur zu zeigen
daB ‘ I Z RH, =4 DIF (I H-A-2Df - F Il <

gilt, wenn §F1m4=1 eine Zerlegung ist.

Nun gilt 5
& N R(H, =+ ) FIT) g Ii* = T IR, 2t AFTIs I < ,3—3;,, SNl = ,f;,a llglt?

woraus folgt
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1 Z ROH,2# M) FIIHA-31g - gl = 15 RU4zAIFIIH-A- 21)5 - = R(Hz2e ANH£ A IFEI
= 1l T R(H, 262 F(T) [(H-A-21) g - Z (H- (2 #2010 FlI)sI

§ g I (A-21)g- 3 CH- () 1T F T |

< €

da (H-A-z1)f = [[H-@+D1]dFID gilt

Also folgh 1 = TR0,z eX)dFOY (H-A-21) (a11)
Genauso ergibt sich 1=_TQ+A-ZQQUt:+ndFux (a12)

woraus man die Behauptung erhdlt,

ihnlich beweist man diese Tatsache fir eine mehrparametrige
Spektralschar Fly) .

Weiterhin kann man die Formel auch auf andere Operatoren als die
Resolventen verallgemeinern. Wichtig ist vor allem die Verbtausch-
barkeit der Operatoren.

42.B. gilt R{(H-A, =%) =_IR((H~A1)2,2‘)dFlr\) = ;‘;_E‘R(H,z-,\)—R{H,-z-A)]dF(A) (A13)

A%, Formeln zu den Faddeev-Gleichungen

In diesem Anhang sollen die wicntigsten Beziehungen fiir diejenigen
Operatoren gebracht werden, die fiir die Faddeev-Gleichungen von
Tnteresse sind. Zugleich soll dies gleich auf mehr als drei
Potentiale verallgemeinert werden,

zunichst einige Formeln fiur den Fall eines Potentials mit

H-iHy eV und ) ¢SV,

Ist R = R(HD |, FTElSvY, T = V- VR(2)V (A14)
mit R Rz, so gilt Tlz) = V- VR (T2 = V- T(@R(2V (A15)
Diese Beziehung ergibt sich leicht aus (Aﬂ#) und der zweiten
Resolventengleichung.

Durch (A15) wird T(z) eindeutig bestimmt.

HEine niitzliche Formel, um V aus T(z) zu bestbimmen, ist

V= T 1- RolD T(2)]™' = [1-T@DR(] T(2) (A16)

Bs seien nun V; , 1=T,...,0, selbstadjungierte Operatoren mit
DMy < BV . Ist vi=Zv; , so scien die Operatoren Vi, v= IV

und  Hi = HetVi H=H#V  smtlich selbstadjungiert.

Ferner sei der Kiirze halber R:=RIH;z) , Tif=} = Vi Vi Ri(2)V;

Dann gilt die folgende Formel, welche sich aus der zweiten
Resolventengleichung ergibt : Ru)=RJ£kRJﬂVYHz)=ﬂdﬂ—2hﬂéﬁdi) (A7)
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Sei nun Mylz) = $5Vi - ViIR(2)V, = 8;V; - ViR(2)V;  (A18)
Wie man leicht sieht, gilt dann M=) = M;(2) (A19)
und : 23 tgla) = T(2) (420)
Dann erhdlt man aus (A18) und der zweiten Resolventengleichung
Miy(z) = 85 Vi~ ViR (2} 2 My (2) (A21)
und H'J(z) = gg\/_f - };Mie(z)Ro(z)\/j (A22)

Durch Umformung erhilt man dann daraus

Mi(z) = S;JT;(z) - Tz Qo{z)g, Mg (=) (A25)

und Mf2) = §; T2 - e% Mo (2 Ro(2) T; () (A24)

Die Mj;(z) sind die zuerst von Faddeev eingefiihrfen Operatoren.
Die Gleichungen (A23) und (A24) heiflen die Faddeev-Gleichungen,

Statt der M;lz) kann man auch die einfacheren Operatoren
P2) = ﬁhﬁ(z) =V, - ViR(DV
41

(A25)
und Qi(x) = L My(h) = \j- VR(DY (A26)
verwenden. Fir diese gilt S Pa) = };‘_lez) = T(=)

Aus (A23) bzw. (A24) erhdlt man dann > .
Pi(2) = T;[2) - TiD Re(D 2 Pel2) (A27)
Qi{z) = T;(z) “E; (DR T; [2) (A28)

Dadurch sind P;iz2) und @;{z) eindeutig bestimnt,

ms folgen nun andere Operatoren, welche ebenfalls Faddeev-Gleichun-

gen erfiillen,

Sei Wiiz) = (1-8,)V; ~ ViRV (429)

und Yilz) = (1-85) vy = Vi RIDV; (430)

Dann gilt, wie man sofort sieht, Wik (z) = Y;i(E) (a3%1)

sowie éiz:w;‘}'[z) = r’zigt" Yil2) = (n-1)T(2) (A32)
Auf die gleiche Art wie bei den M;ferhdlt man

Wiglz) = (8 Vi = ViRo() Z Wi () (433)

Yilz) = (1-8;)V; - gY;elz) RolD)V; (434)

und daraus Wi (2) = (1-85) T; (z) = Til=) Rol2) Z Wig () (A%5)

ij [z) = ("'_SI'J')‘]_J'{Z) —C% Y;e{z) Ro{z)_rj {z) (A56)

Aullerdem hat man Ailz) = E“,_W-;.‘lz) = VY- VRIDVY (A7)

‘;Z::W,‘J {z) = (h-’f)—i-);(Z) (A58)

iZ:. Yy (z) = (n-1) Q;(z) (A39)

B;(2) = Z“ Y.‘J'(z) = V.-/- V;’Q (YW (AZJ-O)
Ja
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Wie (A2%) und (A24) die Mylz) , so bestimmen (435) und (A36) die
Wilz) bzw. Yiz) einceubig,

[0

Vi = VR,(2) Ail=) (A%1)
und Bil2) = V- B;(2)R,(z}V (A42_)
wodurch Aldbzw. Bi{z) eindeutig bestimmt werden.

Aublerden hat man ' Ail=)

n

Von Lovelace 13) sbtammen die folgenden Operatoren

U (z) = Vv7-V/RI2)V/ (A43%)
U5 (2) = V- VRID VS (A44)
Fiir sie gilt U] = Ui (2) (A45)
und TEUGE) = eV bt T () (A46)
#ir diese Operatoren erhdlt man wieaer wie oben
+ - /4 T — -
L!._’ (Z) - v,' AK%I lku) Qofz) L'kj (Z) (ALI_?)
ujlz) = v/~ ?;" Ut (2R (D) Tel2) (AL8)
3
Ui (2) = \/{—-){2-;-_ Tz Ro(2) M;j {2) (AL].9)
Uslz) = Vf“?}. U (2) Rol2) Tel2) (A50)
Fl

Diese Gleichungen haben allerdings den Nachteil, dal in ihnen
auier den T-Operatoren auch noch die FPotentiale auftreten.

AuBerdem gelten die Beziehungen ugta.=vﬁ-u£(an(avg Vi (451)

Ujj (2) =V = V/ RalDUng (2)  Vm (A52)

Hieraus folgt, daB man alle ljfz) durch die U lz) = UE(2) (A53)

allein bestimmen kann : Ui () = V7= VR (DU (2) (A54)

UG (2) = V- WD RiD VY (455)

SchlieBlich gilb  Rlz) = Rif2) - RIDUT DRI = Riln)-Ri(D UG (2)R;12) (A56)
Zwischen den Lﬁ!ﬂ und aen Wyglz) bzw. Yiiz) bestehen die folgenden

Beziehungen Wylz) = (1-85) Vi = ViR (3 Ul2) (A57)

Yilz) = (1-55)V; ~ W2 RilDY; (458)

7um Schluf seien noch die Operatoren Ailz) = Vi~ ViR(2V{ (459)

: By (2) = V.- VVR(DY] (460)

betrachtet. Fir sie gilt A =Bl (461)

und _‘% A;J'{Z) = V~VR(z) V_-" (A62)

' oAyl s Ve en R (A63)

S Byl = Vit (oD@l (AGH)

£ B(z) = V- WRERV (465)
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AuBerdem hat man Z Ay lz) = U (@)
KEi
E.; B, (2) = U (2}
sowie Aglz) = Vi~ ViRl Uej (2) V'
B2t = Vi~ Us (DRL(DV] Vm
woraus man Ail2) = V- T2 Rol2) U (2)

By (z) = Vi~ U (2) Ry(D) T} (=)
erhdlt,
Die PFaddeev-Gleichungen haben ILiosungen, falls der in ihnen auf

tretende Kern vollstelig ist. Dies ist z.B. erfiillt, wenn alle
Ti(HRy(z) oder gleichbedeutend damit, alle ViRy(z) vollstetig sind.

(A66)

(A67)
(A68)
(A69)
(A70)
(A7)
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