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Abstract

Localized pointlike cavities cause coherent synchro-betatron resonaiices in additioii to the
usual mode coupling instability. In this thesis a matrix formalism based on the Vlasov equa-
tion is developed which allows one to consider both arbitrarily localized cavities and the finite
length of the RF - sections. In this way it is possible to investigate the importance of the
coherent resonances. It is shown that the localization of the cavities can be neglected because
of the finite length of the RF - sections. The matrix formalism is extended in such a way
that the effect of a feedback System can be studied. This allows one to investigate the central
question of whether a feedback System is able to compensate the mode - coupling instability.
It is found that in general a feedback System is not able to increase the threshold current but
on the contrary reduces the instability threshold.

Lokalisierte punktförmige Resonatoren verursachen neben der üblichen transversalen Moden
- Kopplungsinstabilität kohärente Synchro - Betatron Resonanzen. Um die Bedeutung dieser
Resonanzen untersuchen zu können, wird in dieser Arbeit ein auf der Vlasov - Gleichung basie-
render Matrizenformalismus entwickelt, der neben der Betrachtung beliebig lokalisierter Reso-
natoren auch noch die Berücksichtigung der endlichen Länge der Beschleunigungsstrukturen
gestattet. Die Resultate der Untersuchung realistischer Beschleunigungsstrukturen zeigen,
daß die Lokalisierung der Resonatoren aufgrund der endlichen Länge der Beschleunigungs-
strecken vernachlässigt werden kann. Der Matrizenformalismus wird in der Weise weiter
entwickelt, daß die zentrale Frage untersucht werden kann, inwieweit ein Rückkopplungs-
system in der Lage ist, die Moden - Kopplungsinstabilität zu kompensieren, Es zeigt sich,
daß ein Rückkopplungssystems im allgemeinen nicht in der Lage ist. den Schwellenstrom zu
erhöhen, im Gegenteil in der Regel führt der Einsatz eines Rückkopplungssystems zu einer
Verringerrung der Instabilitätsschwelle.
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Kapitel l

Einleitung

Die in Speicherriiigen umlaufenden Teilchenpakete (Bunche) können kohärente Schwingungen
in allen drei Fokussierungsrichtungen ausführen (Synchrotron- bzw. Betatronschwingungen).
Der Strahl stellt damit einen Wechselstrom dar, der in den Querschnittsänderungen der "Va-
kuumkammer (Faltenbälge. Tanks. Monitore etc.) und insbesondere in den Beschleuniguiigs-
struktureii (Resonatoren) elektromagnetische Felder erregt, die auf den Strahl zurückwirken.
Die Stärke der angeregten Felder und damit die Stärke der Rückwirkung steigt mit der
Stralüintensität. Dieintensitätsabhängige Rückwirkung kann zu einer Selbstanregung- Strahl-
instabilität - führen, die durch ein unbegrenztes Anwachsen der Schwingungsamphtude mit
einer Reduktion der Intensität oder mit totalern Strahlverlust endet.
Instabilitäten treten erst oberhalb eines Schwellenstroms auf. der dann in fast allen Fällen
den maximal speicherbaren Strom kennzeichnet.
Große Speicherringe leiden besonders an intensitätsabhängigen Instabilitäten, da in ihnen die
Zahl der Querschiiittsänderungen der Vakuumkammer sehr hoch ist. Dies gilt insbesondere
für Elektron - Positron - Speicherringe mit hoher Maximalenergie, deren Zahl an Hochfre-
quenzresonatoren groß ist, da hier der durch die Synchrotronstrahlung hervorgerufene hohe
Energieverlust kompensiert werden muß.
Es gibt eine Vielzahl verschiedener Instabilitäten, die wie folgt klassifiziert werden:

• Multibunckinstabilitäten: Die Instabilitätsschwelle ist. durch die Intensität mehrerer
Bunche gegeben, da die Instabilität durch die Kopplung der Bewegung mehrerer Bunche
hervorgerufen wird.

• Einzelbunchinstabilitäten: Die Instabilitätsschwelle hangt nur vom individuellen Strom
eines Bunches, unabhängig von der Anwesenheit und Intensität anderer Bunche, ab.

Instabilitäten treten der Fokussierung entsprechend in allen drei Raumrichtungen auf, und
man unterscheidet, zwischen:

• longitudinaleii

• horizontalen

• vertikalen

Multibunch- bzw. Einzelbunchinstabilitäten.
Der Mechanismus vieler Instabilitäten wurde in den letzten 20 Jahren eingehend unter-
sucht [l][3l[4j. so daß geeignete Gegenmaßnahmen ergriffen werden konnten [4i, um Inten-
sitätsverlust zuvermeideu.



1.1 Transversale Moden - Kopplungsinstabilität

Am Speicherring PETRA wurde 1980 eine Instabilität beobachtet, die sich nicht in die bis-
herigen Vorstellungen einfügte [5j. Hierbei handelt, es sich um eine Einzelbunchinstabilität.
die in vertikaler Richtung zu einem sehr schnellen Anwachsen der Schwingungsamplitude und
schließlich zum Strahlverlust führte.
Der Mechanismus dieser Instabilität wurde von R.D. Kohaupt aufgedeckt [6][7], indem er
einen von F. Sacherer entwickelten Formalismus [S1 zur Behandlung von Instabilitäten wei-
terentwickelte.
Zu dieser Zeit wurde auch am Speicherring PEP [9] diese Instabilität beobachtet.
Die Untersuchungen zeigten bald, daß diese Instabilität den maximal speicherbaren Strom
in großen Speicherringen entscheidend begrenzt. Deshalb wurden vor dem Bau großer Spei-
cherringe umfangreiche Untersuchungen dieser Instabilität durchgeführt wie im Falle von
TRISTAN [10]. LEP [11] [12] [13] und SSC [14].
Inzwischen wurde der Sacherer Formalismus auch weiterentwickelt, um Strahlungsdämpfung
[15] und Landaudämpfung [161 zu berücksichtigen.
Wegen der großen Bedeutung dieser Instabilität wurden ebenfalls Anstrengungen unternom-
men, durch Computersimulation il7] dieses Effektes weitere Einblicke zu gewinnen. Diese
Simulationen sind jedoch sehr aufwendig, wenn die komplette Struktur eines Beschleunigers
berücksichtigt werden soll.
Um den Aufwand zu reduzieren, wurden deshalb in manchen Simulationen die einzelnen
Resonatoren zu einem Superresonator zusammengefaßt, der in einem Punkt im Speicherring
lokalisiert ist.
Im Falle einer solchen Computer Simulation trat ein neues Phänomen auf [18l: kohärente
Synchro-Betatron Resonanzen. Die Instabilität setzt schon bei einem sehr kleinen Strom
ein, wenn der Überhang §Vß des Betatrontunes einem Vielfachen des Synchrotrontunes vs

entspricht.
Diese Resonanzen wurden auch schon mit Hilfe eines Zwei - Teilchen - Modells entdeckt [19],
und es zeigte sich, daß diese ''Synchro-Betatron Resonanzen" nicht mit den bisher beschrie-
benen Synchro-Betatron Resonanzen [20] identisch sind.
Bis zu diesem Zeitpunkt war die Lokalisierung der Resonatoren im Rahmen des Sacherer
Formalismus nicht berücksichtigt worden.
Es stellt sich nun heraus, daß der Sacherer Formalismus so modifiziert werden kann, daß die
realistische Struktur lokalisierter Resonatoren analytisch untersucht werden kann.
Dieses ist zuerst für einen punktförmigen (Länge null) Resonator durchgeführt worden [2l]
und später auch für mehrere symmetrisch angeordnete punktförmige Resonatoren ,22]. Dabei
wurden im ersten Fall ebenfalls die kohärenten Synchro-Betatron Resonanzen entdeckt, und
im zweiten Fall verschwanden einige Resonanzen aufgrund der symmetrischen Resonatoran-
ordnuiig.
Nachdem Strahluixgsdämpfung berücksichtigt worden war [23], zeigte sich außerdem, daß
überhaupt nur die Synchro-Betatron Resonanzen niedrigster Ordnung

8vß = mv„ m 6 {0,1.2}

beobachtbar sein sollten.
Allerdings konnten kohärente Resonanzen bisher in keiner Maschine identifiziert werden.
Wegen der großen Bedeutung von Resonanzen für den Betrieb eines Beschleunigers, ist eine
gründliche Untersuchung der kohärenten Synchro-Betatron Resonanzen notwendig.



Deshalb wird der in '22 benutzte Formalismus weit ereilt wi ekel' , um der realen Struktur eines
Beschleunigers näher zu kommen, d.h. es wird Lokalisierung an beliebiger Stelle und auch
die endliche Länge der Beschleunigungsstrecken berücksichtigt.
Während der Untersuchungen zur vorliegenden Arbeit wurde mit einem ähnlichen Formalis-

mus von T. Suzuki J24i begonnen.
Dieser neu entwickelte Formalismus ähnelt der Behandlung linearer Betatroiischwingungenim
Rahmen der Teilchenoptik [25j 2 . Wie dort magnetische Elemente wird hier jeder Resonator
durch eine Transfermatrix beschrieben, wobei die Matrixelemente durch die Wechselwirkung
des Bunches mit dem Resonator bestimmt sind. Die Wechselwirkung wird jedoch nicht wie
bisher durch einen breitbandigen Resonator beschrieben, sondern gemäß den Berechnungs-
verfahren, wie sie von T. Weiland entwickelt wurden .27 .
Die Transfermatrix des gesamten Speicherrings ergibt sich aus der Multiplikation der Trans-
fermatrizen der einzelnen Objekte, und die Stabilität des Strahls ist durch die Eigenwerte
dieser Transfermatrix bestimmt.
Es zeigt sich, daß die Eigenwerte eine Charakteristik aufweisen, die wesentlich mit der spe-
ziellen Eigenart des Instabilitätsmechamsmus verknüpft ist.
Der Einnuß verschiedener Lokalisierungsstrukturen auf das Verhalten der Moden - Kopp-
lungsinstabilität kann nun mit diesem Formalismus im Rahmen bekannter mathematischer
Zusammenhänge untersucht werden.

1.2 Transversale Moden - Kopplungsinstabilität mit
Rückkopplungssystem

Nach der Aufdeckung des Instabiltitätsmechanismus wurde ähnlich wie bei anderer. Instabi-
litäten versucht, diesen Effekt durch ein Rückkopplungssystem zu kompensieren.
Hierzu eine knappe Erläuterung:
Mit einem Rückkopplungssystem werden die Schwingungssginale des Strahls mit einem Mo-
nitor (pick-up) erfaßt, verstärkt und mit geeigneter Phasendrehung einem Kicker zugeführt.
der auf den Strahl zurückwirkt, so daß die anfängliche Schwingung gedämpft wird (closed
loop). Da Instabilitätsmechanismen im Prinzip ebenfalls einen '"closed loop" darstellen, liegt
die Idee nahe, auch für die Modenkopplung einen "kompensierenden closed loop" zu erfinden.
Erste theoretische Untersuchungen [2S] j29] eines transversalen Dipol-Rückkopplungssystems
ergaben recht optimistische Voraussagen für die Erhöhung des Schwellenstroms.
Diese Wirkungen des Rückkopplungssystems wurden jedoch nicht in Computersimulationen
bestätigt 30]. Die Simulationen ergaben vielmehr, daß ein Feedback - loop nur unter sehr
eingeschränkten Bedingungen stabilisiert, oft aber den Strahl destabilisert.
Um die Wirksamkeit, eines Rückkopplungssystems in der Realität beurteilen zu können, wurde
ein Experiment am Speicherring PEP durchgeführt ^3lj. Dieses Experiment bestätigte zum
einen die optimistischen Resultate, lieferte unter anderem aber auch Ergebnisse, die im Wi-
derspruch zu den theoretischen Untersuchungen stehen.
Wesentlich ist, daß dieses Experiment aus technischen Gründen nur für Maschinenparameter
durchgeführt werden konnte, die teilweise untypisch für einen großen Elektron - Positron -
Speicherring sind. Das Experiment mußte für einen kleinen Synchrotrontune vorgenommen
werden, und es ist, wie sich in dieser Arbeit zeigen wird, falsch vom positiven Ausgang dieses
Experiments auf die Gültigkeit der Ergebnisse bei einem wesentlich größeren Synchrotrontune
zu schließen.



Der in dieser Arbeit entwickelte und bereits kurz erläuterte Formalismus gestattet, die theo-
retischen Probleme der Lokalisierung und die Wirkungsweise von Rückkopplungssystemen
unter einem einheitlichen theoretischen Aspekt zu untersuchen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 Es wird ein kurze Einführung gegeben und anhand eines einfachen Modells der
Instabüitätsmechnaiüsmus der Modenkopplung erläutert.
Kapitel 3 Es wird die für den Sacherer Formalismus entscheidende Vlasov - Gleichung ein-
geführt. Daran anschließend wird der Transfermatrizenformalismus hergeleitet und die für
den Instabilitätsmechanismus entscheidenden Eigenschaften der Transfermatrizen bewiesen.
Umfangreiche Untersuchungen der Moden-Kopplungsinstabilität im Rahmen dieses Forma-
lismus schließen diesen Abschnitt ab.
Kapitel 4 Anhand eines einfachen Modells werden die Idee und die Problematik des Dipol
- Rückkopplungssystems verdeutlicht. Daran schließt sich eine formale Untersuchung an,
die mit der Herleitung der Tansfermatrix beginnt und mit der analytischen Untersuchung
eines einfachen Modellbeschleunigers endet. Der letzte Abschnitt, dieses Kapitels geht dann
auf numerische Untersuchungen insbesondere der Parameterabhängigkeit der Wirkung des
RückkopplungsSystems ein.
Kapitel 5 Es werden die wesentlichen Ergebnisse zusammengefaßt.
Anhang Die mit den Untersuchungen verbundenen umfangreichen mathematischen Umfor-
mungen sind hier dargestellt.



Kapitel 2

Beschreibung des
Instabilitätsmechanismus der
Modenkopplung

Im folgenden soll anhand eines einfachen Modells der Instabilitätsmechanismus der Moden -
Kopplung erläutert werden. Mit Hilfe dieses einfachen Modells erhält man die Abhängigkeit
der Instabilitätsschwelle von wichtigen Maschinenparametern.
Die in einem Beschleuniger umlaufenden Teilchen stellen einen Wechselstrom dar, da die Teil-
chen in allen drei Raumrichtungen. Schwingungen ausführen. Dieser Wechselstrom erzeugt in
der metallischen Umgebung, wie Vakuumkammer. Monitore, Faltenbälge, Hohlraumresoiia-
toren etc. elektromagnetische Felder, die wiederum auf den Strahl zurückwirken.
Diese Rückwirkung kann unter Umständen dazu führen, daß die Teilchen zu einer kollektiven
Schwingung angeregt werden, deren Schwingungsamplitude so weit, anwachsen kann, daß die
Teilchen gegen die Vakuumkamrnerwand stoßen und damit verloren gehen.
Für große Speicherriiige stellt die durch Wechselwirkung zwischen Strahl und Umgebung
verursachte transversale Moden-Kopplungsinstabilität häufig eine entscheidende Begrenzung
des speicherbaren Stroms dar,
Diese Einzelbunchinstabilität kommt im wesentlichen durch die Wechselwirkung des Strahls
mit resonatorähnlichen Objekten, hauptsächlich den Hochfrequenzresonatoren. zustande.
Die Felder, die der Bunch während der Passage durch einen Resonator anregt, können in zwei
Gruppen aufgeteilt werden:

1. kurzlebige, die nur wahrend der Buiichpassage vorhanden sind.

2. langlebige, die auch noch nach der Passage vorhanden sind und deren Lebensdauer auch
größer als die Umlaufszeit sein können.

Die langlebigen Felder können nicht für die Moden - Kopplungsinstabilität verantwortlich
sein, da sie auf mehrere Bunche zurückwirken und somit die Instabilitätsschwelle von der
Intensität mehrerer Bunche abhängig wäre und nicht, wie experimentell bestätigt, von der
Intensität eines Buiiches unabhängig von der Anwesenheit anderer Bunche [5].
Die kurzlebigen Felder sowie der Bunchstrom werden im Frequenzbereich durch breit ban-
dige Funktionen (Bandbreite einige GHz) beschrieben und deren Zusammenhang demzufolge
durch eine breitbandige Impedanz angegeben [3l.
Anteile der angeregten Felder besitzen so große Frequenzen bzw. kleine Wellenlängen, daß
sie in der Lage sind, interne Schwingungen des Bunches anzuregen.
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Flugrichtung

Abbildung 2.1: Das Zwei - Teilchen Modell beschreibt den Bunch durch zwei Makro - Teilchen.
Da sich die Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, kann aufgrund der Kausalität nur das
vorausfliegende Teilchen, hier Teilchen 1. das nachfolgende Teilchen beeinflussen.

Ein Modell, das die Wechselwirkung der Felder mit dem Bunch beschreiben soll, muß Schwin-
gungen innerhalb des Bunches beschreiben können. Das einfachste Modell, das dazu in der
Lage ist. ist das Zwei - Teilchen - Modell.
Dieses Modell wurde zuerst von R.D. Kohaupt [32] zur Erläuterung des Instabilitätsmechanis-
mus vorgeschlagen.
Das Modell beschreibt den Bunch durch zwei Makro - Teilchen, die jeweils die Hälfte der
Gesarntladung des Bunches tragen (siehe Abbildung (2.1)). Da die beiden Teilchen mit.
Lichtgeschwindigkeit fliegen, erfährt aufgrund der Kausalität nur Teilchen 2 eine transversale
Kraft durch das vorausfliegende Teilchen 1.
Teilchen l erzeugt transversale Felder, die proportional zur eigenen Auslenkung sind.
Die Energie die Teilchen l verliert, um die Felder aufzubauen, wird in den Hochfrequenzre-
sonatoren wieder zugeführt.
Die transversalen Felder lenken Teilchen 2 ab.
Insgesamt, ist somit eine Anregung des Teilchens 2 durch Teilchen l ohne Energieverlust
möglich.
Ist die Chromatizität des Speicherrings null, dann besitzen die Teilchen die gleiche transver-
sale Schwingungsfrequenz, d.h. Teilchen 2 wird resonanzartig angeregt.
Damit erfährt Teilchen 2 einen Amplitudenzuwachs, der linear mit der Zeit wächst.
Wesentlich ist nun, daß die beiden Teilchen Synchrotronschwinguiigen ausführen. Abbildung
(2.2) entnimmt man, daß während der ersten Hälfte der Synchrotronperiode Teilchen l führt
und Teilchen 2 angeregt wird und während der zweiten Hälfte die Verhältnisse sich genau
umkehren.
Somit regt jedes Teilchen das andere über den Zeitraum einer halben Synchrotronperiode an,
und beide Teilchen erfahren währendessen einen Amplitudeazuwachs a.
Dieser Amplitudenzuwachs ist

1. proportional zur Kraft pro Masse des Makro - Teilchens, die wiederum für ultrarelati-
vistische Teilchen proportional zur Energie ist,

2. proportional zur Zeit des Wirkens der Kraft T3/1 und

3. proportional zur Impedanz Z und dem Bunchstrom /,



Flugrichtung

Abbildung 2.2: Aufgrund der Synchrotronschwingungen findet ein periodischer Wechsel der
longitudinalen Position der Teilchen statt, der dazu führt, daß jeweils während einer halben
Synchrotronschwingtmgsperiode das eine Teilchen führt und das andere Teilchen eine trans-
versale Kraft erfährt und während der anderen Hälfte sich die Verhältnisse genau umkehren.

also

a
Z • I T,

Überschreitet der Amplitudenzuwachs einen Schwellenwert a$eh , dann wächst die Schwin-
gungsamplitude der Teilchen beliebig an, was zum Strahlverlust und damit zu einer Instabi-
lität führt.
Für den Schwellenstrom gilt demnach

E • v, l_
Z ' ; (V*~~ T/

rst

Diese Parameterabhängigkeit des Schwellenstroms bedeutet:

1. die Instabilität ist besonders bei kleinen Energien E gefährlich, also bei Injektion

2. ein großer Synchrotrontune vs trägt zur Stabilisierung des Strahls bei

3. die Instabilität ist besonders für große Speicherringe gefährlich, da deren Impedanz Z
meist sehr groß ist.

Mit Hilfe dieses Modells kann man den Schwellenstrom berechnen, allerdings ist die Überein-
stimmung mit gemessenen Werten meist schlecht, da dem Modell einige stark vereinfachende
Annahmen zugrunde liegen, wie die Beschreibung von 10:° — 1011 Teilchen durch 2 Teilchen,
sowie die Annahme, daß die Kraft zwischen den Teilchen stets konstant ist und nicht vom
Abstand zwischen den Teilchen abhängt.
Diese Mängel können beseitigt werden, indem man mehrere bis zu einigen tausend Makro -
Teilchen einführt, realistische Kräfte benutzt und die Bewegung der Teilchen mit Hilfe des
Computers simuliert. Dabei geht jedoch die Einfachheit und Anschaulichkeit des Modells
verloren.
Eine vollständige theoretische Beschreibung der Vorgänge ist nur möglich innerhalb der Dy-
namik kontinuierlicher Dichteverteilungen, wie sie in der Vlasov - Theorie verwirklicht ist.
Die Ersetzung eines Vielteilchensystems durch eine kontinuierliche Dichte ist wegen der hohen
Partikelzahlen weitestgehend gerechtfertigt.
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Kapitel 3

Transversale Moden -
Kopplungsinstabilität und kohärente
Synchro - Betatron - Resonanzen

3.1 Die Vlasov - Gleichung

Die hier angegebene Betrachtung stellt die Vlasov - Gleichung als spezielle Form einer Kon-
tinuitätsgleichung dar. welche die Teilchenzahlerhaltung sichert.
Die Teilchen bewegen sich im Beschleuniger in externen elektromagnetischen Feldern, einer-
seits den Magnetfeldern von z.B. Dipolen, Quadrupolen und andererseits den elektromagne-
tischen Wechselfeldern in den Hohlraumresonatoren. Diese Felder führen zu Betatron- und
Synchrotronschwingungen.
Dar überhin au s erfahren die Teilchen Kräfte durch die Felder, die durch den Strahlstrom in
der metallischen Umgebung erzeugt werden. Jedes Teilchen sieht dabei das selbst erzeugte
Feld und die von allen anderen Teilchen erzeugten Felder. Da aber die Zahl der Teilchen
sehr groß ist. kann die Selbstwechselwirkung vernachlässigt werden. Damit bewegt sich jedes
Teilchen nur noch in externen elektromagnetischen Feldern.
Außerdem kann man annehmen, daß die Teilchen statistisch unabhängig sind, da Korrelati-
onseffekte - z.B. durch Stoße - klein sind im Vergleich zu den Effekten, die Gegenstand der
vorliegenden Untersuchung sind. Somit können die Bewegungsgleichungen für die einzelnen
Teilchen durch Hamiltonfunktionen beschrieben werden, die nur von den Koordinaten eines
Teilchens abhänen:

mit (3.1)

- - ^L '- _QJL
Qi ~~ a- ' Pi ~ ' ~ö~-~ 'dpi dqi

Man definiert die Wahrscheinlichkeitsdichte f(q,p). die ausdrückt, wie groß die Wahrschein-
lichkeit W ist. ein Teilchen mit Impuls p am Ort q zur Zeit t zu finden, wenn man / mit
einem kleinen Volumenelement cPqdPp multipliziert:

W(&P*t) - f(q,p.t)d3qd3p . (3.2)

Damit kann die Zahl der Teilchen innerhalb eines Phasenraumvolumens V berechnet werden

d 3 q d 3 p f ( q , p , i ) , (3.3)
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wobei A'o die Gesamtzahl der Teilchen angibt.
Die Zahl der Teilchen innerhalb des Volumens kann sich nur dadurch ändern, daß Teilchen
durch die Oberfläche dV des Volumens in das Volumen hinein- oder aus dem Volumen her-

ausfliegen.
Da

- / 5 i *> ± \ = \l (oA)

\ l

die Geschwindigkeit ist. mit der sich die Teilchen im Phasenraum bewegen, gilt für den Fluß
durch die Oberfläche

$(/) = _JV0 / df - of(q,p.t) - (3.5)
Jav

Die zeitliche Änderung der Teilchenzahl in V ist also durch

Jav

gegeben. Mit Hilfe des Gausschen Satzes läßt sich (3.6) zu

fqfp- + V • (t7. f(q,p,t)) = 0 (3.7)
v dt

umformen und da das Volumen V beliebig ist, erhalt man die oben erwähnte Kontinuitäts-
gleichung:

J- + V ' ( v - f ) = 0 . (3.8)

Aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen folgt

- ^ dq dp
V • V = —- -r —. — 0

dp dq

und damit
V - ( i T - / } = v- V/\ l J

also

~ + F- V/ = 0 . (3.9)

Berechnet man das Skalarprodukt in (3.9), dann erhalt man schließlich die Vlasov - Gleichung

df -c^ , df df ,
^7 + EU"5r + A"5f} = 0 - (3.10)

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Eiiizelteilchenwahrscheinlichkeits-
dichte eines Systems von statistisch unabhängigen Teilchen in externen elektromagnetischen
Feldern.

3.2 Die Vlasov - Gleichung zur Untersuchung von trans-
versalen Instabilitäten

Um die Vlasov-Gleichung für ein Teilchensystem angeben zu können, ist es nach Gleichung
(3.10) notwendig, die Bewegungsgleichungen (3.1) zu kennen.

12



Flugrichtung
/ "

Abbildung 3.1: Die Bewegung eines Teilchens in einem Beschleuniger wird in einem sich mit
dem Teilchen bewegenden Koordinatensystem beschrieben. Die transversalen Koordinaten
lauten z und z und die Koordinate in Flug- bzw. longitudinaler Richtung wird oft mit s
bezeichnet. Statt der Variablen 5 wird der Winkel 0 eingeführt: 0 = ± . wobei R der mittlere
Maschinenradius ist, der mit dem Umfang U der Maschine durch U = 2?r R verbunden ist.

Position von
Teilchen 1

Flugrichtung

Abbildung 3.2: In loiigitudinaler Richtung wird die Position der Teilchen durch zwei Variable
angegeben: 1. der Position eines Referenzteüches Ö und 2. der Differenz t? der Position & des

Teilchens bezüglich des Referenzteilches ti — 0 - 9 .
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Die im folgenden benutzten Koordinaten sind iu den Abbildungen 3.1 und 3.2 verdeutlicht.
Die Bewegungsgleichungen für die Flugrichtung oder longitudinale Richtung lauten:

und 3.11

de
Q

wobei

e = —-: relative Energieabweichung bezogen auf das synchrone Teilchen

v$ : Synchrotrontune

a : momentum compaction factor

bezeichnet.
Dies sind die bekannten Synchrotronbewegungsgleichungen J25j . Die Koordinate Q hat die
Position der Zeit t übernommen (vgl. 33]).
In transversaler Richtung ist die Bewegungsgleichung durch die Differentialgleichung der li-
nearen Betatroiischwingung gegeben [25j:

d2.
(3.12)

ds? Eo

beschreibt die Wechselwirkung der Teilchen mit der metallischen Um-Der Zusatzterm -
gebung.
Es erweist sich als günstig, statt obiger Koordinaten Wirkungs- und Winkelvariable ein-
zuführen (vgl. [33 ).
Diese sind wie folgt definiert:

i? = v/57 cos
s

e = — V 21 simi*
a

3.13)

bzw.

x — 2 J8 cos

2J
—— Äsinc? cosi.?) 3.14)

Dabei bezeichnet ß die Betafuiiktion und

Die Bewegungsgleiclmngen (3.11) (3.12) in diesen Variablen lauten:

a)

b}

i 1 = vt

14
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, /? RF 3-

b) J' = - R^2J3~- siny- . (3.16)
-C.Q

Der Term £~- berücksichtigt die Änderung der Betatronphase <f für von null verschiedener
Chromatizität £.
Gibt man die Vlasov-Gleichung in den Wirkungs- und Winkelvariablen an, dann gilt

' ' ' ' ,I,V,J) = 0 . (3.17)

In dieser allgemeinen Form ist die Vlasov-Gleichung praktisch nicht zu lösen, da es sich um
eine nichtlineare partielle Differentialgleichung handelt. Der Grund für die Nichtlinearität
ist die Lorentzkraft J- , die linear von den durch die Teilchen erzeugten elektromagnetischen
Feldern abhängt. Diese Felder sind durch Strom- und Ladungsdichte der Teilchen bestimmt,
so daß die Kraft ein lineares Funktional der Ladungsdichte und damit der Teilchenverteilung
/ ist: F'.f]. Der Term

dJ
ist daher quadratisch in /.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, untersucht man die Stabilität einer stationären Vertei-
lung fst gegenüber einer kleinen Störung u:

f(e,il>J^J) = f,t + u(&^J^J) . (3.18)

Eine stationäre Verteilung zeichnet sich dadurch aus, daß sie erstens nicht von 0 abhängt und
zweitens nicht zu einer transversalen Kraft führt:

r) f
- = 0 und JF[/rf] - 0 . (3.19)

Die stationäre Verteilung erfüllt also folgende Vlasov-Gleichung

,/ö/5( , d j s t , n,
V' -̂ 7 + ¥> -5— = 0 (3-20]ötp a<p

und ist daher nur eine Funktion der beiden Wirkungsvariablen / und J:

G(J) . (3.21)

fat wurde als Produkt, zweier Verteilungen geschrieben, da longitudinale und transversale
Bewegung nicht korreliert sind.

Die beiden Funktionen F ( I ] und G( J) werden wie folgt normiert

= Ne

[*" d^ r dJG(J) = l . (3.22)
JQ JQ

Die stationäre Verteilung kann nicht mit Hilfe der Vlasov-Gleichung bestimmt werden, son-
dern ist bei Protonen durch die Vorgeschichte (Injektion etc.) und bei Elektronen durch die
fluktuierende Abstrahlung von Synchrotronstrahlung bestimmt.
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Flugrichtung

Abbildung 3.3: Zwei Teilchen fliegen durch ein zu der strichpunktierten Linie rotationssym-
metrischen Objekt

Für Elektronen (und Positronen) sind diese Verteilungen in sehr guter Näherung Gauss -
Verteilungen [25j [34].
Setzt man die Verteilung (3.18) in die Vlasov-Gleichung (3.17) ein und nimmt an. daß die
Störung u so klein ist. daß quadratische Terme in u vernachlässigt werden können, so folgt
die linearisierte Form der Vlasov-Gleichung

Der nächste Schritt ist jetzt die Bestimmung der Kraft

3.3 Die kollektive transversale Kraft

Die Kräfte, die durch die Wechselwirkung der Teilchen mit der metallischen Umgebung ver-
ursacht werden, können im allgemeinen nicht mehr analytisch angegeben werden, sondern
nur noch mit dem Computer berechnet werden.
Für ultrarelativistische Teilchen und unter der berechtigten Annahme, daß Synchrotron- und
Betatronwellenlänge groß sind verglichen mit der Länge eines einzelnen Objektes, kann man
etwas über die Struktur der Kräfte aussagen.
Dazu betrachtet man zwei Teilchen, die durch ein rot ations symmetrisches Objekt fliegen
(siehe Abbildung 3.3).
Es soll die auf Teilchen 2 wirkende Kraft angegeben werden. Diese hängt sowohl von den

Koordinaten des ersten Teilchens wie des zweiten Teilchens ab:

Da die Objektlänge L klein gegen Betatron- und Synchrotronwellenlänge ist und die auftre-
tenden Kräfte klein sind, so daß die Koordinaten der beiden Teilchen nur sehr wenig geändert
werden, kann man folgende mittlere Kraft einführen

l
I Passage

d(c • t ) F 2 ( r 1 . < f , 5, s2 = - s (3.24)

J G



die während der Passage des Objektes im Mittel auf Teilchen 2 wirkt. Diese mittlere Kraft
hängt nur noch vom Abstand s der beiden Teilchen und nicht mehr von der Zeit t ab.
Die Größe

- l r
^ ( r i -^i) r2- Y^-S = si ~ s%) — - / n(c • i) r j f r i , iTj.ro. ^2, s*-§2 — et — 5 ) (3.25)

I J

nennt man Wake - Potential i35{. Das Wake - Potential ist proportional zur Impulsändemng
des zweiten Teilchens.
Die Abhängigkeit des Wake - Potentials von den Koordinaten n. ^i ,r2 ,y?2 kann für ultrare-
lativistische Teilchen explizit angegeben werden [3;[36;:

06 l T \ l r,,
10 r ^-> s — s - s } = V* m l — l

~?„ \ J \

-m iüm(«) sin(^ - 93)e„ (3.26)
V a / V a

n \  /^i
a / \

Da die Ablagen r^, r2 im allgemeinen klein sind verglichen mit dem Radius des Strahlrohrs
a, ist das Potential in sehr guter Näherung durch wenige Terme der Summe beschreibbar.
Drückt man die Zylinderkoordinaten durch kartesische Koordinaten aus und beschränkt sich
auf die longitudinale (s) und horizontale Richtung ( # ) , dann gilt für kleine Auslenkungen x l T

, Xi Zj ,

a a
und (3.27)

a

Damit erfährt Teilchen 2

1. eine transversale Impulsaiiderung, die vom Abstand der beiden Teilchen abhängt, und
proportional zur Auslenkung des ersten Teilchens ist;

2. eine Energieanderung (Impulsänderung in longitudinaler Richtung), die a) nur vom
Abstand der beiden Teilchen abhängt, und b) einen Anteil enthält, der darüberhinaus
noch proportional zur Auslenkung der beiden Teilchen ist und mit der transversalen
Impulsänderung über die Funktion Wi(s) verbunden ist.

Der Zusammenhang zwischen transversalem und longitudinalem Wake - Potential ist durch
die Panofsky-Wenzel Relation bedingt [37][3][36j.
Gleichung (3.27b) wird nun für den Fall verallgemeinert, daß sich Teilchen 2 innerhalb eines
Bunches befindet.
Da/u muß man die mittlere Ausleiikuiig der vor Teilchen 2 mit einem gewissen. Abstand
fliegenden Teilchen kennen. Die Teilcheixzahldichte im Bunch am Ort Ö,i?i (zur Bedeutung
der Koordinaten siehe Abb. 3.2) ist durch

'i.A^i^i) (3.28)
o o

gegeben.
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Die mittlere Auslenkuii«: bzw. das Dipolmoment an der Stelle 0, i?a läßt, sich daher wie folgt
schreiben = ^ i ^ i - - j i ' r ( 9 ) (3 .29)

o ^o v ,J

Gemäß Gleichung (3.27b) erfährt Teilchen 2 durch die Teilchen an der Stelle 0, i?i die Kraft

- u M r f i - t f z ) , (3.30}

wobei die Länge des Objektes A# in Einheiten des mittleren Radius R und das Wake -
Potential in Einheiten der Elementarladuiig e angegeben ist.
Die insgesamt, auf Teilchen 2 ausgeübte Kraft ist durch die Summe aller Kräfte (3.30) gegeben.
die durch die vor Teilchen 2 fliegenden Teilchen hervorgerufen wird:

) .W l ( i*i- i?2) - (3-31)

Die Abhängigkeit der Kraft vom jeweiligen Objekt ist damit nur durch die Funktionen
charakterisiert.
Mit Hilfe eines von T. Weiland entwickelten Computer Programms (TBCI) [27] können fol-
gende im Zusammenhang mit ti^Ai?) stehende Größen berechnet, werden:

/ ds / ds' \(s)\(s'}wi(s — s1
k, (<7 = —

b)

wobei A ( s ) eine gaussverteilte Linienladungsdichte mit Standardbreite er ist.
Vergleicht man diese Gleichungen mit (3.27), dann erkennt man. daß k±(&) proportional
zur transversalen Impulsänderung des ganzen Bunches pro Elementarladung und Ablage und
feju proportional zur Energieänderung des ganzen Bunches ist. wie sie unter 2b) beschrieben
wurde.
Ist die Abhängigkeit dieser beiden Parameter von der Bunchlänge a für jedes Objekt bekannt.
so läßt sich die Wechselwirkung des Bunches mit den Objekten angeben, wie in Abschnitt
3.6 noch genauer ausgeführt wird.
Damit ist die Kraft (3.31), die ein Teilchen an der Stelle 9 , i?2 irn Bunch im Mittel innerhalb
des Objektes erfährt, bekannt.
Allerdings ändert sich die Kraft im allgemeinen von Objekt zu Objekt. Dieser Änderung
trägt man Rechnung, indem man das für das jeweilige Objekt charakteristische Wake - Po-
tential it>i(A$) bzw. die charakteristischen Parameter k^ bzw. k\ zur Berechnung der Kraft
benutzt.
Für den Fall von N Objekten (siehe Abb. 3.4) erhält man

für 0;,! <9<Qj . (3.33)

Dabei ist
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-1

0N-2

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung eines Beschleunigers, der aus N Objekten besteht.
Jedes Objekt Oj wird durch zwei Winkel Bj-\d 03- begrenzt und durch sein charakteristi-
sches Wake Potential u^Ai?) beschrieben.

Länge des j - ten Objektes.

ß3: Betafunktion am j - ten Objekt und

lüjt transversales Wake - Potential des j - ten Objektes.

Benutzt man die in Gleichung (3.18) eingeführte Verteilung zur Berechnung des Dipol-
inoments (3.29) und beachtet, daß die stationäre Verteilung kein Dipolmoment besitzt, dann
erhält man

J-QO f

/ dl, /
Jo Jo

Ji

Wie erwartet ist die Kraft T (3.33) ein lineares Funktional der Verteilung u.
3.34)

3.4 Lösung der linearisierten Vlasov-Gleichung : Trans-
fermatrizen Formalismus

Der erste Schritt zur Lösung der linearisierten Vlasov-Gleichung besteht darin, die partielle
IntegrodifTerentialgleichung (3.23) mit der Kraft (3.33) in ein System von gewöhnlichen
Differentialgleichungen zu überführen.
Die dazu notwendigen mathematischen Umformungen sind Standardtechniken im Rahmen
des Sacherer - Formalismus. Da außerdem die hier benutzte Herleitung denen in den Arbeiten
22] [24] ähnelt, werden hier nur das Ergebnis angegeben und die einzelnen Größen und Indizes

kurz erläutert. Die Details der Herleitung findet man im Anhang AI.

, d .R,

E S
m = ±l n = — o

(3.35)
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(b) 7nfc(p - m ) - C dIf^(I}F(I}Jn(v2I(p - m ) ) (3.36
Q JQ t*

r_ W

c A =
Die Bedeutung der einzelnen Größen ist folgende:

a^: EntwicklungskoefBzienten des Schwingungszustandes des Bunches; dabei be-
deutet

m, m': Bezeichnung des Bewegungszustandes in transversaler Richtung; da nur Dipol-
schwingungen betrachtet werden, nehmen diese Indizes nur die Werte ±1 an

n, n': Bezeichnung des Bewegungszustandes in loiigitudinaler Richtung; da keine Ein-
schränkungen auf eine bestimmte Art von Multip olschwingung vorliegen, können
diese Indizes alle Werte zwischen ~ oc annehmen; die longitudinalen Schwin-
gungszustände werden auch azimutal Moden genannt

k, k': weitere Kennzeichnung der azimutalen Moden; zu jedem azimutalen Modus
gehören unendlich viele radiale Moden

^mnk • beschreiben die Wechselwirkung des Bunches mit dem Objekt j

(j): Kennzeichung der für das j - te Objekt charakteristischen Größen, wie

Z 3 ( p } i Impedanzfunktion des j - ten Objektes
Die Impedanz ist durch eine Fouriertransformation mit dem Wake - Potential
des j - ten Objektes verbunden (siehe Gleichung (A. 9) )

A#j Länge des j - ten Objektes

Somit werden die einzelnen Schwingungszustande des Bunches durch drei Zahlen gekenn-
zeichnet;

1. m Schwingungszustand in transversaler Richtung,

2. n azimutaler Schwingungszustand und

3. k radialer Schwingungszustand.

Außerdem gelten folgende Bezeichnungen:

^: Chromatizität

a: momentum compaction factor

vai Synchrotrontune

'3i Betafunktion
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R: mittlerer Maschinenradius

'̂o: Umlauffrequenz

E: Teilchenenergie

C: willkürliche Konstante, deren Wert noch festgelegt wird

Der nächste Schritt zur Losung der Vlasov-Gleichung besteht in der Integration des Sy-
stems von gewöhnlichen Differentialgleichungen (3.35).
Dabei treten zwei Schwierigkeiten auf:

1. Das System, besteht aus unendlich vielen Differentialgleichungen.

2. Die Matrixelemente M™nnk k hängen von 9 ab, da sowohl die Betafunktion als auch die
Impedanz von 0 abhängig ist.

Das erste Problem löst man, indem man sich auf eine endliche Anzahl von Schwingungs-
zustanden beschränkt. Diese Einschränkung ist zulässig, da die meisten Matrixelemente
Af™nk'fc verschwindend klein sind.
Es werden deshalb immer nur n azimutale Schwingungszustände mit jeweils k(n) radialen
Schwingungen betrachtet, so daß man ein System von endlich vielen Differentialgleichungen
erhält.
Um dieses Gleichungssystem kompakter aufschreiben zu können, werden folgende Größen
eingeführt:

1. Ein Vektor, der samtliche azimutale und radiale Entwicklungskoeffizienten zusammen-
faßt, die zu einem transversalen Schwingungszustand m gehören. Dieser Vektor besteht
aus Vektoren, die jeweils die zu einem azimutalen Modus n gehörenden radialen Moden
zusammenfassen, also

- -,... ,am ,am , . . . , a

mit (3.37)
- 4 1 1

Dabei bezeichnet T das Transponierte .

2. Eine Matrix M™ , die die Änderung des Vektors äm(9) aufgrund der Wechselwirkung
mit dem j - ten Objekt angibt. Diese Matrix besteht wiederum aus Blockmatrizen
M™ n , die Matrixelemente enthalten, die die radialen Moden der azimultalen Moden n
und n' verbinden.

/ 3Ci°
Tl.rm'l

M™ = M.

j-m'O \ — n

(3.38)
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mit
Vö

3.39)

M m'n'fcfn'

3. Eine Matrix, die nur Diagonalelemente besitzt

p
-im-I (3.40)

mit

/ O
O

B - - (3.41

wobei lnn = (Sij) eine Einheitsmatrix der Dimension k(n) -k(n) ist, d.h. die Dimension
ist durch die Anzahl der zum azimutalen Modus n gehörende radialen Moden gegeben.

Definiert man jetzt

a(B) -

sowie

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Das zweite Problem löst man, indem man die Differentialgleichung (3.44) nicht allgemein
lost, sondern die Lösung für einen Resonator angibt. Innerhalb eines Resonators ist die
Betafunktion nahezu konstant und die Impedanz Z^ ändert sich nicht, da das Wake - Potential
eines Resonators nicht von 0 abhängt. Somit ist innerhalb eines Resonators die Matrix A
unabhängig von #, und es gilt

dann kann man Gleichung (3.35) in folgender Form schreiben:

da(0]

;3.45)

Die Losung dieser Gleichung lautet:

mit

T = e"4j AÖJ

(3.46;



Es kann also jedes Objekt j durch eine Trarisfermatrix T, beschrieben werden.
Die Exponentialmatrix in (3.46) wird mit einem bekannten Verfahren ausgewertet.
Dazu bestimmt man die Eigenwerte A, und die Eigenvektoren der Matrix Aj. Es läßt sich
dann folgende Ahnlichkeitstransformation anschreiben

= S j D ( X i ) S - (3.47)

mit der Diagonalmatrix

l A! 0 0 \

0

Die Matrix Sy wird mit Hilfe der Eigenvektoren von Aj konstruiert.
Damit gilt nun

T, = 3.48)

Die Transfermatrizen der Objekte j sind also durch die Eigenwerte und Eigenvektoren der
Matrizen Aj bestimmt.
Die Transfermatrix T des aus A" Resonatoren bestehenden. Speicherrings lautet

r-Tjv • ... - Tj - ... -Ti . (3.49)

Der Strahl ist stabil, wenn die Betrage aller Eigenwerte von T kleiner als eins sind:

Stabilität. V7 : A,| < l . (3.50)

In der Regel ist die Bestimmung der Eigenwerte von T nur numerisch möglich.
Dazu wurde ein Computer Programm entwickelt, das bei Vorgabe der entsprechenden Para-
meter, wie Lage und Eigenschaften der Resonatoren. Betatrontune. Synchrotrontune etc. die
Eigenwerte von T berechnet.
Für einige Spezialfälle können jedoch die Eigenwerte unter gewissen Annahmen analytisch
bestimmt werden.
Bevor auf diese numerischen bzw. analytischen Rechnungen eingegangen wird, soll im folgen-
den Abschnitt eine wichtige Eigenschaft der Transfermatrizen T, für verschwindende Chro-
matizität bewiesen werden, die eng mit dem Instabilitätsmechanisrnus der Moden - Kopplung
verknüpft ist.

3.5 Eigenschaften der Transfermatrizen - Instabilitäts-
mechanismus

3.5.1 Eigenschaften der Matrixelemente

Die Eigenschaften der Matrixelemente beruhen im wesentlichen auf folgender Eigenschaft der
Besselfunktioii

j iT\ _-\ r t r\ ( — "M" 7 f -7-1 (2 M lJ n \t } — \ ) J -n\J, ) — l l ) *Jn\ ) \. ̂  i )



und auf der Eigenschaft der Impedanz (siehe Anhang A.l (A.10))

™jt \ _ ti73(_-n\Y (3 52)

eine Folge davon, daß das Wake - Potential reell ist.
Mit Hilfe der Gleichungen (3.51) und (3.52) läßt sich nun die Gültigkeit folgender Gleichun-

gen zeigen (siehe Anhang A.2.1):

rrn'n'k' _ i rm' -n ' fc '
•rnnk J ^rnnk

m'n'k'
•m — nk

\* __ *f—m'n'k'
) ~ M-mnk

Weiterhin erhält man für den Fall, daß die Chromatizität verschwindet:

(3.53)

(3.54)

(siehe Anhang A.2.1).

(3.55)

(3.56)

(3.57)

3.5.2 Eigenschaften der Transfermatrizen

Definiert man eine Matrix M für £ — 0 durch

M = M] , . (3.58)

wobei M} durch (3.38) bestimmt ist, dann gilt für die Matrixelemente der Matrix M

M%' = M&"' . (3.59)

Aus (3.55) und (3.56) folgt

( = 0 : M = M} = Mlj = - M~l = - U^ . (3.60)

Für die in (3.43) definierte Matrix Aj eines Resonators ergibt sich also

= 0 :
O

O
M M

~M -M
3.61

Aufgrund der Tatsache, daß die Matrixelemente M™^k' die Eigenschaft (3.53) besitzen und
die Matrizen Äm nur Digonalmatrizen sind, lassen sich folgende zwei Ahnlichkeitsrelationen
für £ = 0 beweisen (siehe Anhang A.2.2):

K~1A3K = -A,

(3.62)

(3.63)

(T bezeichnet das Transponierte einer Matrix).
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Die Relationen (3.62) und (3.63) legen die Eigenwertstruktur von

T> = €*>*'* (3.64)

fest.
Aus (3.62) und (3.63) folgt für T,

b) K~lTj A" = r; . (3.66)

Da ähnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen und die Eigenwerte von Tj und TT

identisch sind, müssen die Eigenwerte von Tj, Tj l und T* übereinstimmen.
Damit erhält man. das wichtige Resultat:

Ist A Eigenwert von Tj, so sind auch

A'1 , A* , (A-1)* Eigenwerte. (3.67)

Die Ahnlichkeitstransformationen übertragen sich auf die Transfermatrix T des gesamten
Rings.
Es gilt nämlich nach (3.49)

T T"1 T1 "T1= IAT • ... • ij • ... -1\

also

J'1TT J = J'1 (l?- -T£} J

— J~l TT T . . 7~l TT T— «/ J- -i if J d. T*J >J

rp-l

- l " T J . . . . .
^N

( rrr rfi \- rr>—l
•LN • • - t i j — -t i

demnach
J rrt — \ — l T1-! / O st o \t J = J. (O .Do)

und entsprechend
A'"1 T A" = T' . (3.69)

Somit besitzt auch die Transfermatrix T die Eigenschaft (3.67) der Transfermatrizen Tj.

3.5.3 Instabilitätsmechanismus

Ist also

Eigenwert von T, dann sind auch

l

Ä = e ' Ä* = e

Eigenwerte.
Die Bewegung ist demnach nur dann stabil, wenn alle Eigenwerte von der Art

A ii/3
= e



sind.
Daraus folgt für Stabiltät

[A =1 .

Im Falle einer Instabilität (a ^ 0) sind immer zwei Schwingungsmoden gleicher Frequenz
vorhanden, von denen der eine exponentiell anwächst und der andere exponentiell gedämpft
ist:

—a + iße

\aA 't — 6

Eine Instabilität tritt also für £ = 0 nur dann auf,

wenn die Frequenzen zweier Eigenschwingungen übereinstimmen. (3.70)

Bestimmung der Instabilitätsschwelle

Um eine Vorstellung davon zu erhalten, welche Eigenschwingungen zu einer Instabilität führen
können, ist es nützlich die Frequenzen der Eigenschwingungen für den Fall zu betrachten.
daß keine Kopplung der Schwingungen vorliegt (M™n£ fc = 0). Dann vereinfacht sich das
Differentialgleichungssystem (3.35) zu

und somit gilt

Die Transfermatrix für einen Umlauf besteht in diesem Fall nur aus Diagonalelementen und
lautet:

( , f S ] + 2* Rde , , \ "4 r) , (3.71)

so daß die Eigenwerte durch
Am,„. = e-^(mV3 + n'^) ( 3_7 2^

gegeben sind, wobei zur Vereinfachung der Betatrontune

P_ fOi-rl* dO

eingeführt wurde.
Aus (3.72) liest man die Werte der Eigenfrequenzen ab:

v^^ = ni'vQ + n'vs . (3-74)

Der Frequenzunterschied zwischen zwei Schwingungen beträgt demnach



Der Strahl kann nur instabil werden, wenn der Frequenzunterschied zwischen zwei Eigen-
schwingungen verschwindet. Da der Betatrontune im allgemeinen sehr groß ist. ist der Fre-
quenzunterschied zwischen zwei benachbarten Moden mit gleichem m. am kleinsten, also

m —

Vy

n2 — rii 4- l

3.76)

Dieser Frequenzunterschied muß im Falle einer Instabilität durch die Wechselwirkung des
Bunches mit seiner Umgebung aufgehoben werden.
Die Matrixelemente M™^ k verschieben die einzelnen Moden in der Frequenz und verkoppeln
unterschiedliche Moden. Die Frequenz Verschiebung wie die Kopplung ist über die Gleichge-
wicht s Verteilung F(I) und deren Normierungsbedingung mit der Gesamtladung des Bunches
und daher mit dem Bunchstrom I gemäß

rm' n' k'
• mnfc I (3.77)

verknüpft.
Außerdem liest man aus (3.36) leicht folgende Proportionalitäten ab:

I-Z

E
(3.78)

Diese Frequenz v er Schiebung muß im Falle einer Instabilität näherungsweise mit dem Syn-
chrotrontune übereinstimmen:

Ai/^i/ , , (3.79)

und damit erhält man für die Instabilität s schwelle

Ith ~ ^T~ ' (3-80)

Somit ergibt sich auch in diesem Bild der gleiche qualitative Zusammenhang zwischen Schwel-
lenstrom, Synchrotrontune, Energie und Impedanz wie im Zweiteilchenmodell (vgl. Kapitel
2).

Kohärente Synchro-Betatron Resonanzen

Nimmt man an, daß im gesamten Ring nur ein punktförmiger (A0j —> 0) Resonator steht.
dann ist die Transfermatrix im wesentlichen durch (3.71) mit einer zusätzlichen Störung
durch den Resonator gegeben. Für die Eigenwerte in (3.72) gilt mit

k
Z//} ^z —- -t- Q1S{-{ '.

2
•\ ik-n-m' — i2ir i
/ > m' n ' t- C (3.81

Der Vorfaktor exp(— ikirm') liefert nur ein unwesentliches Vorzeichen, d.h. die Frequenzen
sind durch

i'm'n' = m'Svß + nv3 (3.82)

gegeben.
Der Frequenzunterschied zweier Moden ist jetzt

(n2 - (3.83)
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Betrachtet man die Mo den
n? 2 — rn ny = ~n

sowie
TOI = —rn rii = n ,

dann gilt
2ni/ . 3.84

Dieser Frequenzunterschied kann nun wesentlich kleiner sein als der Synchrotrontune, nämlich

für
6i>ß = nvs . (3.85)

Somit können Instabilitäten in der Nähe der Satellitenfrequenzen (8fß =s n v,) auftreten und
zwar für einen Strom, der deutlich kleiner ist als der Schwellenstrom für die übliche Moden-
Kopplungsinstabilität ,

Eine lokalisierte Impedanz ist in der Lage kohärente Synchro - Betatron Resonanzen zu er-
zeugen.

Der Effekt der Synchro - Betatron Resonanzen wird ausführlich in Abschnitt (3.8) behandelt.
Vorher soll in Abschnitt (3.7) die übliche Moden-Kopplungsinstabilität mit gleichmäßig ver-
teilten Objekten behandelt werden und eine Formel für den Schwellenstrom unter Verwendung
der in Gleichung (3.32) definierten Parameter hergeleitet werden.

Um konkrete Rechnungen durchführen zu können, müssen zuerst die Matrixelemente M™™k

berechnet werden. Dies soll in Abschnitt (3.6) geschehen.

3.6 Berechnung der Matrixelemente

Das Berechnen der Matrixelemente ist mit umfangreichen mathematischen Umformungen
verbunden, die im Anhang A. 3 aufgeführt sind.
Hier sollen nur die wichtigsten Ergebnisse angegeben werden und zwar im allgemeinen für
den Fall, daß die Chromatizität verschwindet. Im Anhang A. 3 sind die Ergebnisse für von
null verschiedener Chromatizität angegeben.

Der erste Schritt zur Berechnung der in (3.36) angegebenen Matrixelemente besteht darin,
die ebenfalls dort definierten /„*. zu bestimmen. Dazu benötigt man zum einen die stationäre
Verteilung in longitudinaler Richtung F(I) und zum anderen das vollständige Funktionensy-

stem fp(I).
Als stationäre Verteilung wählt man eine Gauss-Verteilung, da diese typisch für Elektron -
Positron Speicherringe ist:

€~* • (3'86)

Die so definierte Verteilung genügt der Normier ungsbedingung (3.22).
Die Konstante /0 ist mit der Standardabweichuiig der Verteilung F(I) in der Koordinate t)
verknüpft (siehe A. 3.1)

ff« = TT = V^° > (3-87)
XI

wobei <r, wie üblich die Bunchlänge bezeichnet. Das vollständige Funktionensystem ist durch
(A. 16) bestimmt

C [°° dIF(I)
Jo
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Mit
.->
-7T

1.88)

folgt aus (3.86) für die f^'(I) 138,

f\n
h

fc!

" V (m + *0! V/o

wobei die LJ™ verallgemeinerte Laguerre Polynome 39 sind:

(3.89)

/
3.90)

Nunmehr ist man in der Lage, die Ink zu berechnen und das Ergebnis lautet (siehe Anhang

A.3.2):

-fc«Mp-«i))2 (3<91)

/fc!( i

mit

Setzt man (3.91) in (3.36) ein, dann erhält man für die Matrixelemente bei verschwindender

Chromatizität das bekannte Resultat (vgl. [22][24])

.m'n'fc'(j) l

-"•*mnfc = TTJ

yjk\(\n + fc)!fc'!(|n'

3.92)

Die verbleibende Integration über p führt man mit Hilfe der in Gleichung (3.32) definierten

Parameter k±_ und fc ̂  aus (vgl. [7][41]).
Für eine gaussförmige Ladungsverteilung gelten die folgenden Relationen (siehe Anhang

A.3.3):

— oo

Ot'

T rr / , / i 2 f + l — {P<T - l ~
dpZ(p)(pere} e

(t((T0)" li J~-x

Damit läßt sich das Integral in (3.92) ausdrücken, und es ergibt sich schließlich

M^k'(j]

3.93)

VK : |

i » , 11 _ ^ r l. _ i.' ^|TI \ T ^ { K ^ - K )

l ' r falls 77 ^7^ ' gerade (27. = 177' + n -r- 2(fc +
3.94)

<*(*;
falls T? + n' ungerade (2v = |n'| + n + 2(fc + fc') - l

(Im Anhang A.3.3 sind die Matrixelemente für den Fall £ ^ 0 angegeben.)
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Auf diese Weise können die Matrixelemente des Objektes j berechnet werden, wenn die
Parameter kj_ und kf.. als Funktionen der Bunchlänge aa bekannt sind.
Die wichtigsten Matrixelemente lauten:

95)

100(J) - -Jo*7-l<r.

v

Der Wert der Konstanten A" (3.36c) ergibt aus dem Wert für C (3.88) zu

K=^rr > f 3-9 6)2£/e

wobei der Bunchstrom

eingeführt wurde.
Die Abbildungen (3.5a-d) zeigen die Parameter k± bzw. A:, ±' als Funktionen der Bunchlänge

für die in dieser Arbeit betrachteten Objekte [401.
Mit Hilfe dieser Werte können die Matrixelemente (3.94) berechnet, die Transfermatrizen
Tj (3.46) aufgestellt und daraus die Transfermatrix des Gesamtringes T (3.49) bestimmt
werden.

3.7 Moden - Kopplungsinstabilität für gleichmäßig ver-
teilte Objekte

3.7.1 Bestimmung der Instabilitätsschwelle

Im folgenden werden die A7 Objekte (vgl. Abbildung (3.4)) durch ein mittleres Objekt und
die verschiedenen Werte der Betafunktion ß(Bj) durch einen mittleren Wert ß ersetzt.
Die Länge dieses mittleren Objektes ist A# = 2?r. Die Impedanz wird aus den gemittelten
Kick - Parametern k± und k\ aller Objekte gemäß

bestimmt.
Der Vorteil dieses Mittelungsprozesses besteht darin, daß das DifTerentialgleichuiigssystem
(3.35) für eine endliche Anzahl von Schwingungsmoden sofort gelöst werden kann, da jetzt
die Matrixelemente unabhängig von 6 sind:

S(B) =

mit (3.98)

T(B - tf0) = c'4'('"*D) -
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Abbildung 3.5: Kick Parameter als Funktion der Bunchlänge: Den wesentlichen Beitrag zur
Kraftwirkung auf den Bunch leisten in PETRA die fünf- (Abb. a)) und die siebenzelligen
(Abb. b) ) Resonatoren, die zur Beschleunigung der Teilchen und zum Ausgleich des En-
ergieverlustes durch Synchrotronstrahlung dienen. Für kurze Bunchlangeii (crz < 1.5cm)
tragen die Vakuuruverbindungsstücke (Abb. c) und d) ) , die Vaktiumkammerteile verschie-
denen Querschnitts zusammenfügen, bis zu 30% zur Kraftwirkung bei.
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wobei die Matrix A in (3.43) definiert ist.
Damit hängen die Eigenwerte von T und A in folgender Art und Weise voneinander ab

Die Stabilitätsbedingung ! A , j < l (3.50) ist also äquivalent zu

Re/if < 0 .

Statt der Eigenwerte fr führt man üblicherweise die Größen

V{ = i fr

ein. so daß die Stabilitätsbedingung

Stabilität •;=> Imvl < 0

(3.99

(3.100

(3.101)

3.102)

lautet.

Die Stabilität s Untersuchung besteht nunmehr darin, die Eigenwerte der Matrix A für A# = 2:r
und 3(8j) = 3 zu bestimmen.
Für verschwindenden Strom sind die Eigenwerte von .4 identisch mit denen von Rj bzw. R-I.
also mit (3,101):

z-'mn = rrt vß + n v, , (3.103)

wobei 2* de R

eingesetzt wurde.
Für einen endlichen Strom ist jeder Schwingungsmodus (m1, n', k'} über die Matrixelemente
M™^. k an alle anderen gekoppelt, und die Berechnung der Eigenwerte ist deshalb nur nume-
risch möglich.
Mit Hilfe des in Abschnitt (3.5) erläuterten Instabilitätsmechanismus und bei Benutzung
einiger plausibler Annahmen kann man das umfangreiche Problem der Eigenwertbestimmung
auf ein einfaches analytisch lösbares Problem reduzieren.
Die einfachste Näherung besteht in der Vernachlässigung der Modenkopplung, so daß die
Eigenfrequenzen (3.103) nur durch die Terme M™™£ geändert werden:

— "7 7 v, - i K M\r speziell für den Fundament alniodus (m = l,n = 0, fc — 0)

a

3.104)

3.105

wobei das in Anhang A.3.3 berechnete Matrixeleinent eingesetzt wurde.

Diese grobe Näherung erlaubt einen Einblick in die Effekte, die mit der Wechselwirkung des
Bunches mit den Objekten verknüpft sind.
Gemäß Gleichung (3.105) erfährt jeder Modus eine stromproportionale Frequenz Verschie-
bung, die in diesem Fall, da k± positiv ist (siehe Abbildung (3.5)), zu einer Verschiebung zu
niedrigeren Frequenzen führt. Zum anderen besitzt jeder Modus einen Imaginärteil, dessen
Vorzeichen entscheidend vom Vorzeichen der Chromatizität f abhängt. Für den angegebenen
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Fundamentalmodus (T? = 0) sind alle Größen Ibis auf die Chromatizität), die den Imaginärteil
bestimmen, positiv, d.h. nach (3.102) gilt

> 0 Stabilität des Fundamentalmodus
< 0 Instabilität des Fundamentalmodus.

3.106)

Das ist der klassische head - tail - Effekt ;42j [43], der sich hier erwartungsgemäß wiederfindet.
Da die in dieser Arbeit interessierende Instabilität auch für Chromatizität null auftritt (siehe
Abschnitt 3.5), wird im folgenden angenommen, daß die Chromatizität verschwindet. Der

Einfluß endlicher Chromatizität wird später untersucht.
Für £ = 0 erfahren die einzelnen Moden eine zum Strom proportionale Frequenzverschiebung.
Diese ist von entscheidender Bedeutung, da der Strahl nur dann instabil wird, wenn zwei
Moden unterschiedlicher Frequenz so in der Frequenz verschoben werden, daß ihre Frequenzen

schließlich gleich sind (vgl. (3.70)).
Die Frequenzverschiebung allein kann nach Gleichung (3.105) aber nicht zu einer Instabilität

führen, da für £ - 0 stets Imi^j = 0 gilt, sondern es muß noch eine geeignete Kopplung der

Moden vorliegen.
Um die Instabilitätsschwelle zu berechnen, muß also wenigstens die Kopplung zweier Moden

betrachtet werden.
Da die Frequenzverschiebungen der einzelnen Moden deutlich kleiner als der Betatrontune
sind, können Moden mit verschiedenem m. deren Frequenzunterschied durch

Al/ = 1/m'n'fc' ~ *-m',nfc| * ̂  (3.107)

gegeben ist, nicht zu einer Instabilität koppeln.
Deshalb werden im weiteren zwei Moden mit m — l betrachtet. Unter der Annahme, daß
man die Kopplung an alle anderen Moden vernachlässigen kann, hat man statt des sehr
umfangreichen Problems der Bestimmung der Eigenwerte von A nur noch die Eigenwerte
folgender 2 x 2 Matrix zu berechnen:

- K •

Mit den Abbkürzungen
iM, =

3.108)

;s.io9)

und Gleichung (3.101) folgt die bekannte charakteristische Gleichung [6] [7] zur Berechnung
der Instabilitätsschwelle :

i/p + n1 v * + A" •

A" • Mi2

Die Eigenwerte von (3.108) lauten

\" • M-i 2

nvs + A' •
= 0 . (3.110)

'(n1 -n)v3 -r K(Ml -
+ A"3 Afi2M2i 3.111
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Beachtet man Gleichung i A .2*

\n'k'

dann gilt

M
A/,2-> für n1 - n ungerade,,

12 ;3.113
l A/^2 *"ur n' ~~ n gerade .

Damit erhält man das bekannte Resultat [6] (7j , daß nur die Kopplung eines geraden Modus
(T? gerade) mit einem ungeraden (n ungerade) zu einer Instabilität führen kann, da sonst. 1̂ 3
nach Gleichung (3.111) stets reell ist.
Für benachbarte Moden ist n' — n ungerade; somit koppeln diese zuerst und es gilt:

n' — n -f l

vs -r K (Mi -f A/2)

A"(A/j -A/,

Die Instabilität setzt ein, sobald die Diskriminante negativ wird:

Instabilität

- A"2 M212 (3.114)

(3.115)

Anhand dieser Ungleichung lassen sich deutlich die beiden Bedingungen ablesen, die notwen-
dig sind, damit eine Instabilität auftritt:

1. Der Frequenzunterschied zwischen beiden Moden muß durch die Wechselwirkung des
Bunches mit den Objekten verringert werden. Dies geschieht zum einen direkt über die
Elemente A/i und A/2. die gemäß (3.109) und (3.94) proportional zu k± sind und über
das Koppluiigselement A/12, das gemäß (3.109) und (3.94) proportional zu fc^ ist.

2. Es muß eine Kopplung zwischen einem ungeraden und einem geraden Modus vorliegen,
die stets proportional zu k\\± ist.

Aus der Ungleichung (3.115) kann nun der Schwellenstrom berechnet werden. Es gilt im
Falle einer Instabilität

Unter der Annahme

kann (3.116) für

2 U

2A"!A/!2! .> \va 4- A" (A/! - A/2) > 0 .

MI -- A/2 l 0

l, vt>- K (Mi - A/2J

T " \1 T 71 Ti/, A !A/, - Mi

A/! - A/2 A/:2 - A/z | + 2|A/12

umgeformt werden und für
2. v, _ - A"(A/! - Af2
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zu
i's A MI -- M2

T/r l r _ *>l iV/" ' A/T _ A T *? A/f

umgeformt werden.
Definiert man.

fcth ~- —l ^ (3.122

dann lassen sich die Ungleichungen (3.119) (3.121) zusammenfassen:

Instabilität

Kth: K Kth2 und M 1 2 ^0 . (3.123)

Auch hier erhält man als Ergebnis, daß der Strahl nur instabil werden kann, wenn das Kopp-
lungselement und damit fe||± von null verschieden ist.
Außerdem zeigt (3.123). daß oberhalb eines Schwellenparameters Kth^ die Bewegung wieder
stabil wird. Für Elektron - Positron Speicherringe liegt dieser Wert allerdings meist um
eine Größenordnung über Kthl - so daß es unmöglich ist. einen so großen Strom zu injizieren.
Weiterhin ist für K > Kth- die Annahme, daß nur die Kopplung zweier Moden berücksichtigt

werden muß, in der Regel falsch.
Der Schwellenstrom ist durch diejenigen Moden bestimmt, die zuerst koppeln. Das sind in
diesem Modell der Fundamentalmodus (77 = 0) und der erste head - t all - Modus (n —
-1). Benutzt man die in (3.95) angegebenen Gleichungen für die Matrixelemente sowie den
Ausdruck (3.96) für den Parameter A", dann folgt aus (3.123):

Instabilität : I > Iih und fcu^0 , (3.124)

wobei der Schwellenstrom durch

gegeben ist.
Der Schwellenstrom besitzt die in (3.80) angesprochene typische Abhängigkeit von Synchro-

trontune und Energie.
Gleichung (3.125) erlaubt eine einfache Bestimmung des Schwellenstroms, wenn die Kick -
Parameter der einzelnen Objekte bekannt sind und die mittleren Parameter mittels (3.97)

bestimmt werden.

3.7.2 Numerische Berechnung des Schwellenstroms

Im folgenden wird der Schwellenstrom für eine Version des Speicherrings PETRA numerisch
berechnet, d.h. es werden die Eigenwerte von A mit einem Computerprogramm für eine

endliche Anzahl azimutaler Moden berechnet,
Abbildung (3.6) zeigt, den Real- und Imaginärteil der Eigenwerte v als Funktion des

Bunchstroms. Vergleicht man den numerisch bestimmten Schwellenstrom mit dem nach der
Schwelleiistromformel (3.125) berechneten, dann ergibt sich eine ausgezeichnete Überein-

stimmung:

J(h = 18.3m.4 nach Gleichung (3.125)

Jf/, % 18.5m.4 nach Abbildung (3.6).
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Abbildung 3.6: Stromabhängigkeit von a) n = (Ref — 1/3 ) / va und b) Imf für verschwin-
dende Chromatizität: Die mittleren Kick-Parameter wurden aus den Werten der Parameter
für 60 fünfzellige Resonatoren und sämtlicher Vakuumüb er gange berechnet. Es wurden alle
azimutalen Moden mit n\ 2 und der Modus (n = O.A.- = 1) berücksichtigt, a) Die Eigen-
frequenzen der höheren azimutalen Moden In > j i : werden durch die Wechselwirkung des
Bunches mit der metallischen Umgebung fast nicht verändert. Nur der Fundamentalmodus
erfährt eine deutliche Frequenzverschiebung und koppelt mit dem ersten head - tail Modus
zur Instabilität. Der Schwellenstrom beträgt ungefähr 18.5mA. b) Oberhalb des Schwellen-
stroms treten erwartungsgemäß ein gedämpfter und ein exponentiell anwachsender Modus
auf. Die Anwachszeiten r des instabilen Modus sind mit dem Imaginärteil der Eigenfre-
quenz durch r = Tb/2irlmf verbunden. Bei einer Umlaufszeit von T0 % 7.3/is entspricht
einem Imaginärteil von 10~2 eine Anwachszeit von r ÄT 0.12 ms. Verglichen mit den internen
Dämpfungszeiten von ca. 10 ms wächst die Amplitude sehr schnell an.
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Abbildung 3.7: Stromabhängigkeit von a) n = (Re f - 1/3 ) / z/, und b) Imi/ für Chromatizität
£ = 1: Vergleicht man mit Abbildung 3.6 (£ = 0). dann wird deutlich, daß eine von null
verschiedene Chromatizität die Eigenfrequenzen der einzelnen Moden und deren Anwachs-
zeiten nur wenig ändert. Da die Instabilitätsbedingung (3.70) für £ ^ 0 nicht exakt gilt,
muß der Frequenzunterschied zwischen den beiden zur Instabilität koppelnden Moden nicht
vollständig aufgehoben werden. Der Wert des Schwellenstroms ist für £ = l nahezu identisch

mit dem für £ = 0.

Eine Vergleichsrechnung, die nur mit den Moden n' = 0 und n = -l durchgeführt wurde,
ergab sehr geringfügige Abweichungen von der in Abb. (3.6) gezeigten Rechnung.
Diese Vergleiche zeigen, daß es zur Berechnung des Schwellenstroms ausreicht, die Kopplung
der Moden n' = 0 und n = -l zu berücksichtigen.
Weiterhin entnimmt man Abb. (3.6), daß die Anwachszeiten des instabilen Modus wesentlich
kleiner als l ms sind. Die Anwachszeitenliegen damit deutlich unter den Dämpfungskonstanten
von Landau- und Strahlungsdämpfung, die für PETRA einige 10ms betragen [44], so daß
die Instabilität durch diese Dämpfungen kaum beeinflußt wird.
Abbildung (3.7) zeigt die Stromabhängigkeit des Real- und Imaginärteils der Eigenwerte u

für den Fall, daß die Chromatizität den Wert l besitzt.
Vergleicht man mit Abbildung (3.6) (£ = 0). dann erkennt man, daß die Instabilität nur sehr
schwach vom Wert der Chromatizität abhängt. Dieser Sachverhalt, ist durch Beobachtungen
am Speicherring PETRA bestätigt [5].

Abbildung (3.S} zeigt den Vergleich der gemessenen und berechneten Abhängigkeit des

Schwellenstroms von der Bunchlange.
Der Abbildung entnimmt man. daß der gemessene Schwellenstrom deutlich kleiner als der
berechnete ist und die Diskrepanz für größere Bunchläiigeu geringer wird.

Dieser Unterschied hat zwei mögliche Ursachen:

• Das benutzte Modell mit gleichmäßig verteilten Objekten ist zu einfach, d.h. es müssen
noch andere Effekte wie z.B. die Lokalisierung der Objekte berücksichtigt werden.

• Es müssen neben den bisher schon berücksichtigten Objekten noch weitere Einbauten
in der Vakuumkammer mit in die Rechnung einbezogen werden, deren Wirkung bisher

unterschätzt wurde.
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Abbildung 3.S: Schwellenstrom als Funktion der Bunclllänge: Der gemessene und berech-
nete Schwellenstrom wächst proportional mit der Bunclllänge, da die Kick - Parameter mit
wachsender Bunchlänge abnehmen (vgl. Abb. (3.5)). Allerdings ist. der gemessene Schwellen-
strom deutlich kleiner als der berechnete insbesondere für kurze Bunche. Ursache dafür ist,
daß neben den in Abbildung (3.5) gezeigten Vakuumverbindungsstücken auch noch andere
Einbauten in der Vakuumkammer zur Kraftwirkung beitragen, die nicht bei der Berechnung
des Schwellenstroms berücksichtigt wurden.
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3.7.3 Modenkopplung unterhalb der Instabilitätsschwelle

Unterhalb der Instabilitätsschwelle wird ein Effekt beobachtet, der die Kopplung zweier Mo-
den verdeutlicht.
Dazu betrachtet man das über die Bunchlänge gemittelte Dipohnoment (A. 23) für Chroma-
tizität null:

D(0) = 6* - a(9) . (3.126)

Das Dipolmoment wird am Ort #0 jeden Umlauf gemessen.
Da nach (3.98)

a(00 - 2rr - n) = T(27T • n)a(dQ)

ist. folgt, demnach für das gemessene Dipolmoment

D(00 4- 2T - n) = j? T(27m) - a(6»0) . (3.127)

Benutzt man die Ahnlichkeitstransformation (3.47), die A auf Diagonalgestalt transformiert

A=SD(ivj)S-1 mit detS = l ,

dann gilt
T(27rn) = SD(€2irnil>')S'1 . (3.128)

Wird nun mit einem Kicker auf den Bunch eine Kraft ausgeübt, die über die Bunchlänge
konstant ist. dann werden kohärente Dipolschwingungen angeregt, d.h. die Anfangsbedingung
lautet:

^(«o) = (1,0,0 ....... ,0) . (3.129)
/

In diesem speziellen Fall erhalt man also

oder insgesamt

= — a(ö0) (3.130)
2rr

-brSD(e2nnv')S-'ib . (3.131)

Unter der Annahme, daß nur die beiden Moden (777 = l, n = 0) (m = l, n = —1) koppeln und
der Tatsache, daß die Anteile mit (m = —1) nur das konjugiert komplexe zu den Termen mit
(m = 1) liefern, die der Einfachheit halber weggelassen werden, folgt

0
27m) = 1 0 )

wobei i/! bzw. i/2 die stromabhängigen Frequenzen der Eigenschwingungen sind. Die Vij
ergeben sich aus den Komponenten der Eigenvektoren zu v\. f 2 -
Eine genaue Kenntnis dieser Komponenten ist für das folgende unnötig.

Für Strom null gibt es keine Modenkopplung, und damit gilt für die Ahnlichkeitstransformation
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also
7-0 n — — l und 12 — 0 3.133

Für einen endlichen Strom wachsen die Außerdiagonalelemente an. da die Kopplungselemente

in A (Afjjo) nicnt mehr verschwinden.
Damit läßt sich Gleichung (3.132) wie folgt interpretieren.
Für einen kleinen Strom, d.h. für

U22

schwingt der Strahl mit der Betatronfrequenz:

(siehe Abbildung (3.9)a).
Der Anteil

£'22

wächst für größere Ströme an, und man erhält einen schwebungsähnlichen Zustand mit der
Grundfrequenz

und einer Schwebungsfrequenz

die dem halben Frequenzunterschied der beiden betrachteten Moden entspricht.
Mit zunehmenden Strom sollte die Schwebungsfrequenz abnehmen und die Schwebungsam-
plitude zunehmen. Dieses Verhalten ist in Abbildung (3.9) zu sehen.
Dieser am Speicherring PEP experimentell nachgewiesene Effekt [9] unterstreicht die Tatsa-

che, daß tatsächlich zwei Moden koppeln. Gut beobachtbar ist dieser Effekt nur dann, wenn
tatsächlich der Fundamentalmodus (n = 0) und der erste head-tail Modus (n — — 1) koppeln.
Im nächsten Abschnitt sollen nun diejenigen Effekte untersucht werden, die durch die Loka-

lisierung der Resonatoren hervorgerufen werden. Dabei wird sich herausstellen, in welcher
Weise die bisherigen Vereinfachungen zulässig sind.

3.8 Moden - Kopplungsinstabilität durch lokalisierte
Objekte

Effekte, die durch die Lokalisierung der Resonatoren hervorgerufen werden, treten am deut-
lichsten zu tage, wenn man annimmt, daß die Resonatoren punktförmig sind, d.h. die
Länge null besitzen. Deshalb wird zunächst ein Beschleuniger betrachtet, in dem N glei-
che p unk t for trüge Resonatoren äquidistant aufgestellt sind.
Im Anschluß daran werden die Änderungen der Effekte aufgrund der endlichen Länge der
Beschleunigungsstrecken untersucht.
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Abbildung; 3.9: Zeitabhängigkeit des transversalen Dipolmoments für unterschiedliche
Bunchströme: Der Fuudamentalmodus des Bunches wird mit einem Kicker angeregt, der ab
1 = 0 ausgeschaltet wird. Für einen kleineu Strom (I l L/, ^ 0-1 - I*h Schwellenstrom der Mo-
den-Kopplunesinstabilität) führt der Strahl gedämpfte kohärente Betatronschwinguiigen aus
(Abb. a)}. In der Nähe der Instabilitätsschwelle wird die Kopplung zwischen dem Fundamen-
talmodus und dem ersten head - tail Modus so stark, daß ein schwebuiigsähnlicher Zustand
auftritt. Die Schwebungsfrequenz, die dem halben Frequenzabstand der beiden koppelnden
Moden entspricht, nimmt mit steigendem Strom (Abb. b)-d}) ab und die Schwebungsampli-
tude zu.
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Abbildung 3.10: Der Modellbeschleuniger besteht aus N identischen punkt formige n (Länge
null) Resonatoren Rj. die äquidistant (Abstand A# = 2?r / A") aufgestellt sind.

3.8.1 Punktförmige Objekte : kohärente Synchro -Betatron Reso-
nanzen

Im folgenden wird der in Abbildung (3.10) gezeigte Modellbeschleuniger untersucht. Da
alle Resonatoren identisch und äquidistant aufgestellt sind, lautet die Transfermatrix TG des
gesamten Rings:

TG = TN . (3.134)

Die Stabilitätseigenschaften des Strahls sind demnach durch die der Matrix T gegeben, die
einen Abschnitt der Lange A# mit einem Resonator beschreibt.
Die Transfermatrix für einen Abschnitt ist durch (3.46) gegeben:

T- - ej.j

Dabei erhält man A aus (3.43

O

O

Die Matrix T besteht, aus zwei Anteilen:

1. einer Matrix, die den Abschnitt mit dem Resonator der Länge null beschreibt

-0) .

2. einer Matrix, die den Abschnitt der Länge A# ohne Resonator beschreibt

T(M = Q) ,

so daß für die Matrix T gilt

= T(M = 0) - T(<\9 = 0) (3.135)



Da die Matrixelemente A/^n^ proportional zum Kehrwert der Objektlänge A0 sind (vgl.
(3.36)), folgt für T(A# - Ö l

mat M = K •

Verschwindet, die Chromatizität, so ist nach (3.61)

U M
M = A' • -M -M

Mn = 0 für n > 2 .
und daraus leitet sich

ab.
Somit, gilt schließlich

T(A0 = 0) = l -- M .

Für die unter 2. angebene Matrix ergibt sich mit M = 0

TU/ =0) = exp{

Setzt man (3.139) und (3.140) in (3.135) ein, dann erhält man

I - M .

(3.136)

(3.137)

(3.138)

3.139)

(3.140)

(3.141)

Diese Gleichung wurde bereits in [22] hergeleitet, jedoch auf völlig anderem Wege.
Um sich darüber zu orientieren, welche Moden zuerst koppeln (kleinster Frequenzabstand).
ist es nützlich, das Frequenzspektrum für den ungestörten Fall (1=0) zu betrachten.
Für die Frequenzen gilt nach (3.141)

bzw. 3.142)
2?r
—
- *

Demnach beträgt der Frequenzunterschied zwischen zwei benachbarten Moden

N

Beachtet man. daß sich die Matrixelemente von \i um den Faktor ^ von denen in Abschnitt
3.7.1 unterscheiden, dann führt die Kopplung der Moden (m,n + l)(m,n-) zur üblichen Moden
- Kopplungsiiistabilität, die erwartungsgemäß in diesem Modell enthalten ist.
Darüberhinaus können aber auch andere Moden, koppeln. Dies wird deutlich, wenn man
annimmt, daß die Zahl der Resonatoren zwei ist,
Mit

- k + 8vß . l fc natürliche Zahl (3.143)
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folgt für die Frequenzen (3.142)

; / n =

Der Frequenzunterschied zwischen den Moden m, —r? und —m. n

kaiin insbesondere für

(3.144)

(3.145)

(3.146)

kleiner sein als der Synchrotrontune. so daß diese Moden für einen kleineren Strom als dem
üblichen Schwellenstrom (3.125) zu einer Instabilität koppeln können.
Um diese Instabilitäten näher untersuchen zu können, werden zwei Moden (lnk)( —11 j ) be-
trachtet und die Kopplung zu allen anderen Moden vernachlässigt.
Mit dieser Einschränkung errechnen sich die Eigenwerte von (3.141) für diese speziellen
Moden aus:

det(I A - T) = 0

= 0 (3.147
•2l

mit den Abkürzungen

Ml = Mlnk(t = 0 )

* •— 1t l > ^ /

= 0) • K
- 0) - K

Setzt man

sowie
— n

(3.143)

(3.149)

(3.150)

dann erhält man die Eigenwerte von (3.147) aus

+ (1 -- A/i)(l + A/2) + A/12M21 = 0 . (3.151)

Betrachtet man speziell / = —77. dann gilt wegen (3.53) für £ = 0

oder
/z2 - 2// (cosA^fz^ -- Af ) -f iA/sinA^(fd - AI/)) -f- l = 0 . (3.152)

Nach Gleichung (3.57) sind alle Matrixelemente für £ = 0 imaginär, so daß die Stabi-
litätsbedingung [/i < l mit Af = z'A/

Af si A//) < l (3.153)

lautet.
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Da die Matrixelemente klein gegen l sind, treten Instabilitäten nur in der Nähe von

AÖO/g -- Ai') = k • TT -- b mit \8\ l (3.154

auf. Für den Fall einer Instabilität erhält man

ScosA0(i/[3 — AI/) — MsinA0(z/ä -

:• l •: (3.155)

Die Instabilitätsbedingung lautet demnach mit A0 — ̂  und (3.150):

kN N c \6
+ n'i/3 6 ; I— < M < l

2 2?r 2
(3.156

wobei T? = —n' und ? = n' ist. Eine Relation, die in [24] auf anderem Wege gefunden wurde.
Gleichung (3.146) sowie (3.156) erinnern an die Bedingung für das Auftreten von Synchro-
Betatron Resonanzen [20]. Da die in (3.146) und (3.156) angegebenen Resonanzen zu
kohärenten Bewegungen führen, nennt man die damit verbundenen Instabilitäten kohärente
S ynchro- Betatron Resonanzen.
Man erhält also für ein Objekt Satellitenresonanzen in der Nahe jeder halben Zahl

n

und für zwei Objekte Satellitenresonanzen in der Nähe jeder ganzen Zahl

Vß == n -r m i/, .

Bis jetzt könnte der Eindruck entstehen, daß nur Moden (m, —n) bzw. ( — m, n) zu Resonanzen
führen. Daß dies nicht richtig ist, wird deutlich, wenn man das Eigenwertproblem (3.147)
für fi — exp(i A#(n 4- 0^) " -

= 0 (3.15'

in der Nähe der Resonanz (3.154) betrachtet und

mit

setzt. Dann gilt in linearer Näherung mit Mi =

8 - MI + x
M21

12

A/.

2-1,2 -
,
±\, - A/j 2 A/21 - (3.1581

Die beiden letzten Gleichungen erinnern an die entsprechenden Gleichungen (3.110) (3.111
für die Moden-Kopplung bei verteilten Objekten.
Wegen (3.113)

- Af^2 für n' — n ungerade
?Vf|2 für T?' — n gerade

M12 •
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Abbildung 3.11: Schematische Darstellung eines aus zwei punktformigen Resonatoren beste-
henden Beschleunigers; jeder der punktformigen Resonatoren repräsentiert jeweils 28 fünf-
und siebenzellige Resonatoren, deren Kick Parameter in Abb. (3.5) wiedergegeben sind.

koppeln diesmal aber entweder zwei gerade Moden (n und / gerade Zahlen) oder zwei ungerade
Moden zu einer Instabilität. Damit ist At/ (3.150) immer ein ganzzahliges Vielfaches des
Synchrotrontunes und die für den speziellen Fall der Kopplung der Moden (l, —n) und ( — l ,n)
hergeleitete Resonanzbedingung (3.154) bzw. (3.156) ist allgemein gültig.
We im Falle gleichmäßig verteilter Resonatoren kann eine Formel für den Schwellenstrom
hergeleitet werden (vgl. (3.125)}:

46 E/e
(3.159)

d.h. der Schwellenstrom nimmt linear mit dem Abstand S zur Satellitenfrequenz (3.156) zu.
Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zum Fall der gleichmäßig verteilten Resonatoren:

1. Der Schwellenstrom ist abhängig vom Betatrontune.

2. Da entweder zwei gerade bzw. zwei ungerade Moden zu einer resonanzartigen Instabi-
lität koppeln, gilt für alle beteiligten Matrixelemente

tnk n — l gerade Zahl ,

Nach Gleichung (3.94) sind damit alle Matrixelemente proportional zu k±:

und die Instabilitätsschwelle ist unabhängig von fcin .

(3.160)

M61

Zur Illustration obiger Ergebnisse wird der in Abbildung (3.11) dargestellte Modellbeschleu-
niger untersucht.
Dazu werden die Matrix T (3.141) für eine bestimmte Anzahl von Moden aufgestellt und
die Eigenwerte von T mit Hilfe eines Computerprogramnis berechnet. Bei der Untersuchung
werden alle azimutalen Moden von n — —2 bis n = 2 berücksichtigt.
Beachtet man. daß jeweils zwei gerade bzw. ungerade Moden zu einer Resonanz koppeln,
dann treten in diesem Fall Resonanzen in der Nahe folgender Werte des Überhangs des
Betatrontunes auf:
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! äi/ä

T-max 1TOS

0

; 0.2
'ys

4.2
— ^S '

13.9 ,

Tabelle 3.1: In der Nähe der in der oberen Zeile aufgeführten Werte des Überhangs des
Betatrontunes treten kohärente Synchro-Betatron Resonanzen auf. deren maximale Anwachs-
zeit en rmax in der unteren Zeile für einen Bunchstrom von l mA angegeben sind.

• 6vß % 0 koppelnde Modenpaare: (l,0,k) (-1.0,k"),

• 8vQ ^ v, koppelnde Modenpaare: (1,-1.0) (-1,1,0); (1-0,0) (-1.2.0) und

• 6vß ^2v3 koppelnde Modenpaare: (l.-2,0) (-1,2.0) .

Die Abbildung (3.12) zeigt die Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune und
Abbildung (3.13) entnimmt man Details der Resonanzstruktur wie Resonanzbreite und Form
der Resonanzkurve.
Neben der Resonanzbreite ist auch die Anwachszeit innerhalb des Resonanzbereiches wichtig,
da Resonanzen mit sehr großen Anwachszeiten ungefährlich sind. Diese Anwachsraten lassen
sich natürlich aus den Eigenwerten nutnerisch bestimmen.
Man kann sich einen Überblick über die maximalen Anwachszeiten verschaffen. Die An-
wachszeiten sind umgekehrt propotional zum Imaginärteil der Eigenfrequenzen, die sich aus
Gleichung (3.158) ergeben. Der maximale Wert des Imaginärteils ist

(Imz), (3.162)

Mit den in (3.94) angegebenen Matrixelementen und den in Abbildung (3.5) angegebenen
Werten der Kickpararneter lassen sich die maximalen Anwachszeiten berechnen (siehe Tabelle
(3.1)). Die Anwachsraten der Resonanzen niedriger Ordnung sind so groß, daß man sie
beobachten könnte. Allerdings sind diesen Resonanzen optische Resonanzen überlagert, so
daß man den Beschleuniger in der Nälie dieser Werte nicht betreiben kann.
Die Anwachszeiten der höheren Resonanzen liegen meistens über den charakteristischen
DämpfungsZeiten von Strahlungs- und Landaudärnpfung. so daß sie sich einer Beobachtung
entziehen.
Dieser Befund ist in Übereinstimmung mit dem Inhalt einer Arbeit i 23!, in der der spezielle
Fall eines punktförmigen Resonators bei Anwesenheit, von Strahlungsdämpfung untersucht
wurde.

3.8.2 Beschleunigungsstrecken endlicher Länge

Um den Effekt der endlichen Länge der Beschleunigungsstrecken zu untersuchen, wird ein
Speicherring mit zwei Resonatorstrecken der Lange A0, die symmetrisch angeordnet sind,
betrachtet (siehe Abbildung (3.14)).
Der Einfachheit halber wird angenommen, daß die Beschleunigungsstrecken aus jeweils N

gleichen Resonatoren bestehen.
Die Transfermatrix eines Resonators lautet:
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Abbildung 3.12: Abhängigkeit des Strahlstroms vom Betatrontune: Die Untersuchungen wur-
den für den in Abb. (3.11) gezeigten Beschleuniger durchgeführt. Da bei der Berechnung
sämtliche Eigenschwingungen bis , 'n j < 2 berücksichtigt wurden, treten kohärente Resonanzen
in der Nähe von 8v$ ~ n vs n £ {0.1,2} auf. Die schraffierten Flächen bezeichnen Bereiche,
in denen keine stabile Bewegung möglich ist. und die weißen Flächen stabile Bereiche. Ober-
halb von 12 mA setzt die übliche Moden - Kopplungsinstabilität ein. so daß oberhalb dieses
Wertes der Strahl instabil ist. Für Betatronwerte, die größer als 0.2 sind, erhält man das für
die übliche Moden - Kopplungsinstabilität typische Resultat, daß der Schwellenstrom vorn
Betatrontune unabhängig ist.
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Abbildung 3.13: Struktur der Resonanzen: Die in Abbildung (3.12) gezeigten Resonanzen
sind hier jede für sich hervorgehoben. Man erkennt deutlich die starke Abhängigkeit des
Schwellenstroms vom Betatrontune in der Nähe der ersten Satellitenfrequenz 6isp ^ -u, — 0.1.
Darüberhinaus zeigt sich an diesem Beispiel deutlich, daß die höheren Resonanzen erheblich
schmaler sind.
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Abbildung 3.14: Schematische Darstellung des Speicherrings mit zwei symmetrisch angeord-
neten Beschleunigungsstrecken der Lange A0. Jede der Beschleunigungsstrecken besteht aus
N identischen Resonatoren. Aufgrund der periodischen Änderung der Betafunktion inner-
halb der Beschleunigungsstrecken (siehe Abb. (3.15)) läßt, sich diese durch einen mittleren
Resonator der Länge A# beschreiben.

Die einzelnen Aj unterscheiden sich dann nur durch die unterschiedlichen Werte der Beta-
funktion d(Öj) . Dies hat zur Folge, daß die Matrizen Aj nicht vertauschbar sind oder

0 (3.163)

ist.
Deshalb gilt nach der Baker - Campbell - HausdorfF Formel [45] für die Transfermatrix einer
Beschleunigungsstrecke:

T = (3.164)

Dabei bezeichnet A#r die Länge eines Resonators, so daß

= N • (3.165)

erfüllt ist.
Da sich die Betafunktion periodisch über die Beschleunigungsstrecke ändert (siehe Abbildung
(3.15)), heben sich viele Terme in der Kommutator-Summe auf. so daß die Korrekturen durch
die Kommutatoren in der Regel klein sind und vernachlässigt werden können (siehe Anhang
A.4.4). Deshalb gilt in guter Näherung

r = T•L N • (3.166)

Dieses Ergebnis kann so interpretiert werden, daß sich die JV" Resonatoren durch einen mitt-
leren Resonator der Länge A# ersetzen lassen.
Diese gute Näherung wird im weiteren benutzt.
In Abschnitt (3.8,1) wurde gezeigt, daß die Moden (1 .— n.k) und ( — l ,n . fc) zu kohärenten
Resonanzen in der Nähe von

z/j = k -H nt/,

führen.
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Abbildung 3.15: Periodische Änderung der Betafunktion innerhalb einer Beschleunigungs-
strecke

Betrachtet man die Bewegungsgleichungen dieser beiden Moden (siehe (3.35)) und ver-
nachlässigt die Kopplung an die anderen Moden, dann gilt

(3.16'

wobei folgende Abkürzungen eingeführt wurden

M =
0

für 0 <
sonst

mit Periode TT

Aus den beiden Gleichungen (3.167) lassen sich folgende zwei Differentialgleichungen gewin-
nen:

+ = 0 k

mit (3.168)

Diese Gleichungen sind so zu deuten:

1. Die at führen Betatronschwingungen aus: im Falle ohne Störung mit dem Tune i/o-

2. Die Beschleunigungsstrecken wirken auf die Eigenschwingungen des Bunches (1/3 -j- TJI/S)
wie fokussierende bzw. defokussiereiide Ouadmpole ein. die einen ''Tune - shirV von

M

A0

verursachen. Da der "Tune - shift" sehr klein ist. ändert sich die durch i/0 angegebene
Größe der Fokussieruiig nur sehr wenig.
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"Cnter der Amiahme. daß die Längen der Beschleunigungsstrecken sehr kurz sind (ge-
nauer A# —> Q), wirken sie periodisch (mit der Periode TT) auf die Betatronschwingungen
o.fc ein und das "Frequeazspektrum" der Anregung besitzt gleich große Fourierkompo-
nenten in der Nähe jeder ganzen Zahl. Damit bestimmt nur noch der Überhang 8 des
Betatrontunes

VQ = k 4- £

die Stärke der Fokussierung. Ist der Überhang kleiner als der "Tune - stuft"* der Be-
schleunigungsstrecken, so wird die Fokussierung der Schwingung a*, aufgehoben, so daß
keine periodische Bewegung sondern eine exponentiell anwachsende und eine exponen-
tiell gedämpfte Bewegung vorliegt. Die Instabilitätsbedingung lautet also

i/o = fc + 6 ~ k -t- nvs

< Af

Diese Relation stimmt mit der Instabilitätsbdedingung (3.156) für AT = 2 überein,
Die kohärenten Synchro-Betatron Resonanzen werden also durch den Verlust der Fo-
kussierung der Schwingungen a^ verursacht. Der dafür verantwortliche "Tune - shift'"
ist proportional zu einem Matrixelement A/"j£. Dieses beschreibt die Frequenzverschie-
bung eines Schwingungsmodus und ist demnach proportional zu & _ [ _ • Deshalb ist es
nicht verwunderlich, daß die Instabüitätsschwelle (3.159) nur von k± und nicht von k\\
abhängt.

Die Interpretation der Gleichung (3.168) legt nahe, die Lösung von (3.168) für A# ^ 0 im
Formalismus von Transfermatrizen zu beschreiben. Einzelheiten findet man im Anhang A.4.
Die wesentlichen Ergebnisse sollen hier angegeben und diskutiert werden.
Wenn man die Transfermatrix für einen halben Umlauf mit T^ bezeichnet, gilt aufgrund der
Symmetrie der Anordnung für die Matrix des gesamten Ringes T^

T-> = T2 (3 1691-*• ^7T 1" * l V* i V*7 ]

Damit sind die Stabilitätseigenschaften von T2n. durch die von T* eindeutig bestimmt.
Da die Transfermatrix Tv die Determinante l besitzt, sind deren Eigenwerte durch die Spur
von Tf festgelegt.
Die Stabilitätsbedingung A z [ < 1. wobei A^ Eigenwert von T* ist, ist dann zu folgender
Ungleichung äquivalent:

Stabilität •: < l (3.170)

In diesem Fall gilt (siehe Anhang A.4 (A.96))

COSfo(7T — COS V 1'
.A/ ^a~ V Q

M
- (3.171

Aus dieser Gleichung läßt sich die Resonanzbediiigungen für zwei punktförmige Resonatoren
wiedergewinnen, wenn man den Grenzfall A# — * 0 betrachtet (vgl. (3.153) für N = 2):

cos i/o n — Msiui/oTT < l
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Daraus leitet sich mit (3.168) die Resonanzbedingung

j/6 tz k ->- nvs

ab.
Um den allgemeinen Fall &.Q ^ 0 zu untersuchen, ist, es günstig, eine Größe x einzuführen:

x = A# - VQ , (3.172)

Im folgenden wird angenommen, daß x wesentlich größer als die Matrixelemente M ist:

x > 2AJ . (3.173)

Diese Bedingung stellt keine starke Einschränkung dar. weil die Matrixelemente in der Re-
gel klein gegen eins sind, insbesondere in dem hier interessierenden Fall resonanzähnlicher
Instabilitäten bei kleinen Strömen.
Mit

i/o = n + £ ; \6\

läßt sich die Spur (3.171) mit Hilfe von (3.173) vereinfachen (siehe (A.104)):

2
1 / M

TT + M] -
2 l x

- x (3.174)

Die Ausdrücke der Spuren für Beschleunigungsstrecken endlicher Länge (A# ^ 0) (3.174)
und für punktiörmige Beschleunigungsstrecken (A# = 0) erlauben die Berechnung

bzw.

1. der Resonanzbreiten

und

2. der maximalen Anwachszeiten

Mit den in Anhang A.4 angegebenen Resultaten lassen sich die Verhältnisse dieser Größen
berechnen:

B sin(x - M)

rnax ,&0=

M]

Diesen Gleichungen ist zu entnehmen, daß die Resonanzen für

sin(,r 4- M) = 0

also für
,r zz n • TT

(da M « l ist) besonders stark unterdrückt werden.

(3.175)

(3.176)

(3.177)



Eine Unterdrückung findet, aber auf jeden Fall immer für

U79)

statt. Mit (3.173) gilt also

maximale Unterdrückung: A# • VQ — n • TT
Unterdrückung für: A# • v$ > l .

Diese Bedingung wurde in i24i numerisch gefunden.

Resultate für den Speicherring PETRA

Für den Speicherring PETRA erhält man mit i/p = 20 sowie /? =s 350m (mittlerer Ma-
schinenradius) für die minimale Länge der Beschleunigungsstrecke, von welcher an eine Un-
terdrückung der Resonanzen stattfindet

R
L ~ — = l t .5 m .

Abbildung (3.16) zeigt die Abhängigkeit des Schwellenstroms für verschiedene Längen der
Beschleunigungsstreckeii.
Die Beschleunigungsstrecken im Speicherring PETRA haben in etwa einen Lange von 85 m,
d.h. x = ITT.
Der Abbildung (3.16d) entnimmt man, daß in PETRA oberhalb der ersten Satellitenfrequenz
(&VQ > t/s) die Resonanzen so stark unterdrückt werden, daß sie nahezu verschwinden.
Betrachtet man die Tabelle (3.1), dann ergibt sich mit (3.175) für x — ^TT für die Resonanz
bei 6v& % 2iA, eine maximale Anwachszeit von ca. 66 ms pro Milliampere. Dieser Wert Hegt
deutlich über dem der Dämpfungszeiten von Strahlungs- und Landaudampfung.
Insofern ist es verständlich, daß kohärente Synchro - Betatron Resonanzen bisher nicht be-
obachtet wurden.

Zusammenfassung

Für die üblicherweise auftretenden Betatronwerte (v$ > n -r v,) kann die Lokalisierung der
Resonatoren vernachlässigt werden und deshalb z.B. der Sehwellenstrom mit Hilfe von Glei-
chung (3.125) berechnet werden kann.
Dieser Sachverhalt widerlegt die Vermutung, daß die Lokalisierung die Unterschiede zwischen
den bisherigen Voraussagen und den experimentellen Ergebnissen reduzieren könne.
Nach den strukturellen Untersuchungen der vorigen Abschnitte wird sich nun im nächsten
Abschnitt, der zentralen Frage zugewendet, ob die Moden-Kopplungsinstabilität durch ein
geeignetes RückkopplungsSystem kompensiert werden kann.
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Abbildung 3.16: Schwellenstrom als Funktion des Betatrontune für unterschiedliche Längen
der B es chleunigungss trecken: Die Untersuchungen wurden an dem in Abb. (3.14) dargestell-
ten Modellbeschleuniger durchgeführt. Jede Beschleunigungsstrecke representiert in diesem
Falle jeweils 28 fünf- und siebenzellige Resonatoren. Die Berechnungen wurden für folgende
Parameter durchgeführt: t/5 = 0.1, E — ~GeV , er. ~ 1cm. Der Tabelle entnimmt man die
Beziehungen zwischen den Werten x — A# • Vß und der Länge der Beschleunigungsstrecke
^Objekt (&Q = Lobjckt / R » R = 350m mittlerer Maschineiiradius). Wie auch in Abbildung
(3.12) bezeichnen die schraffierten Flächen instabile und die weißen stabile Bereiche. Abbil-
dung a) zeigt, daß für .r < l sich die Beschleunigungsstrecken wie punktförmige Resonatoren
verhalten (vgl. Abb. 3.12). Die Abbildungen c) und e) geben die starke Unterdrückung
der Resonanzen für .r — mr wieder. Für die Länge der Beschleunigungsstrecken in PETRA
(j1 ^ 3 /2 r r ) Abbildung d) erkennt man eine deutliche Unterdrückung der Resonanzen ober-
halb der ersten Satellitenfrequenz.
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Kapitel 4

Kompensation der transversalen
Moden - Kopplungsinstabilität durch
Rückkopplungssysteme

Viele Instabilitäten, die durch die Wechselwirkung des Strahls mit der metallischen Umge-
bung verursacht werden, konnten, nachdem der Instabilitätsmechanismus bekannt war. durch
geeignete Maßnahmen erfolgreich bekämpft werden.
Eine Methode zur Stabilisierung des Strahls, die zwar technisch aufwendig ist, besteht im
Einsatz von Rückkopplungssystemen,
In Abbildung (4.1) ist der Aufbau eines Riickkopplungssystems vereinfacht dargestellt.
Auch im Falle der Moden - Kopplungsinstabilität wurde vorgeschlagen, mit Hilfe eines Rück-
kopplungssystems die Instabilität zu kompensieren.
Dabei kann man im Prinzip zwei Wege einschlagen:

1. Man kann versuchen, den instabilen Modus so stark zu dämpfen, so daß dieser Modus
nicht mehr anwächst. Ein derartiges System ist unter der Bezeichnung resistives Rück-
kopplungssystem bekannt.

2. Man kann daran denken, durch ein Rückkopplungssystem den Frequenzabstand der
beiden zur Instabilität koppelnden Moden zu vergrößern (siehe auch Abbildung (4 .2 ) ) .
Ein solches System nennt man reaktives Rückkopplung s System.

Erste theoretische Untersuchungen zeigten, daß ein resistives Rückkopplungssystem nicht zur
Stabilisierung des Strahls führt [29l.
Ein reaktives Rückkopplungssystem wurde zuerst mit Hilfe des Zweiteilchen-Modells [28j und
später im Rahmen des Vlasov-Gleichungsformalismus .291 untersucht. In beiden Arbeiten
wurde angenommen, daß die Lokalisierung sowohl der Resonatoren als auch des Rückkopp-
lungssystems nicht berücksichtigt werden muß.
Das Ergebnis dieser Untersuchungen war, daß der Schwellenstrom der Moden - Kopplungsin-
stabilität mit Hilfe eines reaktiven Rückkoppluiigssystem um den Faktor 2 - 4 erhöht werden
kann (siehe Abbildung (4.2)).
Die Effekte der Lokalisierung des Rückkopplungssystems wurden daraufhin innerhalb einer
Mehrteilchensimulation untersucht und es stellte sich heraus, daß das reaktive System nur
unter stark eingeschränkten Bedingungen den gewünschten Effekt erzielt und im allgemeinen
sogar den Schwellenstrom reduziert.



Abbildung 4.1: Vereinfachte Darstellung der Wirkungsweise eines Rückkopplungssystems:
Das Schwingungssignal des Strahls wird mittels eines Monitors (pick-up)(PU) erfaßt und
verstärkt (A). Nach geeigneter Phasendrehung (PS) wird eine Ablenkeinheit (Resonator oder
Kicker )(K). die auf den Strahl zurückwirken kann, mit diesem Signal moduliert. Diese
Rückkopplungsschleife (closed loop) führt zu einer Dämpfung der Strahlschwingung
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Abbildung 4.2: Vereinfachte Darstellung der Wirkungsweise eines reaktiven Rückkopplungs-
systems: Abbildung a) zeigt die Moden-Kopplungsinstabilität ohne Rückkopplungssystem;
Abbildung b) zeigt einen Speicherring mit einem idealen reaktiven Rückkopplungssystem des
Typs A: das Rückkopplungssystem ist in der Lage den Abstand zwischen dem Fundamen-
talmodus n ~ 0 und dem ersten head-tail Modus n = —l zu vergrößern. Da der Fundamen-
talmodus auch mit dem Modus n — l koppeln kann, darf die Vergrößerung des Ab Standes
den Wert des Synchrotrontunes nicht überschreiten. Damit kann mit dem System Typ A eine
maximale Erhöhung des Schwellenstroms um den Faktor 2 erzielt, werden (40mA /23mA).
Abbildung c) zeigt die Wirkung eines idealen reaktiven RückkopplungsSystems vom Typ B:
Die Frequenz des Fundamentalmodus wird so weit abgesenkt, daß sie unterhalb der des er-
sten head-tail Modus liegt. Da im Falle der üblichen Modenkopplung nur ein gerader und
ein ungerader Modus zu einer Instabilität koppeln, führt die weitere Absenkung der Frequenz
durch die Wechselwirkung des Bunches mit der Umgebung nicht zu einer Instabilität durch
Kopplung der Moden n = 0 und n = — 2. Es kommt vielmehr zu einer Art Reflexion des
Modus n = 0 am Modus n = — 2 und erst danach koppelt einer der "reflektierten" Moden
mit, dem Modus n — —l, so daß sich eine Erhöhung des Schwelleustroms um den Faktor 4
ergibt (85m.4/23m.4). r„



Die Vermutung liest nun nahe, daß die Lokalisierung des Rückkopplungssystems eine wesent-

liche Rolle spielt.
Der in Kapitel 3 entwickelte Formalismus für lokalisierte Hochfrequenzelemente soll nun
herangezogen werden, um den Einfluß eines Rückkopplungssystems auf die transversale Mo-
den - Kopplungsinstabilität zu untersuchen.

4.1 Vorbemerkungen zum Rückkopplungssystem

Um den Strahl zu stabilisieren, wäre es ideal, wenn man die Wirkung der Resonatoren auf
die einzelnen Eigenschwingungen des Bunches kompensieren könnte.
Zu einer solchen Kompensation benötigt man aber ein Rückkopplungssystem, das in der Lage
ist. auf alle internen Schwingungsmoden des Bunches einzuwirken. Die üblichen Ablenkein-
heiten (Resonatoren oder Kicker) sind aber im allgemeinen zu langsam, um auf interne Moden
einwirken zu können, so daß in der Regel nur der Fundamentalmodus beeinflußt wird.
Um den Fundamentalrnodus anzuregen, muß der Kicker lediglich ein über die Bunchlange
konstante Kraft ausüben. Die Länge des Kicherimpulses orientiert sich an typischen Bun-
chabständen in Elektron - Positron Speicherringen und beträgt bei großen S p ei eher ringen
einige Mikrosekunden. Damit muß das Rückkopplungssystem im Frequenzbereich in etwa
eine Bandbreite von einigen IQQkHz besitzen. Solche Systeme existieren und sind erprobt.
Interne Schwingungen des Bunches können nur beeinflußt werden, wenn das Kickerfeld inner-
halb eines Bunches hinreichend schnell variiert. Bei den kurzen Bunchlängen von Elektronen
bzw. Positronen (typisch einige Zentimeter) benötigt man dazu Frequenzen im Gigahertz
Bereich, Kicker mit einer derart hohen Grundfrequenz und einer Bandbreite von von einigen
hundert Kilohertz sind bisher nicht gebaut worden und erfordern hohen technischen Aufwand.
Deshalb wird im folgenden davon ausgegangen, daß der Kicker eine über die Bunchlange
konstante Kraft ausübt.
Da der Kicker nur auf den Fundamentalmodus einwirken kann, erscheint es sinnvoll, bezüglich
der Signalerfassung auch nur das über die Bunchlange gemittelte Dipolmoment zu messen
und auf ein aufwendiges Verfahren zur Erfassung interner Schwingungen zu verzichten.
Ein Verständnis der Wirkungsweise dieses Rückkopplungssystems gewinnt man zunächst,
wenn man die Modenkopplung vernachlässigt.

4.1.1 Rückkopplungssystem ohne Störung

Zuerst wird der Fall betrachtet, daß der Bunch transversale Dipolschvangungen ausführt,
wobei die Bewegung durch die Koordinate x beschrieben wird. Dann gilt

x" -r v'lx = 0 . (4.1)

Bekanntlich läßt sich die Bewegung in x durch Transfermatrizen beschreiben (siehe Anhang
A.4), d.h. die Änderung der Schwingung zwischen Punkt l und 2 erhält man aus:

T'21 == ' -:~ - / n " '> COS M #2 -

Der Aufbau des Rückkopplungssystems ist in Abbildung (4.3) schematisch dargestellt.
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Umlaufrichtung

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Rückkopplungssystems: der Kicker ist mit K
der Monitor mit P bezeichnet;

Startet man direkt hinter dem Kicker, dann wird bei Erreichen des Monitors das Dipolmo-
ment erfaßt und zum Zeitpunkt, an dem die Teilchen den Kicker erreichen, entsprechend dem

gemessenen Dipolmoment auf den Strahl eingewirkt.
Da der Kicker verglichen mit der Betatronwellenlänge (A = 2s») kurz ist, erzeugt er eine

Änderung von z', die proportional zur Amplitude am Ort des Monitors ist:

= VK- +
O 0 yP (4.2)

wobei mit K""1" bzw. K die Koordinaten unmittelbar nach bzw. vor dem Kicker bezeichnet
werden.
Die Koordinaten am Ort des Monitors und am Ort des Kickers sind durch

yp =

verknüpft, und damit erhält man

(4.3)

(4.4)

mit

A" =
0 0
1 0

Definiert man die Matrix des Rückkopplungssystems durch

-•f-FB — l, L~ T1""!+ K h. 1PK (4.5)

und ist TQ die Transfermatrix für die Bewegung unmittelbar hinter dem Kicker bis unmittelbar
vor dem Kicker, dann lautet die Transfermatrix für einen Umlauf

T — IV R - Tn- * - - A J T ± J J - U * iT-uj

Die Stabilität der Bewegung ist wiederum durch die Eigenwerte von T bestimmt und diese
ergeben sich aus

L., = isP(T) ± J(isP(D) - d e t r . (4.7)
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Für die Spur und die Determinante von T folgt in diesem Fall (siehe Anhang A.4):

detT = detJ>B = l + k

und

12

2 ' 2

Setzt man die Umlaufsmatrix

kK TKP) = * ,__!- __ (
•7

(4.8)

(4.9)

cos
cos

in die Gleichungen (4.9) und (4.8) ein. dann erhält man

detT — l - - sin &
v

-SpfT) = cos27ri/ + — s i n 7 T
2 1v

-

(4.10)

(4.11)

An dieser Stelle wird es möglich Reaktivität und Resistivität zu definieren:

1. reaktives Rückkopplungssystem:

detT = 1 => SPK • v ~ m • TT •4.12)

Die Betatronphase zwischen Monitor P und Kicker A" muß also ein ganzzahliges Viel-
faches von TT sein.

Damit erhält man für die Spur

-Sp(T) =

Da der Rückkopplungsparameter k im allgemeinen klein gegen den Betatrontune v ist,
ergibt sich für den Wert der Spur in guter Näherung

-1)™ -sin2

Die Eigenwerte lauten demnach

mit
*>._, / i \

d.h. das Rückkopplungssystem führt wie gewünscht nur zu einer Frequenzverschiebuiig.

2. resistives Rückkopplungssystem: Jedes Rückkopplungssystem, das zu einer Dämpfung
der Schwingungsamplitude x führt, nennt man resistives Rückkopplungssystem.

Für den Fall das

^Sp(T) } - detJ < 0
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gilt, errechnet man für den Betrag der Eigenwerte A1>:

i A! o i — VdetT = \l - -sinöpA'^ •
V v

Ist
fe
— smvpKi; > 0 .
v

dann wird die Schwingung gedämpft und die maximale Dämpfung wird im Falle von

m + l
= l =-

erzielt.
Ein resistives Rückkopplungssystem mit maximaler Dämpfung liegt also vor, wenn der
Betatronphasenvorschub zwischen Monitor und Kicker gerade ein ungerades Vielfaches
von | ist.

Damit ist die Wirkungsweise eines Rückkopplungssystems für ungestörte Dipolschwingun-
gen bekannt. Ein geeignet gewählter Betatronphasenvorschub zwischen Monitor und Kicker
erlaubt die Schwingungen zu dämpfen oder in der Frequenz zu verschieben.

4.1.2 Rückkopplungssystem mit mehreren Störungen

Bisher wurde der Einfluß eines Rückkopplungssystems auf ungestörte transversale Dipol-
schwingungen bei Vernachlässigung der Modenkopplung untersucht.
Die Wechselwirkung des Bunches mit seiner metallischen Umgebung soll vereinfacht ein-
geführt werden.
Da ein Resonator ähnlich wie ein Quadrupol wirkt (vgl. Abschnitt 3.8.2), wird die Wechsel-
wirkung als quadrupolartige Störung eingebaut.
Die Gleichung eines Störquadrupols lautet (siehe Anhang A. 4):

= l - (4.13)
y L. i i

Es gibt zwei prinzipiell verschiedene Möglichkeiten den "Quadrupel'' einzubauen:

a) zwischen Kicker und Monitor (siehe Abbildung (4.4)) Durch den Einbau des "'Ouadru-
pols" ändert sich nur die Matrix TKP- Berechnet man Spur und Determinante, dann
erhält man (siehe Anhang A.4):

C k 1 1 C \) = cos27Tf + - - sin27Tf + - ( - sin#A-_pi; + -- s\.n&KCv sin^cp^ l (4.14)

2 ' 1v 2 V v v1

und
detT = l -- '-sin$PKv . (4-15)

z/

Soixdt wird die Determinante durch den Einbau der Störung nicht geändert.
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Umlauf-
richtung

Abbildung 4.4: Eine quadrupolartige Störung durch einen Resonator kann auf zwei ver-
schiedene Arten eingebaut werden: Fall a) zwischen Kicker und Monitor (Abb. a)); Fall b)
zwischen Monitor und Kicker (Abb. b)).

b) zwischen Monitor und Kicker (siehe Abbildung (4.4)). In diesem Fall ändert sich nur
die Matrix TPK Die Berechnung von Spur und Determinante führt zu:

detT ~

-Sp(T) = cos 2irv -f-

(4.16)

(4.17)

In beiden Fällen fuhrt der Einbau eines Störquadrupols zur Änderung der Spur oder mit
anderen Worten zu einer für einen Quadrupol typischen Frequenzverschiebung:

C
4m/

Weiterhin erhält man einen Term, der die Wirkung des ''Ouadrupols" und des Rückkopp-
lungssystems koppelt, z.B.

Ck

Für bestimmte Abstände zwischen Kicker und "Quadrupol" verschwinden diese Tenne:

= rn ~ rn (4. IS

In beiden Fällen erhält man dann den ungestörten Fall, der in Abschnitt (4.1.1) behandelt.
wurde, mit der zusätzlichen Frequenzverschiebung durch den "Quadrupel".
Die Bedingung (4.18) ist ein erster Hinweis darauf, daß die Wirkung des Rückkopplung s -
Systems im Falle eines lokalisierten Störquadrupols entweder stark vom Betatrontune oder

anders ausgedrückt, vom Abstand zwischen "Quadrupel" und Kicker abhängt. Auf diesen
Punkt wird im Abschnitt (4.2) näher eingegangen.
Üblicherweise befinden sich in einem Speicherring nicht nur ein Resonator sondern mehrere.
Diese werden durch mehrere Störquadrupole representiert.
Die Effekte vieler Störungen können sich aufsummieren aber auch gegenseitig aufheben, da
die einzelnen Tenne mit Winkelfunktionen gewichtet werden.
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Um diese Frage zu klären, kann man den Fall a) und b) dahingehend abändern, daß man statt
eines Resonators der Stärke C N "Quadrupole" der Stärke G/A" in dem jeweiligen Abschnitt
einbaut.
Ein System dieser Art läßt sich näherungsweise untersuchen, mit dein Ergebnis, daß sich die
Wirkungen der einzelnen "Quadrupole" nicht aufheben (siehe Anhang A. 4. 3).
Für den Fall b), daß die Störungen zwischen Monitor und Kicker einbaut werden, erhält man.
falls die Reaktivitätsbedingung (4.12) benutzt wird.

Ck
detT = l + (-l)mr-j - (4.19)

2i/*

Im Falle von N Störungen führt die übliche Reaktivitätsbedingung

&PK • v — m • TT

nicht mehr zu
detT = l ,

d.h. das Rückkopplungssystem ist nicht mehr reaktiv.
Die Ursache dafür ist, daß die im Falle b) zwischen Monitor und Kicker eingebauten "Quadru-
pole'7 einen "Tune - shift" bewirken, so daß der Betatrontune und damit der Phasenvorschub
zwischen Monitor und Kicker geändert wird.
Natürlich kann man die Bedingung (4.12) so abändern, daß wieder detT = l gilt. z.B. im
Fall b) für N "Quadrupole" (siehe Anhang AAS):

C C
0 = sin#pKf - ~ cos0pK^ ^ sin(OpKV - — ) - (4.20)

Dabei beschreibt, C die Kickstärke der "Quadrupole".
Da die Kickstärke mit dem Bunchstrom wächst, bedeutet die Bedingung (4.20), daß in
Abhängigkeit vorn Bunchstrom entweder der Abstand zwischen Monitor und Kicker oder der
Betatrontune geändert werden muß.
Die erste Forderung kann sicherlich nicht erfüllt werden, da der Abstand zwischen Monitor
und Kicker stets konstant ist.
Die alternative Forderung hätte zur Folge, daß das Rückkopplungssystem nur für ganz be-
stimmte Werte des Betatrontunes funktioniert. Wünschenswert ist dagegen eine weitgehende
Unabhängigkeit der Wirkung des Rückkopplungssystems vom Betatrontune.
Dieses Problem läßt sich mit einem in [28] [29] angegebenen Verfahren lösen. Statt eines
Monitors benutzt man zwei und überlagert die Signale der Monitore in geeigneter Weise, um
zum einen die gewünschte Frequenzverschiebung zu erzielen und zum anderen die Reakti-
vitätsbedingung detT = l einzuhalten. Die Idee dieses Verfahrens besteht darin, einen zwei-
ten Rückkopplungsparameter k' einzuführen, der so justiert wird, daß man das gewünschte
Ergebnis erhält. In Abschnitt 4.2. wird auf dieses Verfahren noch naher eingegangen.

Damit ist die Wirkung des Rückkopplungssystems auf den Fundamentalmodus prinzipiell
beschrieben.
Es soll jetzt in vereinfachter Form der
Einfluß der Modenkopplung
untersucht werden.
Dabei wird davon ausgegangen, daß die Resonatoren gleichmäßig um den Ring verteilt sind,
so daß die in Abschnitt 3.7.1 angegebenen Gleichungen benutzt werden können.
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Es wird weiterhin angenommen, daß die Wirkung des Rückkopplungssystems durch eine ent-
sprechende Änderung des Matrixelement des Fundamentalmodus M^o berücksichtigt werden
kann.
Der resistive Anteil des Rückkopplungssystems wird durch einen Imaginärteil 6fß und der
reaktive Anteil durch einen Realteil A^FS beschrieben (vgl. [29]).
Damit erhält man die Eigenfrequenzen gemäß Gleichung (3.114) aus

K Af2 -

Zuerst wird die Wirkung eines resistiven Rückkopplungssystems 6pß -£ 0 untersucht.
Für einen sehr kleinen Strom sind die Matrixelemente ebenfalls sehr klein, so daß der erste
Term in der Wurzel wesentlich größer als der zweite ist. Entwickelt man in diesem Fall die
Wurzel, dann folgt

= VB 4- A M!

v2 =

Somit gilt nach (3.102):

, + K(Ml - i6FB)

,,,,
A A/2

, ~, . f(i/t -r A(A/i -- M2

+ K(Ml -- M.) +

lmi/i < 0

Imt/2 > 0

-- Af3)

Stabilität
Instabilität

4.22

Dies weist daraufhin, daß im Falle der Modenkopplung die Dämpfung des einen Modus durch
die Kopplung in eine Anregung des anderen Modus verwandelt wird.
Damit erscheint eine Stabilisierung des Strahls mit einem resistiven Rückkopplung s System
nicht möglich zu sein.
Für ein reaktives Rückkopplungssystem (&FB — 0) läßt sich Gleichung (4.21) so deuten, daß
die Wirkung des Rückkopplungssystems in einer Ersetzung des Synchrotrontunes durch

besteht. Damit ist man in der Lage den Synchrotrontune künstlich zu vergrößern oder zu
verkleinern und damit entsprechend den Schwellenstrom zu erhöhen (vgl. Abbildung (4.2)).
Ein reaktives Rückkopplungssystem führt also in dieser Näherung zu einer Vergrößerung der
Instabili t ätssch welle.
Abschließende Bemerkungen
Die in Abschnitt 4.1 durchgeführten Untersuchungen zeigen schon Möglichkeiten und Schwie-

rigkeiten bei der Kompensation der Moden-Kopplungsinstabilität mit Hilfe eines Rückkopp-
lungssystems auf.
Ein resistives Rückkopplungssystem scheint nicht in der Lage zu sein, den Strahl zu stabili-
sieren.
Mit einem reaktiven Rückkopplungssystem ist es vielleicht möglich den Schwellenstrom zu
erhöhen. Allerdings wurde diese Aussage unter stark vereinfachenden Annahmen gewonnen.
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1. Es wurde dabei weder die Lokalisierung des Rückkopplungssystems noch der Resona-
toren berücksichtigt.

2. Die Wirkung des Rückkopplungssystems wurde einfach in Form einer Änderung des
Matrixelementes MQQQ eingeführt.

Diese vereinfachenden Annahmen werden im nächsten Abschnitt fallengelassen und eine
gründliche Untersuchung des Rückkopplungssystems vorgenommen.

4.2 Modenkopplung mit Dipol - Rückkopplungssystem

Das Dipol - Rückkopplungssystem soll im Rahmen des Transfermatrizenformalismus behan-

delt werden.
Deshalb wird zunächst die Transfermatrix des Rückkopplungssystem angegeben.
Da der allgemeine Fall eines Rückkopplungssystem mit vielen Resonatoren bei Betrachtung
einiger Moden des Bunches nur numerisch untersucht werden kann, wird in Abschnitt 4.2.2
ein einfacher Fall so weit wie möglich analytisch untersucht und in passender Art erweitert,

um den allgemeinen Fall zu beschreiben.
In Abschnitt 4.3 wird der allgemeine Fall numerisch untersucht und die Abhängigkeit der
Wirkung des Rückkopplungssystems von wichtigen Maschinenparametern angegeben.
Die mathematischen Umformungen sind im wesentlichen in Anhängen aufgeführt und im
folgenden werden nur die wichtigsten Ergebnisse diskutiert.

4.2.1 Transfermatrix des Dipol - Rückkopplungssystems

In Anwesenheit des Kickers eines Rückkopplungssystems ändert sich der Kraftterm in der
Vlasov - Gleichung (3.23). Zu dem üblichen Term F\u\t man eine weitere Kraft FK,
die über die Bunchlänge konstant ist und nicht von der Verteilung u abhängt.
Die Vlasov - Gleichung mit Kicker wird nun in ein System von gewöhnlichen Differentialglei-
chungen überführt (vgl. Abschnitt 3.4) mit dem Ergebnis (siehe Anhang A.5):

da(9)

' de (4.24)

Diese Gleichung wird für den Teil des Ringes gelöst, in dem der Kicker steht. Ahnlich wie
im Falle eines Resonators ändert sich die Betafunktion praktisch nicht über die Kickerlänge
und da außerdem am Ort des Kickers kein Resonator steht, d.h. dort gilt

rm'n' k'
-/W_ — U .

ist die Matrix A unabhängig von 9. Damit kann Gleichung (4.24) integriert werden:

dtf (4.25)

Im allgemeinen ist die Kickerlänge klein gegen die Betatronwelleiilänge, so daß die Annahme
-* 0 eine sehr gute Näherung darstellt. Folglich ändert sich der Zustandsvektor gemäß

:r/ /l4- \ d~ \. f A rtr* \t ) — Q>("i ) + K . (4.J6)
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wobei

k J/3(0K ) KFB ( . - . , - ~ i~n' ^W(m'f)- . ..) (siehe Anhang A.5)
0* Ort unmittelbar hinter dem Kicker
0~ Ort unmittelbar vor dem Kicker

ist.
Da die Kraft des Kickers proportional zum. mittleren Dipolmoment am Ort des Monitors ist
und dieses durch

D(0) = & .a(9)

gegeben ist (A.23), gilt

FK = k -

Damit folgt aus (4.26)

= k •

kFBkQ a

(4.27)

(4.28)

mit

kFB = 2 7 T 2 .
m' i~n'

a

Der Term

kann in folgende Form überführt werden (siehe Anhang A. 5):

und dabei ist

(4.29)

(4.30)
rrn'n'lf1 \' f f l • « — r,' T l <* ^ -r , <S ,

* I / ,^>_ ' \ i ,^V\ a ÖL

Die Kickmatrix JC besitzt für verschwindende Chromatizität eine besonders einfache Form:

= n
mnk

im' für r? = n' = 0 k = k' = 0
0 sonst

Aus (4.29) und (4.28) folgt

Sei TPA- di^ Transfermatrix zwischen Monitor und Kicker, dann gilt

also

Definiert man nun die Transfermatrix des Rückkopplungssystems durch

TFB = l 4-
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(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



Pi K

Umlaufrichtung

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung des Modellbeschleunigers: der Kicker ist mit K. die
Monitore mit Pi.P^} und der Resonator mit G bezeichnet

dann verändert das Rückkopplungssystem den Zustandsvektor gemäß

= TFBa(ß- (4.36)

Falls die Signale mehrerer Monitore überlagert werden, läßt sich (4.35) in folgender Weise

1 -f E^s*^ . (4.37)

verallgemeinern:

Mit Hilfe von Gleichung (4.37) kann die Transfermatrix für den gesamten Beschleuniger
angegeben werden

T = TFB • T0 , (4.38)

wenn T0 die Transfermatrix für den Transport von der Stelle unmittelbar hinter dem Kicker
bis unmittelbar vor dem Kicker darstellt.
Die Stabilität des Beschleunigers ist durch die Eigenwerte A von T bestimmt und die Stabi-
lität s bedingung lautet wie üblich

i A i < l . (4.39)

4.2.2 Beschleuniger mit einem Resonator und Dipol- Rückkopp-
lungssystem

Im folgenden wird ein einfacher Modellbeschleuniger betrachtet, der aus einem Resonator C,
zwei Monitoren {Pi.Pj) U11d einem Kicker besteht (siehe Abbildung (4.5)). Der Resonator
ist bewußt zwischen dem zweiten Monitor und dem Kicker eingebaut, da erstens der Abstand
zwischen Monitor l und Monitor 2 klein ist verglichen mit dem Abstand zwischen Monitor
2 und Kicker und sich somit zwischen Monitor 2 und Kicker üblicherweise der Hauptteil der
Resonatoren befindet, und da zweitens die Resonatoren in dem Bereich zwischen Monitor 2
und Kicker das eigentliche Problern darstellen.
Da man nicht alle Eigenschwingungen des Bunches berücksichtigen kann, werden im folgenden
nur die für die Modenkoppluiig wesentlichen Moden VQ ; i/ß — vs bzw. —Vß\ (^3 — vs}
berücksichtigt.
Damit sind die Randbedingungen des einfachen Modells bekannt und die Transfermatrix des
Beschleunigers kann berechnet werden.
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Dazu wird zunächst einmal die Matrix T0 bestimmt (siehe (4,38)).
Mit den in Abschnitt 3.8.1 angegebenen Bezeichnungen für Abschnitte eines Beschleunigers
ohne Resonatoren (3.140) bzw. für punktförmige Resonatoren (3.139l folgt

(4.40)

In diesem speziellen Fall gilt

/ €ia'

0
0

\

0
e«Ä

0
0

0
0

e-iai

0

0 \

0
e~lät ,

ßi = ~
(4.41)

u nd

M = K •

mit den Abkürzungen

M M
-U -U

K • M =
i Mo iMu
-iMii i MI

(4.42)

iMn — /l//"100 . A"
liU0 — JW100 "•

iM^ = M^o • A"

iM0 = Af/r" ' A" -

Die Matrix des Rückkopplungssystems lautet nach (4.37)

T1 fl L t" T1"" l 7. \"'T~> t ß \T'~1 / ,4 /(O \B = JL + KlA-l0 -T Ä!2^" 'v( "A'P3 j-^0 l (4.4JJ

so daß mit Hilfe von (4.40) und (4.43) die Transfermatrix T berechnet werden kann:

fTi rrj 7 \/~ T 'tf ^T^ i f\e Stabilität des Modellbeschleunigers ist durch die Eigenwerte von T festgelegt. Die Ei-

genwerte von T sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung von T, die im Anhang A. 7
hergeleitet wurde,
Das Ergebnis lautet für £ = 0:

X4 2A3(_4 + B] + \-(4AB + 2 + F +

- 2A(.4 + B ->- BF ~ E D) + l J- F = 0 (4.45)

mit

— o sn K

ß = cos27r(i//3 — t/5) —

C = -2(fc1sin27riA3 + Ä,-2sin(27r -- 9 K

D ~ sixi0cKVß(kisin9Kcvß + fr 2

E - 4Af!2j sin27r(i//3 -- i/a)

F = C + 4MQD .

Die charakteristische Gleichung enthalt Terme. die durch den Resonator bestimmt sind

A, B, E

68



und Tenne, die durch das Rückkopplungssystem hervorgerufen werden

C , D , F , s n

Vergleicht man (4.45) mit den Ausdrücken (4.16) und (4.17) des einfachen Modells aus
Abschnitt 4.1.2

det T = -

dann wi-d deutlich, daß durch

A , B: die Wirkung des Resonators auf den Fundamentalmodus bzw. den ersten head-tail
Modus beschrieben wird und der Term k2 sin 0# j>2 1̂  eine Frequenzverschiebung des
Fundamentalmodus mit. Hilfe des Rückkopplungssystems zuläßt;

C: der resistive Anteil des Rückkopplungssystems gegeben ist;

D: die Kopplung zwischen Rückkopplungssystem und Resonator beschrieben wird; die-
ser Term ist, stark abhängig von der Lokalisierung sowohl des Resonators wie auch
des Rückkopplungssystems;

E: die in dem einfachen Modell fehlende Modenkopplung gegeben ist;

Fi sowohl der resistive Anteil des Rückkopplungssystems alleine als auch der Anteil.
der durch den Kopplungsterm MQD verursacht wird, beschrieben wird;

E • D: die Wirkung des Rückkopplungssystems auf den ersten head-tail Modus durch die
Modenkopplung angegeben wird.

Bevor die Gleichung (4.45) allgemein untersucht wird, soll der wichtige Spezialfall

F = D = 0 (4.46)

untersucht werden, da dies die Bedingung für ein ideales reaktives Rückkopplungssystem ist.
Damit verschwinden alle Ternie des Rückkopplungssystems bis auf

und Gleichung (4.45) geht dann in

A4 2A3(A + B] - A2(4AB + 2 + £siu27ri/j)

-2AU + B) 4- l = 0 (4.47)

über.
Da alle Koeffizienten in dieser Gleichung reell sind, ist, neben A auch stets A* Lösung von
(4.47).
Außerdem sind die Koeffizienten vor A4 und A° bzw. vor A3 und A1 gleich groß, so daß neben
A auch stets der Kehrwert l/A Gleichung (4.47) löst.
Da A und l/A Gleichung (4.47) erfüllen, löst,

= A -4-
\9

(4.48)



die Gleichun
- B - 4AB - E • = 0

Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

#1,2 = A

Mit

folgt

B -

4.49)

4.50)

A = e3

=x — z cos

so daß die Stabilitätsbedingung A j < l jetzt

Stabilität =;• 2 und .r reell (4.51)

lautet.
Mit den in Gleichung (4.45) benutzten Abkürzungen gilt

•.M?-, sin 2xz/rt sin 2

Für die Fälle
2x1/0 % m • x bzw. 2ir(j/ß — i/,) ^ ro • TT

ist der Term (4.52) vernachlässigbar klein und die Lösungen von (4.50) lauten

z i = 24 bzw. x2 = 2B .

(4.52)

(4.53)

(4.54)

Mit den in Gleichung (4.45) eingeführten Abkürzungen erhält man in diesem Fall folgende
Stabilitätsbedingungen:

— -V/o sin2ir

bzw. (4.55)

l

Vergleicht man (4.53) und (4.55) für k2 - 0 mit (3.153) bzw. (3.154), dann wird deut-
lich, daß (4.55) nichts anderes als die Stabilitätsbedingung für die in (4.53) angegebenen
kohärenten Synchro-Betatron Resonanzen ist. Diese Resonanzen treten erwartungsgemäß
auf, da der Resonator punktförmig ist.
Für MQ = MI = 0 und &2 ^ 0 folgt aus (4.55), daß der punktförmige Kicker halbzahlige
Resonanzen treibt.
Vermeidet man die Resonanzen (4.53). dadurch daß man den Betatrontune größer als die
erste Satellitenfrequenz wählt (Svß > v,}, dann kann nur noch eine Instabilität auftreten,
falls die Diskriminante in (4.50) negativ wird. Somit lautet die Stabilitätsbedingung:

(A - B)2 - £ sin 2xi/0 > 0 .

Diese Bedingung erhält eine einfache Bedeutung, wenn man

bv* % 0.25

(4.56)
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wählt. Entwickelt man die Terme in (4.56) nach den kleinen Größen v,. JV/0- A/i. _\/ii. dann
erhält, man in erster Näherung

0 (4.5'

Durch Vergleich von (4.57) für k2 = 0 mit 13.115) wird ersichtlicht, daß es sich bei (4.57) um
die Stabilitätsbedingung im Falle gleichmäßig verteilter Resonatoren handelt. Diese Deutung
ist auch noch für Werte des Überhanges des Betatrontunes zulässig, die in der Nähe der
Viertelzahl liegen, etwa

faß = 0.25 ± 0.15 .

Weiterhin entnimmt man (4.57). daß für fc2 / 0 die Möglichkeit besteht, den Synchrotrontune
künstlich zu vergrößern oder zu verkleinern und damit die in Abbildung (4.2) beschriebene
Idee des reaktiven Rückkopplungssystems zu verwirklichen.
Somit lautet die Bedingung für ein reaktives Rückkopplungssystem:

reaktives Rückkopplungssystem F = 0 und D = 0 (4.58)

Die Transfermatrix T besitzt die typische Ei gen wert Struktur der Transfermatrix eines Reso-
nators (3.67).
Die Transfermatrix T wie auch die Matrix TQ erfüllen also die Ahnlichkeitstransformationen
(3.68) und (3.69), so daß auch die Matrix des Rückkopplungssystems diesen Relationen
genügt, d.h. folgende Aussagen sind äquivalent

F = D = 0 TJ •FB
T-I _ TT

J - -'-FB (4.59)

Diese Äquivalenz erlaubt eine interessante Interpretation des reaktiven Rückkopplungssystems.
Das reaktive System verhält sich demnach wie ein spezieller Resonator, der nur auf den
Fundamentalmodus einwirkt und damit eine Verschiebung des Tunes des Fundamentalmodus
zuläßt, die zu einer Erhöhung der Instabilitätsschwelle um den Faktor 2 -4 führt.
Insofern kommt der Bedingung (4.58) eine besondere Bedeutung zu.
F = D — 0 bedeutet nach (4.45) genauer

C = 0 \0 = 0 J fc2 sin(27r = 0
(4.60)

Dieses homogene Gleichungssystem hat nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn die Koeffi-
zienten Determinante verschwindet:

s n 7 r —
= 0

Damit folgt

mit den möglichen Lösungen

s n — 0

a) sin#KP2I-'ö = 0
b) sin 8CK ^3 = 0

— m • TT
= m • TT

(4.61)

(4.62)

(4.63)

Die Bedingung (4.63a) sorgt zwar dafür, daß (4.60) erfüllt ist, gleichzeitig verschwindet aber
auch fc2 sinÖxp31^/3, so daß die Wirkung des Rückkopplungssystems verschwindet.



Bedingung (4.63b) bedeutet, daß nur im Falle eines bestimmten Betatronphasenvorschuhs
zwischen Resonator und Kicker eine ideale Wirkung des Rückkopplung s Systems erzielt werden
kann. Mit anderen Worten heißt das, daß nur für bestimmte Abstände zwischen Resonator
und Kicker BCK bzw. für bestimmte Werte vä Gleichung (4.60) erfüllt werden kann (vgl.
auch (4.18)).
Im allgemeinen befinden sich in einem Speicherring jedoch mehrere Resonatoren, so daß man
in der Regel die Bedingung (4.63b) nicht für alle Resonatoren erfüllen kann.
Es muß also nach einer anderen Möglichkeit zur Stabilisierung des Strahls gesucht werden.
Deshalb soll im folgenden auf die Bedingung (4.46) verzichtet werden und es werden die
Fälle

F ^ 0 oder D ^ 0

untersucht.
Gleichung (4.45) besitzt in diesem Fall nicht die angenehmen Eigenschaften von Gleichung
(4.47), so daß sie nicht in eine Gleichung zweiten Grades überführt werden kann.
Da die Lösungen von (4.45) nicht einfach angegeben werden können, werden im folgen-
den nicht die A, berechnet, sondern untersucht, ob sich unter den Lösungen A7 ein zu einer
Instabilität führender Wert befindet, dessen Betrag größer als eins ist.
Diese Stabilitätsuntersuchung wird mit dem Hurwitz - Verfahren durchgeführt [46] [47].
Um dieses Verfahren anwenden zu können, muß Gleichung (4.45) umgeformt werden.
Mit Hilfe der Abbildung

r, = — (4.64)

bildet man das Innere des Einheitskreises auf die linke und das äußere auf die rechte Hälfte
der komplexen Ebene ab. Stabilität erfordert

A, < l , (4.65)

d.h. die Eigenwerte A, müssen in der komplexen Ebene innerhalb des Einheitskreises liegen.
Damit lautet die Stabilitätsbedingung (4.65) jetzt

Rer ; s 0 . (4.66)

Mit dem Hurwitz - Verfahren wird nun geprüft, ob Lösungen einer Gleichung der Form

positive Realteile besitzen.
Wendet man die Abbildung (4.64) auf Gleichung (4.45) an, dann erhält man (siehe Anhang
A.T.l):

V G, r4"' =0
i=Q

a0 = 4 - 4(A + B) 4- 4AB -r E sin 2*1/0 -r- 1F - 2(BF - ED)

G! = 4(BF - ED) - 4P

a2 = 8 -- S AB - 2Eshi27rvß 4- 4F

a.3 = -4(BF-ED) - 4F

a4 = 4 + 4(A-B) ~r 4AB - £'sin27ri^ - 2F 4 2(BF - ED) .

(4.67)



Nach (A.115) eilt

a, = 16 .
; ..o

Damit das System stabil ist, müssen alle Koeffizienten a^ das gleiche Vorzeichen besitzen [46].
also muß

Vi G {0,1-2,3,4} : <n > 0 (4.6S)

gelten, da die Summe der Koeffizienten positiv ist.
Weiterhin muß auch jede Summe von beliebig vielen Koeffizienten positiv sein und daraus
folgt

a-i -r a3 > 0

O.Q H- a2 -f- a4 > 0

F < 0

F > -2 .

d.h. man erhält für F die folgende Einschränkung

- 2 < F < 0 (4.69)

und somit das für die Determinante des Rückkopplungssystems erwartete Ergebnis

detrFB < l (4.70)

Neben den Koeffizienten al müssen auch die Hurwitz - Determinanten positiv sein, da a0 > 0
ist [46].
Die Hurwitz - Determinanten für Gleichung (4.67) sind in Anhang A. 7. 2 berechnet worden
und das Ergebnis für die dritte Determinante lautet (siehe Gleichung (A. 118)):

J?3= ~162(E-DY -- 162FED(A-B) - 4

Neben der Bedingung (4.68) muß also auch die Bedingung

#3 > 0

(4.71)

(4.72)

erfüllt sein, damit der Strahl stabil bleibt.
Die folgenden Untersuchungen sollen nicht für beliebige Werte des Betatrontunes durch-
geführt werden.
Eine solche Einschränkung ist aus zwei Gründen sinnvoll:

1. Der Betatrontune in einem realen Elektron - Positron Speicherring liegt a) immer ober-
halb der ersten Satellitenfrequenz und ist b) immer von einer halben Zahl verschieden,
also

l l l
; v, - -<ovß<- . (4.73)

m
—

2. In dem Modellbeschleuniger treten aufgrund der PunktfÖrmigkeit des Resonators und
der betrachteten Moden n — 0 und n — —l kohärente Synchro-Betatron Resonanzen
in der Nähe jeder halben Zahl und in der Nähe der ersten Satellitenfrequenz auf. Da
der Effekt des Rückkopplungssystems auf die übliche Modenkopplung untersucht wer-
den soll, ist es vernünftig den Bereich der kohärenten Resonanzen zu meiden und sich
entsprechend (4.73 ) einzuschränken.
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Mit der Beschränkung (4.73) ergibt sich

E • sin27rt/(3 — -i-^n ' si

Nun lassen sich zwei interessante Fälle untersuchen:

0 . (4-74)

1. F = 0 und D ^ 0:
Damit ist die in Abschnitt 4.1.1 angegebene Bedingung für ein reaktives Rückkopp-
lungssystem (4.12) erfüllt, denn es gilt

det = l

Nach Gleichung (4.71) folgt

= -162 ( E • D)2 < 0 (4.75)

und nach (4.72) ist also mindestens eine Eigenschwingung des Systems instabil.

Betrachtet man (4.75). dann erkennt man, daß die Instabilität durch die Kopplung E
der beiden Moden hervorgerufen wird. Da die Modenkopplung in Abschnitt 4.1.1 bzw.
4.1.2 vernachlässigt wurde, konnte eine derartige Instabilität dort nicht auftreten.

Die in Abschnitt 4.1.1 angegebene Reaktivitätsbedingung ist also zu schwach und muß
durch die schärfere Bedingung (4.58) bzw. (4.59) ersetzt werden.

2. F ^ 0 und D - 0:
Dadurch schaltet man den Term aus, der unter 1. zur Instabilität geführt hat. Die
Berechnung von Hj liefert mit (4.74)

#3 = -4 -

Mit (4.69) und F ^ 0 erhält man

0 .

det TFB Z l ,

(4.76)

(4.77)

d.h. nach Abschnitt 4.1.1 hat man ein resistives Rückkopplungssystem vorliegen.

Da HZ negativ ist ist resistives Rückkopplungssystem nicht stabil.

Wie schon unter 1. ist der Grund für das Auftreten der Instabilität die Kopplung der
beiden betrachteten Moden über die Größe E.

Der dritte Term in (4.71)

-162FED(A - B)

verschwand für die unter 1. und 2. untersuchten Fälle. Eventuell besteht aber die Möglichkeit
für

F ^ 0 und D * 0 , (4.78)

die unter 1. und 2. auftretenden Effekte mit Hilfe des dritten Terms zu kompensieren.
Da der Term

- 162 • (£" • D

l. immer kleiner gleich null ist und
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2. klein ist verglichen uiit den beiden anderen Tennen von H3 (4 .71) , da er proportional
zu A/*! die beiden anderen Terme dagegen proportional zu A/^ sind und iMn| • :' l gilt,

erfordert, die Stabilitätsbedingung
0 ,

daß wenigstens die Ungleichung

- I62FDE(A - B) >4 • IG F2 E sin2irvß > 0 (4.79)

erfüllt ist.
Um diese Ungleichung zu untersuchen, ist es zweckmäßig, die Größe D umzuschreiben (siehe

Anhang A.7.3):

sin i

mit

a = cot 2

3 =

sin

0 -

Die Größen a und 3 hängen entscheidend vom Abstand zwischen Resonator und Kicker (9CK )
ab. Da in einem Beschleuniger mehrere Resonatoren stehen, ist es sinnvoll für die beiden
Größen geeignete Mittelwerte anzugeben und die Untersuchungen mit diesem Mittelwerten zu
führen. Diese Mittelwerte lassen sich näherungsweise berechnen, wenn angenommenen wird,
daß man die Effekte der einzelnen Resonatoren aufsummieren darf und dabei die Kopplung
zwischen den Resonatoren vernachlässigen kann, ähnlich wie das in Abschnitt 4.1.2 getan

wurde.
Mit dieser Annahme erhält man

Q COt27TtA3 l4'83)

Insbesondere die Näherung (4.83) wird benutzt, um die Ungleichung (4.79) zu untersuchen.
Die Details dieser Untersuchung findet man in Anhang A.7.3 und es sollen hier nur die

wesentlichen Ergebnisse diskutiert werden.
Gilt für den in Gleichung (4.73) eingeführten Anteil ̂  des Betatrontunes

0.1 . (4-85)

dann gilt für beide Typen eines reaktiven Rückkopplungssystems (vgl. Abbildung (4.2)),

daß
#3 S 0 (4-86)

ist, da die Ungleichung (4.79) für typische Werte folgender Parameter nicht erfüllt werden

kann

• Frequenzverschiebungen von der Größenordnung des Synchrotrontunes (vgl. Abbildung

(4-2) )

0.1



a ^ cot 2

Darüberhinaus läßt sich zeigen, daß für beide Typen eines reaktiven Rückkopplungssystems
die Bewegung für

bvfi < 0.15 (4.87)

nicht stabil ist.
In diesem Fall ist es zwar möglich für große Synchrotrontune- Werte

v, > 0.1 .

Ungleichung (4.79) zu erfüllen, aber dazu sind sehr große Werte für C notwendig. Damit
vergrößert sich aber auch F und die Bedingung (4.69)

-

kann nicht mehr eingehalten werden.
Somit ist für

F < 0

< (4.88)

im Rahmen dieser Näherungen und Annahmen keine stabile Bewegung möglich.
Zusammenfassung der Ergebnisse
Nur für bestimmte Werte des Betatronphasenvorschubs zwischen Resonator und Kicker (4.63b)
läßt sich ein ideales Rückkopplungssystem realisieren. Für alle anderen Werte des Phasen-
vorschubs treten Instabilitäten auf.
Da die Bedingung (4.63b) im Falle, daß mehrere Resonatoren im Beschleuniger vorhanden
sind, nicht eingehalten werden kann, ist die Bewegung im allgemeinen instabil.
Ein Nachteil des hier verwendeten Verfahrens zur Stabilitätsuntersuchung ist, daß man keine
Angaben über die Anwachszeiten der instabilen Moden erhält.
Im nächsten Abschnitt soll geklärt werden, ob die Anwachszeiten im Bereich der internen
Dämpfungszeiten (Landau- bzw. Strahlungsdämpfung) liegen. Dies kann nur durch die
numerische Berechnung der Eigenwerte der Transfermatrix T des gesamten Rings mit Rück-
kopplungssystem (4.38) geschehen.
Vorher soll die Frage beantwortet werden, ob die Näherungen für a bzw. ß ( (4.83) bzw.
(4.84)) den realistischen Fall eines Speicherrings mit nahezu gleichmäßig verteilten Resona-
toren und Rückkopplungssystem richtig beschreiben.

4.3 Numerische Untersuchung des Dipol - Rückkopp-
lungssystems

4.3.1 Vergleich des Modellbeschleunigers mit einem realen Be-
schleuniger

Im Rahmen des einfachen Modells mit einem lokalisierten Resonator ist die Wirkung des
Rückkoppluiigssystems entscheidend vom Phasenvorschub zwischen Resonator und Kicker
abhängig.
Diese Abhängigkeit ist dadurch bedingt, daß die Größe D eine Funktion des Abstandes zwi-
schen Resonator und Kicker ist (4,80):

c A'2 sin
D — a — — p —:—

4 sin 2
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Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der beiden Beschleuniger A und B: Wie üblich be-
zeichnet K den Kicker, PI , P2 die Monitore und C den Resonator. In dem Beschleuniger A
steht nur ein punktförmiger Resonator, so daß dieser identisch mit dem einfachen Modellbe-
schleuniger des Abschnitts 4.2.2 ist. In dem Beschleuniger B sind die Resonatoren gleichmäßig
um den Ring verteilt. Die Parameter k^ und k^ des Resonators in A sind genau so groß wie
die Summe der Parameter in B.

mit

a = COt 27TIA3 —
sin 2T L/3

(3 = sin2 03i/3 > 0 .

(Die Bezeichnung der Winkel entnimmt man Abbildung (4.6A) )
Um den Fall eines realistischen Beschleunigers mit nahezu gleichmäßig verteilten Resonatoren
mit dem einfachen Modell untersuchen zu können, wurden Näherungswerte für a und ß
angegeben, falls mehrere Resonatoren im Beschleuniger vorhanden sind ( (4.83) bzw. (4.84)):

a = cot 2
- l
^ o

Um die Qualität dieser Näherungen zu überprüfen, werden die in Abbildung (4.6) gezeigten

Beschleuniger A und B verglichen.
Dazu wird für jeden dieser Beschleuniger die Transfermatrix TA bzw. TB mit Rückkopplungs-
system aufgestellt (vgl. (4.38)). die Eigenwerte numerisch berechnet und verglichen.
Es werden zwei Spezialfälle untersucht. In diesen Fällen werden einige Parameter des Rück-
kopplungssystems und des Beschleunigers A so gewählt, daß die dann auftretenden Werte für
a bzw. ß gerade mit den Näherungswerten übereinstimmen.

1. Für beide Beschleuniger A und B wird durch entsprechende Wahl des Parameters ki

C - 0 gesetzt.
Der Phaseiworschub zwischen Resonator und Kicker wird im Beschleuniger A zu.

2 7 7 7 - 1
#3 . v - TT

•4

gewählt, so daß

i t



Da C = 0 ist. hat der Wert von a keinen Einfluß auf D und damit auf die Wirkung des
Rückkopplungssystems.
Unter diesen Voraussetzungen hat die numerische Berechnung der Eigenwerte der Trans-
fermatrizen beider Beschleuniger eine ausgezeichnete Übereinstimmung ergeben.
Somit verhalt sich der Beschleuniger mit gleichmäßig verteilten Resonatoren tatsächlich
wie der einfache Modellbeschleuniger A mit

2. Für beide Beschleuniger wird k2 = 0 gewählt, so daß für den Beschleuniger A D nicht
mehr von ß abhängt.
Darüberhinaus erreicht man durch geeignete Positionierung des Resonators in Beschleu-
niger A, daß

! + 02 - 6s)vß = 0 ,

ist und folglich
a = cot 2iri/ß

gilt.
Berechnet man unter diesen Voraussetzungen die Eigenwerte von TA und TB, dann
erhält man eine ausgezeichnete Übereinstimmung der Resultate.
Das bedeutet, daß sich der Beschleuniger B wie der einfache Beschleuniger A mit

a % cot 2itVß

verhält.

Leider kann man die Parameter des einfachen Beschleunigers A nicht so wählen, daß die
Größen a und ß gleichzeitig die Näherungswerte annehmen.
Denn wählt man z.B.

ß = sin2

dann folgt

sn - ± sin 2# cos

und damit

Somit ergibt sich insgesamt

— cos(27r — 2

a — cot - -_ l (4.89)

Der Vergleich zwischen dem einfachen Modellbeschleuniger und dem realistischen Beschleu-
niger soll an einem Beispiel illustriert werden, in dem sowohl C ^= 0 als auch kz =£ 0 gewählt
wird, so daß beide Parameter a , ß die Eigenwerte beeinflußen.
Abbildung (4.7) zeigt die Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune für die in
Abbildung (4.6) schematisch dargestellen Beschleuniger. Dabei wurde der Resonator im
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Beschleuniger mit einem Resonator (vgl. Abb. 4.6A)

5.0

— 4.0
<

^ 3.0

2.0

1.0

0.0

21 .0 2 1 . 1 2 1 . 2 2 1 . 3 21. t 21 .5 21.5 2 1 . 7

"fi

Beschleuniger mit gleichmäßig verteilten Resonatoren (vgl. Abb. 4.6B)

5.0

0.0

21.0 2 1 . 1 21 .2 21 .3 2 1 . 4 21 .5 21 .6 2 1 . 7
vß

Abbildung 4.7: Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune: Die Berechnungen
wurden für die in Abbildung 4.6 gezeigten Modellbeschleuniger durchgeführt. Die durch
das Rückkopplungssystem bewirkte Frequenzverschiebung beträgt A v = l / 2 vs; va = 0.06).
so daß in etwa eine Erhöhung des Schwellenstroms um 50 % von QmA auf 9m^4 erwartet
wird. Der Parameter C wird für beide Beschleuniger so gewählt, daß die aus Abschnitt 4.1.2
bekannte Reaktivitätsbedingung erfüllt ist. Die schraffierten Flächen bezeichnen instabile
und die weißen stabile Bereiche. Wie man den Abbildungen entnimmt, wird der Schwel-
lenstrom durch das Rückkopplungssystem in beiden Fällen verkleinert. Die Abhängigkeit
des Schwellen Stroms vom Betatrontune ist für den Modellbeschleuniger mit einem Resonator
stärker ausgeprägt als im Falle der gleichmäßig verteilten Resonatoren. Die Ursache dieses
unterschiedlichen Verhaltens ist, daß der Parameter 3 im Falle der gleichmäßig verteilten Re-
sonatoren in etwa den Wert 1/2 besitzt und für den einfachen Modellbeschleuniger abhängig
vom Betatrontune die Werte 0.15 < ß < 0.95 für vä € ;21.1 , 21.4J annimmt. Für kleinere
Werte des Parameters 3 ist die Größe D kleiner und damit der Schwellenstrom größer. Dieses

Verhalten spiegelt, die Abbildung a) wieder.
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Beschleuniger A so aufgebaut, daß

(3 = sin2^ • 03 = - für 1/3 - 21.2252

gilt.
Die Größe C wurde in beiden Beschleunigern so gewählt, daß die Determinante des Rück-
kopplungssystems in sehr guter Näherung eins ist, also

F = 0 —• det T - det TFB = l

und somit die aus Abschnitt 4.1.1 bekannte Reaktivitätsbedingung erfüllt ist.
Das Rückkopplungssystem bewirkt eine Vergrößerung des Frequenzabstaiides zwischen dem
Fundanientalmodus (n — 0) und dem des ersten head - tail Modus um

- v3 mit i/a = 0.06 .

so daß man eine Erhöhung des Schwellenstroms um ca. 50 % von 6mA auf SmA erwartet.
Wie man den Abbildungen entnimmt, verkleinert der Einsatz des Rückkopplungssystems in
beiden Fällen den Schwellenstrom, wobei die Schwelle mit Rückkopplungssystem durch die
interne Dämpfung bestimmt ist, die hier 10 m$ betragt.
Abgesehen von den Abweichungen in der Nähe der ganz- bzw. halbzahligen Betatrontu-
newerte ist der Schwellenstrom bei gleichmäßig verteilten Resonatoren innerhalb des Inter-
valls

v0 e [21.1, 21.4]

nahezu konstant.
Die Änderung des Schwellenstroms innerhalb dieses Intervalls für den Beschleuniger mit einem
Resonator laßt sich dadurch erklären, daß sich die Größe >3 ändert,

0.15 <ß< 0.95 für v0 t [21.1 . 21.4 4.90)

Ein kleinerer Wert, von 3 führt zu einem kleineren Wert für D und damit schließlich zu einem
höheren Schwellenstrom.
Die Vergleiche des einfachen Modellbeschleuniger mit dem realistischen Fall gleichmäßig ver-
teilter Resonatoren zeigen, daß die Untersuchungsergebnisse des einfachen Modellbeschleuni-
gers auf den realistischen Fall übertragen werden, wenn

0.15

und

s n

gilt.

Das bedeutet, daß das Rückkopplungssystem in der Regel nicht in der Lage ist, den Strahl
zu stabilisieren.
In Abschnitt 4.2.2 wurde aber auch betont, daß solange die Anwachszeiten der instabilen Mo-
den kleiner als die internen Dämpfungskonstanten sind, das Rückkopplungssystem dennoch
zu einem stabilen Zustand führen kann.
Damit ist der Schwellenstrom mit Rückkopplungssystem durch die interne Dämpfung be-
stimmt.
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4.3.2 Parameterabhängigkeit des Schwellenstroms mit Rückkopp-
lungssystem

Im weiteren soll die Abhängigkeit des Schwellenstroms von wichtigen Maschinenparametern
wie

• Synchrotrontune i>5,

• Energie E und

• Bunchläiige cr-

untersucht werden.
Die Untersuchungen werden unter folgenden Voraussetzungen durchgeführt:

1. Die Resonatoren sind gleichmäßig um den Beschleuniger verteilt (vgl. Abb. (4.6))

2. fester Betatrontune von v$ — 21.225

3. C = 0, so daß das System bei Strom null reaktiv ist

4. Frequenz Verschiebung des Fundamentalmodus um A^ = |i/s

Bei der vorgegebenen Erhöhung des Synchrotrontunes um 50 % würde man eine Vergrößerung
des Schwellenstroms um ca. 50 % erwarten.
Die dritte Bedingung scheint willkürlich gewählt zu sein und soll deshalb gerechtfertigt wer-

den.
Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Parameter C des Rückkopplungssystems

In Abbildung (4.8) ist der Schwellenstrom als Funktion des Betatrontunes mit und ohne

Rückkopplungssystem dargestellt.
Abbildung (4.8b) zeigt die Abhängigkeit für ein Rückkopplungssystem, für das stets

C1 — 0

gilt. Wie man der Abbildung entnimmt, ist der Schwellenstrom nahezu unabhängig vom
Betatrontune.
Abbildung (4.8c) zeigt die Abhängigkeit für ein. Rückkopplungssystem, für das der Wert C
abhängig vom Betatrontune folgende Werte annimmt:

21.0 <vß< 21.225 C < 0
VQ = 21.225 C -0
21.225 < vß :£ 21.500 C >Q

F < F(vß = 21.225) Bereich I

F > F(v& = 21.225) Bereich II

Da die Determinante des Rückkopplungssystems durch

det TFB = l + F

gegeben ist, erhält man also für Betatrontunes im Bereich I eine zusätzliche Dämpfung und
im Bereich II eine zusätzliche Anregung des Fundamentalmodus,
Abbildung (4.8c) läßt sich entnehmen, daß der Schwellenstrom für C zz 0 am höchsten ist.
Wirkung eines resistiven Riickkopplungssystems
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Abbildung 4.8: Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune für unterschiedliche
Werte des Parameters C: Die Berechnungen wurden für den Fall gleichmäßig verteilter Re-
sonatoren durchgeführt (vgl. Abb. 4.6B). Die schraffierten Flächen bezeichnen instabile und
die weißen stabile Bereiche. Abbildung a) gibt den Schwellenstrom als Funktion des Betatron-
tunes ohne Rückkopplungssystem wieder. Dabei zeigt sich das erwartete Ergebnis, daß der
Schwellenstrom (Ith = 3m.4J unabhängig vom Betatrontune ist. Abbildung b) zeigt den Fall,
daß das Rückkopplungssystem eine Frequenzverschiebung von AI/ = l /2i / , (vt = 0.02) be-
wirkt und stets C = 0 gilt. Auch in diesem Fall ist der Schwellenstrom unabhängig vom
Betatrontune. In Abbildung c) ist die Abhängigkeit wiedergegeben für den Fall, daß C = 0
nur für v$ = 21.225 gilt. Für andere Werte des Betatrontunes erhält man von null verschie-
dene Werte für C, die dazu führen, daß man eine stärkere Dämpfung des Fundamentalmodus
für Vß < 21.225 und eine schwache Anregung für v@ > 21.225 erhält. Deutlich ist zu erkennen,
daß man den größten Schwellenstrom für C — 0 erhält.
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Die Tatsache, daß man für O ^ 0 den größten Schwellenstrom für den zuletzt diskutierten
Fall erzielen konnte, zeigt das ein resistives Rückkopplungssystem nicht stabilisierend wirkt.
Dieser Effekt wurde auch durch weitere numerische Untersuchungen bestätigt, in denen der
Schwellenstrom ohne resistives System stets größer als mit war. Aufgrund dieser Tatsachen
wird von nun an, die dritte Bedingung (C — 0) erfüllt.

Abhängigkeit des Schwellenstroms von der Energie und der Bunchlänge
Die Abbildung (4.9) zeigt die Abhängigkeit des Schwellenstroms von der Energie für den

Fall mit und ohne Rückkopplungssystem. In beiden Fällen steigt der Schwellenstrom mit der
Energie linear an.
Allerdings ist der Schwellenstrom mit Rückkopplungssystems niedriger als ohne für einen
Synchrotrontune von v3 = 0.06. Weiterhin entnimmt man der Abbildung, daß die Reduktion
des Schwellenstroms durch das Rückkopplungssystem unabhängig von der Bunchlänge ist.

Abhängigkeit des Schwellenstroms vom Synchrotrontune und der Bunchlänge

Der Einsatz eines Rückkopplungssystems, das eine Vergrößerung des Frequenzabstandes

der beiden zur Instabilität koppelnden Moden bewirkt, kann für kleine Synchrotrontunes
(vs < 0.02) zu einer Erhöhung des Schwellenstroms führen (vgl. Abb. (4.10a)). Der obere
Wert des Synchrotrontunes. bis zu dem noch eine positive Wirkung vorliegt, ist eine Funktion
der Größe der internen Dämpfung (vgl. Abb. (4.10b)).
Die Wirkung des Rückkopplungssystems ist nahezu unabhängig von der Bunchlänge.

Das am Speicherring PEP durchgeführte Maschinenexperiment zur Untersuchung eines
Dipol - Rückkopplungssystems i311 ergab, daß sowohl das reaktive als auch das resistive
Rückkopplungssystem zu einer Vergrößerung des Schwellenstroms führte.
Da der Synchrotrontune bei diesem Experiment, sehr klein war (v3 ^ 0.02), kann anhand
obiger Ergebnisse noch verstanden werden, warum das reaktive Rückkopplungssystem funk-
tionierte. Jedoch ist das positive Ergebnis des resistiven Rückkopplungssystems nicht zu
erklären.
Allerdings waren die experimentellen Bedingungen nicht mit den Voraussetzungen des hier
vorgestellten Formalismus vergleichbar.
Unterhalb der Schwelle der transversalen Instabilität wurde eine turbulente Bunchverlängerun^
festgestellt, die ebenfalls zu einer Stabilisierung führen kann.
Insofern ist nicht ganz klar, inwieweit die Ergebnisse dieses Experiments auf andere Fälle
übertragen werden dürfen.
Die mit dem in dieser Arbeit entwickelten Formalismus gewonnenen Ergebnisse lassen den
Schluß zu. daß für den Fall eines sehr großen Synchrotrontunes sowohl das reaktive wie auch
das resistive Rückkopplungssystem nicht zu einer Erhöhung der Instabilitätsschwelle führen

werden.
Für einen sehr großen Protonen - Speicherring, wie dem SSC. kann dagegen, der Einsatz eines
reaktiven Rückkopplungssystems durchaus zu einer Vergrößerung der Instabilitätss^hwelle
führen [14], da in Protonen - Speicherringen der Synchrotrontune recht klein ist (va < 0.01).
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Abbildung 4.9; Abhängigkeit des Schwellenstroms von der Energie: Die Berechnungen werden
für den Fall gleichmäßig verteilter Resonatoren durchgeführt. Die durch das Rückkopplungs-
system bewirkte Frequenz Verschiebung beträgt Af = l / 21/,, wobei der Synchrotrontune den
Wert i/, = 0.06 besitzt. Sowohl mit und ohne Rückkopplungssystem steigt der Schwellenstrom
linear mit der Energie an. Allerdings führt der Einsatz des Systems zu einer Reduktion des
Schwellenstroms, wobei die interne Dämpfung (Landau- oder Strahlungsdämpfung) 10 ms
beträgt. Diese Effekte sind unabhängig von der Bunchlänge.
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Abbildung 4.10: Schwellenstrom als Funktion des Synchrotrontunes: Die Untersuchungen
werden an einem Beschleuniger mit gleichmäßig verteilten Resonatoren vorgenommen (vgl.
Abb. 4.6B). Das Rückkopplungssystem bewirkt eine Frequenzverschiebuiig von Af — l/2f,.
Abbildung a) entnimmt man, daß das Rückkopplungssystem für kleine Synchrotrontunes
(v3 < 0.02) zu einer Erhöhung des Schwellenstroms führt, wobei die interne Dämpfung 10ms
beträgt. Abbildung b) zeigt die Abhängigkeit für verschiedene Werte der internen Dämpfung
Tin. Ist die interne Dämpfung genügend groß, so kann sogar eine positive Wirkung des Systems
bis zu Werten von va < 0.03 erzielt werden. Zu beachten ist, daß die hier angenommenen
Dämpfungen niemals ausreichen würden, die Anwachsraten aufgrund der üblichen Moden-
kopplung zu kompensieren (vgl. Abb. 3.6).
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In vielen großen Speicherringen stellt die Moden - Kopplungsinstabilität eine Begrenzung des

maximal speicherbaren Stroms dar.
Ursache dieser Instabilität ist die Wechselwirkung einzelner intensiver Bunche mit den Ein-
bauten in der Vakuumkammer, speziell den Hochfrequenzresonatoren.
Insofern wird insbesondere der Betrieb von Elektron - Positron Speicherringen durch diese
Instabilität aufgrund der hohen Zahl an Resonatoren beeinträchtigt wie im Falle von PETRA.
P EP und TRISTAN. Auch für den im Bau befindlichen Speicherring LEP wird erwartet, daß
der speicherbare Strom durch die Moden - Kopplungsinstabilität bestimmt ist.
Für Protonen Speicherringe spielte diese Instabilität bisher keine Rolle, aber für den geplanten
sehr großen Speicherring SSC wird wegen der sehr großen Zahl an Qnerschnittsänderungen
in der Vakuumkammer (Faltenbälge, Monitore) eine Begrenzung des Strahls t roms durch die
Moden - Kopplungsinstabilität erwartet.
Für den im Bau befindlichen Speicherring HERA wird dagegen diese Instabilität weder für den
Elektronen- noch für den Protonenring die entscheidende Intensitätsbegrenzung darstellen,
da die Intensität des Strahls auf sehr viele Bunche verteilt ist und somit der Einzelbunch-
strom weit unterhalb der Instabilitätsschwelle liegt.
Untersuchungen der letzten Jahre haben gezeigt, daß die Lokalisierung der Resonatoren zu
resonanzartigen Instabilitäten führen können - den kohärenten Synchro - Betatron Resonan-
zen, die zusätzlich zur üblichen Moden - Kopplungsinstabilität auftreten. Dabei wurde immer
angenommen, daß die Resonatoren punktförmig sind, d.h. ihre Länge ist null, und die Re-
sonatoren einer Beschleunigungsstrecke an einem Punkt konzentriert sind, so daß die Länge
der Beschleunigungsstrecke ebenfalls null ist.
In dieser Arbeit ist ein auf der Vlasov - Gleichung basierender Matrizenformalismus entwickelt
worden, der eine gründliche Untersuchung beliebig lokalisierter Resonatoren bei Berücksichti-
gung der endlichen Länge der Beschleunigungsstrecken ermöglicht.
Die allgemeinen Untersuchungen mit Hilfe dieses Formalismus und spezielle numerische Be-
rechnungen für den Speicherring PETRA zeigen, daß die Lokalisierung der Resonatoren
aufgrund der endlichen Lange der Beschleunigungsstreckeii den Betrieb eines Speicherrings
nicht beeinträchtigt und in guter Näherung angenommen werden darf, daß die Resonatoren
gleichmäßig um den Ring verteilt sind.
Die Hoffnung, die Diskrepanzen zwischen gemessenen und berechneten Schwellenstrom durch
Effekte der Lokalisierung erklären zu können, haben sich nicht erfüllt.
Wegen der gravierenden Begrenzung des Stroms durch diese Instabilität konzentriert sich das
Interesse darauf, einen geeigneten Kompensationsmechanismus in Form eines Rückkoppluiigs-
systems zu finden, der eine Erhöhung der Iiistabilitätsschwelle ermöglicht. Der oben ange-
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sprochene Formalismus gestattet eine einheitliche und gründliche Untersuchung der Kompen-
sationsmöglichkeit der Moden - Kopplungsinstabilität mit Hilfe eines RückkopplungsSystems.
Dabei stellt sich heraus, daß weder ein "reaktives" noch ein ''resistives'' System in der Lage
sind, die Instabilitätsschwelle zu erhöhen, sondern im Gegenteil den Strahl in der Regel desta-
bilisieren. Nur für Synchrotroiitun.es. die kleiner als ein durch die interne Dämpfung (Landau-
und Strahlungsdämpfung) festgelegter Wert (zz 0.02) sind, ist eine Erhöhung des Schwellen-
Stroms zu erwarten, so daß der Einsatz eines Rückkopplungssystems in einem Protonen -
Speicherring sinnvoll sein könnte.
Da die experimentelle Untersuchung eines Rückkopplungssystems am Speicherring PEP bei
einen kleinen Synchrotrontune durchgeführt wurde, ist die positive Wirkung eines reaktiven
Sytems noch erklärlich.
Nach den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit ist die Übertragung dieses positiven Resultats
für größere Synchrotrontunes nicht zulässig.
Die Erhöhung des Schwellenstroms durch ein resistives System ist aber theoretisch nicht
geklärt.
Allerdings lassen sich relevante Aussagen über die Wirkung eines Rückkopplungssystems mit
Hilfe eines Experiments nur dann gewinnen, wenn die die Instabilitätsschwelle bestimmenden
Parameter wie Bunchlänge, Landaudampfung usw. während der Messung konstant bleiben.
Diese Voraussetzungen waren beim PEP - Experiment aufgrund einer turbulenten Bunch-
Verlängerung, die unterhalb der Instabilitätsschwelle der Modenkopplung einsetzte, nicht

erfüllt.
Insofern sind die experimentellen Bedingungen undurchsichtig und eine verläßliche Voraussage
hinsichtlich der Wirkung eines resistiveii Rückkopplungs Systems auf die Moden - Kopplungs-
instabilität nicht möglich.
Die Schlußfolgerung dieser Arbeit lautet also, daß wie bisher auf die üblichen Verfahren
wie Reduktion der Betafunktion innerhalb der Beschleunigungsstrecken, Bunchverlangerung
durch longitudinale Entdämpfung usw. zurückgegriffen werden muß, um die Instabilitäts-
schwelle zu vergrößern.



Anhang A

A.l Herleitung der gewöhnlichen Differentialgleichung

Die Störung u der stationären Verteilung ist periodisch in den Winkel variablen (p und ^. Die
Fourierentwicklung von u ergibt

oo oo

c**e* (A.l
— — oo n= — oo

Setzt man diese Entwicklung in die Vlasov - Gleichung (3.16) ein. dann erhält man

-M

Wegen

folgt

R
p a Oip h

^,/. J ) (A.2)

= -V 21 sin^ = -

R

^}'
dG

a AE
, E

(ft T 7n\"i •* « J ,

= F ( I ) F\u} sin ̂  . A.3)

Gleichung (A.3) multipliziert man mit 1/27T exp(—im'(^ ^ -^)) und integriert über ^ und
anschließend multipliziert man mit l/2?r exp( —in't1) und integriert über w. Danach ergibt
sich

I • > • ' - 1 /a r r\ - mva -r- im —\m>n*(8, /, J)
Oü

dG m

dJ E
-m -t (A.4)

wobei

benutzt wurde.

m
für m - =



Da T-u\r von A<u. 9 abhängt, kaiin man die Wirkungsvariable J folgendermaßen elimi-

nieren.
Man definiert ^

dmn(O.I)= l dJumn(9,I,J)-\/2J . (A.5)
Ja

Multipliziert man (A. 4} mit \/2J und integriert anschließend über J. dann erhalt man

A • '
00 " Va

m'Ry/B l
O-rr T 4 *>

m
R

—J

— inv —ime e
?r o

(A.6)

falls man

dJ dJG = - —

(G(oc) = 0 und J^ dJ G = -l/2?r folgt aus der Normierungsbedingung ( 3.22))
berücksichtigt. Mit Hilfe der Gleichungen (A. l ) und (A.5) folgt für das in (3.34) definierte
Dipolmoment

.m=±l n= — e»

/-27T ^

/ dv! /
Jo Jo

cos A.7)

Benutzt man Gleichung (A.7) sowie (3.34), dann ergibt sich

m Jo
•27T

f l' u \L f

27T ÄAÖ, Jo
dd u>{(i?i - T?) (A.8)

7T V V
lir

Um diesen Ausdruck weiter auswerten zu können, wird für jedes Objekt j eine Impedanz-

funktion eingeführt

U'j(ö:) = i — / dp ZJ (p) e * . (A.9)
27T J-oo

Da das Wake - Potential w{(ct) reell ist. folgt

wobei der * das konjugiert Komplexe bezeichnet.
Setzt man die in (A.9) definierte Impedanzfunktion in (A.8) ein und nimmt man an. daß
die Integrationsreihenfolge vertauscht werden darf, dann gilt

= 7T

f2it , f
-inV -im1 ̂ --ä -r-'

/ dtp € € a J- \U\T Jo

/

oo fco
dp Z'(p) / d/!i

-oo Jo
l y27r . , ,—

'2?r Jo

(A.ll)

_

?r jo
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Mit

erhält man schließlich

= '7TI A.12

l r**

2^ JQ

V^e
E E ''" ^ /
lS±ln=-w 1/-°°

(T

dp Z*(p) A.13

i
a

Einsetzen von (A.13) in (A.6) liefert

— 777

.
- + mV, + im1—} dmin'(0*I) =
aa p

-
L — — l n— — oo

A. 14)

Q Q

Diese Gleichung wird mit Hilfe eines von Besnier [48] stammenden Verfahrens weiter bear-
beitet. Die rechte Seite von Gleichung (A.14) bestimmt die funktioneile Abhängigkeit der
Koeffizienten dmn von der Wirkungsvariablen /. Diese Abhängigkeit ändert sich nicht mit
dem Vorzeichen von m' bzw. n1. Deshalb kann man die dmn in folgender Weise nach einem
vollständigen Funktioiiensystem entwickeln:

oc

r/jin'(/)<Cfc(*)) (A.15)

wobei die Funktionen /4n| durch folgende Orthogonalitätsrelation festgelegt sind:

C

Der Faktor C ist aus Gründen der Bequemlichkeit eingeführt worden und der Index m an
den Funktionen /^n| fortgelassen worden, da m nur die Werte ±1 annimmt.
Nach Einsetzen der Entwicklung (A.15) in Gleichung (A.14), Multplikation mit /j.? ' und
anschließender Integration über / ergibt sich

d , ,R ,
{-^ - m v, - im } am,k,( }

V \!—** t—~^
^ E E

m = ±\= -oo Ä--0

(A.r

mit

Q a

(b) /„A- - mi
a

(c) A

-) - C A.IS
a

2£*/eC
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Damit ist es gelungen, die Vlasov - Gleichung in ein System von gekoppelten linearen ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen zu überführen.
Um das Dipolmoment als Funktion der Koeffizienten a^k zu erhalten, setzt man (A.15) in
(A.T) ein:

7T E
oo

Z_W £—l

m — — l n——oo fc—(

(A.19)

r /O T" / \ l— v ZI cosuMe e

Üblicherweise mißt man nicht das Dipolmoment an einer bestimmten Stelle (0,$) im Bunch,
sondern beobachtet das über die Bunchlänge integrierte Dipolmoment

D(0) = /

und dafür erhält man mit (A.lSb)

oo oo

rr

Y, E
m=±l n=-o

Mit

gilt schließlich

wobei der Vektor a in (3.42) definiert ist.

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

A. 2 Beweis von JAjJ'1 = - ^4 J und

A. 2. l Eigenschaften der Matrixelemente

Aufgrund der folgenden Eigenschaft der Besselfunktion

folgt aus (3.36b)

a

- m-)) = (~l)n
a

Damit gilt für die in (3.36a) definierten Matrixelemente

'm'n'fc' 7i frn1 — n'fc'
•m.nfcM m ? f c = M'•'" iri*

Mit Hilfe von (A. 10) läßt sich

a

m-)
a

i'-n'fc'
i—nk

'fc'\ 't'

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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zeigen, wenn * das konjugiert Komplexe bezeichnet
Denn es gilt

= m

yco

-m'ß(8)in-n(-l)n-n l dp
7-oo

Z(j](~

a

,-co Z^f

-m' 0(0) i»"1 / rfp-
7-co AP, a a

= jlf — rn' n' k1

— mnk

Der Definition der Matrixelemente entnimmt man

A6>

(-1)" ^m'/
77?'

, >_ 777. i
(-1) —Mmn

jdp

a

/n'fc'fp

a

/ , r /
777 -}lnk(p

Q
m

ft

(A.27)

Für Chromatizität <f = 0 gilt

- / . < f°°Tl fm r> k l -3/ f\\ — n iMmrik — m p(v) i l dp
7-oo rf

d.h. die Matrixelemente M™^1* sind unabhängig von m, also

_ !_/ 1.1 '_/ l /
*^ r\ 1 ,f TTt 71 W "̂  T TI n r?

Darüberhinaus erhält man aus (A.28)

£ = 0 : Af"™/"'^ = — Mm>Tl'k'

Somit folgt aus (A.26) mit (A.29) (A.30) für £ = 0:

A.28)

A.29

(A.30)

(A.31)

A.2.2 Beweis der Aquivalenzrelationen

Unter der Annahme, daß die Chromatizität null ist, gilt (3.61)

A5 =

(O bezeichnet die Nullmatrix)

\(0] O
O R^(B]

M M
-M -M



In Abschnitt 3.4 wurde die Notwendigkeit erläutert, sich auf endlich viele Schwingungs-
zustände a^k zu beschränken. Es werden deshalb n azimutale Moden und entsprechend
die Moden mit —n mit jeweils k(\n-.} radialen Moden betrachtet. Damit folgt dann

-1 ••- M°_„ \1

(A,32

mit
rn 'O

""'1

• • • Mnk(n) l

(A.33)

Die Matrix M hat also die Dimension (2n + l)(2n + l), wobei die einzelnen "Matrixelemente"
Afn Blockmatrizen der Dimension fe(n) • fc(n/) sind. Die Matrizen Äm(ö) haben die folgende
Struktur

(A.34)**- B

mit

-B = -

/ ö

O l„(-ii/,

V O

O

l_n_n( ini/3

(A.35

wobei Inn — (6,-j) eine Einheitsmatrix der Dimension k ( n ) • k(n] ist.
Somit enthalten die Matrizen Rm(0) nur Diagonalelemente, so daß man für das transponierte
der Matrizen

sowie

erhält.
Die Matrixelemente vonM sind gemäß (3.58) durch

* j i i _ _ ' 1 1
M n K HJl*1 "

n f f = l^ink

definiert.
Für die Matrixelemente (A.37) folgt dann aus (A.27

vr11'*' - i \'-" ^M„, = (-1) JK

(A.36)

(A.37

A.38
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oder für die Matrizen A/"

Es wird eine Matrix P\t

l Vn|+11*• ! U-

Für diese Matrix gilt

P • pl ~ [ y^ ( — i)!"!"1 • ( —l
\

Betrachtet man nun eine beliebige Blockmatrix

-

(A.39)

(A.40)

(A.41)

dann erhält man für

P, D P, ((-l) |n|+Xn)(A.m)((-l)n|+Xn)
g (A.42)

Besitzt die Matrix D nur "Diagonalelemente" Dnn, dann wird sie durch diese Operation nicht
verändert. Damit ergibt sich mit (A.39) (A. 36)

•*i ^m •vi = -^m

P1MTP~1 = Af .

Darüberhinaus wird folgende Matrix definiert:

(A.43)

^
00 ô-^o— n

-"-^^m — m -"-mm

-"-—m— m C^_ mm

(A.44)

Diese Matrix bewirkt, wenn man damit eine Blockmatrix von links bzw. von rechts multi-
pliziert, ein Vertauschen der Zeilen m und — m bzw. der Spalten m und — m. wie folgende
Rechnungen zeigen:

/ oo Ö \ D*-^o—n ** 00

•^m—m -"-mm

— m—rn **s — mrr
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1)0

Dm(t
(A.45)

'00 Dom "u—m

-nO

'00

Somit gilt ebenfalls

100

/ \n0 ...

-l _. rT

Ô m — m -"• mm

-11-—m—m »-'— mir

D-n-

solange die Dimensionen der Blockmatrizen lmm und I_ m _ m übereinstimmen.
Aus Gleichung ( A.25) folgt mit m' — m — l

M = M-," = M:, = M:,

und damit

sowie

- M = M

M - Im = M

also insgesamt
• M • I,1 — M

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)
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Für die Matrizen Rm gilt

• Ä m - I , - In -An, 'In

Ä
= -im —I -r -/n

P

A.51)

Die Wirkung der Matrizen In bzw. J_n besteht in einem Vertauschen benachbarter Zeilen bzw.
Spalten und die kombinierte Anwendung auf die Matrix B besteht im Austausch benachbarter
Diagonalelemente —inv3 bzw. ~-i(—n)v3, so daß man

(A.52)

erhält.
Definiert man

P 2 = I n ' . . . - I l ,

dann ist aufgrund der Eigenschaften von In (A.47)

P' = P"1

Aus (A.50) (A.51) (A.52) folgt jetzt

P2TMP2 = M

P2rÄmP2 = -im-lL -r P? B P2

R
= — im — I — B

= -(--(-"of i+ *) = -*-.
Somit kann man aus den Matrizen PI und P2 eine Matrix P konstruieren

P = PI • P2 ,

deren Eigenschaften sich aus denen von P: bzw. P2 (A.43) (A.54) (A.55) ableiten:

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

-i

P Rm P = — R_m

PTMT P = M ,

Schließlich erhält man die Matrix J mittels

O P \'

(A.57)

(A.58)

(A.59)
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und es gilt
1-1

also

JT O -PT \ O -P
J PT o r1 p-1 o

T Tr T 7-1 / O P \ ö -P-1 \ I O \ • J* = J • J r» -, l l »-l ^ I = ^ t = l

Damit läßt sich die Gültigkeit der ersten Ahnlichkeitsrelation zeigen:

Pr O } ( - Mr Ä_! 4- MT )(-P O

PT(R^ + MT)P PTMTP \TMTP PT(R1 - MT}P )

~Rl + M M \M -Ä! -- M j

f / Ä! O \M M \

wobei P2 durch (A. 53) gegeben ist.
Für diese Matrix gilt

KTAK ( O P,\( Rl-M ~M W O ft
\ O ) \ Ä_! + M J ^ P2 O

P2TMP2

- M)P2

Aufgrund der Eigenschaften von P2 (A. 55) folgt

v x O Ä_, / \M -M " "

oder
yl^1 T / 1 T ~ ^ ( ' A f l 1 ^

>l = — J S\J . l ^A.Dl)

Darüberhinaus kann man eine Matrix K definieren

(A-62)

-M -Ri - M

fiT - M -M
M RT. + M

= ->l

also
AT^A' = --4 (A.63)

oder mit KT — A'"
= ->l . (A.64)
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A.3 Berechnung der Matrixelemente

A.3.l Berechnung der Standardabweichung

Für die Standardabweichnung äs gilt

dl
2TT (-00

also mit (3.13) und (3.86)

(7-, —
Ne

r dl,
JQ

cos
'0

rQ

also
ff9 -

dl — — I

(A.65.

(A.66)

A.3.2 Berechnung der Ink

Mit (3.36b) (3.86) (3.88) (3.89) (3.90) gilt

£ roo
- "*-) = J dxe */i '(a;)

wobei

ist, also

x — — und a = v/2/o (p — m—) =
In y O.

£
m — )

Dieser Ausdruck wird für positive n ausgewertet. Benutzt man die Identität [49]

f ~.—n T l \il T* l "f* l l —- - - T*

dx(

dann folgt

dx 2

Mit Hilfe von (A.68) ergibt eine k - fache partielle Integration von (A.67)

£ , l sa\ r
^~ky. V2 / L

— 77l — =

Substitution von x durch v2 führt zu

Ink(p - mj) - 2 (?) T
<* . / fc^Ti -4- t V \2/ 70

(A.67)

(A.68)

A.69)

(A.70)
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Benutzt man [50]

Jo 2p*

dann ergibt die Integration über v in (A.70) schließlich

k\(\n\ fe)!V2

wenn der Ausdruck für a eingesetzt wird.
Wegen J_n(z) — ( — l)n jn(x), gilt für negative n

Definiert man also
ln_

€n ~ U J '
dann lassen sich (A.71) und (A.72) zusammenfassen:

L

für n > 0

a , (A. 71

) . (A.72
a

A.3.3 Berechnung der M™^

Zuerst werden die Gleichungen (3.93) hergeleitet.
Nach (3.32) gilt

J da J da'^a^a'jW^a - a')

l J da
'

da 2r

Die Fourier transformierte der Ladungsdichte A(a) sei

f°°
J — oo

Damit gilt

[a / da'

( J r f a A ( a ) )
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( f d a X ( a ) } *

wobei s durch a = s/R ersetzt wurde.
Mit (A.9) gilt

ftin,(ft/\« /•<»

e~^ . (A.74)

-.-f dPZ(P)\\(p)\> (A.75)
a l r J



und analog
. /O_ D P

(A.76)

Die Ladungen sind nach Voraussetzung gaussverteilt, also ist

/ri_JTTI

da\(a) = Ne

und das Resultat der Fouriertransformation lautet

P2"2
\(p) - Nee~ 2 (A.77)

Setzt man (A.77) in (A.75) bzw. (A.76) ein, dann ergibt sich

bzw. (A.78)

/

oo .
dppZ(p)e-(p"s} .

-oo

Aus diesen Gleichungen lassen sich durch v - fache Differentiation nach <rj, anschließender
Multiplikation mit <j\ und mit u>0 — 27r/T0 die Beziehung (3.93)

T*IQ (7

gewinnen.
Um bei der Berechnung der Matrixelemente Schreibarbeit zu sparen, definiert man eine Größe

' "" _ _ . j m n / A

7 l ' ' '

dann ist

j m 'n k' -n ~ n

m + ̂ - m « . (A.80)
a a

Wegen der Gültigkeit von (3.54)

müssen nur die Matrixelemente für 1. m — ra' bzw. 2. m — — m' ausgewertet werden.
1. Für m — m' gilt

'*' =«""'-" ^- a
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Sei 2v — n', 4- |n| 4- 2(k' 4- k) eine gerade Zahl, dann erhält man

<fi -\1 j -T-/ \e — o-' v ~~ m
[p

mit =
a

Entwickelt man £2m'CT*px in eine Reihe, dann folgt

A±!fc' = i"'- (-1)" trj" - T T K * (A.S2)

Der Parameter ^ ist im allgemeinen eine kleine Größe, denn für a, — 3 cm, Ä = 300 m und
a = 3 - 10~3, alles typische Werte für einen großen Elektron - Positron - Speicherring, gilt

d.h. x i£t normalerweise deutlich kleiner als 1.
Berücksichtigt man deshalb in der Reihenentwicklung (A. 82) nur Terme bis zur Ordnung
dann ergibt sich

^^^{ /^

" (-1)" «rjTo

Somit erhält man insgesamt

, m'n'fc' ;n'-n . . (A.83)

Durch eine analoge Rechnung für 2v = n'| 4- TZ 4- 2(fc' 4- fc) - l gerade Zahl gewinnt man

.

' (A'84)

2. Für m = -m' gilt

' 'L.' ' f°°

J -— oo

m ÖL '-a
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Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes läßt sich die letzte Gleichung zu

m'n'k' -n' —n J-,~\' TZ-,
n

/
T/ \ _ \ i + |nl-i-2( k-t-k ) —(i/+u| „ — ^ ä p

dpZ(p)(<T0p) e
-oo

umformen.
Berücksichtigt man nur Terme bis zur Ordnung x1, dann lautet das Ergebnis der Entwicklung

Lmnk

2A; - ( n' + 2k')) dp Z(p) (

Demzufolge gilt für j n ' j + n gerade mit 1v = n

zr: i

und für n' + |n ungerade mit 2t^ — n' + n + 2(fc' + fe) — l

im'nV _ .-n*-n
mnk n

(A.85)

- f n' +2Jb')]} (A.86)

Mit Hilfe von (A.79) und (A.83) (A.84) (A.85) (A.86) bestimmt man die Matrixelemente
für m' — m bzw. m1 — ~m und mit Gleichnung (3.54) die restlichen Matrixelemente.
Ist der Parameter x klein gegen eins

was im allgemeinen erfüllt ist, dann erhalten die in Gleichung ( 3.94) angegebenen Matrixe-
lemente eine reelle Korrektur, die proportional zu \.
Zum Schluß sollen noch die wichtigsten Matrixelemente angegeben werden:

100

riio
110

W — &=
o

(A.87)

A.4

A.4.1

Die Differentialgleichung

dB*
+ i/a = 0 (A.88)

102



wird mit

in das Gleichungssystem
dy

a
da

0 l
V o

umgeschrieben. Bekanntlich hat dieses System die Lösung

mit

T(8 cos i/(#2 — ÖT) ~ si:

Außerdem gelten die wichtigen Relationen

und
det T = l

Für den hier interessierenden Fall

für 0 < 6 < Aö
für Aö < 0 < TT

folgt dann

woraus man

„ - T(TT) -

-Sp(T7r) = COSI/O(TT - AÖ)cos^A6" - - ( — + — )sin^0(7r
2 s V 1/1 i/o /

errechnet.
Setzt man die Werte für i^0- ^i ein, dann gilt

cosi/ol71" "" AÖ) cos \ VQ -p 2
IW

—
Zif?

M

i/

2—z^oAÖ

(A.89)

(A.90)

(A.91)

(A.92)

(A.93)

(A.94)

(A. 95)

A.96

Für AÖ —* 0 erhält man die bekannte Gleichung für zwei punktförmige Objekte, die einen
Abstand von TT haben:

cos VOTT — M si

Die Resonanzen treten auf für VQ • TT = m • TT

= l H- MÄ -

) <C l, denn dann ergibt sich

> l für 6] < 2 M\

(A.97)

(A.98)
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Den maximalen Wert der Spur erhält man für

-Sp(Tw)
2

S\ M\

max

1 4 s r 2- —M
2

(A.99

Die Eigenwerte von TV lauten bekanntlich

l
±

und sind für iSp(T^) > l rein reell und lassen sich in folgender Form schreiben

j_ ^b.i3rr

wobei T0/2 die Zeit für einen halben Umlauf angibt.
Mit

T
und ~ < l folgt

2r

(A.100)

Somit erhält man für zwei punktförmige symmetrisch angeordnete Resonatoren als Amplitu-
denzuwachs pro Umlauf:

/T«\ 2|M| . (l
r ) max

-> 0

Im weiteren soll der Amplitudenzuwachs pro Umlauf für ein endliches Aö berechnet werden.
Mit den Größen

x — A0 •

6 8 < 1/2 (A.102)

folgt aus (A.96)

^SP(T; x

l -
x + M

-f 2Mx
) sin vx 2 + 2Mxsin(Ä7r — x) (A.103)

Unter der Annahme, daß x > 2M ist, was keine allzu große Einschränkung ist, da die Ma-
trixelemente im allgemeinen klein gegen eins sind, insbesondere in diesem Fall, in dem Insta-
bilitäten für kleine Ströme untersucht werden, kann man die Wurzeln in (A.103) entwickeln
mit dem Ergebnis:

1 {M\
cos(£?r + Af) - -) sin(x -f- M)sin(^7T - x)

2 V x /
(A.104)
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Mit e = 6-x -i- A/ gilt für die Spur

l
COS €

2 V x
sin(# -r M)sin(;c 4- M ~ (A.105)

Die maximale Anwachsrate ergibt sich jetzt zu

—
r i max

M
-sin(x -f M)

x
(A.106)

Die Resonanzbreiten, d.h. diejenigen Bereiche für 6 bzw. e, für die die halbe Spur noch
größer als eins ist, sind nach Gleichung (A.98) bzw. (A.105) durch

a)

b)

,o -2 M|

= 2 --sin(i + M)
x

(A.107)

gegeben, wobei (A.lOTb) nur dann in guter Näherung gilt, wenn sin(x + M) nicht kleiner als
e ist. Falls sin(x + M) sehr klein ist, dann kann die Resonanzbreite noch bedeuteiit kleiner
sein als (A.lOTb).

A.4.2

Betrachtet man (A.89) für einen sehr kleinen Winkel A# = 0? — 0j, dann gilt in erster
N äherung

t•
Mit dem in (A.94) vorgegebenen Tune innnerhalb des Resonators gilt dann

/ AÖ \ -
T =

also für Aö -» 0 und C = -2Mf„

- M

l 0
C l

(A.108)

Damit können jetzt Spur und Determinante für Fall a) bzw. b) ausgerechnet werden (vgl.
Abbildung (4.4)).
In beiden Fällen gilt

(A.109)

also

"o = TCK • TKC + C TCK
0 0

IKC

C
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und damit erhält man

l C
-Sp(To) = cos27T7/ -t- — sin27rv sowie det T0 =- l .

Außerdem ist in beiden Fällen
T = TFB • To .

Im Fall a) ändert sich nur die Matrix TKp aber nicht TPA-, d.h. es ändert sich nur die Spur
von T gegenüber dem Fall ohne Resonator. Mit

KP ' cos

folgt aus (4.9) Fall a)

1 C k f l C
-Sp(T) = cos27Ti/ — — sm27ri/ + — — ain&Kpv -i- ~ sin
2 2v 2 \ ^2

und
fe

det = l - -smßpKV •

Im Fall b) ändert sich nur die Determinante gegenüber dem Fall ohne Resonator. Mit

rT^ — \ rfi rri ty ^ ~ ^ _,. rri—l •T^^lrri— i
^PA" \ ) ~ J-CK-'-C •'•PC

- (TcA-Tpc)-1 - C-TP£ ^ l Q J T Ö K

\l -i . / , 1 - x i - n
sm^pR-^ _ / -

sn C K

folgt, aus (4.8) Fallb)

l C
det = l -r k( -- sinßpKi/ — — sind PC ̂  s i n Ö c K f )

v v

l C k
-Sp( T) = cos27ri/ + -sin27ri/ -f- — sin(27ri/ —

A.4.3

Um zu untersuchen, ob die Kopplungseffekte zwischen Rückkopplungssystem und Resonator
für sehr viele Resonatoren im Mittel verschwinden, wird ein Abschnitt mit 7V Resonatoren
der Stärke £ betrachtet, die äquidistant aufgestellt sind (vgl. Abbildung (A. D). Für die
Transferrnatrix dieses Abschnitts gilt

'T' — T T' T1 T T T1 T T^ n~<
•tae — J.CNe-iC-'-CN_lCN • • - -* C J C,_1 C, • • • ̂  T -L Cl C2 -1- C l oCj

Mit

C / 0 0 \
I - - ( ̂  0 J und - « l
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Abbildung A.l: N äquidistant aufgestellte Resonatoren

(I Einheitsmatrix)
erhält man in linearer Näherung

0 0
1 0

C N i n n-i ^ ji-i _ _ y^ 71-1 [
Qae N r-l C'e l l 0

ae

In Abschnitt A. 4. 2 sind die Änderungen der Determinante und Spur für einen Resonator
berechnet worden. Die zusätzliche Matrix aufgrund des Resonators ist jetzt durch eine Summe
von Matrizen zu ersetzen oder die Matrixelemente durch entsprechende Summen. Da für
Änderungen von Determinante und Spur jeweils nur die Matrixelemente (Tjc.p)i2 bzw. (Tp~^-)12

von Interesse sind, müssen die Matrixelemente in Abschnitt A. 4. 2 nur durch entsprechende
Summen ersetzt werden, wenn in dem jeweilen Abschnitt der eine Resonator durch mehrere
ersetzt wird.

C k f l C N
Fall a): -Sp(T) = cos27ri/ + — sin27ri/ + -{-sin8Kpi> H

k
detT = l -- si

v
l C k

Fall b): -Sp(T) = cos27r^ H -- sin27ri^ + — $\v.9Kpv
1 ' 2i/ 2i/

k kC N
detT = l - -si

In beiden Fällen müssen Summen der Form

N "l
S = — r " sin 00c< i/ sin 0C frz/ mit 9aCi\— '

IT 1=1

berechnet werden. Es gilt

5= --
l l JV
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Falls der Betatrontune v und der Abstand Oab genügend groß ist, genauer &ab • v > l, dann

folgt

Pab ' V

Insbesondere im Fall b) (9ab = ÖPK) ist der Abstand zwischen Monitor und Kicker größer als
der halbe Umfang (6PK > TT} und der Betatrontune v normalerweise größer als 20, d.h. der
zweite Anteil von 5 kann in guter Näherung vernachlässigt werden, also

Fallb): 0 a f r - z / > l
k Ck

detT ^ l - -sin0Fft:^ + —-cosQP Kt> .
v 2v

Benutzt man die Bedingung für ein reaktives Rückkopplungssystem

QpK^ = TU - 7T ,

dann gilt
Ck

Fallb): - ~

Somit heben sich im allgemeinen die Effekte der Kopplung zwischen N Resonatoren und dem
Rückkopplungssystem nicht weg.

A.4.4

Es gilt nach (3.164)

T = T/v • • Zi = e^j=1 3 2 ^i=i ^-«=il J""

Es soll gezeigt werden, daß die Kommutator-Summe vernachlässigt werden kann.
Die Matrix eines Resonators Aj lautet nach (3.61) für £ = 0

ö \ M M \) j -M -M >
f = 0 : A -

O

Mit (3.40) gilt

-* J
B O
O B

M M
-M -M

Dabei beschreibt ßj die Betatronfunktioii am j-ten Resonator und die Matrixelemente von
M sind für den mittleren Wert der Betatronfunktion ß berechnet worden. Darüberhiiiaus
wurde die Beziehung

R

benutzt.

Die Berechnung des Kommutators liefert nun

'h.
ß

I O \ -I )

( /

M M
-M -M

M M
-M -M

B O Y
O B }

(A.110)
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Die auf der rechten Seite der Gleichung stehenden Kommutatoren können leicht berechnet
werden mit dem Ergebnis

I O \ -l J '

( M M
. ~M ~M

M M
-M -M

B O
0 B

O 2M
2M O

[ M , B} [M, B]
-IM , B] -\M. B\a die Matrix B nur Diagonalelemente enthält, ergibt sich für den Kommutator [M , 5l

[M , B] = ( 2v, (n1 - n ) AClf' ) = iv. M' .

d.h. die Diagonalelemente der Matrix M' verschwinden.
Mit der so definierten Matrix M' folgt dann

O -I

N j

»r *n

+ * • Aj=l ^J

O M
M O j £j fr{ \ß3

M M \ ß^
~M -M ) ^ ß

, \ J /ß.
l v v l ci> > i —^~- —

Da sich die Betatronfunktion über die Länge der Beschleunigungsstrecke periodisch ändert,

gilt mit ßj - ß < ß 11

,ti Ä
" A

und da die Länge der Beschleunigungsstrecke durch

= N •

gegeben ist, beschreibt die einfache Summe der Matrizen Aj die Transfermatrix eines "Reso-
nators1' der Länge A#:

N

wobei die Matrixelemente von A für /3 berechnet werden.
In den Summen

N

bzw.

s
52

f v (ß>hh\J
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heben sich im allgemeinen wegen der periodischen Änderung von (3j viele Terme weg. Es ist
nun nicht notwendig, die Summen zu berechnen, sondern es reicht aus, folgende Abschätzungen

zu kennen:
Si <N i 6 {1,2} .

Durch die Kommutator-Summe werden also nur die Matrizen M geändert und die maximale

Änderung ist durch

M - i \v,&9T M' M - i £z/,A0r M' + iv0&9r M
-M + i

gegeben.
Die übliche Moden-Kopplungsinstabilität wird durch die Elemente der Matrizen mit m' — m
hervorgerufen (vgl. Abschnitt 3.7.1). Die Elemente dieser Matrizen werden gemäß

! t LlTl fTTl n rt

Mm'nk

geändert. Somit erfahren nur die Außerdiagonalelemente eine Veränderung und damit auch
nur die Kopplungselemente der zur Instabilität koppelnden Moden:

M~ m'nfc «"f-m'n+lAe _ l-, ( , Aft \\ •tr
m'n+lkMm'nk = (* (^ * *"' / ^*™'«* Mm

Für typische Werte

• Länge des Resonators LT von einigen Metern

• mittlerer Maschinenradius R von einigen hundert Metern , so daß

• A0P Ä IG"2 gilt

• Synchrotrontune va < 0.1

folgt, daß die Korrektur kleiner als 10"6 ist und damit vernachlässigt werden kann.
Die kohärenten Resonanzen kommen durch die Kopplung von Moden mit unterschiedlichem
m zustande (vgl Abschnitt 3.8.1). Genau wie im Fall der üblichen Modenkopplung werden
auch hier nur die Kopplungselemente

Ttrm'-nk
^W-m'n*

geändert. Die Änderung ist in diesem Fall größer, da die Korrekturen durch den Betatrontune
bestimmt sind:

für einen Betatrontune von ca. 20 und den oben angebenen Parametern.
Diese Fehler im Prozentbereich können in guter Näherung vernachlässig werden, da die Ef-
fekte, die durch die endliche Länge der Beschleunigungsstrecke hervorgerufen werden, bedeu-
tend größer sind.
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A.5 Transfermatrix des Dipol - Rückkopplungssystems

Nach (A.6) ist

{- + m V + im'*}d , , { 9 1 }

Mit Rückkopplungssystem besteht der Kraftterm aus zwei Anteilen, dem üblichen Anteil F\ ]
und der über die Bunchlänge konstanten Kraft des Kickers des Rückkopplungssystems F^

f F, für Bj<9< ej+l

| 0 sonst

Somit gilt für den durch den Kicker verursachten Kraftterm

<9 D
{^ -t- inva + im' — } dm.n,(9,I}

a

wobei Gleichung (A. 12) benutzt wurde.
Mit Hilfe von (A. 1 5) und (A.16) folgt

rn Fkc
'o a

Definiert man

A>s =

dann erhält man mit (A.lSb) schließlich

a 7?
H" i"'^. - im1—

i a

Nimmt man die Anteile hinzu, die von dem Kraftterm F[u] herrühren (A.17), dann gilt

oo oo , , , , , . m i
— —-"• / / / •"^mnfe ^mfc'") " ~

l a
^ —OO =

Benutzt man die Definitionen von a(&] bzw. A(&] (3.42) bzw. (3.43) und führt den Vektor

k = ̂ A>B(... : -—r^L.^m'-), ,..) (A.113)
t Q
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ein. dann folgt aus (A.112) (4.24)

da(B)
dS

Unter der Annahme, daß die Länge des Kickers A<9 vernachlässigt werden kann und am Ort
des Kickers kein Resonator steht, erhält man (4.28)

Allgemein gilt für

a = ( a , ) b = ( b , ) c = (a

ä-il? -c)=
i=i

also mit

wobei die Matrix A"
Somit erhält mau

mit

= (kij) eingeführt wurde.

= JCa(9P)

"mnfc'fc ')

-mW
• mnk

m

a

Aus (4.28) ergibt sich also schließlich (4.34)

4- kFBK,a(SP

A.6

A. 6. l Berechnung der charakteristischen Gleichung

Zuerst wird T0 berechnet. Aus Gleichung (4.40) folgt

) (I - M)K(0KC)

IQl 0 0 0 \ elß* 0 0

0 0 e~101 0
0 0 0 e-^1
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1 -i j l /o) -<'A/
;M„ u- ,

-iAfn i A/

/ r:°2

0

0
l 0

•»11

")
0

C»A

0
0

,M„ -iM,

-iA/n (1 + Z'A/!) /

0 0 \ 0

e-ia2 Q

0 e'"3- /

mit

-2. ~ -

Damit gilt

mit
Q = a i -h a 2 ß — ß\ ß^ •

Im Falle, daß die Chromatizitat null ist, gilt für die Kickmatrix nach (4.31

A" - i

/ l 0 l 0 \0

- 1 0 - 1 0
0 0 0 0 /

und somit

/

v

Ci

0

-c\

0
0
0
0

<?2

0

— C2

f)

0 \

0

o /

wobei

Cl

ist.
Damit, errechnet sich die gesamte Transiermatrix (4.44) zu

T

(l -iM^e™ +

iM0e l (Q2-Ql> -
l -

-C2

1l;



Mittels
det(T - IA) = 0

erhält man die charakteristische Gleichung von T.
Setzt man T in die Determinante ein und führt folgende Operationen durch:

1. multipliziere Zeile 3 mit e2"*1 und addiere dies zu Zeile l

2. multipliziere Zeile 4 mit e2zßl und addiere dies zu Zeile 2

3. multipliziere Spalte 3 mit e2tc>2 und subtrahiere dies von Spalte l

4. multipliziere Spalte 4 mit e21®2 und subtrahiere dies von Spalte 2

5. vertausche Zeile 2 und 3

6. vertausche Spalte 2 und 3

dann erhalt man mit

,2ia2 / j

2ic(2

au = A(e2"* - 1) + Cl(l -- e21-) - c2e"

«12 — el(ai~a2> - Ae IQ1 + c2(l -

a21 = Ae2"*2 - e'"<a3-ai) - Cj 4

°22 ^ (l "l" tjiao)e ' — A — c2

\ liß -i \33 A(e

a34 = e l 2 ' — Ae

Ü43 ^ A 6 — 6

(7^/ M -t- 7 A^-i ip^1 — A"•14 \- ft^KAJIC x»

e2''0")

schließlich

11 a!2 0 0

2i Ü-22 0 -̂

0 0 a33 a34

0 T/ a43 a44

«34

«43
= 0 .

Um die einzelnen Terme in der letzten Gleichung zu berechnen, macht man einige der unter
1.-6. aufgeführten Operationen rückgängig und erhält

«22
-iM0)eia d -- A -

-- c, (l +

= A2 -- A (l -- iMQ)eia + (l + iM0 Cl c2) --

la - c2 - A

+ (l - zM0)(l + iM0[

'a - C2(l -- iM0)e;° -

— \ 2A(cosa -|- MO sin a - k2 sin aKp2 ) + l +

- 2Mo (ki cos a + A;2cos(a - aKp2) - kicos(a2 - a

wobei die Ausdrücke für ca und c2 eingesetzt wurden.
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Setzt man die Definitionen der einzelnen Koeffizienten a ein. dann ergibt, sich schließlich

= A" •- 2A (cos 271-1/3 - M0sin27ri/i3 + kysmQKpkVa} -r l
G21 @22

-2(fc1sin27r^ - k3sm(2ir - QKPz)vß) - 4Af0 si

oder mit den in (4.45) definierten Abkürzungen

Ebenso läßt sich

zeigen.

Außerdem gilt

\ «\i i= A - 2A.4 + l

= A2 - 2\ + l

Mit den in (4.45) eingeführten T'ermen ergibt sich

Damit folgt jetzt insgesamt für die charakteristische Gleichung

(A2 -- 2A4 + l - F) (\- - 2AB + l) - E • A (A sin 2^ +

und Ausmultiplizieren liefert Gleichung (4.45).

0 ,

A. 7

A. 7. l Herleitung von Gleichung (4.67)

Mit

a - -2(.4 + B)
c = -2(.4 + B)

b = 4AB + 2 + F + £sin27rz/ö

d = l -f -F

folgt, aus ( 4.45)
A4 4- aA3 - 6A2 4- cA - d = 0

also mit ( 4.64)

(r + l)4 -f a(r -r l)3 (r -- 1) - b(r 4- l ) 2 ( r - l ) 2 4- c( r 4- l ) ( r - 1)" - d(r -- l)4 = 0 .

Multipliziert man die einzelnen Terme aus und faßt anschließend zusammen, dann erhält man

r4 • (l + a + b + c + d) +

r3 • (4 + 2n. - 2r - 4t/) +

r2 - (6 - 26 -

(4 - 2o 4t/) +

= o .
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Definiert man die Koeffizienten 0, durch

4

i=0

dann gilt
4

a, = 16 . (A.115)
1=0

Einsetzen der Definitionen von a,b,c,d ( A.114) ergibt

r4 (4 - 4(A + B) -h 4AB - Esin^Tn^ + 2F - 2(BF - E D)) +

r3 (4(BF~ED) - 4F) +

r' (8 -- 8.45 - 2.E sin 27TI/Ö + 4F) +

r (-4fBF - ED) -- 4F) +

(4 + 4(.4 + B) + 4^1B + £"sm2TL//3 + 2F 4- 2(5F - E D ) } = 0 ,

also mit den Definitionen von Gleichung ( 4.67)

V a;r4" - 0 .
i=0

A.7.2 Berechnung der Hurwitz Determinanten

Nach [461 lauten die Hurwitz Determinanten für eine Gleichung 4-ten Grades

V 0,-r4-1 - 0
i=0

— a i H? —
= «23x12 — djO-4 HU ~ 04/13

Die Bewegung ist stabil falls [46]

a^Hi > 0 , H-2 > 0 . a0H3 > 0 , H 4 > 0

gilt. Da nach ( 4.68) alle a, positiv sein müssen, erhält, man folgende Stabilitätsbedingung

f V » € {1.2.3,4} : a, > 0
Stabiltitat - {v^j^f ^ > 0 - (

Es müssen im wesentlichen nur die Determinanten H? und Jf3 berechnet werden.
Es ist mit ( 4.67)

(4{BF~ED) - 4F)(8 -

~ ED) + 4F)(4 - 4 ( .4^B) - 4AB + £ sin 27r^ + F -

- 4(4 -B) -- 4.4B - £ sin 2*1/0 + 6F - 2(BF - ED}}

+ -B) -- 12.45 -- 3E siiiZTrisv - 2F + 2(BF - ED)) . (A. 117)
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Mit

a = 4(BF~ED)

b = 4F

x = 12 - 4(A-B] ~ 4AB - E sin2irv3 + GF - 2(BF - E D] •

y = 4 -t- 4M 4- B) - 12.45 - 3£sm27rz^ +2F + 2(BF - ED)

z = 4 - 4M + B) - 4AB - E sin27rv!3 4- 2F -t- 2(5F - £*£>)

ergibt die Berechnung von HZ

Hz = -(a + b)(ax - by) - (a - b}2 z

-a2(x — z) — b2(z -- y) + ab(y — x 4- 2 - )

H3 = -16(BF - ED)2(IG + 8F) - IQF2(IQAB + 4£"sin27r^)

4- IQF(BF - ED}(IG(A + B) + S(BF - ED)) .

Multipliziert man aus und faßt die entsprechenden Terme zusammen, dann erhält man
schließlich

H3 = -162(E -D)2 -- 162FED(A- B) - 4 - 16 F2Esin27r^ . (A. 118)

A. 7. 3 Untersuchung der dritten Hurwitz - Determinanten H%

Um Gleichung (A. 118) weiter untersuchen zu können, benötigt man eine Umformung der

Größe D. Nach (4.45) ist

C = -2(k1sin

D — sin9cKVkism&Kcv 4-

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kann ki eleminiert werden, und man erhält

C cos((9A-c - 8cK)vß, ^ sin 9KP^ v3 .
D = --[cotZiri/Q -- - . n sin VCKVQ (A. 119)

4 sin 2itV sin 2

oder mit

O. = COt i
sin

3 SOCÖCKVQ (A. 120)

C , k'y sin & K P?
D -a -- ß^^ . (A.121

4 sin 2

Für die Werte a . ß kann man näherungsweise angeben, wie sie sich im Falle mehrerer Reso-
natoren ändern. Berücksichtigt man ähnlich wie im Abschnitt A. 4. 3 nur die linearen Beiträge
der einzelnen Resonatoren und vernachlässigt alle höheren Tenne, dann erhalt man

l N

ß = ^ Y] si

l N cos(0KCt -
a. — cot 27ri/H — — > - : — ~

A r sm
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Für sehr viele Resonatoren und für

gilt dann (siehe Abschnitt A.4.3):

o
Q Ä: COt 2-7TIA3 . ( A.!.;!_)

Nach (4.74) ist
E • sin2irvQ > 0 für v, < 8vß + 1/4 < 1/2 ,

d.h. es ist
-4 • 16.F2£sm27rzAj < 0

und
-IQ2 (E • D)2 < 0 .

Damit die Bewegung stabil ist (fT3 > 0), muß also wenigstens folgende Ungleichung erfüllt
sein:

- W2FDE(A - B) > 4 • 16F2.Esm27riAj >0 . (A.123)

Nach Gleichung (4.45) gilt

E • (A - B) = -4M21sin27r(^ - v,} - (2sin2?r(t/ß - ^)sin27r^ -

Nun ist nach (4.73)
m l

2 4
also folgt

° / l/s

11 v 2

Für kleine 6vß und i/, (< 0.1) lassen sich die Winkelfunktionen entwickeln mit dem Resultat

E • (A - B ] % -4M-J • (27Ti/ a + Mo - M, -- f - l ) m f r 2 sin^-p,^ ) - (A.124)

Benutzt man die Frequenzverschiebung, um den Frequeiizabstand zwischen den Moden (n —
0) (n — —1) zu vergrößern, dann gilt

- (-ir^sinÖA-p,^ = 27TXL/, > 0 =- E • (A - B] < 0 , (A.125)

da im allgemeineu

ist.
Verkleinert man hingegen die Frequenz des Fundamentalmodus, so daß sie kleiner als die
Frequenz des Modus (n = — 1 ) ist, d.h.

, ^ 0 ; x > 0 , (A. 126)
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dann gilt
E • (A -- B) > 0 . (A. 127)

Damit erhält man im Falle (A. 125) aus (A. 123)

F - D > 0 (A. 128)

und im Falle (A. 126) aus (A. 123)

F • D < 0 . (A. 129)

Da nach (4.69) eine stabile Bewegung nur dann möglich ist, wenn F negativ ist, folgt insge-
samt:

~(-l)mk2sinQKp3Vß ~ ZTTXV, > 0 stabil falls D < 0 (A. 130)

-(- l )mfc2sin0Kp 3 iA3 = ~27riA,(l + z) > 0 Stabilfalls D > 0 . (A. 131)

Nach (A.121) gilt mit (4.73)

D = a- - (-l)mfc2/3sin0Kp2^ ,

also im Falle (A. 125)
C

D =a— + ßlirxv, (A.132)

und im Falle (A.126)
C

D = a~ ~ ß 27TK, (l + z) . (A.133)

Aus (A.130) und (A.132) bzw. (A. 131) und (A.133) erhält man das wichtige Resultat, daß
für C = 0 stets H 3 < 0 ist und somit wenigstens ein Modus instabil ist:

C = 0 =? Instabilität . (A. 134)

Man kann nun zeigen, daß C immer negativ sein muß, da ein positives C stets zu einer
Instabilität führt.
Im Falle von (A.130) ist das leicht einzusehen. Da

F ~ C + 4A/0D < 0

immer negativ sein muß und sowohl M0 als D negativ sind und somit

Mo • D > 0

ist, muß C notwendigerweise negativ sein.
Im Falle von (A. 131) ist

Q

D - a -- /327ri/5(l + x) > 0 mit ß > 0
4

aC
=> - = P + 27ri/J(x + l)/3 > I> > 0

Da a für sehr viele Resonatoren ungefähr durch

a ^ cot 271-1/0 Ä: —l'R&Vß < l
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gegeben ist. wobei 14.73} benutzt wurde, gilt

-4D .

Jetzt ist
F = C - 4iA/o D

und da M0 stets kleiner als eins ist, muß

C < 0

gelten, damit F negativ ist.
Es kann nun für die beiden Fälle (A. 130) bzw. (A. 131} folgendes ausgesagt werden:

1. positive Frequenzverschiebung (A.130):
Aus D < 0 und C < 0 folgt mit (A.132)

und außerdem gilt

a > 0

laCI

F = C\ 4 Mo \D

(A.135

A.136

2. negative Frequenzverschiebung (A.131):
Mit (A.133) folgt aus D > 0 sowie C < 0

a < 0 (A.is:

Weiterhin ist

D
aC.

- 27Tl/ , ( l + X)ß

A.138

Damit die Bewegung stabil ist, muß für beide Fälle (A. 130) bzw. (A. 131} die Ungleichung
(A.123) erfüllt sein, d.h.

E Dl A -- B :

Benutzt man (4.73) sowie (A. 125), dann gilt für 1.

\D\2
C

M0 \D\

wobei der Term MI vernachlässigt wurde, da j A f i j <-r l ist, also gilt

C ( a 27rva(l + x) - 1) > 4 - (27ri ' , )2x(l + a- ) /3 > 0

und für den 2. Fall erhält man ebenso

|C|( a|27r^z - 1) > 4 - (27rz / 3 ) 2 ^( l - x)ß > 0 .

Diese beiden Ungleichungen können für typische Werte wie:
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• 0 < x < l

• 0 < v, < 0.1

• a =3 cot 2

• 0 < < 0.1

nicht erfüllt werden, so daß eine Kompensation für

m
i 0.1 (A.141

nicht möglich ist.
Eventuell ist eine Kompensation für

0.1 < \8v0\ 0.25

möglich.
Untersucht man diese Möglichkeit für den 1. Fall, dann fällt zuerst auf, daß aus

a % cot 2/rt/j = — t an Z mit a > 0

0

folgt. Somit muß man sich von der Viertelzahl des Betatrontunes in Richtung auf die erste
Satellitenresonanz bewegen. Da eine Kompensation nach (A. 139) nur für sehr große Werte
des Synchrotrontunes möglich ist und im allgemeinen kein Elektron-Positron Speicherring
zwischen einem ganzzahligeii Betatrontune und der ersten Satellitenfrequenz betrieben wird,
ist es nur noch sinnvoll, folgende Werte zu betrachten

bv& l 0.15

Für Werte 8i//3\ 0.1 sind die Werte von a recht groß, so daß man die Ungleichung (A. 139)
erfüllen kaiin, jedoch ist dann im allgemeinen

C

eine sehr große Zahl, so daß

F\t und damit wird (4.69) nicht mehr erfüllt.

Analoges gilt für (A.140). so daß man sagen kann, daß für

0.15 A.142)

keine Kompensation möglich ist.
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