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Abstract

Localized pointlike cavities cause coherent synchro-betatron resonances in addition to the
usual mode coupling instability. In this thesis a matrix formalism based on the Vlasov equa-
tion is developed which allows one to consider both arbitrarily localized cavities and the finite
length of the RF - sections. In this way it is possible to investigate the importance of the
coherent resonances. It is shown that the localization of the cavities can be neglected because
of the finite length of the RF - sections. The matrix formalism is extended in such a way
that the effect of a feedback system can be studied. This allows one to investigate the central
question of whether a feedback system is able to compensate the mode - coupling instability.
1t is found that in general a feedback system is not able to increase the threshold current but
on the contrary reduces the instability threshold.

Lokalisierte punktférmige Resonatoren verursachen neben der iiblichen transversalen Moden
- Kopplungsinstabilitat koharente Synchro - Betatron Resonanzen. Um die Bedeutung dieser
Resonanzen untersuchen zu kénnen, wird in dieser Arbeit ein auf der Vlasov - Gleichung basie-
render Matrizenformalismus entwickelt, der neben der Betrachtung beliebig lokalisierter Reso-
natoren auch noch die Beriicksichtigung der endlichen Lange der Beschleunigungsstrukturen
gestattet. Die Resultate der Untersuchung realistischer Beschleunigungsstrukturen zeigen,
daf} die Lokalisierung der Resonatoren aufgrund der endlichen Lange der Beschleunigungs-
strecken vernachlassigt werden kann. Der Matrizenformalismus wird in der Weise weiter
entwickelt, dafl die zentrale Frage untersucht werden kann. inwieweit ein Rickkopplungs-
system in der Lage ist, die Moden - Kopplungsinstabilitat zu kompensieren. Es zeigt sich,
daB ein Riickkopplungssystems im allgemeinen nicht in der Lage ist. den Schwellenstrom zu
erhohen. im Gegenteil in der Regel fithrt der Einsatz eines Riickkopplungssystems zu einer
Verringerrung der Instabilitatsschwelle.
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Kapitel 1
Einleitung

Die in Speicherringen umlaufenden Teilchenpakete (Bunche) kénnen kohirente Schwingungen
in allen drei Fokussierungsrichtungen ausfiiliren | Svnchrotron- bzw. Betatronschwingungen).
Der Strahl stellt damit einen Wechselstrom dar. der in den Querschnittsinderungen der Va-
kuumkammer ( Faltenbailge, Tanks, Monitore etc.) und insbesondere in den Beschleunigungs-
strukturen (Resonatoren) elektromagnetische Felder erregt, die auf den Strahl zuriickwirken.
Die Stirke der angeregten Felder und damit die Starke der Riickwirkung steigt mit der
Strahlintensitat. Die intensitatsabhangige Riickwirkung kann zu einer Selbstanregung - Strakhl
instabilitat - fithren, die durch ein unbegrenztes Anwachsen der Schwingungsamplitude mit
einer Reduktion der Intensitit oder mit totalem Strahlverlust endet.

Instabilitaten treten erst oberhalb eines Schwellenstroms auf. der dann in fast allen Fillen
den maximal speicherbaren Strom kennzeichnet.

Grofle Speicherringe leiden besonders an intensitatsabhingigen Instabilititen, da in ihnen die
Zahl der Querschnittsinderungen der Vakuumkammer sehr hoch ist. Dies gilt insbesondere
fur Elektron - Positron - Speicherringe mit hoher Maximalenergie, deren Zahl an Hochfre-
quenzresonatoren grof} ist, da hier der durch die Synchrotronstrahlung hervorgerufene hohe
Energieverlust kompensiert werden muf.

Es gibt eine Vielzahl verschiedener Instabilitaten. die wie folgt klassifiziert werden:

o Multibunchinstabilititen: Die Instabilitatsschwelle ist durch die Intensitit mehrerer
Bunche gegeben, da die Instabilitat durch die Kopplung der Bewegung mehrerer Bunche
hervorgerufen wird.

® Einzelbunchinstabilititen: Die Instabilitatsschwelle hiangt nur vom individuellen Strom
eines Bunches. unabhingig von der Anwesenheit und Intensitit anderer Bunche, ab.

Instabilitaten treten der Fokussierung entsprechend in allen drei Raumrichtungen auf. und
man unterscheidet zwischen:

* longitudinalen
e horizontalen
e vertikalen

Multibunch- bzw. Einzelbunchinstabilititen.

Der Mechanismus vieler Instabilititen wurde in den letzten 20 Jahren eingehend unter-
sucht [1][3]/4], so daf geeignete Gegenmafinahmen ergriffen werden konnten [4/, um Inten-
sitatsverlust zuvermeiden.




1.1 Transversale Moden - Kopplungsinstabilitat

Am Speicherring PETRA wurde 1980 eine Instabilitat beobachtet, die sich nicht in die bis-
herigen Vorstellungen einfugte (5. Hierbei handelt es sich um eine Einzelbunchinstabilitat,
die in vertikaler Richtung zu einem sehr schnellen Anwachsen der Schwingungsamplitude und
schlieflich zum Strahlverlust fuhrte.

Der Mechanismus dieser Instabilitit wurde von R.D. Kohaupt aufgedeckt [6](7], indem er
cinen von F. Sacherer entwickelten Formalismus (8| zur Behandlung von Instabilitaten wei-
terentwickelte.

7w dieser Zeit wurde auch am Speicherring PEP [9] diese Instabilitat beobachtet.

Die Untersuchungen zeigten bald. dafl diese Instabilitat den maximal speicherbaren Strom
in grofien Speicherringen entscheidend begrenzt. Deshalb wurden vor dem Bau grofler Spei-
cherringe umfangreiche Untersuchungen dieser Instabilitit durchgefithrt wie im Falle von
TRISTAN [10], LEP [11] [12] [13] und SSC (14].

Inzwischen wurde der Sacherer Formalismus auch weiterentwickelt, um Strahlungsdampfung
[15] und Landaudampfung [16] zu beriicksichtigen.

Wegen der groflen Bedeutung dieser Instabilitit wurden ebenfalls Anstrengungen unternom-
men, durch Computersimulation [17] dieses Effektes weitere Einblicke zu gewinnen. Diese
Simulationen sind jedoch sehr aufwendig, wenn die komplette Struktur eines Beschleunigers
beriicksichtigt werden soll.

Um den Aufwand zu reduzieren, wurden deshalb in manchen Simulationen die einzelnen
Resonatoren zu einem Superresonator zusammengefafit, der in einem Punkt im Speicherring
lokalisiert ist.

Im Falle einer solchen Computer Simulation trat ein neues Phanomen auf [18[: kohdrente
Synchro-Betatron Resonanzen. Die Instabilitit setzt schon bei einem sehr kleinen Strom
ein. wenn der Uberhang évs des Betatrontunes einem Vielfachen des Synchrotrontunes v,
entspricht.

Diese Resonanzen wurden auch schon mit Hilfe eines Zwei - Teilchen - Modells entdeckt [19],
und es zeigte sich, dafl diese "Synchro-Betatron Resonanzen” nicht mut den bisher beschrie-
benen Synchro-Betatron Resonanzen [20] identisch sind.

Bis zu diesem Zeitpunkt war die Lokalisierung der Resonatoren im Rahmen des Sacherer
Formalismus nicht berticksichtigt worden.

Es stellt sich nun heraus, daff der Sacherer Formalismus so modifiziert werden kann. daf} die
realistische Struktur lokalisierter Resonatoren analytisch untersucht werden kann.

Dieses ist zuerst fiir einen punktférmigen (Lange null) Resonator durchgefithrt worden [21]
und spater auch fiir mehrere symmetrisch angeordnete punktformige Resonatoren |22|. Dabei
wurden im ersten Fall ebenfalls die koharenten Synchro-Betatron Resonanzen entdeckt, und
im zweiten Fall verschwanden einige Resonanzen aufgrund der symmetrischen Resonatoran-
ordnung.

Nachdem Strahlungsdampfung beriicksichtigt worden war [23], zeigte sich auflerdem, daf}
{iberhaupt nur die Synchro-Betatron Resonanzen niedrigster Ordnung

svg ~mv, m € {0,1,2}

beobachtbar sein sollten.

Allerdings konnten koharente Resonanzen bisher in keiner Maschine identifiziert werden.
Wegen der grofien Bedeutung von Resonanzen fiir den Betrieb eines Beschleunigers, ist eine
griindliche Untersuchung der kohirenten Synchro-Betatron Resonanzen notwendig.
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Deshalb wird der in (22 benutzte Formalismus weiterentwickel- . un: der realen Struktur eines
Beschleunigers naher zu kommen. d.h. es wird Lokalisierung an beliebiger Stelle und auch
die endliche Lange der Beschleunigungsstrecken beriicksichtigt.

Wihrend der Untersuchungen zur vorliegenden Arbeit wurde mit einem dhnlichen Formalis-
mus von T. Suzuki 24| begonnen. i

Dieser neu entwickelte Formalismus ihnelt der Behandlung linearer Betatronschwingungen im
Rahmen der Teilchenoptik [25] [2|. Wie dort magnetische Elemente wird hier jeder Resonator
durch eine Transfermatrix beschrieben. wobei die Matrixelemente durch die Wechselwirkung
des Bunches mit dem Resonator bestimmt sind. Die Wechselwirkung wird jedoch nicht wie
bisher durch einen breitbandigen Resonator beschrieben. sondern gemafl den Berechnungs-
verfahren, wie sie von T. Weiland entwickelt wurden | 27).

Die Transfermatrix des gesamten Speicherrings ergibt sich aus der Multiplikation der Trans-
fermatrizen der einzelnen Objekte, und die Stabilitit des Strahls ist durch die Eigenwerte
dieser Transfermatrix bestimmt.

Es zeigt sich, daf die Eigenwerte eine Charakteristik aufweisen. die wesentlich mit der spe-
ziellen Eigenart des Instabilitatsmechanismus verknupft ist.

Der Einflul verschiedener Lokalisierungsstrukturen auf das Verhalten der Moden - Kopp-
lungsinstabilitat kann nun mit diesem Formalismus im Rahmen bekannter mathematischer
Zusammenhéange untersucht werden.

1.2 Transversale Moden - Kopplungsinstabilitidt mit
Rickkopplungssystem

Nach der Aufdeckung des Instabiltititsmechanismus wurde dhnlich wie bei anderen Instabi-
litaten versucht. diesen Effekt durch ein Riickkopplungssystem zu kompensieren.

Hierzu eine knappe Erlauterung:

Mit einem Riickkopplungssystem werden die Schwingungssginale des Strahls mit einem Mo-
nitor (pick-up) erfafit. verstarkt und mit geeigneter Phasendrehung einem Kicker zugefuhrt.
der auf den Strahl zuriickwirkt. so daf die anfangliche Schwingung gedampft wird (closed
loop). Da Instabilititsmechanismen im Prinzip ebenfalls einen "closed loop™ darstellen. liegt
die Idee nahe, auch fiir die Modenkopplung einen “kompensierenden closed loop™ zu erfinden.
Erste theoretische Untersuchungen (28] 29| eines transversalen Dipol-Riickkopplungssystems
ergaben recht optimistische Voraussagen fiir die Erhohung des Schwellenstroms.

Diese Wirkungen des Riickkopplungssystems wurden Jedoch nicht in Computersimulationen
bestatigt [30]. Die Simulationen ergaben vielmehr, dafl ein Feedback - loop nur unter sehr
eingeschrankten Bedingungen stabilisiert. oft aber den Strahl destabilisert.

Um die Wirksamkeit eines Riickkopplungssystems in der Realitit beurteilen zu konnen, wurde
ein Experiment am Speicherring PEP durchgefithrt 31]. Dieses Experiment bestatigte zum
einen die optimistischen Resultate. lieferte unter anderem aber auch Ergebnisse, die im Wi-
derspruch zu den theoretischen Untersuchungen stehen.

Wesentlich ist, dafl dieses Experiment aus technischen Grinden nur fur Maschinenparameter
durchgefiihrt werden konnte. die teilweise untypisch fiir einen groflen Elektron - Positron -
Speicherring sind. Das Experiment mufte fiir einen kleinen Synchrotrontune vorgenommen
werden. und es ist, wie sich in dieser Arbeit zeigen wird. falsch vom positiven Ausgang dieses
Experiments auf die Giiltigkeit der Ergebnisse bei einem wesentlich grofleren Synchrotrontune
zu schlieflen.




Der in dieser Arbeit entwickelte und bereits kurz erlauterte Formalismus gestattet. die theo-
retischen Probleme der Lokalisierung und die Wirkungsweise von Riuckkopplungssystemen
unter einem einheitlichen theoretischen Aspekt zu untersuchen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 Es wird ein kurze Einfithrung gegeben und anhand eines einfachen Modells der
Instabilitatsmechnanismus der Modenkopplung erlautert.

Kapitel 3 Es wird die fiir den Sacherer Formalismus entscheidende Vlasov - Gleichung ein-
gefithrt. Daran anschlieffend wird der Transfermatrizenformalismus hergeleitet und die fur
den Instabilititsmechanismus entscheidenden Eigenschaften der Transfermatrizen bewiesen.
Umfangreiche Untersuchungen der Moden-Kopplungsinstabilitat im Rahmen dieses Forma-
lismus schliefen diesen Abschnitt ab.

Kapitel { Anhand eines einfachen Modells werden die Idee und die Problematik des Dipol
- Riickkopplungssystems verdeutlicht. Daran schlieft sich eine formale Untersuchung an,
die mit der Herleitung der Tansfermatrix beginnt und mit der analytischen Untersuchung
eines einfachen Modellbeschleunigers endet. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels geht dann
auf numerische Untersuchungen insbesondere der Parameterabhingigkeit der Wirkung des
Riickkopplungssystems ein.

Kapitel 5 Es werden die wesentlichen Ergebnisse zusammengefafit.

Anhang Die mit den Untersuchungen verbundenen umfangreichen mathematischen Umfor-

mungen sind hier dargestellt.
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Kapitel 2

Beschreibung des
Instabilitdtsmechanismus der
Modenkopplung

Im folgenden soll anhand eines einfachen Modells der Instabilitatsmechanismus der Moden -
Kopplung erlautert werden. Mit Hilfe dieses einfachen Modells erhélt man die Abhingigkeit
der Instabilitatsschwelle von wichtigen Maschinenparametern.

Die in einem Beschleuniger umlaufenden Teilchen stellen einen Wechselstrom dar, da die Teil-
chen in allen drei Raumrichtungen Schwingungen ausfiihren. Dieser Wechselstrom erzeugt in
der metallischen Umgebung, wie Vakuumkammer, Monitore, Faltenbilge, Hohlraumresona-
toren etc, elektromagnetische Felder, die wiedernm auf den Strahl zuriickwirken.

Diese Riickwirkung kann unter Umstinden dazu fuhren, dafl die Teilchen zu einer kollektiven
Schwingung angeregt werden, deren Schwingungsamplitude so weit anwachsen kann. dafl die
Teilchen gegen die Vakuumkammerwand stofien und damit verloren gehen.

Fir grofie Speicherringe stellt die durch Wechselwirkung zwischen Strahl und Umgebung
verursachte transversale Moden-Kopplungsinstabilitit haufig eine entscheidende Begrenzung
des speicherbaren Stroms dar.

Diese Einzelbunchinstabilitit kommt im wesentlichen durch die Wechselwirkung des Strahls
mit resonatorahnlichen Objekten. hauptsachlich den Hochfrequenzresonatoren. zustande.
Die Felder. die der Bunch wihrend der Passage durch einen Resonator anregt, konnen in zwei
Gruppen aufgeteilt werden:

1. kurzlebige, die nur wahrend der Bunchpassage vorhanden sind.

2. langlebige. die auch noch nach der Passage vorhanden sind und deren Lebensdauer auch
grofler als die Umlaufszeit sein kénnen.

Die langlebigen Felder kénnen nicht fiir die Moden - Kopplungsinstabilitit verantwortlich
sein. da sie auf mehrere Bunche zuriickwirken und somit die Instabilitatsschwelle von der
Intensitat mehrerer Bunche abhangig ware und nicht. wie experimentell bestatigt, von der
Intensitat eines Bunches unabhéingig von der Anwesenheit anderer Bunche [5].

Die kurzlebigen Felder sowie der Bunchstrom werden im Frequenzbereich durch breitban-
dige Funktionen (Bandbreite einige GHz) beschrieben und deren Zusammenhang demzufolge
durch eine breitbandige Impedanz angegeben (3.

Anteile der angeregten Felder besitzen so grofle Frequenzen bzw. kleine Wellenldngen, dafl
sie in der Lage sind, interne Schwingungen des Bunches anzuregen.
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Abbildung 2.1: Das Zwei - Teilchen Modell beschreibt den Bunch durch zwei Makro - Teilchen.
Da sich die Teilchen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. kann aufgrund der Kausalitat nur das
vorausfliegende Teilchen. hier Teilchen 1. das nachfolgende Teilchen beeinflussen.

Ein Modell, das die Wechselwirkung der Felder mit dem Bunch beschreiben soll, mufl Schwin-
gungen innerhalb des Bunches beschreiben konnen. Das einfachste Modell, das dazu in der
Lage ist, ist das Zwei - Teilchen - Modell.

Dieses Modell wurde zuerst von R.D. Kohaupt [32] zur Erlauterung des Instabilitatsmechanis-
mus vorgeschlagen.

Das Modell beschreibt den Bunch durch zwel Makro - Teilchen, die jeweils die Halfte der
Gesamtladung des Bunches tragen (siehe Abbildung (2.1)). Da die beiden Teilchen mit
Lichtgeschwindigkeit fliegen. erfihrt aufgrund der Kausalitat nur Teilchen 2 eine transversale
Kraft durch das vorausfliegende Teilchen 1.

Teilchen 1 erzeugt transversale Felder, die proportional zur eigenen Auslenkung sind.

Die Energie die Teilchen 1 verliert, um die Felder aufzubauen, wird in den Hochfrequenzre-
sonatoren wieder zugefithrt.

Die transversalen Felder lenken Teilchen 2 ab.

Insgesamt ist somit eine Anregung des Teilchens 2 durch Teilchen 1 ohne Energieverlust
moglich. _

Ist die Chromatizitat des Speicherrings null, dann besitzen die Teilchen die gleiche transver-
sale Schwingungsfrequenz, d.h. Teilchen 2 wird resonanzartig angeregt.

Damit erfahrt Teilchen 2 einen Amplitudenzuwachs. der linear mit der Zeit wachst.
Wesentlich ist nun, daB die beiden Teilchen Synchrotronschwingungen ausfihren. Abbildung
(2.2} entnimmt man, dafl wahrend der ersten Hailfte der Synchrotronperiode Teilchen 1 fihrt

\

und Teilchen 2 angeregt wird und wihrend der zweiten Halfte die Verhaltnisse sich genau
umkehren.

Somit regt jedes Teilchen das andere iiber den Zeitraum einer halben Synchrotronperiode an,
und beide Teilchen erfahren wahrendessen einen Amplitudenzuwachs a.

Dieser Amplitudenzuwachs ist

1. proportional zur Kraft pro Masse des Makro - Teilchens, die wiederum fiir ultrarelati-
vistische Teilchen proportional zur Energie ist,

12

proportional zur Zeit des Wirkens der Kraft T,/2 und
3. proportional zur Impedanz Z und dem Bunchstrom I,

9
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Abbildung 2.2: Aufgrund der Synchrotronschwingungen findet ein periodischer Wechsel der
longitudinalen Position der Teilchen statt. der dazu fiihrt, daf8 jeweils wahrend einer halben

Synchrotronschwingungsperiode das eine Teilchen fihrt und das andere Teilchen eine trans-
versale Kraft erfahrt und wahrend der anderen Hilfte sich die Verhaltnisse genau umkehren.

also

Z - 1T,

a~ — =

2
Uberschreitet der Amplitudenzuwachs einen Schwellenwert o Seh , dann wachst die Schwin-
gungsamplitude der Teilchen beliebig an, was zum Strahlverlust und damit zu einer Instabi-
litat fihrt.
Fir den Schwellenstrom gilt demnach
E.vu, 1

) (V:'\‘ —)

T,

Diese Parameterabhingigkeit des Schwellenstroms bedeutet:

ISch ~

1. die Instabilitit ist besonders bej kleinen Energien E gefahrlich, also bei Injektion
2. ein grofler Synchrotrontune v, tragt zur Stabilisierung des Strahls bei

3. die Instabilitat ist besonders fiir grofle Speicherringe gefihrlich. da deren Impedanz Z
meist sehr grof} ist.

Mit Hilfe dieses Modells kann man den Schwellenstrom berechnen, allerdings ist die Uberein-
stimmung mit gemessenen Werten meist schlecht, da dem Modell einige stark vereinfachende
Annahmen zugrunde liegen, wie die Beschreibung von 10° — 10!! Teilchen durch 2 Teilchen,
sowle die Annahme. da die Kraft zwischen den Teilchen stets konstant ist und nicht vom
Abstand zwischen den Teilchen abhangt.

Diese Mangel kénnen beseitigt werden, indem man mehrere bis zu einigen tausend Makro -
Teilchen einfiihrt, realistische Krifte benutzt und die Bewegung der Teilchen mit Hilfe des
Computers simuliert. Dabei geht jedoch die Einfachheit und Anschaulichkeit des Modells
verloren.

Eine vollstandige theoretische Beschreibung der Vorgénge ist nur méglich innerhalb der Dy-
namik kontinuierlicher Dichteverteilungen, wie sie in der Vlasov - Theorie verwirklicht ist.
Die Ersetzung eines Vielteilchensystems durch eine kontinuierliche Dichte ist wegen der hohen
Partikelzahlen weltestgehend gerechtfertigt.
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Kapitel 3

Transversale Moden -
Kopplungsinstabilitdt und koharente
Synchro - Betatron - Resonanzen

3.1 Die Vlasov - Gleichung

Die hier angegebene Betrachtung stellt die Vlasov - Gleichung als spezielle Form einer Kon-
tinuitatsgleichung dar. welche die Teilchenzahlerhaltung sichert.
Die Teilchen bewegen sich im Beschleuniger in externen elektromagnetischen Feldern, einer-
seits den Magnetfeldern von z.B. Dipolen, Quadrupolen und andererseits den elektromagne-
tischen Wechselfeldern in den Hohlraumresonatoren. Diese Felder fithren zu Betatron- und
Synchrotronschwingungen.
Dariiberhinaus erfahren die Teilchen Krafte durch die Felder, die durch den Strahlstrom in
der metallischen Umgebung erzeugt werden. Jedes Teilchen sieht dabei das selbst erzeugte
Feld und die von allen anderen Teilchen erzeugten Felder. Da aber die Zahl der Teilchen
sehr grof} ist, kann die Selbstwechselwirkung vernachlassigt werden. Damit bewegt sich jedes
Teilchen nur noch 1n externen elektromagnetischen Feldern.
Auflerdem kann man annehmen, dafl die Teilchen statistisch unabhéingig sind, da Korrelati-
onseffekte - z.B. durch Stofe - klein sind 1m Vergleich zu den Effekten. die Gegenstand der
vorliegenden Untersuchung sind. Somit konnen die Bewegungsgleichungen fir die einzelnen
Teilchen durch Hamiltonfunktionen beschrieben werden. die nur von den Koordinaten eines
Teilchens abhangen:
H(gi.p:)
mit (3.1)
. 06H . 0H
9, = BE N (‘95 g

Man definiert die Wahrscheinlichkeitsdichte f(q,p). die ausdriickt, wie grofy die Wahrschein-

lichkeit T ist, ein Teilchen mit Impuls p am Ort ¢ zur Zeit t zu finden, wenn man f mut
einem kleinen Volumenelement d*qd*p multipliziert:

W(q.p.t) = f(§.p.1)d*qd’p . (3.2)
Damit kann die Zahl der Teilchen innerhalb eines Phasenraumvolumens V' berechnet werden
Nty = No [ ST FAEF1) (3.3)

11




wobei Ny die Gesamtzahl der Teilchen angibt.
Die Zahl der Teilchen innerhalb des Volumens kann sich nur dadurch andern. dafl Teilchen
durch die Oberflache OV des Volumens in das Volumen hinein- oder aus dem Volumen her-

ausfliegen.
F= ( 7 ) (3.4)
p

Da
die Geschwindigkeit ist, mit der sich die Teilchen im Phasenraum bewegen, gilt fiir den Fluf}
durch die Oberfliche

B(t) = —No/ daf - 7 f(d,5.1) . (3.5)
av
Die zeitliche Anderung der Teilchenzahl in V" ist also durch
N(t of(q,p.t . B o o
L0 _w, [ eqaeplTE ~No [ v (@5 (3.6)
dt 1 ot v

gegeben. Mit Hilfe des Gausschen Satzes 1ifit sich (3.6) zu

of(q, p,t ~ N
/V d"'q‘d‘*ﬁﬁf(qa;"’ ) £ V(5 f@F) =0 (3.7)

umformen und da das Volumen V beliebig ist, erhilt man die oben erwahnte Kontinuitats-
gleichung:

0 =
5{—+V-(F-f):0. (3.8)
Aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen folgt
- . 98¢  op
V = — - = =
& 6;3‘ iy aé,
und damit - B
V(i f) =5 9f
also of
— +@-Vf=0 . 3.9
5 T U V=0 (3.9)

Berechnet man das Skalarprodukt in (3.9), dann erhalt man schlieilich die Vlasov - Gleichung

13 LA -0
f + V‘{q,-_g + Pi%}zo . (3.10)

Diese Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Einzelteilchenwahrscheinlichkeits-
dichte eines Systems von statistisch unabhangigen Teilchen in externen elektromagnetischen

Feldern.

3.2 Die Vlasov - Gleichung zur Untersuchung von trans-
versalen Instabilititen

Um die Vlasov-Gleichung fiir ein Teilchensystem angeben zu kénnen, ist es nach Gleichung
(3.10) notwendig, die Bewegungsgleichungen (3.1) zu kenneun.
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Flugrichtung

Abbildung 3.1: Die Bewegung eines Teilchens in einem Beschleuniger wird in einem sich mit
dem Teilchen bewegenden Koordinatensystem beschrieben. Die transversalen Koordinaten
lauten z und = und die Koordinate in Flug- bzw. longitudinaler Richtung wird oft mit s
bezeichnet. Statt der Variablen s wird der Winkel ¢ eingefithrt: § = & , wobei R der mittlere
Maschinenradius ist, der mit dem Umfang U der Maschine durch U = 27 R verbunden ist.

.9 »\;"31"\‘ Position von

\ \ \ Teilchen 1

.
Flugrichtung

Abbildung 3.2: In longitudinaler Richtung wird die Position der Teilchen durch zwei Variable
angegeben: 1. der Position eines Referenzteilches # und 2. der Differenz ¥ der Position 6 des
Teilchens beziiglich des Referenzteilches v = -0 .
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Die im folgenden benutzten Koordinaten sind in den Abbildungen 3.1 und 3.2 verdeutlicht.
Die Bewegungsgleichungen fiir die Flugrichtung oder longitudinale Richtung lauten:

dv -
> N 13
und (3.11)
de v
— = _ Dy
do '

wobei

e=2E: relative Energieabweichung bezogen auf das synchrone Teilchen

Ey

v, Synchrotrontune

Qo momentum compaction factor
bezeichnet.

Dies sind die bekannten Synchrotronbewegungsgleichungen [25/. Die Koordinate 6 hat die
Position der Zeit ¢ iibernommen (vgl. [33]).

In transversaler Richtung ist die Bewegungsgleichung durch die Differentialgleichung der li-
nearen Betatronschwingung gegeben [25]:

d*z F(s)

g = 3.12
d82 * IX(S)-T Eo ( )

Der Zusatzterm }g:) beschreibt die Wechselwirkung der Teilchen mit der metallischen Um-
gebung.

Es erweist sich als giinstig, statt obiger Koordinaten Wirkungs- und Winkelvariable ein-
zuflihren (vgl. [33 ).

Diese sind wie folgt definiert:

d = V2T cost
g = V2T sinv (3.13)
a

bzw.

T = 4/2JB cosy
!

27 _ . .
g = —V/FR(sm,:—';cos,:) (3.14)

Dabei bezeichnet 3 die Betafunktion und

_d
dé

!

Die Bewegungsgleichungen (3.11) (3.12) in diesen Variablen lauten:

a) Y = 1,

b) I'=0 (3.15)
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o , R RF 3 AE
P=F T B VT T T E,
, —F
b) J'= - Ry2J3—siny . (3.16)
E,

Der Term 5% beriicksichtigt die Anderung der Betatronphase p fir von null verschiedener
Chromatizitat .
Gibt man die Vlasov-Gleichung in den Wirkungs- und Winkelvariablen an, dann gilt
d 0
(-3—9 + ’lf"a—¢ + I'% =+ 59‘,53; + J'%) fl,¢,I,0,J)=10 . (3.17)
In dieser allgemeinen Form ist die Vlasov-Gleichung praktisch nicht zu l6sen, da es sich um
eine nichtlineare partielle Differentialgleichung handelt. Der Grund fiir die Nichtlinearitat
ist die Lorentzkraft F, die linear von den durch die Teilchen erzeugten elektromagnetischen
Feldern abhangt. Diese Felder sind durch Strom- und Ladungsdichte der Teilchen bestimmt,
so daB die Kraft ein lineares Funktional der Ladungsdichte und damit der Teilchenverteilung
f ist: F|f]. Der Term 5
0f
. aJ
ist daher quadratisch in f.
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, untersucht man die Stabilitit einer stationdren Vertei-
lung f.. gegeniiber einer kleinen Storung u:

f(gawsI-“r”"J):fst +'U(0,’¢‘,I,KP,J) . (318)

Fine stationare Verteilung zeichnet sich dadurch aus, daB sie erstens nicht von # abhingt und
sweitens nicht zu einer transversalen Kraft fihrt:

afsl

50 =0 und Flfu]=0 . (3:19)
Die stationire Verteilung erfiillt also folgende Vlasov-Gleichung
) ;afat ;afst
=+ o' —=——=20 3.20
V5o T ¥ B, (3.20)

und ist daher nur eine Funktion der beiden Wirkungsvariablen I und J:
fa=FI)-G(J) . (3.21)

£, wurde als Produkt zweler Verteilungen geschrieben, da longitudinale und transversale
Bewegung nicht korreliert sind.
Die beiden Funktionen F(I) und G(J) werden wie folgt normiert

27 oo
/ duy/ dIF(I) = Ne

0 0
/'" dis /w dTGLI) = 1 . (3.22)
0 JO

Die stationire Verteilung kann nicht mit Hilfe der Vlasov-Gleichung bestimmt werden. son-
dern ist bei Protonen durch die Vorgeschichte (Injektion etc.) und bei Elektronen durch die
fluktnierende Abstrahlung von Synchrotronstrahlung bestimmt.
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Flugrichtung

Abbildung 3.3: Zwei Teilchen fliegen durch ein zu der strichpunktierten Linie rotationssym-
metrischen Objekt

Fir Elektronen (und Positronen) sind diese Verteilungen in sehr guter Naherung Gauss -
Verteilungen [25] [34].

Setzt man die Verteilung (3.18) in die Vlasov-Gleichung (3.17) ein und nimmt an, dafl die
Stérung u so klein ist, dal quadratische Terme in vernachlassigt werden kénnen, so folgt
die linearisierte Form der Vlasov- Gleichung

8 8 (R AE\ & | B dG(J) o /=== Flu] .
{% = V’a_'lj‘ =+ (E T 65‘) g}u(O,y,I,‘p,J)—F(I)TR ...J/3 EQ sSin @
(3.23)

Der nichste Schritt ist jetzt die Bestimmung der Kraft F[u].

3.3 Die kollektive transversale Kraft

Die Krafte, die durch die Wechselwirkung der Teilchen mit der metallischen Umgebung ver-
ursacht werden. kénnen im allgemeinen nicht mehr analytisch angegeben werden, sondern
nur noch mit dem Computer berechnet werden.

Fir ultrarelativistische Teilchen und unter der berechtigten Annahme, daff Synchrotron- und
Betatronwellenlinge grof} sind verglichen mit der Linge eines einzelnen Ob Jektes, kann man
etwas tiber die Struktur der Krifte aussagen.

Dazu betrachtet man zwei Teilchen. die durch ein rotationssymmetrisches Objekt fliegen
(siehe Abbildung 3.3).

Es soll die auf Teilchen 2 wirkende Kraft angegeben werden. Diese hingt sowohl von den
Koordinaten des ersten Teilchens wie des zweiten Teilchens ab:

F'Z(rlv‘pl~r2-~pg,51,32.f) 5

Da die Objektlinge L klein gegen Betatron- und Synchrotronwellenlinge ist und die auftre-
tenden Krafte klein sind, so daB die Koordinaten der beiden Teilchen nur sehr wenig geandert
werden, kann man folgende mittlere Kraft einfihren

1

7 d(C'f)fz(rl-vi‘l-rzs‘r?:»s-,s-z=Cf-3) y o (3.24)
L Passage

F:("l,sﬂl-"z,s?z-s =51 — $7) =
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die wihrend der Passage des Objektes im Mittel auf Teilchen 2 wirkt. Diese mittlere Kraft
hangt nur noch vom Abstand s der beiden Teilchen und nicht mehr von der Zeit t ab.

Die Grofle

A 1 , =
W(ri,@1,72,92:8 = 1 — $2) = 7 dic-1) Fa(ry,¢1.T2, P2, 8,82 = ¢t — ) (3.25
I J

nennt man Wake - Potential [35]. Das Wake - Potential ist proportional zur Impulsanderung
des zweiten Teilchens.

Die Abhangigkeit des Wake - Potentials von den Koordinaten rq,21,72.%2 kann fur ultrare-
lativistische Teilchen explizit angegeben werden 3][36]:

= o r m T9 m—1
W(r1,p1,72,p2,8 = 81 — 52) = Z m ((—;) (-;) wm(s) cos(pr — pa)ér
m=0 '

ray ™ (™ . o
(—) (—) wm(s) sin(p; — ¢2)€, (3.26)

—m
a ; a
7y \™ e \™
() (2) wiats) cosln = g2 -
a a

Da die Ablagen ry, r2 im allgemeinen klein sind verglichen mit dem Radius des Strahlrohrs
a. ist das Potential in sehr guter Naherung durch wenige Terme der Summe beschreibbar.
Driickt man die Zylinderkoordinaten durch kartesische Koordinaten aus und beschrankt sich
auf die longitudinale (s) und horizontale Richtung (z), dann gilt fir kleine Auslenkungen z;.
z3:

Ly T2

a) W,(21,72,8) = wh(s) + ——wi(s)
a a

Damit erfahrt Teilchen 2

1. eine transversale Impulsanderung, die vom Abstand der beiden Teilchen abhangt und
proportional zur Auslenkung des ersten Teilchens ist:

12

eine Energieanderung (Impulsanderung in longitudinaler Richtung), die a) nur vom
Abstand der beiden Teilchen abhangt, und b) einen Anteil enthalt, der dariberhinaus
noch proportional zur Auslenkung der beiden Teilchen ist und mit der transversalen
Impulsinderung iber die Funktion w;(s) verbunden ist.

Der Zusammenhang zwischen transversalem und longitudinalem Wake - Potential ist durch
die Panofsky-Wenzel Relation bedingt (37](3][36!.
Gleichung (3.27b) wird nun fur den Fall verallgemeinert. daf} sich Teilchen 2 innerhalb eines

Bunches befindet.

Dazu mufl man die mittlere Auslenkung der vor Teilchen 2 mit einem gewissen Abstand
fliegenden Teilchen kennen. Die Teilchenzahldichte im Bunch am Ort 6,7, (zur Bedeutung
der Koordinaten siehe Abb. 3.2)ist durch

f,(é,ﬂl,Jl.m:/O‘ du"l/o dI, §(92 — /2@ cos ) F(8, 0, Tny 01, 1) (3.28)

gegeben.




Die mittlere Auslenkung bzw. das Dipolmoment an der Stelle 6. v, laflt sich daher wie folgt

schreiben

_ 2x oc _ Tl _J
D) = [ dey [T ddy By gy ) (3.29)
o Y, W

Gemafl Gleichung (3.27b) erfiahrt Teilchen 2 durch die Teilchen an der Stelle f.9, die Kraft

V'L'?E
R . A4

wobei die Linge des Objektes A# in Einheiten des mittleren Radius R und das Wake -
Potential in Einheiten der Elementarladung e angegeben ist.

Die insgesamt auf Teilchen 2 ausgeiibte Kraft ist durch die Summe aller Krifte (3.30) gegeben,
die durch die vor Teilchen 2 fliegenden Teilchen hervorgerufen wird:

F5,(8,9,) = D(6,9,) - wy(¥h —¥,) , (3.30)

Ve

R-Ad D(g? ) cwy (v —d,) . (3.31)

F(B.02) = [ ab,

Die Abhéangigkeit der Kraft vom jeweiligen Objekt ist damit nur durch die Funktionen w;(Ad)
charakterisiert.

Mit Hilfe eines von T. Weiland entwickelten Computer Programms (TBCI) [27] kénnen fol-
gende im Zusammenhang mit w,(Av) stehende Gréflen berechnet werden:

S ds [ ds' Ms)A\(s")wy(s — &)

B (f ds A(s))?

_ S ds [ ds' A(s)A(s") 2le=2)
(J dsA(s))?

wobei A(s) eine gaussverteilte Linienladungsdichte mit Standardbreite o ist.

Vergleicht man diese Gleichungen mit (3.27), dann erkennt man. dafl k (o) proportional
zur transversalen Impulsanderung des ganzen Bunches pro Elementarladung und Ablage und
k,_ proportional zur Energieinderung des ganzen Bunches ist, wie sie unter 2b) beschrieben
wurde.

Ist die Abhangigkeit dieser beiden Parameter von der Bunchldnge o fiir jedes Objekt bekannt.
so lafit sich die Wechselwirkung des Bunches mit den Objekten angeben, wie in Abschnitt
3.6 noch genauer ausgefithrt wird.

Damit ist die Kraft (3.31 ), die ein Teilchen an der Stelle 4. V2 im Bunch im Mittel innerhalb
des Objektes erfihrt, bekannt.

Allerdings andert sich die Kraft im allgemeinen von Objekt zu Objekt. Dieser Anderung
tragt man Rechnung, indem man das fiir das Jeweilige Objekt charakteristische Wake - Po-
tential w;(Av) bzw. die charakteristischen Parameter k. bzw. kj_ zur Berechnung der Kraft
benutzt.

Fiir den Fall von N Objekten (siehe Abb. 3.4) erhalt man

a) k. (o)

(3.32)

b) k(o)

Ve J .
F(8,9,) :/dﬂlR'AH D(6,9,) - wi(dy — 95)

fir 6, , <9 < g . (3.33)

Dabei ist
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung eines Beschleunigers, der aus N Objekten besteht.
Jedes Objekt O, wird durch zwei Winkel 6;_, und #; begrenzt und durch sein charakteristi-
sches Wake Potential wi(Av) beschrieben.

Af;:  Linge des j - ten Objektes,
Bie Betafunktion am j - ten Objekt und

wi: transversales Wake - Potential des j - ten Objektes.

Benutzt man die in Gleichung (3.18) eingefithrte Verteilung zur Berechnung des Dipol-
moments (3.29) und beachtet, dafl die stationare Verteilung kein Dipolmoment besitzt. dann
erhalt man

2w o0 27 =] —
D(e-ﬂl) = / dun / dI, / dey / dJy6(d — \/2I1 cos ¢’1)Mu(9,¢1s‘[u¢1,-}1)
0 0 0 0 VB
(3.34)
Wie erwartet ist die Kraft 7 (3.33) ein lineares Funktional der Verteilung u.

3.4 Losung der linearisierten Vlasov-Gleichung : Trans-
fermatrizen Formalismus

Der erste Schritt zur Losung der linearisierten Vlasov-Gleichung besteht darin, die partielle
Integrodifferentialgleichung (3.23) mit der Kraft (3.33) in ein System von gewdhnlichen
Differentialgleichungen zu uberfithren.

Die dazu notwendigen mathematischen Umformungen sind Standardtechniken im Rahmen
des Sacherer - Formalismus. Da auflerdem die hier benutzte Herleitung denen in den Arbeiten
(22] [24] ahnelt, werden hier nur das Ergebnis angegeben und die einzelnen Grofen und Indizes

kurz erliutert. Die Details der Herleitung findet man im Anhang Al.

d i o
{zi—e — in'v, + im 3} al.(0)
=K Y ¥ T MY o) (3.35)
m=zx1n=- k=0
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mit

(W P ot s} ZJ(p) 3 S
m'n'k / n'—n ; / =,
A‘Imnk (7) = 'm 3(0)1 [x dpm]n:k’(p - m i'],,/\.(p == 771O)
¢ =< ‘ — 3
= C/ dI D F(I)T(V2I(p — m2)) (3.36]
Q 0 Q
, wo
K =
(C) 2E/‘(€C

Die Bedeutung der einzelnen Grofen ist folgende:

n .,
mk*

a

m, m’:

n, n’:

k, k’:

MG,

mnk

()=
Z(p):

A6,

Entwicklungskoeffizienten des Schwingungszustandes des Bunches; dabei be-
deutet

Bezeichnung des Bewegungszustandes in transversaler Richtung; da nur Dipol-
schwingungen betrachtet werden. nehmen diese Indizes nur die Werte +1 an

Bezeichnung des Bewegungszustandes in longitudinaler Richtung; da keine Ein-
schrankungen auf eine bestimmte Art von Multipolschwingung vorliegen, konnen
diese Indizes alle Werte zwischen —~c annehmen: die longitudinalen Schwin-
gungszustande werden auch azimutal Moden genannt

weitere Kennzeichnung der azimutalen Moden; zu jedem azimutalen Modus
gehoren unendlich viele radiale Moden

beschreiben die Wechselwirkung des Bunches mit dem Ob jekt j
Kennzeichung der fiir das j - te Ob jekt charakteristischen Grofen. wie

Impedanzfunktion des j - ten Ob jektes
Die Impedanz ist durch eine Fouriertransformation mit dem Wake - Potential
des j - ten Objektes verbunden (siehe Gleichung (A.9) )

Lange des j - ten Objektes

Somit werden die einzelnen Schwingungszustinde des Bunches durch drei Zahlen gekenn-

zeichnet:

1. m Schwingungszustand in transversaler Richtung,

[E%]

(%)

- n azimutaler Schwingungszustand und

- k radialer Schwingungszustand.

Auflerdem gelten folgende Bezeichnungen:

&2 Chromatizitat

a: momentum compaction factor
v,: Synchrotrontune

32 Betafunktion




1ts mittlerer Maschinenradius
wot Umlauffrequenz
Teilchenenergie
willkiirliche Konstante, deren Wert noch festgelegt wird

Der nichste Schritt zur Losung der Vlasov-Gleichung besteht in der Integration des Sy-
stems von gewohnlichen Differentialgleichungen (3.35).
Dabei treten zwei Schwierigkeiten auf:

1. Das System besteht aus unendlich vielen Differentialgleichungen.

2. Die Matrixelemente M m'n'k" hingen von 6 ab, da sowohl die Betafunktion als auch die

mnk

Impedanz von 6 abhangig ist.

Das erste Problem lést man, indem man sich auf eine endliche Anzahl von Schwingungs-
zustanden beschrankt. Diese Einschrankung ist zuldssig, da die meisten Matrixelemente
Mm™ ¥ verschwindend klein sind.

Es werden deshalb immer nur n azimutale Schwingungszustande mit jeweils k(n) radialen
Schwingungen betrachtet. so dafl man ein System von endlich vielen Differentialgleichungen

erhalt.

Um dieses Gleichungssystem kompakter aufschreiben zu konnen, werden folgende Groflen
eingefuhrt:

1. Ein Vektor. der samtliche azimutale und radiale Entwicklungskoeffizienten zusammen-
faBt, die zu einem transversalen Schwingungszustand m gehoren. Dieser Vektor besteht
aus Vektoren, die jeweils die zu einem azimutalen Modus n gehorenden radialen Moden
zusammenfassen, also

T
- (o = =1 e ~—n
am(0) = (am.am,am . Appy Ay s G )
mit (3.37)
4 (g ! ! !
@ = (@01 @mise- - 10mare=+1Gmks e s10""9 Qmie(1)

Dabei bezeichnet T das Transponierte .

L9

Eine Matrix M, die die Anderung des Vektors @ (6) aufgrund der Wechselwirkung
mit dem j - ten Objekt angibt. Diese Matrix besteht wiederum aus Blockmatrizen
M™™ | die Matrixelemente enthalten, die die radialen Moden der azimultalen Moden n
und n’ verbinden.

Mmoo MmO MY ... Mo \
Mt :
My = (ME) = : ; (3.38)
CMITt Mt o MTIT
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mit

Mzg® M . ey

mn0 mnl mnk(n)
Y ) 11
i iR :
MEP = : : (3.39)
m'n'k(n') m'n'k(n')
M o aas MM

3. Eine Matrix, die nur Diagonalelemente besitzt

R.(0) = —imgl + B (3.40)
mit
(@
O 111(—1:1/_,) O
B = (—iny,1,,) = : 1_y_4(tvy) : (3.41)
O 1, .(inv,)

wobei 1,,, = (§;;) eine Einheitsmatrix der Dimension k(n)-k(n) ist, d.h. die Dimension
ist durch die Anzahl der zum azimutalen Modus n gehorende radialen Moden gegeben.

Definiert man jetzt

o [ ai(8)
a(f) = ( &_1(d) ) (3.42)
sowie ] L (9)
[ R(0) (@) Mi(0) M! (6
Aw)‘( 0 R_I(G)) - (M{I‘(B) M:E(e)) ’ [3:48)
dann kann man Gleichung (3.35) in folgender Form schreiben:
da(¢) 4
- = A®)ae) . (3.44)

Das zweite Problem 16st man, indem man dje Differentialgleichung (3.44) nicht allgemein
l6st, sondern die Losung fiir einen Resonator angibt. Innerhalb eines Resonators ist die
Betafunktion nahezu konstant und dje Impedanz Z7 &andert sich nicht, da das Wake - Potential

eines Resonators nicht von # abhdngt. Somit ist innerhalb eines Resonators die Matrix .4
unabhéngig von 6, und es gilt

da(#
0 €6,_,,6; : ’;(0 ) A;a(8) . (3.45)

Die Losung dieser Gleichung lautet:

mit (3.46)




Es kann also jedes Objekt ) durch eine Transfermatrix T; beschrieben werden.

Die Exponentialmatrix in (3.46) wird mit einem bekannten Verfahren ausgewertet.

Dazu bestimmt man die Eigenwerte )\, und die Eigenvektoren der Matrix .4;. Es lafit sich
dann folgende Ahnlichkeitstransformation anschreiben

A; = 5, D()\) S} (3.47)
mit der Diagonalmatrix

D(X;) = (Adij) =
Na 0 s sas 0

Il

Aj ... 0

Die Matrix S; wird mit Hilfe der Eigenvektoren von A; konstruiert.
Damit gilt nun
= §; D(eM) 57! (3.48)

Die Transfermatrizen der Objekte j sind also durch die Eigenwerte und Eigenvektoren der
Matrizen A; bestimmt.
Die Transfermatrix T des aus N Resonatoren bestehenden Speicherrings lautet

T=Ty ... - Tj-...-T1 . (3.49)
Der Strahl ist stabil. wenn die Betrage aller Eigenwerte von T kleiner als eins sind:
Stabilitat VI: [N/ <1 . (3.50)

In der Regel ist die Bestimmung der Eigenwerte von 1" nur numerisch moglich.

Dazu wurde ein Computer Programm entwickelt, das bei Vorgabe der entsprechenden Para-
meter, wie Lage und Eigenschaften der Resonatoren, Betatrontune. Synchrotrontune etc. die
Eigenwerte von T berechnet.

Fiir einige Spezialfille konnen jedoch die Eigenwerte unter gewissen Annahmen analytisch
bestimmt werden.

Bevor auf diese numerischen bzw. analytischen Rechnungen eingegangen wird, soll im folgen-
den Abschnitt eine wichtige Eigenschaft der Transfermatrizen T fiir verschwindende Chro-
matizitit bewiesen werden. die eng mit dem Instabilititsmechanismus der Moden - Kopplung
verknupft ist.

3.5 Eigenschaften der Transfermatrizen - Instabilitats-
mechanismus

3.5.1 Eigenschaften der Matrixelemente

Die Eigenschaften der Matrixelemente beruhen im wesentlichen auf folgender Eigenschaft der

Besselfunktion
J,,(.’l‘) :(_1),)']—'7(1') :(—1)njn(—'l‘) (351)
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und auf der Eigenschaft der Impedanz (siehe Anhang A.1 (A.10))
Z’(p) = —(2%(-p))* (3.52)

eine Folge davon, dafl das Wake - Potential reell ist.
Mit Hilfe der Gleichungen (3.51) und (3.52) 1aBt sich nun die Giiltigkeit folgender Gleichun-
gen zeigen (siehe Anhang A.2.1):

Mok = Moo = Mk = My (3.53)
(M ™) = Moz (3.54)

Weiterhin erhalt man fiir den Fall, da8 die Chromatizitat verschwindet:

E=0 :
Mo = M (3.55)
Moii™ = = pen® (3.56)
(M ®)® = — Mmn™ (3.57)

(siehe Anhang A.2.1).

3.5.2 Eigenschaften der Transfermatrizen

Definiert man eine Matrix M fiir £ = 0 durch
M=M], (3.58)
wobei M} durch (3.38) bestimmt ist, dann gilt fir die Matrixelemente der Matrix M
MK = Mink (3.59)
Aus (3.55) und (3.56) folgt
§=0: M=My =M =-M"'=_M7]. (3.60)

Fir die in (3.43) definierte Matrix A; eines Resonators ergibt sich also

—0: 4 _ [ B8 O M M
£=0: AJ_( - R_1(0))_(—M _M). (3.61)

Aufgrund der Tatsache, dafl die Matrixelemente MmrE die Eigenschaft (3.53) besitzen und

die Matrizen R,, nur Digonalmatrizen sind, lassen sich folgende zwei Ahnlichkeitsrela.tionen
fiir { = 0 beweisen (siehe Anhang A.2.2):

£=0
JAJ 7t = - AT (3.62)
KK = — A (3.63)

(T bezeichnet das Transponierte einer Matrix).
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Die Relationen (3.62) und (3.63) legen die Eigenwertstruktur von

Ty = g8 (3.64)
fest.
Aus (3.62) und (3.63) folgt fur T .
a) Jﬂ4r‘:ﬁ' (3.65)
b) KT, K=T; . (3.66)

Da ahnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte besitzen und die Eigenwerte von T; und TjT
identisch sind, miissen die Eigenwerte von Tj, T_,--l und T} iibereinstimmen.
Damit erhilt man das wichtige Resultat:

Ist \ Eigenwert von T}, so sind auch
A1 A, (A7) Eigenwerte. (3.67)

Die Ahnlichkeitstransformationen iibertragen sich auf die Transfermatrix T des gesamten
Rings.
Es gilt namlich nach (3.49)

T =Thg = v s T 5w * B
also
FETJ = IV e o Ty) J
= TV T wses v ki
= T vinn ans s T
= (Tn-:eee -- SR =T,
demnach
JTtyt=17% (3.68)
und entsprechend
KATK =T . (3.69)

Somit besitzt auch die Transfermatrix T' die Eigenschaft (3.67) der Transfermatrizen T).

3.5.3 Instabilititsmechanismus

Ist also
A = e~ +18
Eigenwert von T, dann sind auch
1 ~ 1 :
X — e—(a+1ﬂ) : ; — e—a+u3 , o= ea-tﬂ

Eigenwerte.
Die Bewegung ist demnach nur dann stabil, wenn alle Eigenwerte von der Art

X =¥
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sind.
Daraus folgt fiir Stabiltat
EA =1
Im Falle einer Instabilitit (o« = 0) sind immer zwei Schwingungsmoden gleicher Frequenz
vorhanden, von denen der eine exponentiell anwichst und der andere exponentiell gedampft

1st:

Ewne Instabilitat tritt also fir € = 0 nur dann auf,

wenn die Frequenzen zweier Ewenschwingungen tibereinstimmen. (3.70)

Bestimmung der Instabilitatsschwelle

Um eine Vorstellung davon zu erhalten, welche Eigenschwingungen zu einer Instabilitit fithren
konnen, ist es niitzlich die Frequenzen der Eigenschwingungen fiir den Fall zu betrachten.
dafl keine Kopplung der Schwingungen vorliegt (M™% = 0). Dann vereinfacht sich das
Differentialgleichungssystem (3.35) zu

d R,
{E + v, + 'i'm'E} e (0) = 0

und somit gilt

%2 Rde
TFotn'vi(62-61))

a:.:;k,(gg) = €~ 1("' fel am:kl(el)

Die Transfermatrix fiir einen Umlauf besteht in diesem Fall nur aus Diagonalelementen und
lautet:
—i(m' ) + 2w Rdé ' =
T = (e ( ff’x A *nu"”) ; (3.71)

so daf} die Eigenwerte durch

X U !
Amtns = €™ 3Mmvptniv,) (3.72)

gegeben sind, wobei zur Vereinfachung der Betatrontune

R réi+2m g o
vg = — — 73
27 Jo, 3 ( )
eingefiihrt wurde.
Aus (3.72) liest man die Werte der Eigenfrequenzen ab:
Umint = m'vg + n'y, . (3.74)
Der Frequenzunterschied zwischen zwej Schwingungen betrigt demnach
Vm;n; - I/ml"! = (7”2 = m])lld + (7'2 - ,7])1/! M (3'75)
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Der Strahl kann nur instabil werden. wenn der Frequeuzunt.erschied zwischen zwel Eigen-
schwingungen verschwindet. Da der Betatrontune im allgemeinen sehr grof} ist, ist der Fre-
quenzunterschied swischen zwei benachbarten Moden mit gleichem m am kleinsten, also

m = mgq = My n,=mn; + 1

Vmny+1 Vmn, = Vs . (376)

Dieser Frequenzunterschied muf} im Falle einer Instabilitat durch die Wechselwirkung des
Bunches mit seiner Umgebung aufgehoben werden.
Die Matrixelemente M m'n'’k verschieben die einzelnen Moden in der Frequenz und verkoppeln
unterschiedliche Moden. Die Frequenzverschiebung wie die Kopplung ist iiber die Gleichge-
wichtsverteilung F(I) und deren Normierungsbedingung mit der Gesamtladung des Bunches
und daher mit dem Bunchstrom I gemal}

g~ I (3.77)
verkniipft.
Auflerdem liest man aus (3.36) leicht folgende Proportionalitaten ab:
[N I - Z
Av ~ M:nnl:l;,:l E K ~ —E' (3.78)

Diese Frequenzverschiebung muB im Falle einer Instabilitat naherungsweise mit dem Syn-
chrotrontune iibereinstimmen:

Av=v, , (3.79)
und damit erhdlt man fur die Instabilitatsschwelle
s ” E

Iip ~ - 7 (3.80)

Somit ergibt sich auch in diesem Bild der gleiche qualitative Zusammenhang zwischen Schwel-
lenstrom, Synchrotrontune, Energie und Impedanz wie im Zweiteilchenmodell (vgl. Kapitel
2)

Koharente Synchro-Betatron Resonanzen

Nimmt man an, dafl im gesamten Ring nur ein punktformiger (Af; — 0) Resonator steht,
dann ist die Transfermatrx im wesentlichen durch (3.71) mit einer zusatzlichen Storung
durch den Resonator gegeben. Fiir die Eigenwerte in (3.72) gilt mit

V3 = + 51/5 " l(SVg‘ <

-~

k
2
€

/\m’n' — B ikwm' e i2mw (m'bvg +n'vs) (381)

Der Vorfaktor exp(— ikwm') liefert nur ein unwesentliches Vorzeichen, d.L. die Frequenzen
sind durch
Vmin! = m'éllﬂ + n"l/, (3.82)

gegeben.
Der Frequenzunterschjed zweier Moden ist jetzt

Av = (my —ma)bvg + (N2 — ny)s - (3.83)
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Betrachtet man die Moden

My =m n,=—n
sowie
my=-—m ny=n ,
dann gilt
Av = 263 — 2nv, . (3.84)

Dieser Frequenzunterschied kann nun wesentlich kleiner sein als der Synchrotrontune, namlich
fiir
dvg =~ ny, . (3.85)

Somit kénnen Instabilitiaten in der Nihe der Satellitenfrequenzen (§v5 ~ n v, ) auftreten und
zwar fiir einen Strom, der deutlich kleiner ist als der Schwellenstrom fiir die iibliche Moden-
Kopplungsinstabilitat.

Eine lokalisierte Impedanz ist in der Lage kohdrente Synchro - Betatron Resonanzen zu er-
zeugen.

Der Effekt der Synchro - Betatron Resonanzen wird ausfiihrlich in Abschnitt (3.8) behandelt.
Vorher soll in Abschnitt ( 3.7) die ubliche Moden-Kopplungsinstabilitit mit gleichmafig ver-
teilten Objekten behandelt werden und eine F ormel fiir den Schwellenstrom unter Verwendung
der in Gleichung (3.32) definierten Parameter hergeleitet werden.

Um konkrete Rechnungen durchfiihren zu konnen, miissen zuerst die Matrixelemente M::,:’,:'klm
berechnet werden. Dies soll in Abschnitt (3.6) geschehen.

3.6 Berechnung der Matrixelemente

Das Berechnen der Matrixelemente ist mit umfangreichen mathematischen Umformungen
verbunden, die im Anhang A.3 aufgefiihrt sind.

Hier sollen nur die wichtigsten Ergebnisse angegeben werden und zwar im allgemeinen fiir
den Fall, dafl die Chromatizitit verschwindet. Im Anhang A.3 sind die Ergebnisse fiir von
null verschiedener Chromatizitit angegeben.

Der erste Schritt zur Berechnung der in (3.36) angegebenen Matrixelemente besteht darin,
die ebenfalls dort definierten I, zu bestimmen. Dazu bendétigt man zum einen die stationare
Verteilung in longitudinaler Richtung F(I) und zum anderen das vollstandige Funktionensy-
stem f,"(I).

Als stationare Verteilung wihlt man eine Gauss-Verteilung, da diese typisch fir Elektron -
Positron Speicherringe ist:

N
‘e W, (3.86)
271'[()

Die so definierte Verteilung genitigt der Norm.ierungsbedingung (3.22).

Die Konstante I, ist mit der Standardabweichung der Verteilung F(I) in der Koordinate o
verkniipft (siehe A3.1)

F(I) =

s
vo=—2=\I, (3.87)

wobei o, wie iiblich die Bunchlange bezeichnet. Das vollstandige Funktionensystem ist durch
(A.16) bestimmt

¢ [ ar R ) = s
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Mit

C== (3.88)
e
folgt aus (3.86) fur die Fr(I) (38]
I [ N7 i d
w2 N = & ol
¢ <IO> \;(n\~k)!(10) Ly KIO) ’ (3.89)
wobei die L} verallgemeinerte Laguerre Polynome [39) sind:
I 1 I\ o d* po IInitE
in| Ll - Tp e =T -
Ly (I0> ! <Io> ‘ d(;o-)k{e (.10) } ‘ (3:80)

Nunmehr ist man in der Lage, die I, zu berechnen und das Ergebnis lautet (siehe Anhang
A.3.2):
en(co(p —mE)) "

£
I.(p —m—)=
P O) v kl(|n| + k! \/§:n|+-k

In|
n
bn = | 7=
" (lnl)

Setzt man (3.91)in (3.36) ein. dann erhilt man fiir die Matrixelemente bei verschwindender
Chromatizitit das bekannte Resultat (vgl. [22][24])

-5l -mi))?
€ L(oslp =) (3.91)

7\/1’"""""()) - m 3‘6j)in'—n En€n’ 1
o A% SR = BRI + k)t 2T
/ dp Z(p)) (pog)™ HInI 2k =P (3.92)

Die verbleibende Integration iiber p fithrt man mit Hilfe der in Gleichung (3.32) definierten
Parameter k, und k. aus (vgl. 7)[41]).

Fiir eine gaussformige Ladungsverteilung gelten die folgenden Relationen (siehe Anhang
A3.3)s

d“k 20 o 2
Tncrg” - = i(—l)"/ de(p)lpag)‘“e_(pa”’
d(O’g)U -0
2 dk (=1]" = " B 2
Tyeltt 2L [ dpZp)(poe e (3.93
00g d(os ) R L pZ(p (poe) € )

Damit 1aft sich das Integral in (3.92) ausdriicken. und es ergibt sich schliefllich

€n€n' 1
/;\HH— (n'|+=2(k+k") ’

J\Im'n'k'(J) o ml.d(gj)in'-—n

e A JRl(n] + k)R + Ry

v_[))
—iag"(—l)“;(;‘é'-); falls n — n' gerade (2v = [n'[ + [n| + 2(k + k"))

. { ol 7] (3.94)

o- 03”(—1)“;(—;_,1)“—,, falls n + n' ungerade (2v = |n'| + |n| + 2(k + k') —1)
(]
(Im Anhang A.3.3 sind die Matrixelemente fiir den Fall £ # 0 angegeben.)
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Auf diese Weise konnen die Matrixelemente des Objektes ; berechnet werden. wenn die
Parameter 7 und %] als Funktionen der Bunchlange gy bekannt sind.

~ H=
Die wichtigsten Matrixelemente lauten:

3(8;
“111(?(?“) = —1 ‘i;‘)rok(_”(ffo)
36 -
MR = i:\H’_)TO%Ae.ﬂi’(ag) (3.95)
J —

B8(6;) ., o3 dk (o) B(6;) . o, dk
———T)— —— = 7 To—
A6, "2 d(a) A6, "4 do.

Der Wert der Konstanten A (3.36¢) ergibt aus dem Wert fiir C (3.88) zu

110(;)

(3.96)

wobei der Bunchstrom

T,

eingefithrt wurde. _

Die Abbildungen (3.5a-d) zeigen die Parameter r'c(j) bzw. kf!'l' als Funktionen der Bunchlange
fur die in dieser Arbeit betrachteten Objekte [401.

Mit Hilfe dieser Werte konnen die Matrixelemente (3.94) berechnet. die Transfermatrizen
T; (3.46) aufgestellt und daraus die Transfermatrix des Gesamtringes T (3.49) bestimmt
werden.

3.7 Moden - Kopplungsinstabilitit fiir gleichmafig ver-
teilte Objekte

3.7.1 Bestimmung der Instabilititsschwelle

Im folgenden werden die NV Objekte (vgl. Abbildung (3.4)) durch ein mittleres Objekt und
die verschiedenen Werte der Betafunktion 3(6;) durch einen mittleren Wert 3 ersetzt.

Die Lange dieses mittleren Objektes ist A8 = 2x. Die Impedanz wird aus den gemittelten
Kick - Parametern &, und ki aller Objekte gemaft

N 3(8;
ki(o)=Y" %’ki(a)
1=1 s
N 3 9, )
k.,i(a) :SI (:}‘)K'J!_(rr) (3.97)

bestimmt.
Der Vorteil dieses Mittelungsprozesses besteht darin. daf das Differentialgleichungssystem
(3.35) fiir eine endliche Anzahl von Schwingungsmoden sofort gelést werden kann. da Jetzt
die Matrixelemente unabhangig von # sind:
a(f) =T(0 — 6y)a(6,)
mit (3.98)
T(O — 6y) = et®-060)
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Abbildung 3.5: Kick Parameter als Funktion der Bu
Kraftwirkung auf den Bunch leisten in PETRA die funf-
(Abb. b)) Resonatoren, die zur Beschleunigung de
ergieverlustes durch Synchrotronstrahlung dienen.
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. die Vakuumkammerteile verschie-

Querschnitts zusammenfiigen, bis zu 30 % zur Kraftwirkung bei.
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wobei die Matrix A in (3.43) definiert 1st.
Damit hingen die Eigenwerte von T und A in folgender Art und Weise voneinander ab

Yo = @Ry (3.99)
Die Stabilitatsbedingung |\, < 1 (3.50) ist also aquivalent zu
Reu; < 0 . (3.100)
Statt der Eigenwerte u; fithrt man ublicherweise die Groflen
. (3.101)
ein, so dafl die Stabilitatsbedingung
Stabilitdit == Imy, <0 (3.102)

lautet.
Die Stabilitadtsuntersuchung besteht nunmehr darin, die Eigenwerte der Matrix A fiir A§ — 27
und 5(6;) = 3 zu bestimmen.
Fir verschwindenden Strom sind die Eigenwerte von A 1dentisch mit denen von R, bzw. R_,,
also mit (3.101):

Unn =Mmuvg + nu, |, (3.103)

wobei

2 Jo  3(6)

_ R (¥ 49 R
i 3(6) 3

eingesetzt wurde.

Fiir einen endlichen Strom ist Jeder Schwingungsmodus (m'.n’. k') iber die Matrixelemente

M7 %% an alle anderen gekoppelt. und die Berechnung der Eigenwerte ist deshalb nur nume-

risch moglich.

Mit Hilfe des in Abschnitt (3.5) erliuterten Instabilitaitsmechanismus und bei Benutzung

einiger plausibler Annahmen kann man das umfangreiche Problem der Eigenwertbestimmung

auf ein einfaches analytisch lésbares Problem reduzieren.

Die einfachste Néiherung besteht in der Vernachlassigung der Modenkopplung, so daf die

Eigenfrequenzen (3.103) nur durch die Terme M geindert werden:

mnk

Vmnk =Mvg + nv, — i K .U:n":: (3.104)

oder speziell fiir den Fundamentalmodus (m=1,n=0.k =0)

IBT() ]\ L_rT(;[ [3T0 5

i, = —, L ‘k'
47 FE /e Q s-17rE/f 7R

(3.105)

Yigo = V3 —

wobei das in Anhang A.3.3 berechnete Matrixelement eingesetzt wurde.

Diese grobe Naherung erlaubt einen Einblick in dje Effekte, die mit der Wechselwirkung des
Bunches mit den Objekten verkniipft sind.

Gemafl Gleichung (3.105) erfihrt Jeder Modus eine stromproportionale Frequenzverschie-
bung, die in diesem Fall, da k. positiv ist (siehe Abbildung (3.5)), zu einer Verschiebung zu
niedrigeren Frequenzen fithrt. Zum anderen besitzt jeder Modus einen Imaginérteil. dessen

Vorzeichen entscheidend vom Vorzeichen der Chromatizitit ¢ abhangt. Fiir den angegebenen
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Fundamentalmodus (n = 0) sind alle GroBen (bis auf die Chromatizitat ), die den Imaginarteil
bestimmen. positiv, d.h. nach (3.102) gilt

£E>0 Stabilitat des Fundamentalmodus

¢ < 0 Instabilitat des Fundamentalmodus. (3.106)

Das ist der klassische head - tail - Effekt 42] 143], der sich hier erwartungsgemaf wiederfindet.
Da die in dieser Arbeit interessierende Instabilitat auch fiir Chromatizitat null auftritt (siehe
Abschnitt 3.5), wird im folgenden angenommen. daf die Chromatizitat verschwindet. Der
Einfluf} endlicher Chromatizitat wird spater untersucht.

Fiir £ = 0 erfahren die einzelnen Moden eine zum Strom proportionale Frequenzverschiebung.
Diese ist von entscheidender Bedeutung, da der Strahl nur dann instabil wird. wenn zwei
Moden unterschiedlicher Frequenz so in der Frequenz verschoben werden, daf} ihre Frequenzen
schiefilich gleich sind (vgl. (3.70)).

Die Frequenzverschiebung allein kann nach Gleichung (3.105) aber nicht zu einer Instabilitat
fithren, da far { = 0 stets Imv; = 0 gilt, sondern es mufl noch eine geeignete Kopplung der
Moden vorliegen.

Um die Instabilitatsschwelle zu berechnen, muB also wenigstens die Kopplung zweier Moden
betrachtet werden.

Da die Frequenzverschiebungen der einzelnen Moden deutlich kleiner als der Betatrontune
sind. konnen Moden mit verschiedenem m, deren Frequenzunterschied durch

Av = Ivmnn:k: == V_mf,nk\ =~ 21/3 (3.107)

gegeben ist, nicht zu einer Instabilitat koppeln.

Deshalb werden im weiteren zwel Moden mit m = 1 betrachtet. Unter der Annahme, daf
man die Kopplung an alle anderen Moden vernachlassigen kann, hat man statt des sehr
umfangreichen Problems der Bestimmung der Eigenwerte von A nur noch die Eigenwerte
folgender 2 x 2 Matrix zu berechnen:

—i(vg + n'v,) — K- MmE = K- M¥ ‘
( _ K - Mk, _ilwg & nv,) — K - M {3:102)
Mit den Abbkiirzungen
iMy = MK My = M 5.108)

. 1t .
iMy, = MY My = b, g

und Gleichung (3.101) folgt die bekannte charakteristische Gleichung (6] [7] zur Berechnung
der Instabilitatsschwelle :

‘ vj —+ Tl.'V, + K = 1\11 K . ¢M12 ‘
| K - My vo + e+ KoM |~ (3.110)
Die Eigenwerte von (3.108) lauten
(Tl, +1’1.)V, + I\—(A’Il + A/Ig)
va2=v3 + =
' — ), + K(My — My)\" | -
i\“(" n)y . ik 2)) 4 K?MoMs . (3.111)
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Beachtet man Gleichung (A.27)

My = (=1)"7" MInE (3.112)

1nk

dann gilt
— M},  fir n’ — n ungerade

3.113
ME, fur n’ — n gerade . ( )

J‘:[lg . .”\’121 = {

Damit erhalt man das bekannte Resultat 6] [7], dal nur die Kopplung eines geraden Modus
(n gerade) mit einem ungeraden (n ungerade) zu einer Instabilitit fiihren kann, da sonst 14 ,
nach Gleichung (3.111) stets reell ist.

Fir benachbarte Moden ist n' — n ungerade; somit koppeln diese zuerst und es gilt:

v, + K(M; + M)

-
) J ( ve — K(M; — M)

Die Instabilitat setzt ein, sobald die Diskriminante negativ wird:

Ma2=vV3 + nvy, -+

. ) —- K203 . (3.114)

Instabilitit ——

(y, + K (M,

o

-

- N 3 X
I")) - K*M3 <o . (3.115)

Anhand dieser Ungleichung lassen sich deutlich die beiden Bedingungen ablesen, die notwen-
dig sind, damit eine Instabilitit auftritt:

1. Der Frequenzunterschied zwischen beiden Moden mufl durch die Wechselwirkung des
Bunches mit den Objekten verringert werden. Dies geschieht zum einen direkt iiber die
Elemente M, und M,. die gemafl (3.109) und (3.94) proportional zu &, sind und tiber
das Kopplungselement M,, das gemaf (3.109) und (3.94) proportional zu Ky, ist.

2. Es muf} eine Kopplung zwischen einem ungeraden und einem geraden Modus vorliegen,
die stets proportional zu Ry ist.

Aus der Ungleichung (3.115) kann nun der Schwellenstrom berechnet werden. Es gilt im
Falle einer Instabilitat

2K M| > |v, + K (M, - My) -0 . (3.116)
Unter der Annahme
My — M. < 0 (3.117)
kann (3.116) fiir
l. vy 2 - K(M, — M,) (3.118)
o KM 1, |
- Vs vy — M,
A > 3.119
D VA v TSy AN v M| + 2|M,, ( )
umgeformt werden und fiir
2. v, —K(M, — M,) (3.120)
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- Vg i A-I] — .\'Ig'
R <+ : — & — ‘ (3.121)
\M, — M| — 2|Mys| — | My — M) — 2|Ma
umgeformt werden.
Definiert man
Koz = 8 (3.122)
a2 T My — M| £ 2\My| o
dann lassen sich die Ungleichungen (3.119) (3.121) zusammenfassen:
Instabilitat
Ku, < K < Kp, und M #0 . (3.123)

Auch hier erhilt man als Ergebnis, dal der Strahl nur instabil werden kann, wenn das Kopp-
lungselement und damit k, von null verschieden ist.

Auflerdem zeigt (3.123). daB oberhalb eines Schwellenparameters K, die Bewegung wieder
stabil wird. Fiir Elektron - Positron Speicherringe liegt dieser Wert allerdings meist um
eine Groflenordnung iiber Ay, . so dafl es unmoglich ist. einen so grofien Strom zu injizieren.
Weiterhin ist fiir & > Kin, die Annahme, dafl nur die Kopplung zweier Moden beriicksichtigt
werden muf, in der Regel falsch.

Der Schwellenstrom ist durch diejenigen Moden bestimmt, die zuerst koppeln. Das sind in
diesem Modell der Fundamentalmodus (n = 0) und der erste head - tail - Modus (n =
—1). Benutzt man die in (3.95) angegebenen Gleichungen fur die Matrixelemente sowie den
Ausdruck (3.96) fiir den Parameter A, dann folgt aus (3.123):

Instabilitat : I > I, und k. #0 (3.124)
wobei der Schwellenstrom durch
4r E/ev,
Ly, = = 3.125
o ﬁTo{k_L + %’L% + V@O’;k“_L} ( %)

gegeben ist.

Der Schwellenstrom besitzt die in (3.80) angesprochene typische Abhiangigkeit von Synchro-
trontune und Energie.

Gleichung (3.125) erlaubt eine einfache Bestimmung des Schwellenstroms, wenn die Kick -
Parameter der einzelnen Objekte bekannt sind und die mittleren Parameter mittels (3.97)
bestimmt werden.

3.7.2 Numerische Berechnung des Schwellenstroms

Im folgenden wird der Schwellenstrom fiir eine Version des Speicherrings PETRA numerisch
berechnet. d.h. es werden die Eigenwerte von A mit einem Computerprogramm fir eine
endliche Anzahl azimutaler Moden berechnet.

Abbildung (3.6) zeigt den Real- und Imaginarteil der Eigenwerte v als Funktion des
Bunchstroms. Vergleicht man den numerisch bestimmten Schwellenstrom mit dem nach der
Schwellenstromformel (3.125) berechneten, dann ergibt sich eine ausgezeichnete Uberein-
stimmung:

I,, = 18.3mA nach Gleichung (3.125)
I,, ~ 18.5mA nach Abbildung (3.6).
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Abbildung 3.6: Stromabhingigkeit von a) n = (Rev — v3) /v, und b) Imv fiir verschwin-
dende Chromatizitit: Die mittleren Kick-Parameter wurden aus den Werten der Parameter
fir 60 fiinfzellige Resonatoren und simtlicher Vakuumiibergange berechnet. Es wurden alle
azimutalen Moden mit |n| < 2 und der Modus (n = 0.k = 1) berucksichtigt. a) Die Eigen-
frequenzen der hoheren azimutalen Moden n| = 1 werden durch die Wechselwirkung des
Bunches mit der metallischen Umgebung fast nicht verindert. Nur der Fundamentalmodus
erfahrt eine deutliche Frequenzverschiebung und koppelt mit dem ersten head - tail Modus
zur Instabilitat. Der Schwellenstrom betragt ungefahr 18.5mA. b) Oberhalb des Schwellen-
stroms treten erwartungsgemaf ein gedimpfter und ein exponentiell anwachsender Modus
auf. Die Anwachszeiten T des instabilen Modus sind mit dem Imaginirteil der Eigenfre-
quenz durch 7 = T, /2xIlm v verbunden. Bei einer Umlaufszeit von T, ~ 7.3 us entspricht
einem Imaginarteil von 10~2 eine Anwachszeit von = = 0.12ms. Verglichen mit den internen
Dampfungszeiten von ca. 10 ms wichst die Amplitude sehr schnell an.
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Abbildung 3.7: Stromabhangigkeit von a) n = (Rev — v3)/ v, und b) Imv fiir Chromatizitat
¢ = 1: Vergleicht man mit Abbildung 3.6 (¢ = 0). dann wird deutlich. daf eine von null
verschiedene Chromatizitat die Eigenfrequenzen der einzelnen Moden und deren Anwachs-
zeiten nur wenig andert. Da die Instabilitatsbedingung (3.70) fir £ = 0 nicht exakt gilt,
muf der Frequenzunterschied zwischen den beiden zur Instabilitdt koppelnden Moden nicht
vollstindig aufgehoben werden. Der Wert des Schwellenstroms ist fiir £ = 1 nahezu identisch
mit dem fur { = 0.

Eine Vergleichsrechnung, die nur mit den Moden n' = 0 und n = —1 durchgefihrt wurde,
ergab sehr geringfugige Abweichungen von der in Abb. (3.6) gezeigten Rechnung.
Diese Vergleiche zeigen, dafl es zur Berechnung des Schwellenstroms ausreicht, die Kopplung
der Moden n' =0 und n = —1 zu beriicksichtigen.
Weiterhin entnimmt man Abb. (3.6), dafl die Anwachszeiten des instabilen Modus wesentlich
kleiner als 1 ms sind. Die Anwachszeiten liegen damit deutlich unter den Dampfungskonstanten
von Landau- und Strahlungsdampfung, die fir PETRA einige 10 ms betragen [44], so daB
die Instabilitit durch diese Dampfungen kaum beeinfluit wird.

Abbildung (3.7) zeigt die Stromabhangigkeit des Real- und Imaginarteils der Eigenwerte v
far den Fall. daB die Chromatizitat den Wert 1 besitzt.
Vergleicht man mit Abbildung (3.6) (¢ =0). dann erkennt man, dafl die Instabilitat nur sehr
schwach vom Wert der Chromatizitat abhangt. Dieser Sachverhalt ist durch Beobachtungen
am Speicherring PETRA bestatigt [5].

Abbildung (3.8) zeigt den Vergleich der gemessenen und berechneten Abhéangigkeit des
Schwellenstroms voun der Bunchlange.

Der Abbildung entnimmt man. dafl der gemessene Schwellenstrom deutlich kleiner als der
berechnete ist und die Diskrepanz fir groflere Bunchlangen geringer wird.

Dieser Unterschied hat zwei mogliche Ursachen:

e Das benutzte Modell mit gleichmafig verteilten Objekten ist zu einfach, d.h. es mussen
noch andere Effekte wie z.B. die Lokalisierung der Objekte beriicksichtigt werden.

e Es miissen neben den bisher schon beriicksichtigten Objekten noch weitere Einbauten
in der Vakuumkammer mit in die Rechnung einbezogen werden, deren Wirkung bisher
unterschatzt wurde.
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Abbildung 3.8: Schwellenstrom als Funktion der Bunchlange: Der gemessene und berech-
nete Schwellenstrom wichst proportional mit der Bunchlinge, da die Kick - Parameter mit
wachsender Bunchlinge abnehmen (vgl. Abb. (3.5)). Allerdings ist der gemessene Schwellen-
strom deutlich kleiner als der berechnete insbesondere fir kurze Bunche. Ursache dafir ist,
dafl neben den in Abbildung (3.5) gezeigten Vakuumverbindungsstiicken auch noch andere
Einbauten in der Vakuumkammer zur Kraftwirkung beitragen, die nicht bei der Berechnung
des Schwellenstroms berticksichtigt wurden.
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3.7.3 Modenkopplung unterhalb der Instabilitatsschwelle

Unterhalb der Instabilitatsschwelle wird ein Effekt beobachtet. der die Kopplung zweier Mo-
den verdeutlicht.
Dazu betrachtet man das iiber die Bunchlange gemittelte Dipolmoment (A.23) fir Chroma-
tizitat null:

D(8) =b" - ah) . (3.126)

Das Dipolmoment wird am Ort 6, jeden Umlauf gemessen.
Da nach (3.98)
@y ~ 2m-n)=T(27-n)a(b)

ist. folgt demnach fiir das gemessene Dipolmoment
D, + 27 -n)=b" T(2mn) - (o) - (8.127)
Benutzt man die Ahnlichkeitstransformation (3.47), die A auf Diagonalgestalt transformiert
A= SD(iv;) S mit detS=1,
dann gilt A
T(2mn) = S D(*™™) S . (3.128)

Wird nun mit einem Kicker auf den Bunch eine Kraft ausgeiibt, die iiber die Bunchlange
konstant ist, dann werden koharente Dipolschwingungen angeregt. d.h. die Anfangsbedingung
lautet:

- ay(# .
@(6o) = ( 6“_1((;0)) ) @n(6o) = (1,0,0,......,0) . (3.129)

In diesem speziellen Fall erhalt man also
(o) (3.130)

oder insgesamt

D(8, ~ 27n) = T S D(e2™"¥%)S'b . (3.131)

Unter der Annahme. daf nur die beiden Moden (m = 1,n =0) (m =1,n = —1) koppeln und
der Tatsache, daBl die Anteile mit (m = —1) nur das konjugiert komplexe zu den Termen mit
(m = 1) liefern. die der Einfachheit halber weggelassen werden, folgt

2miny ‘
= ‘ i1 V12 € 0 V2 V12 1
D(9 — 271'77) = (1 0) ( . 0 2minvs 2 a4 0
Uv21 V22 € —U21 U11
>erin Y1 + v vy — va (‘121721 _ vy — va
= PR G T T = ——— 2 a2 (3.132)

vy v U2

(]

wobei vy bzw. 1, die stromabhingigen Frequenzen der Eigenschwingungen sind. Die v;;
ergeben sich aus den Komponenten der Eigenvektoren zu vy bzw. vs.

Eine genaue Kenntnis dieser Komponenten ist fiir das folgende unnotig.

Fiir Strom null gibt es keine Modenkopplung, und damit gilt fur die Ahnlichkeitstransformation

S=1

39




also

I=0 = vy3=0v9=1 und the = sy =0 . (3.138)
Fir einen endlichen Strom wachsen die Auflerdiagonalelemente an. da die Kopplungselemente
in A (M/}]) nicht mehr verschwindern.
Damit lafit sich Gleichung (3.132) wie folgt interpretieren.
Fiir einen kleinen Strom, d.h. fiir

V1202

<1
U11 * Vg2
schwingt der Strahl mit der Betatronfrequenz:
1551 + 1%5)
Vg X< T
(siehe Abbildung (3.9)a).
Der Anteil
V12V
V11 * V22

wachst fiir groflere Strome an, und man erhalt einen schwebungsahnlichen Zustand mit der
Grundfrequenz

v + 1)
Vg = §2 X V3
und einer Schwebungsfrequenz
Vi — U
Ay = —— =
')

die dem halben Frequenzunterschied der beiden betrachteten Moden entspricht.

Mit zunehmenden Strom sollte die Schwebungsfrequenz abnehmen und die Schwebungsam-
plitude zunehmen. Dieses Verhalten ist in Abbildung (3.9) zu sehen.

Dieser am Speicherring PEP experimentell nachgewiesene Effekt [9] unterstreicht die Tatsa-
che, dafl tatsichlich zwei Moden koppeln. Gut beobachtbar ist dieser Effekt nur dann, wenn
tatsachlich der Fundamentalmodus (n = 0) und der erste head-tail Modus (n = —1) koppeln.
Im néchsten Abschnitt sollen nun diejenigen Effekte untersucht werden. die durch die Loka-

lisierung der Resonatoren hervorgerufen werden. Dabei wird sich herausstellen, in welcher
Weise die bisherigen Vereinfachungen zulassig sind.

3.8 Moden - Kopplungsinstabilitit durch lokalisierte
Objekte

Effekte, die durch die Lokalisierung der Resonatoren hervorgerufen werden. treten am deut-
lichsten zu tage, wenn man annimmt, dafl die Resonatoren punktférmig sind, d.h. die
Lange null besitzen. Deshalb wird zunachst ein Beschleuniger betrachtet. in dem N glei-
che punktférmige Resonatoren aquidistant aufgestellt sind.

Im Anschluf8 daran werden die Anderungen der Effekte aufgrund der endlichen Lange der
Beschleunigungsstrecken untersucht.
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Abbildung 3.9: Zeitabhingigkeit des transversalen Dipolmoments fiir unterschiedliche
Bunchstrome: Der Fundamentalmodus des Bunches wird mit einem Kicker angeregt, der ab
# = 0 ausgeschaltet wird. Fiir einen kleinen Strom (I / I.x = 0.1 . I, Schwellenstrom der Mo-
den-Kopplungsinstabilitat) fihrt der Strahl gedampfte koharente Betatronschwingungen aus
(Abb. a)). In der Nahe der Instabilititsschwelle wird die Kopplung zwischen dem Fundamen-
talmodus und dem ersten head - tail Modus so stark. daB ein schwebungsihnlicher Zustand
auftritt. Die Schwebungsfrequenz, die dem halben Frequenzabstand der beiden koppelnden
Moden entspricht. nimmnt mit steigendem Strom (Abb. b)-d)) ab und die Schwebungsampli-

tude zu.
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Abbildung 3.10: Der Modellbeschleuniger besteht aus NV identischen punktformigen (Lange
null) Resonatoren R;. die dquidistant (Abstand Af§ = 9= / N) aufgestellt sind.

3.8.1 Punktférmige Objekte : kohirente Synchro -Betatron Reso-
nanzen

Im folgenden wird der in Abbildung (3.10) gezeigte Modellbeschleuniger untersucht. Da
alle Resonatoren identisch und adquidistant aufgestellt sind. lautet die Transfermatrix Tz des
gesamten Rings:

Tc=TV . (3.134)

Die Stabilititseigenschaften des Strahls sind demnach durch die der Matrix T gegeben, die
einen Abschnitt der Lange Af mit einem Resonator beschreibt.
Die Transfermatrix fiir einen Abschnitt ist durch (3.46) gegeben:

_ _AAs
Th=¢ .

Dabei erhalt man A aus (3.43)

A (R 0\ ([ m
© R, MY ML

Die Matrix T besteht aus zwel Anteilen:

1. einer Matrix, die den Abschnitt mit dem Resonator der Lange null beschreibt

2. einer Matrix, die den Abschnitt der Lange A# ohne Resonator beschreibt

T(M =0) .

so daf} fur die Matrix T gilt

T=T(M=0) -T(A8=0) . (3.135)




m'n'k

Da die Matrixelemente M7
(3.36)), folgt fiur T(A0 = 0)

proportional zum Kehrwert der Objektlange A sind (vgl.

T(A8 =0) = e~ M

Lo MM
mit M=K - ( i ar ) (3.136)
Verschwindet die Chromatizitat, so ist nach (3.61)
. M M i
.M-:I\ 2 <—.’\I —.7\/.[) 5 (310‘)
und daraus leitet sich
MT =0 fir n>2 . (3.138)
ab.
Somit gilt schliellich
T(AG=0)=1 - M. (3.139)
Fiir die unter 2. angebene Matrix ergibt sich mit M =0
AN e e R,(A0) o
R(AG) =T(M =0) = exp 4 ( o R_,(A8) | (3.140)
Setzt man (3.139) und (3.140) in (3.135) ein, dann erhalt man
T=7R(A8 - (1L —-M) . (3.141)

Diese Gleichung wurde bereits in [22] hergeleitet, jedoch auf vollig anderem Wege.

Um sich dariiber zu orientieren, welche Moden zuerst koppeln (kleinster Frequenzabstand).
ist es niitzlich, das Frequenzspektrum fir den ungestorten Fall (I=0) zu betrachten.

Fiir die Frequenzen gilt nach (3.141)

'—i'—".\—’,'(mv@+nv,)

Amn = €

bzw. (3.142)

2

Vmn = — (mvg + nv,) .

Demnach betragt der Frequenzunterschied zwischen zwei benachbarten Moden vmn und

Vmin+1-
27
Vimon+1 — Vmn — T Vy -«

Beachtet man. dafl sich die Matrixelemente von M um den Faktor 27" von denen in Abschnitt
3.7.1 unterscheiden. dann fithrt die Kopplung der Moden (m.n+1 )(m,n) zur ublichen Moden
- Kopplungsinstabilitat, die erwartungsgemaf in diesem Modell enthalten ist.
Dariiberhinaus kénnen aber auch andere Moden koppeln. Dies wird deutlich, wenn man
annimmt. dafl die Zahl der Resonatoren zwel 1st.
Mit

vg=k + bvz . lowp| <1, k natiirliche Zahl (3.143)
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folgt fiir die Frequenzen (3.142)
Vmn = ™ (mbévz + nv,) . (3.144)

Der Frequenzunterschied zwischen den Moden m,—n und —m,n
Av = 27 (bvy — nv,) (3.145)

kann insbesondere fiir
dvg =~ nv, (3.146)

kleiner sein als der Synchrotrontune. so dafl diese Moden fiir einen kleineren Strom als dem
tiblichen Schwellenstrom (3.125) zu einer Instabilitit koppeln konnen.

Um diese Instabilitaten niher untersuchen zu konnen, werden zwei Moden (Ink)(—1lj) be-
trachtet und die Kopplung zu allen anderen Moden vernachlissigt.

Mit dieser Einschrankung errechnen sich die Eigenwerte von (3.141) fiir diese speziellen
Moden aus:

det(LA — T)=0

\ e—iAO(uE+rw,)(1 _ ‘M]) = 3 _e—iAO(vs-*-rw,)ﬂJlg _
— e—:Aa(-uB+lu,;A/121 e—lAO(—u5+lu,j(1 + M) — A | =0 (3.147)
mit den Abkiirzungen
My=MZ(E=0)- K My,= MIE(E=0) - K (3.148)
My=M72(€=0)- K My=MY¢=0). K '
Setzt man
A =g tatmE | (3.149)
sowie !
By =D (3.150)
dann erhalt man die Eigenwerte von (3.147) aus
3 1 : _; — Ay
Ko = 2p (cos Ab(vg — Av) + ;(J\fge’Ag(“B—A") — Mje'A%vs-a B
+(1 — AII)(]. -+ Ar;['_)) + ]LII"»MZ] =0 . (3151)
Betrachtet man speziell | = —n. dann gilt wegen (3.53) fiir £ = 0
41’.{] = .‘71/12 = ]\/[12 — ]Lfgl =M
oder
1 — 2u (cos AB(vs — Av) + iMsinAb(vg — Av)) ~ 1 =0 . (3.152)

Nach Gleichung (3.57) sind alle Matrixelemente fiir £ = 0 imaginar, so dafl die Stabi-
lititsbedingung u| < 1 mit M = i)f

'cosA(i(vB - Av) — ﬂ:IsinA()(Vd - AV)’ <1 (3.153)
lautet.
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Da die Matrixelemente klein gegen 1 <ind. treten Instabilititen nur in der Nahe von
Ab(vg — Av)=k- T — § mit 6] < 1 (3.154)
auf. Fiir den Fall einer Instabilitat erhalt man
Ecos Ab(vg — Av) — M sin A8(vs — z_\u)i

8 = : &
= ll - = + ]\/Ib'\ >1 = |M|> \——\ ; (3.155)

Die Instabilitatsbedingung lautet demnach mit A = 37 und (3.150):

kN N 4] -
V3 = —;— =+ TL’V, - ;5 H i—‘)—l i !M‘ <1 (3.156)
wobei n = —n' und [ = n’ ist. Eine Relation, die in [24] auf anderem Wege gefunden wurde.

Gleichung (3.146) sowie (3.156) erinnern an die Bedingung fiir das Auftreten von Synchro-
Betatron Resonanzen [20/. Da die in (3.146) und (3.156) angegebenen Resonanzen zu
kohirenten Bewegungen fithren, nennt man die damit verbundenen Instabilitaten kohdrente

Synchro-Betatron Resonanzen.
Man erhilt also fiir ein Objekt Satellitenresonanzen in der Nahe jeder halben Zahl

n
uﬂx;+mv,,

-

und fiir zwei Objekte Satellitenresonanzen in der Nahe jeder ganzen Zahl
vz = n + mu, .

Bis jetzt konnte der Eindruck entstehen. da nur Moden (m, —n) bzw. (—m.n) zu Resonanzen
fithren. DaB dies nicht richtig ist, wird deutlich, wenn man das Eigenwertproblem (3.147)
fiir p = exp(: AB(n + 1)F) - A, also

6—1A9(U3—AU)(1 — -7\'[1) —T _e-i Ab(vg — Av) -7\5[12 -
¢t A8(va = Av) NL,. ¢ A0ws =81 L+ M) — p =0 (3.157)
in der Nahe der Resonanz (3.154) betrachtet und
p=e® mit |z] <1
setzt. Dann gilt in linearer Naherung mit M; = iM,
: o — NI}[ +z —‘ijlg -0
\ ¢M'_)1 -6 + .‘.I'_v -+ T B
- N e - —
M, — M M M, -
— mg=——— % \l (5 ~ —‘—“;—) — MMy . (3.158)

Die beiden letzten Gleichungen erinnern an die entsprechenden Gleichungen (3.110) (3.111)
fir die Moden-Kopplung bei verteilten Objekten.

Wegen (3.113)
— M2, firn'—n ungerade

M3, fiir n' — n gerade

My - Moy = {




Abbildung 3.11: Schematische Darstellung eines aus zwei punktformigen Resonatoren beste-
henden Beschleunigers; jeder der punktférmigen Resonatoren representiert jeweils 28 fiinf-
und siebenzellige Resonatoren. deren Kick Parameter in Abb. (3.5) wiedergegeben sind.

koppeln diesmal aber entweder zwei gerade Moden (n und / gerade Zahlen) oder zwei ungerade
Moden zu einer Instabilitit. Damit ist Ay (3.150) immer ein ganzzahliges Vielfaches des
Synchrotrontunes und die fiir den speziellen Fall der Kopplung der Moden (1,—n)und (-1,n)
hergeleitete Resonanzbedingung ( 3.154) bzw. (3.156) ist allgemein giiltig.

Wie im Falle gleichmafig verteilter Resonatoren kann eine Formel fiir den Schwellenstrom
hergeleitet werden (vgl. (3.125)):

_ 46 E/e
- B{My + My| + 230,)}

(3.159)

I:h

d.h. der Schwellenstrom nimmt linear mit dem Abstand § zur Satellitenfrequenz (3.156) zu.
Es gibt zwei wesentliche Unterschiede zum Fall der gleichmaflig verteilten Resonatoren:

1. Der Schwellenstrom ist abhangig vom Betatrontune.

2. Da entweder zwei gerade bzw. zwei ungerade Moden zu einer resonanzartigen Instabi-
litat koppeln, gilt fiir alle beteiligten Matrixelemente
M p— gerade Zahl . (3.160)

-mlj
Nach Gleichung (3.94) sind damit alle Matrixelemente proportional zu ky:

MTE ~ ke, (3.161)

-ml)
und die Instabilitatsschwelle ist unabhangig von k.

Zur Illustration obiger Ergebnisse wird der in Abbildung (3.11) dargestellte Modellbeschleu-
niger untersucht.

Dazu werden die Matrix T (3.141) fiir eine bestimmte Anzahl von Moden aufgestellt und
die Eigenwerte von T mit Hilfe eines Computerprogramms berechnet. Bei der Untersuchung
werden alle azimutalen Moden von n = —2 bis n = 2 beriicksichtigt.

Beachtet man. daf§ Jeweils zwei gerade bzw. ungerade Moden zu einer Resonanz koppeln,
dann treten in diesem Fall Resonanzen in der Nihe folgender Werte des Uberhangs des
Betatrontunes auf:
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|| ov; 0 v, 2v, |

[ Tae ims] | 0.2 4.2 13.9 |

Tabelle 3.1: In der Nihe der in der oberen Zeile aufgefiihrten Werte des Uberhangs des
Betatrontunes treten koharente Synchro-Betatron Resonanzen auf. deren maximale Anwachs-
zeiten Tmae 1D der unteren Zeile fiir einen Bunchstrom von 1 mA angegeben sind.

e dvs =~ 0 koppelnde Modenpaare: (1,0.k) (-1,0.k7),

e Sv5 = v, koppelnde Modenpaare: (1.-1,0) (-1,1,0); (1.0,0) (-1.2,0) und

e dv5 = 2v, koppelnde Modenpaare: (1.-2,0) (-1,2,0) .

Die Abbildung (3.12) zeigt die Abhangigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune und
Abbildung (3.13) entnimmt man Details der Resonanzstruktur wie Resonanzbreite und Form
der Resonanzkurve.

Neben der Resonanzbreite ist auch die Anwachszeit innerhalb des Resonanzbereiches wichtig,
da Resonanzen mit sehr grofien Anwachszeiten ungefahrlich sind. Diese Anwachsraten lassen
sich natiirlich aus den Eigenwerten numerisch bestimmen.

Man kann sich einen Tberblick iiber die maximalen Anwachszeiten verschaffen. Die An-
wachszeiten sind umgekehrt propotional zum Imaginirteil der Eigenfrequenzen, die sich aus
Gleichung (3.158) ergeben. Der maximale Wert des Imaginarteils ist

(Imz)_ . = \M,‘,’;"" K . (3.162)

max
Mit den in (3.94) angegebenen Matrixelementen und den in Abbildung (3.5) angegebenen
Werten der Kickparameter lassen sich die maximalen Anwachszeiten berechnen (siehe Tabelle
(3.1)). Die Anwachsraten der Resonanzen niedriger Ordnung sind so grof}, dal man sie
beobachten konnte. Allerdings sind diesen Resonanzen optische Resonanzen uberlagert. so
dafl man den Beschleuniger in der Nahe dieser Werte nicht betreiben kann.

Die Anwachszeiten der hoheren Resonanzen liegen meistens tber den charakteristischen
Dampfungszeiten von Strahlungs- und Landaudampfung. so daf sie sich emner Beobachtung
entziehen.

Dieser Befund ist in Ubereinstimmung mit dem Inhalt einer Arbeit 23], in der der spezielle
Fall eines punktformigen Resonators bei Anwesenheit von Strahlungsddmpfung untersucht
wurde.

3.8.2 Beschleunigungsstrecken endlicher Lange

Um den Effekt der endlichen Lange der Beschleunigungsstrecken zu untersuchen, wird ein
Speicherring mit zwel Resonatorstrecken der Lange A#, die symmetrisch angeordnet sind,
betrachtet (siehe Abbildung (3.14)).

Der Einfachheit halber wird angenommen, daB die Beschleunigungsstrecken aus jeweils V
gleichen Resonatoren bestehen.

Die Transfermatrix eines Resonators lautet:

T] = t‘AJ Al )
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Abbildung 3.12: Abhéngigkeit des Strahlstroms vom Betatrontune: Die U
gezeigten Beschleuniger durchgefiihrt.

den fiir den in Abb. (3.11)
samtliche Eigenschwingungen bis n! -
in der Nahe von év3 = nu, n e {0.1,

in denen keine stabile Bewegung méglich ist, und die weifien

halb von 12

.5

ntersuchungen wur-
Da bei der Berechnung
< 2 beriicksichtigt wurden, treten kohirente Resonanzen
2} auf. Die schraffierten Flichen bezeichnen Bereiche,
Flachen stabile Bereiche. Ober-
mA setzt die ibliche Moden - Kopplungsinstabilitat ein, so da§ oberhalb dieses

Wertes der Strahl instabil ist. Fiir Betatronwerte. die gréfler als 0.2 sind, erhalt man das fiir

die ibliche Moden -
Betatrontune unabhangig ist.
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Abbildung 3.13: Struktur der Resonanzen:
sind hier jede fiir sich hervorgehoben.

Kopplungsinstabilitit typische Resultat, daf de

r Schwellenstrom vom
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0.189

0.200
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Die in Abbildung (3.12) gezeigten Resonanzen
Man erkennt deutlich die starke Abhangigkeit des

Schwellenstroms vom Betatrontune in der Nidhe der ersten Satellitenfrequenz v ~ v, = 0.1.
Dariiberhinaus zeigt sich an diesem Beispiel deutlich. dafl die héheren Resonanzen erheblich

schmaler sind.
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Abbildung 3.14: Schematische Darstellung des Speicherrings mit zwei symmetrisch angeord-
neten Beschleunigungsstrecken der Lange A@. Jede der Beschleunigungsstrecken besteht aus
N identischen Resonatoren. Aufgrund der periodischen Anderung der Betafunktion inner-
halb der Beschleunigungsstrecken (siehe Abb. (3.13)) laBt sich diese durch einen mittleren
Resonator der Lange A# beschreiben.

Die einzelnen A, unterscheiden sich dann nur durch die unterschiedlichen Werte der Beta-
funktion G8(6;). Dies hat zur Folge, dafl die Matrizen A; nicht vertauschbar sind oder

[A;, A;] #0 (3.163)

ist.
Deshalb gilt nach der Baker - Campbell - Hausdorff Formel [45] fiir die Transfermatrix einer
Beschleunigungsstrecke:

N N
T:TN b3 A,AOr-v-%\_‘ At ,[A,.A.]A63+...

wehy s vy =iee—i=) =1 = (3.164)
Dabei bezeichnet A#, die Lange eines Resonators, so dafl
A§ =N - Ab, (3.165)

erfullt ist.
Da sich die Betafunktion periodisch iiber die Beschleunigungsstrecke andert (siehe Abbildung
(3.15)), heben sich viele Terme in der Kommutator-Summe auf. so dafl die Korrekturen durch
die Kommutatoren in der Regel klein sind und vernachlissigt werden konnen (siehe Anhang
A.4.4). Deshalb gilt in guter Naherung

T =T * s s T & olgwt P o (AT (3.166)
Dieses Ergebnis kann so interpretiert werden, daf sich die V Resonatoren durch einen mitt-
leren Resonator der Lange A ersetzen lassen.
Diese gute Naherung wird im weiteren benutzt.
In Abschnitt (3.8.1) wurde gezeigt. daB die Moden (1.—n.k) und (—1,n,k) zu koharenten
Resonanzen in der Nahe von

v3 = k + nv,

fihren.
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Abbildung 3.15: Periodische .:\.nderung der Betafunktion innerhalb einer Beschleunigungs-
strecke

Betrachtet man die Bewegungsgleichungen dieser beiden Moden (siehe (3.35)) und ver-
nachldssigt die Kopplung an die anderen Moden. dann gilt

(% +i(vg — nv,)) a,() = ] (a1(0) + a,(6))

Ad
d . M
(E —1(yz — nv,)) a;(f) = A7 (ar(8) + ay(8)) . (3.167)

wobei folgende Abkiirzungen eingefiihrt wurden

a1(8) = a7 () az(6) = a”,,(6)

M 3 -
ilA_g =K -M¥=K. M™ =K. MI™ =K -MZ3E (vgl. (3.53))
_ K nk < g <y
M = { ;Mo - A6 fir 069 < A8 mit Periode 7
0 sonst

Aus den beiden Gleichungen (3.167) lassen sich folgende zwei Differentialgleichungen gewin-
nen:

Ad
mit (3.168)

Vg =v3 — nu, .

d’;z;gﬂ) - (vg - 2£uo) a(8) =0 k< {1.2}

Diese Gleichungen sind so zu deuten:
1. Die a; fiithren Betatronschwingungen aus; im Falle ohne Storung mit dem Tune vy.

2. Die Beschleunigungsstrecken wirken auf die Eigenschwingungen des Bunches (v3 + nv,)
wie fokussierende bzw. defokussierende Quadrupole ein. die einen "Tune - shift” von
Y
Ad
verursachen. Da der "Tune - shift” sehr klein 1st. andert sich die durch v, angegebene
Grofle der Fokussierung nur sehr wenig.
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3 TUnter der Annahme. daf) die Langen der Beschleunigungsstrecken sehr kurz sind (ge-
nauer Af — 0), wirken sie periodisch (mit der Periode 7) auf die Betatronschwingungen
ai ein und das "Frequenzspektrum” der Anregung besitzt gleich grofle Fourierkompo-
nenten in der Nahe jeder ganzen Zahl. Damit bestimmt nur noch der Uberhang 6 des
Betatrontunes

vo =k + &
die Stirke der Fokussierung. Ist der Uberhang kleiner als der "Tune - shift” der Be-
schleunigungsstrecken, so wird die Fokussierung der Schwingung a aufgehoben, so daf}
keine periodische Bewegung sondern eine exponentiell anwachsende und eine exponen-
tiell gedampfte Bewegung vorliegt. Die Instabilitatsbedingung lautet also

vo =k + & — s =k + nv, + ¢
M

8 < — .

T A
Diese Relation stimmt mit der Instabilitatsbdedingung (3.156) fiir N = 2 iberein.
Die koharenten Synchro-Betatron Resonanzen werden also durch den Verlust der Fo-
kussierung der Schwingungen ay verursacht. Der dafiir verantwortliche "Tune - shift”
ist proportional zu einem Matrixelement M7F. Dieses beschreibt die Frequenzverschie-
bung eines Schwingungsmodus und ist demnach proportional zu k. Deshalb 1st es
nicht verwunderlich, dafl die Instabilitatsschwelle (3.159) nur von k. und nicht von k|,
abhangt.

Die Interpretation der Gleichung (3.168) legt nahe, die Losung von (3.168) fur Af # 0 im
Formalismus von Transfermatrizen zu beschreiben. Einzelheiten findet man im Anhang A.4.
Die wesentlichen Ergebnisse sollen hier angegeben und diskutiert werden.

Wenn man die Transfermatrix fiir einen halben Umlauf mit T, bezeichnet, gilt aufgrund der
Symmetrie der Anordnung fiir die Matrix des gesamten Ringes Tor

T = . (3.169)

Damit sind die Stabilitiatseigenschaften von T, durch die von T, eindeutig bestimmt.

Da die Transfermatrix T, die Determinante 1 besitzt. sind deren Eigenwerte durch die Spur
von T, festgelegt.

Die Stabilititsbedingung || < 1, wobel )\; Eigenwert von T ist, ist dann zu folgender
Ungleichung aquivalent:

1
Stabilitat — | >Sp(Te)|< 1 - (3.170)
In diesem Fall gilt (siehe Anhang A.4 (A.96))
|1 .’- i -+ l-
“;Sp(T,r) = |cosvo(m — AH#) cos \/ug + le—VoAH — ‘VOAH . 4
He Al \/1/3 - Q%VOAO
/ M
sinvg(m — AO)sinVug - Z:A_EVOAB (3.171)

Aus dieser Gleichung lat sich die Resonanzbedingungen fir zwei punktférmige Resonatoren
wiedergewinnen, wenn man den Grenzfall A8 — 0 betrachtet (vgl. (3.153) fur N = 2):

cosvem — M sinver| =1
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Daraus leitet sich mit (3.168) die Resonanzbedingung
v = k + nu,

ab.
Um den allgemeinen Fall A # 0 zu untersuchen. ist es gunstig, eine Grofle z einzufiihren:

z=A0 -y, . (3.172)
Im folgenden wird angenommen, da8 z wesentlich grofler als die Matrixelemente M ist:
x> oM . (3.173)

Diese Bedingung stellt keine starke Einschrinkung dar, weil die Matrixelemente in der Re-
gel klein gegen eins sind, insbesondere in dem hier interessierenden Fall resonanzihnlicher
Instabilitaten bei kleinen Strémen.
Mit

w=n+48 ; |6 <

o] =

lafit sich die Spur (3.171) mit Hilfe von (3.173) vereinfachen (siehe (A.104)):
o -1 (Mm\ 2 |
Sp(T,)| = ’cos(c%r + M) - N (.—) sin(z + M )sin(ér — z)| (3.174)
z
| " & ]
Die Ausdriicke der Spuren fiir Beschleunigungsstrecken endlicher Lange (A6 # 0) (3.174)
und fiir punktformige Beschleunigungsstrecken (A§ = 0) erlauben die Berechnung

’1
2

1. der Resonanzbreiten
Bagzo bzw. Bag—g

und

2. der maximalen Anwachszeiten

Trmazx ,Af#0 bZWV. Tmaz , A6=0 -

Mit den in Anhang A.4 angegebenen Resultaten lassen sich die Verhiltnisse dieser Groflen
berechnen:

Bagzo ]sin(:r + M)|
Bae=o | T |
mazx si = AI | -
Tmaz. 2620 _ ‘sm(w )| (3.173)
Tmaz, A6=0 | T J
Diesen Gleichungen ist zu entnehmen. daf die Resonanzen fiir
sin(x + M) =0 (3.176)
also fur
rxn.-r (3.177)

(da M << 1 ist) besonders stark unterdriickt werden.
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Eine Unterdriickung findet aber auf jeden Fall immer fur
r >1 3.178)
statt. Mit (3.173) gilt also

maximale Unterdriickung: A8 -vg=n -7 (3.179)
Unterdriickung fiir: Af -vg >1 . o

Diese Bedingung wurde in 24/ numerisch gefunden.
Resultate fiir den Speicherring PETRA

Fiir den Speicherring PETRA erhilt man mit vz ~ 20 sowie R =~ 350m (mittlerer Ma-
schinenradius) fiir die minimale Lange der Beschleunigungsstrecke, von welcher an eine Un-
terdriickung der Resonanzen stattfindet

Abbildung (3.16) zeigt die Abhingigkeit des Schwellenstroms fiir verschiedene Langen der
Beschleunigungsstrecken.

Die Beschleunigungsstrecken im Speicherring PETRA haben in etwa einen Lange von 85 m,
d.h. r = %7\'.

Der Abbildung (3.16d) entnimmt man, daB in PETRA oberhalb der ersten Satellitenfrequenz
(évz > v,) die Resonanzen so stark unterdriickt werden, dafl sie nahezu verschwinden.
Betrachtet man die Tabelle (3.1). dann ergibt sich mit (3.175) fur ¢ = %n’ fiur die Resonanz
bei dvs = 2v, eine maximale Anwachszeit von ca. 66 ms pro Milliampere. Dieser Wert liegt
deutlich iiber dem der Dampfungszeiten von Strahlungs- und Landaudampfung.

Insofern ist es verstandlich. dafi koharente Synchro - Betatron Resonanzen bisher nicht be-
obachtet wurden.

Zusammenfassung

Fiir die iiblicherweise auftretenden Betatronwerte (v3 > n + v,) kann die Lokalisierung der
Resonatoren vernachlissigt werden und deshalb z.B. der Schwellenstrom mit Hilfe von Glei-
chung (3.125) berechnet werden kann.

Dieser Sachverhalt widerlegt die Vermutung, daB die Lokalisierung die Unterschiede zwischen
den bisherigen Voraussagen und den experimentellen Ergebnissen reduzieren konne.

Nach den strukturellen Untersuchungen der vorigen Abschnitte wird sich nun im nachsten
Abschnitt der zentralen Frage zugewendet. ob die Moden-Kopplungsinstabilitit durch ein
geeignetes Rilckkopplungssystem kompeunsiert werden kann.
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Abbildung 3.16: Schwellenstrom als Funktion des Betatrontune fiir unterschiedliche Langen
der Beschleunigungsstrecken: Die Untersuchungen wurden an dem in Abb. (3.14) dargestell-
ten Modellbeschleuniger durchgefiihrt. Jede Beschleunigungsstrecke representiert in diesem
Falle jeweils 28 fiinf- und siebenzellige Resonatoren. Die Berechnungen wurden fiir folgende
Parameter durchgefiihrt: v, = 0.1 y E =7GeV, 0. = 1em. Der Tabelle entnimmt man die
Beziehungen zwischen den Werten z — A8 - v und der Linge der Beschleunigungsstrecke
Lobjert (A = Losjekt /R , R ~ 350m mittlerer Maschinenradius). Wie auch in Abbildung
(3.12) bezeichnen die schraffierten Flachen instabile und die weiBen stabile Bereiche. Abbil-
dung a) zeigt, da8 fiir = < 1 sich die Beschleunigungsstrecken wie punktférmige Resonatoren
verhalten (vgl. Abb. 3.12). Die Abbildungen ¢) und e) geben die starke Unterdriickung
der Resonanzen fiir z = nr wieder. Fir die Lange der Beschleunigungsstrecken in PETRA

(r=3/27) Abbildung d) erkennt man eine deutliche Unterdriickung der Resonanzen ober-
halb der ersten Satellitenfrequenz.
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Kapitel 4

Kompensation der transversalen
Moden - Kopplungsinstabilitéit durch

Riickkopplungssysteme

Viele Instabilitaten, die durch die Wechselwirkung des Strahls mit der metallischen Umge-
bung verursacht werden, konnten, nachdem der Instabilitatsmechanismus bekannt war. durch
geeignete Mafinahmen erfolgreich bekampft werden.

Eine Methode zur Stabilisierung des Strahls. die zwar technisch aufwendig ist, besteht im
Einsatz von Riickkopplungssystemen.

In Abbildung (4.1) ist der Aufbau eines Ruckkopplungssystems vereinfacht dargestellt.
Auch im Falle der Moden - Kopplungsinstabilitat wurde vorgeschlagen, mit Hilfe eines Rick-
kopplungssystems die Instabilitit zu kompensieren.

Dabei kann man im Prinzip zwei Wege einschlagen:

1. Man kann versuchen, den instabilen Modus so stark zu ddmpfen, so dafl dieser Modus
nicht mehr anwachst. Ein derartiges System ist unter der Bezeichnung resistives Rick-
kopplungssystem bekannt.

2

Man kann daran denken. durch ein Riickkopplungssystem den Frequenzabstand der
beiden zur Instabilitat koppelnden Moden zu vergrofiern (siehe auch Abbildung (4.2)).
Ein solches System nennt man reaktives Rickkopplungssystem.

Erste theoretische Untersuchungen zeigten, daf ein resistives Riickkopplungssystem nicht zur
Stabilisierung des Strahls fithrt [29].

Ein reaktives Riickkopplungssystem wurde zuerst mit Hilfe des Zweiteilchen-Modells (28| und
spater im Rahmen des Vlasov-Gleichungsformalismus 29| untersucht. In beiden Arbeiten
wurde angenommen, daf} die Lokalisierung sowohl der Resonatoren als auch des Rickkopp-
lungssystems nicht beriicksichtigt werden mufl.

Das Ergebnis dieser Untersuchungen war, dafl der Schwellenstrom der Moden - Kopplungsin-
stabilitit mit Hilfe eines reaktiven Riickkopplungssystem um den Faktor 2 - 4 erhoht werden
kann (siehe Abbildung (4.2)).

Die Effekte der Lokalisierung des Riickkopplungssystems wurden daraufhin innerhalb einer
Mehrteilchensimulation untersucht und es stellte sich heraus, dafi das reaktive System nur
unter stark eingeschrankten Bedingungen den gewiinschten Effekt erzielt und im allgemeinen
sogar den Schwellenstrom reduziert.

(]
[l




Abbildung 4.1: Vereinfachte Darstellung der Wirkungsweise eines Ruckkopplungssystems:
Das Schwingungssignal des Strahls wird mittels eines Monitors (pick-up)(PU) erfafit und
verstarkt (A). Nach geeigneter Phasendrehung (PS) wird eine Ablenkeinheit (Resonator oder
Kicker )(K). die auf den Strahl zuriickwirken kann. mit diesem Signal moduliert. Diese
Rickkopplungsschleife (closed loop) fiihrt zu einer Dampfung der Strahlschwingung
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Abbildung 4.2: Vereinfachte Darstellung der Wirkungsweise eines reaktiven Riickkopplungs-
systems: Abbildung a) zeigt die Moden-Kopplungsinstabilitat ohne Rickkopplungssystem:
Abbildung b) zeigt einen Speicherring mit einem idealen reaktiven Riickkopplungssystem des
Typs A: das Riickkopplungssystem ist in der Lage den Abstand zwischen dem Fundamen-
talmodus n = 0 und dem ersten head-tail Modus n = —1 zu vergroBern. Da der Fundamen-
talmodus auch mit dem Modus n =1 koppeln kann, darf die Vergroflerung des Abstandes
den Wert des Synchrotrontunes nicht iiberschreiten. Damit kann mit dem System Typ A eine
maximale Erhéhung des Schwellenstroms um den Faktor 2 erzielt werden (40mA /23mA).
Abbildung c) zeigt die Wirkung eines idealen reaktiven Riickkopplungssystems vom Typ B:
Die Frequenz des Fundamentalmodus wird so weit abgesenkt, daf sie unterhalb der des er-
sten head-tail Modus liegt. Da im Falle der iiblichen Modenkopplung nur ein gerader und
ein ungerader Modus zu einer Instabilitat koppeln, fithrt die weitere Absenkung der Frequenz
durch die Wechselwirkung des Bunches mit der Umgebung nicht zu einer Instabilitat durch

Kopplung der Moden n = 0 und n = —2. Es kommt vielmehr zu einer Art Reflexion des
Modus n = 0 am Modus n = —2 und erst danach koppelt einer der "reflektierten” Moden
mit dem Modus n = —1, so daf sich eine Erhéhung des Schwellenstroms um den Faktor 4

ergibt (85mA/23mA).
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Die Vermutung liegt nun nahe. daff die Lokalisierung des Riickkopplungssystems eine wesent-
liche Rolle spielt.

Der in Kapitel 3 entwickelte Formalismus fiir lokalisierte Hochfrequenzelemente soll nun
herangezogen werden. um den Einflufl eines Riickkopplungssystems auf die transversale Mo-
den - Kopplungsinstabilitit zu untersuchen.

4.1 Vorbemerkungen zum Riickkopplungssystem

Um den Strahl zu stabilisieren, wire es ideal. wenn man die Wirkung der Resonatoren auf
die einzelnen Eigenschwingungen des Bunches kompensieren konnte.

Zu einer solchen Kompensation bendtigt man aber ein Riickkopplungssystem. das in der Lage
ist, auf alle internen Schwingungsmoden des Bunches einzuwirken. Die fiblichen Ablenkein-
heiten (Resonatoren oder Kicker) sind aber im allgemeinen zu langsam, um auf interne Moden
einwirken zu konnen, so dafl in der Regel nur der Fundamentalmodus beeinfluit wird.

Um den Fundamentalmodus anzuregen, mufl der Kicker lediglich ein iiber die Bunchlange
konstante Kraft ausiiben. Die Lange des Kicherimpulses orientiert sich an typischen Bun-
chabstanden in Elektron - Positron Speicherringen und betriagt bei groflen Speicherringen
einige Mikrosekunden. Damit muf} das Rickkopplungssystem im Frequenzbereich in etwa
eine Bandbreite von einigen 100k H = besitzen. Solche Systeme existieren und sind erprobt.
Interne Schwingungen des Bunches kénnen nur beeinfluflt werden, wenn das Kickerfeld inner-
halb eines Bunches hinreichend schnell varilert. Bei den kurzen Bunchliangen von Elektronen
bzw. Positronen (typisch einige Zentimeter) benétigt man dazu Frequenzen im Gigahertz
Bereich. Kicker mit einer derart hohen Grundfrequenz und einer Bandbreite von von einigen
hundert Kilohertz sind bisher nicht gebaut worden und erfordern hohen technischen Aufwand.
Deshalb wird im folgenden davon ausgegangen, dafl der Kicker eine iiber die Bunchlange
konstante Kraft ausiibt.

Da der Kicker nur auf den Fundamentalmodus einwirken kann. erscheint es sinnvoll. bezuglich
der Signalerfassung auch nur das iiber die Bunchlinge gemittelte Dipolmoment zu messen
und auf ein aufwendiges Verfahren zur Erfassung interner Schwingungen zu verzichten.

Ein Verstandnis der Wirkungsweise dieses Rickkopplungssystems gewinnt man zunachst,
wenn man die Modenkopplung vernachlassigt.

4.1.1 Riickkopplungssystem ohne Storung

Zuerst wird der Fall betrachtet, dafl der Bunch transversale Dipolschwingungen ausfiihrt,
wobei die Bewegung durch die Koordinate beschrieben wird. Dann gilt

r + e =0 . (4.1)

Bekanntlich lat sich die Bewegung in = durch Transfermatrizen beschreiben (siehe Anhang
A.4). d.h. die Anderung der Schwingung zwischen Punkt 1 und 2 erhilt man aus:

—vsinv(by, — 6;) cosv(f, — ty)

Tg] _ ( (‘USV(OQ - 9]) isinu(f)g — 01) )

Der Aufbau des Riuckkopplungssvsterms ist in Abbildung (4.3) schematisch dargestellt.
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Bkp

Umlaufrichtung

Bpk

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung des Riickkopplungssystems: der Kicker ist mit K
der Monitor mit P bezeichnet;

Startet man direkt hinter dem Kicker, dann wird bei Erreichen des Monitors das Dipolmo-
ment erfaft und zum Zeitpunkt, an dem die Teilchen den Kicker erreichen, entsprechend dem
gemessenen Dipolmoment auf den Strahl eingewirkt.

Da der Kicker verglichen mit der Betatronwellenlange (A = %) kurz ist, erzeugt er eine

Anderung von z’, die proportional zur Amplitude am Ort des Monitors ist:
= - 0 0\ .
Yk+ =Yk- + k| ; o | VP (4.2)

wobei mit K+ bzw. K~ die Koordinaten unmittelbar nach bzw. vor dem Kicker bezeichnet
werden.

Die Koordinaten am Ort des Monitors und am Ort des Kickers sind durch

vp = Tpx Uk~ (4.3)

verkniipft, und damit erhalt man

Jx- = (1 + kK Tpg ) k- (4.4)

- 0 0
<=(13)
Definiert man die Matrix des Riickkopplungssystems durch
Trp = (1 + kK Tpg ) (4.5)

und ist T, die Transfermatrix fiir die Bewegung unmittelbar hinter dem Kicker bis unmittelbar
vor dem Kicker, dann lautet die Transfermatrix fiir einen Umlauf

T=Trp - To . (4.6)

Die Stabilitit der Bewegung ist wiederum durch die Eigenwerte von T’ bestimmt und diese
ergeben sich aus

%Sp(T) & \/( %Sp(T)) — detT . (4.7)
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Fir die Spur und die Determinante von T folgt in diesem Fall (siehe Anhang A.4):

detT = detTrp = 1 + k (T5}) (4.8)

12

und
1 1 R 1 k
55P(T) = ;Sp(Ty + k K Tgp) = 55P(To) + 5 (Tkp),, - (4.9)

Setzt man die Umlaufsmatrix

T, = (

cos 2 5 sin 27w
—vsin2rr  cos 27wy

in die Gleichungen (4.9) und (4.8) ein, dann erhilt man

ke
detT =1 — —sinfpgv (4.10)
1%
1 k
55P(T) = cos 2y + — sin(27 — Opr v . (4.11)
2 ' 2v

An dieser Stelle wird es méglich Reaktivitit und Resistivitat zu definieren:

1. reaktives Rickkopplungssystem:
detT’'=1 = Opg -v=m -7 (4.12)

Die Betatronphase zwischen Monitor P und Kicker A" muf also ein ganzzahliges Viel-
faches von 7 sein.

Damit erhalt man fiir die Spur

1 -
ESp(T) =cos2mv + (—1)" gsm‘_’mx .

Da der Riickkopplungsparameter k im allgemeinen klein gegen den Betatrontune v ist,
ergibt sich fiir den Wert der Spur in guter Niherung
k

1 5
- — ) 4 e a, My — (—1)" —
2Sp(T) = cos2mv + (—1) a7 sin 27wy X cos(2mv — (—1) 21/) .

Die Eigenwerte lauten demnach

mit .
== &) — (—=1V"
w=2my = (-1)"

d.h. das Riickkopplungssystem fiihrt wie gewunscht nur zu einer Frequenzverschiebung.

]

resistives Riickkopplungssystem: Jedes Riickkopplungssystem, das zu einer Dampfung
der Schwingungsamplitude  fithrt. nennt man resistives Riickkopplungssystem.

Fir den Fall das

a
4

(%Sp(T)) — detT < 0
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gilt. errechnet man fiir den Betrag der Eigenwerte Ay

; ;‘ ke
M2l = VdetT = \lfl — —sinfpgv .

1 4

Ist
k.
—smﬂp;\'u >0 .
v

dann wird die Schwingung gedampft und die maximale Dampfung wird im Falle von

m + 1

|sinfpgr| =1 = Opgxv = T

D)

-

erzielt.

Ein resistives Riickkopplungssystem mit maximaler Dampfung liegt also vor, wenn der

Betatronphasenvorschub zwischen Monitor und Kicker gerade ein ungerades Vielfaches
™

von 7 1st.

Damit ist die Wirkungsweise eines Riickkopplungssystems fiir ungestorte Dipolschwingun-
gen bekannt. Ein geeignet gewahlter Betatronphasenvorschub zwischen Monitor und Kicker
erlaubt die Schwingungen zu dampfen oder in der Frequenz zu verschieben.

4.1.2 Riickkopplungssystem mit mehreren Storungen

Bisher wurde der EinfluB eines Riickkopplungssystems auf ungestorte transversale Dipol-
schwingungen bei Vernachlassigung der Modenkopplung untersucht.
Die Wechselwirkung des Bunches mit seiner metallischen Umgebung soll vereinfacht ein-

gefiihrt werden.
Da ein Resonator ahnlich wie ein Quadrupol wirkt (vgl. Abschnitt 3.8.2), wird die Wechsel-

wirkung als quadrupolartige Storung eingebaut.
Die Gleichung eines Storquadrupols lautet (siehe Anhang A.4):

T, = ( é (1) ) s Al =1 . (4.13)

Es gibt zwei prinzipiell verschiedene Moglichkeiten den ”Quadrupol” einzubauen:

a) zwischen Kicker und Monitor (siehe Abbildung (4.4)) Durch den Einbau des "Quadru-
pols” andert sich nur die Matrix Txp. Berechnet man Spur und Determinante, dann
erhalt man (siehe Anhang A.4):

1 C . k1. C . .
~Sp(T) = cos 2wy + —sin2wv + o (—sm@xpu - ——51n9xcvs1nﬂcpu> (4.14)
2 2 2 \v v?
und .
detT =1 — —sinfpgv . (4.15)

v
Somit wird die Determinante durch den Einbau der Stérung nicht geandert.
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Abbildung 4.4: Eine quadrupolartige Stérung durch einen Resonator kann auf zwel ver-
schiedene Arten eingebaut werden: Fall a) zwischen Kicker und Monitor (Abb. a)); Fall b)
zwischen Monitor und Kicker (Abb. b)).

b) zwischen Monitor und Kicker (siehe Abbildung (4.4)). In diesem Fall indert sich nur
die Matrix Tpg Die Berechnung von Spur und Determinante fuhrt zu:

1 C .
detT' =1 + k(—=sinfpgv — — sinfpcrsinfcgr) (4.16)
v v?

1 C - ¢ . o
5Sp(T) = cos 27y + —sin27v + sosin(2my — Ogpv) . (4.17)
2 2v 2
In beiden Fillen fiihrt der Einbau eines Storquadrupols zur Anderung der Spur oder mit
anderen Worten zu einer fiir einen Quadrupol typischen Frequenzverschiebung:

C

/
vV =V — ——

Weiterhin erhilt man einen Term, der die Wirkung des "Quadrupols” und des Rickkopp-

lungssystems koppelt, z.B.

Ck .
—— Sinfgcv sinfcpr .
22

Fir bestimmte Abstande zwischen Kicker und "Quadrupol” verschwinden diese Terme:
a) 0gc -v=m -7 b) bcx -v=m - -x . (4.18)

In beiden Fillen erhalt man dann den ungestorten Fall, der in Abschnitt (4.1.1) behandelt
wurde, mit der zusatzlichen Frequenzverschiebung durch den ”Quadrupol”.

Die Bedingung (4.18) ist ein erster Hinweis darauf. daf} die Wirkung des Rickkopplungs-
systemns im Falle eines lokalisierten Stérquadrupols entweder stark vom Betatrontune oder
anders ausgedriickt, vom Abstand zwischen "Quadrupol” und Kicker abhdangt. Auf diesen
Punkt wird im Abschnitt (4.2) niher eingegangen.

Ublicherweise befinden sich in einem Speicherring nicht nur ein Resonator sondern mehrere.
Diese werden durch mehrere Stérquadrupole representiert.

Die Effekte vieler Storungen kénnen sich aufsummieren aber auch gegenseitig aufheben, da
die einzelnen Terme mit Winkelfunktionen gewichtet werden.
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Um diese Frage zu klaren, kann man den Fall a) und b) dahingehend abandern, dafi man statt
eines Resonators der Starke C N ”Quadrupole” der Stéarke C'/N in dem jeweiligen Abschnitt
einbaut.

Ein System dieser Art lafit sich niherungsweise untersuchen, mit dem Ergebnis. daf} sich die
Wirkungen der einzelnen ”Quadrupole” nicht aufheben (siehe Anhang A.4.3).

Fiir den Fall b), dafl die Storungen zwischen Monitor und Kicker einbaut werden, erhalt man,
falls die Reaktivitatsbedingung (4.12) benutzt wird.

Ck

22

detT =1 + (-1)" (4.19)

Im Falle von N Storungen fithrt die ubliche Reaktivitatsbedingung
fpg -v=m - T

nicht mehr zu

detT' =1 |,

d.h. das Rickkopplungssystem ist nicht mehr reaktiv.

Die Ursache dafiir ist, daf8 die im Falle b) zwischen Monitor und Kicker eingebauten "Quadru-
pole” einen "Tune - shift” bewirken, so daB der Betatrontune und damit der Phasenvorschub
swischen Monitor und Kicker geandert wird.

Natiirlich kann man die Bedingung (4.12) so abandern, dafl wieder detT = 1 gilt, z.B. im
Fall b) fiir N "Quadrupole” (siehe Anhang A.4.3):

0 = sinfpgv — BC; cosOpgv ~ sin(fpxv — SC':) . (4.20)
2 2v

Dabei beschreibt C die Kickstarke der ”Quadrupole”.
Da die Kickstirke mit dem Bunchstrom wachst. bedeutet die Bedingung (4.20), daff in
Abhangigkeit vom Bunchstrom entweder der Abstand zwischen Monitor und Kicker oder der
Betatrontune geandert werden muf.
Die erste Forderung kann sicherlich nicht erfiillt werden, da der Abstand zwischen Monitor
und Kicker stets konstant ist.
Die alternative Forderung hatte zur Folge, daB das Riickkopplungssystem nur fiir ganz be-
stimmte Werte des Betatrontunes funktioniert. Wiinschenswert ist dagegen eine weitgehende
Unabhangigkeit der Wirkung des Riickkopplungssystems vom Betatrontune.
Dieses Problem 1afit sich mit einem in (28] [29] angegebenen Verfahren l6sen. Statt eines
Monitors benutzt man zwei und {iberlagert die Signale der Monitore in geeigneter Weise, um
zum einen die gewiinschte Frequenzverschiebung zu erzielen und zum anderen die Reakti-
vititsbedingung detT = 1 einzuhalten. Die Idee dieses Verfahrens besteht darin, einen zwel-
ten Riickkopplungsparameter L' einzufiithren, der so justiert wird. dal man das gewtnschte
Ergebnis erhalt. In Abschnitt 4.2. wird auf dieses Verfahren noch naher eingegangen.
Damit ist die Wirkung des Riickkopplungssystems auf den Fundamentalmodus prinzipiell
beschrieben.
Es soll jetzt in vereinfachter Form der
Einflul der Modenkopplung
untersucht werden.
Dabei wird davon ausgegangen. dafl die Resonatoren gleichmafiig um den Ring verteilt sind,
<o daf die in Abschnitt 3.7.1 angegebenen Gleichungen benutzt werden konnen.
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Es wird weiterhin angenommen. daf} die Wirkung des Riickkopplungssvstems durch eine ent-
sprechende Anderung des Matrixelement des Fundamentalmodus Mg beriicksichtigt werden
kann.

Der resistive Anteil des Riickkopplungssystems wird durch einen Imaginarteil érp und der
reaktive Anteil durch einen Realteil Avpp beschrieben (vgl. 29]).

Damit erhalt man die Eigenfrequenzen gemifl Gleichung (3.114) aus

I\.(A"[] + .’\Ig) -V, + AI/[:‘B + 26pp

D)

-

\)’(u, ~ K(My — My) + Avpp + ibpg

i2=vg -+

- 2

-

) - KM% . (4.21)

Zuerst wird die Wirkung eines resistiven Rickkopplungssystems épp # 0 untersucht.

Fir einen sehr kleinen Strom sind die Matrixelemente ebenfalls sehr klein, so daf der erste
Term in der Wurzel wesentlich grofler als der zweite ist. Entwickelt man in diesem Fall die
Wurzel, dann folgt

) , E*M}y (v, + K(My, — M) + Avpg + iépp)
=vs + KM, + A — idpp — 12
1551 Vg 1 9] LOFB (V’ s If(ﬁ/fl — A/Ig) m AVFB)z & 5}2«"3
A—z.M'fz(l/, + ff(ﬂll = Jfg) + Avpg + ‘i(SFB)

= -—v, + KM, + = 3 4.22
= : (ve + K(My — My) + Avpp)? + 6%, e
Somit gilt nach (3.102):
Imvy < 0 = Stab?l?t?.t (4.23)
Imv, >0 = Instabilitat

Dies weist darauf hin, daf im Falle der Modenkopplung die Dampfung des einen Modus durch
die Kopplung in eine Anregung des anderen Modus verwandelt wird.

Damit erscheint eine Stabilisierung des Strahls mit einem resistiven Rickkopplungssystem
nicht maoglich zu sein.

Fir ein reaktives Rickkopplungssystem (8p5 = 0) 148t sich Gleichung (4.21) so deuten, daf
die Wirkung des Rickkopplungssystems in einer Ersetzung des Synchrotrontunes durch

Vs + AVFB

besteht. Damit ist man in der Lage den Synchrotrontune kiinstlich zu vergroflern oder zu
verkleinern und damit entsprechend den Schwellenstrom zu erhéhen (vgl. Abbildung (4.2)).
Ein reaktives Riickkopplungssystem fithrt also in dieser N aherung zu einer Vergroflerung der
Instabilitatsschwelle.

Abschlieflende Bemerkungen

Die in Abschnitt 4.1 durchgefiihrten Untersuchungen zeigen schon Moglichkeiten und Schwie-
rigkeiten bei der Kompensation der Moden-Kopplungsinstabilitit mit Hilfe eines Rickkopp-
lungssystems auf.

Ein resistives Riickkopplungssystem scheint nicht in der Lage zu sein, den Strahl zu stabili-
sieren.

Mit einem reaktiven Riickkopplungssystem ist es vielleicht moglich den Schwellenstrom zu
erhohen. Allerdings wurde diese Aussage unter stark vereinfachenden Annahmen gewonnen.
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1. Es wurde dabei weder die Lokalisierung des Riickkopplungssystems noch der Resona-
toren beriicksichtigt.

2

Die Wirkung des Riickkopplungssystems wurde einfach in Form einer Anderung des
Matrixelementes Mg eingefithrt.

Diese vereinfachenden Annahmen werden im nichsten Abschnitt fallengelassen und eine
griindliche Untersuchung des Riickkopplungssystems vorgenommeil.

4.2 Modenkopplung mit Dipol - Riickkopplungssystem

Das Dipol - Rickkopplungssystem soll im Rahmen des Transfermatrizenformalismus behan-
delt werden.

Deshalb wird zunachst die Transfermatrix des Riickkopplungssystem angegeben.

Da der allgemeine Fall eines Riickkopplungssystem mit vielen Resonatoren bei Betrachtung
einiger Moden des Bunches nur numerisch untersucht werden kann, wird in Abschnitt 4.2.2
ein einfacher Fall so weit wie moglich analytisch untersucht und in passender Art erweitert,
um den allgemeinen Fall zu beschreiben.

In Abschnitt 4.3 wird der allgemeine Fall numerisch untersucht und die Abhéngigkeit der
Wirkung des Riickkopplungssystems von wichtigen Maschinenparametern angegeben.

Die mathematischen Umformungen sind im wesentlichen in Anhangen aufgefithrt und im
folgenden werden nur die wichtigsten Ergebnisse diskutiert.

4.2.1 Transfermatrix des Dipol - Riickkopplungssystems

In Anwesenheit des Kickers eines Riickkopplungssystems andert sich der Kraftterm in der
Vlasov - Gleichung (3.23). Zu dem iiblichen Term F|u| erhalt man eine weitere Kraft Fk,
die iiber die Bunchlange konstant ist und nicht von der Verteilung u abhangt.
Die Vlasov - Gleichung mit Kicker wird nun in ein System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen uberfithrt (vgl. Abschnitt 3.4) mit dem Ergebnis (siehe Anhang A.5):

d‘z(:) — A(8)a(8) + k(8) . (4.24)

Diese Gleichung wird fiir den Teil des Ringes gelost, in dem der Kicker steht. Ahnlich wie
im Falle eines Resonators andert sich die Betafunktion praktisch nicht iiber die Kickerlange
und da auflerdem am Ort des Kickers kein Resonator steht, d.h. dort gilt

M™vE =0 |

mnk

ist die Matrix .A unabhingig von 6. Damit kann Gleichung (4.24) integriert werden:
enOl =
G(Birg) = €47 29G(8,) + / 48 A0 =gy (4.25)
9,

Im allgemeinen ist die Kickerlange klein gegen die Betatronwellenlinge. so dafl die Annahme
A# — 0 eine sehr gute Naherung darstellt. Folglich andert sich der Zustandsvektor gemafl

—

aer)=ae;) + k. (4.26)
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wobei

L

= \Bfx)Kps (...,- 20" Luw(m'%),...) (siehe Anhang A.5)
Ort unmittelbar hinter dem Kicker
; Ort unmittelbar vor dem Kicker

%Q?»?:"

1st.

Da die Kraft des Kickers proportional zum mittleren Dipolmoment am Ort des Monitors ist
und dieses durch

gegeben ist (A.23), gilt

Fg =k - D(8p)\/3(8p) = B(6p) - b" a(6p) (4.27)
Damit folgt aus (4.26)
a(67) = a(67) + krp ko (B a(6p)) (4.28)
mit
krs = 27 . Kpp\/B3(8x)B(6p)
. B ml i—n lé
kO = ( n:k:(ma),...)
Der Term

ko (87d(65))
kann in folgende Form iiberfithrt werden (siche Anhang A.5):

ko (a(0p)) = K a(6p) (4.29)
und dabei ist
= (Kmi¥) o EZ3% = - T Lm'S) La(m) | (4:30)
) @ aQ

Die Kickmatrix K besitzt fiir verschwindende Chromatizitit eine besonders einfache Form:

=0 — A’,::;,i:k: _ { Sm' fir n=n'=0 k= ks’ozs(t) (4.31)
Aus (4.29) und (4.28) folgt
a67)=a(8;) + kpp K - a(fp) . (4.32)
Sei Tpg die Transfermatrix zwischen Monitor und Kicker, dann gilt
a(8p) = Tpk a(6]) (4.33)
also
a0r)=a(6;7) + krg K - Tpx a(6;7) . (4.34)
Definiert man nun die Transfermatrix des Riickkopplungssystems durch
Trp =1 + kpp K Tp} (4.35)
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Umlaufrichtung

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung des Modellbeschleunigers: der Kicker ist mit K, die
Monitore mit (P;. P;) und der Resonator mit C bezeichnet

dann verindert das Riickkopplungssystem den Zustandsvektor gemaf
a07) =Trpalf;) - (4.36)

Falls die Signale mehrerer Monitore iiberlagert werden, 1ait sich (4.35) in folgender Weise
verallgemeinern:
Trs =1+ Y krp KTk - (4.37)
i=1
Mit Hilfe von Gleichung (4.37) kann die Transfermatrix fiir den gesamten Beschleuniger
angegeben werden ‘

T = Tpp ~ Ty , (4.38)

wenn T, die Transfermatrix fiir den Transport von der Stelle unmittelbar hinter dem Kicker
bis unmittelbar vor dem Kicker darstellt.
Die Stabilitit des Beschleunigers ist durch die Eigenwerte A von T’ bestimmt und die Stabi-
lititsbedingung lautet wie iiblich

1/\1 < . (4.39)

4.2.2 Beschleuniger mit einem Resonator und Dipol- Riickkopp-
lungssystem

Im folgenden wird ein einfacher Modellbeschleuniger betrachtet, der aus einem Resonator C,
zwei Monitoren (P;.P;) und einem Kicker besteht (siehe Abbildung (4.5)). Der Resonator
ist bewuft zwischen dem zweiten Monitor und dem Kicker eingebaut, da erstens der Abstand
zwischen Monitor 1 und Monitor 2 klein ist verglichen mit dem Abstand zwischen Monitor
5 und Kicker und sich somit zwischen Monitor 2 und Kicker tiblicherweise der Hauptteil der
Resonatoren befindet und da zweitens die Resonatoren in dem Bereich zwischen Monitor 2
und Kicker das eigentliche Problem darstellen.

Da man nicht alle Eigenschwingungen des Bunches beriicksichtigen kann, werden im folgenden
nur die fiir die Modenkopplung wesentlichen Moden vg; vy — v, bzw. —v; —(va — v,)
berticksichtigt.

Damit sind die Randbedingungen des einfachen Modells bekannt und die Transfermatrix des
Beschleunigers kann berechnet werden.
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Dazu wird zunachst einmal die Matrix T, bestimmt (siehe (4.38)).
Mit den in Abschnitt 3.8.1 angegebenen Bezeichnungen fiir Abschnitte eines Beschleunigers
ohne Resonatoren (3.140) bzw. fiir punktférmige Resonatoren (3.139) folgt

Io = R(bck) (1 — M) R(bkc) . (4.40)

In diesem speziellen Fall gilt

e 0 0 0
0 €% 0 0 a; = -
RI=| ¢ 5 e g 3= —bi(ws — v.) (4.41)
0 0 0 e
und
- M M e B My 1My,
.M—I\-(_M —M) ; Ix-ﬂI-(_iMu i]\/[l) (4.42)
mit den Abkiirzungen
iMo =M% - K
WMy =M%, - K
iMy = M{Z}9 - K .
Die Matrix des Rickkopplungssystems lautet nach (4.37)
Trp =1 + kiKT; " + koKR(Okp, )T (4.43)
so dafl mit Hilfe von ( 4.40) und (4.43) die Transfermatrix T berechnet werden kann:
d = Ty + kK + kz’CR(Osz) . (444)

Die Stabilitat des Modellbeschleunigers ist durch die Eigenwerte von T festgelegt. Die Ei-
genwerte von T sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung von T, die im Anhang A.7
hergeleitet wurde.

Das Ergebnis lautet fiir £ = 0:

A — 2044+ B)+A\44B + 2+ F 4 E sin27vp)
—2MA+B+BF —-ED)+1+ F=0 (4.45)

= cos2mvg — Mosin2mvz + kysin Ok p,vs

cos2m(vg — v,) — M, sin2n(vs — v,)

—2(kysin 27v3 + kysin(2r — Ok p, )vs)

Il

SinBCKVB(kl sinGK(-u@ + kz Sin(}pz(*l/g)
= 4M} sin2n(vg — v,)
= C = 41"[0D :

MDA W
I

Die charakteristische Gleichung enthalt Terme, die durch den Resonator bestimmt sind
A.B.FE
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und Terme. die durch das Rickkopplungssystem hervorgerufen werden
C.D.F, kysinfgp,vs -

Vergleicht man (4.45) mit den Ausdriicken (4.16) und (4.17) des einfachen Modells aus
Abschnitt 4.1.2

detT =1 — k(—}lsinﬂp;‘-u — f—zsinGPCl/sin()CKu)

C - T
Esin2mv + 5;sin(27v — Orxpv) .

-l

%Sp(T) = cos2nv +
dann wi~d deutlich, da§ durch

A.B: die Wirkung des Resonators auf den Fundamentalmodus bzw. den ersten head-tail
Modus beschrieben wird und der Term k sin Ok p,v3 eine Frequenzverschiebung des
Fundamentalmodus mit Hilfe des Riickkopplungssystems zulaft;

C: der resistive Anteil des Rickkopplungssystems gegeben 1st;

Ds die Kopplung zwischen Riickkopplungssystem und Resonator beschrieben wird; die-
ser Term ist stark abhangig von der Lokalisierung sowohl des Resonators wie auch
des Riickkopplungssystems:

E: die in dem einfachen Modell fehlende Modenkopplung gegeben ist;
F: sowohl der resistive Anteil des Riickkopplungssystems alleine als auch der Anteil,

der durch den Kopplungsterm MoD verursacht wird, beschrieben wird;

E . D: die Wirkung des Riickkopplungssystems auf den ersten head-tail Modus durch die
Modenkopplung angegeben wird.

Bevor die Gleichung (4.45) allgemein untersucht wird, soll der wichtige Spezialfall
F=D=0 (4.46)

untersucht werden, da dies die Bedingung fiir ein ideales reaktives Rickkopplungssystem ist.
Damit verschwinden alle Terme des Riickkopplungssystems bis auf

kg sin BKP,.‘ Vg .

und Gleichung (4.45) geht dann in

A\ 2)\%A4 + B) + \(44B + 2 + Esin2mv;)
—2\A + B)+1=0 (4.47)
uber.
Da alle Koeffizienten in dieser Gleichung reell sind. ist neben A auch stets A* Losung von
(4.47).

Auferdem sind die Koeffizienten vor A4 und A° bzw. vor A* und \! gleich grof}, so dafl neben
\ auch stets der Kehrwert 1/ Gleichung (4.47) 1ost.

Da \ und 1/ Gleichung (4.47) erfullen. 10st

(4.48)

r=A\-+

> =
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die Gleichung
2 — 22(A + B) + 44B + E - sin%ru; =0 . (4.49)

Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

212=4 + B = /(4 — B)® — Esin2mu; . (4.50)
Mit 4
A=g*

folgt

r=2cospu |,

so daf} die Stabilitatsbedingung |\ < 1 jetzt
Stabilitit — |2/ <2 und =z reell (4.51)

lautet.
Mit den in Gleichung (4.45) benutzten Abkiirzungen gilt

Esin2mvg = 4M}, sin 27mvgsin 2m(vg — v,) . (4.52)
Fir die Falle
2mvg=m - baw. 2m(vg — v,)am - 7 (4.53)

ist der Term (4.52) vernachlassigbar klein und die Losungen von (4.50) lauten
r; =2A bzw. z, = 2B . (4.54)

Mit den in Gleichung (4.45) eingefilhrten Abkiirzungen erhilt man in diesem Fall folgende
Stabilitdtsbedingungen:

lcos 2my3 — My sin 2mvg + kysinbgp,vs < 1
bzw. (4.55)

lcos2m(vg — v,) — M, sin27(vg — v,)| <1 .

Vergleicht man (4.53) und (4.55) fur ky = 0 mit (3.153) bzw. (3.154), dann wird deut-
lich, dafi (4.55) nichts anderes als dje Stabilititsbedingung fiir die in (4.53) angegebenen
kohérenten Synchro-Betatron Resonanzen ist. Diese Resonanzen treten erwartungsgemaf
auf, da der Resonator punktférmig ist.

Fir My = M, = 0 und &, # 0 folgt aus (4.55), dafl der punktformige Kicker halbzahlige
Resonanzen treibt.

Vermeidet man die Resonanzen (4.53), dadurch dafl man den Betatrontune grofler als die
erste Satellitenfrequenz wihlt (6vs > v,), dann kann nur noch eine Instabilitat auftreten,
falls die Diskriminante in (4.50) negativ wird. Somit lautet die Stabilitatsbedingung:

(A — B)? — Esin2ry; > 0 . (4.56)
Diese Bedingung erhilt eine einfache Bedeutung, wenn man

bvg ~ 0.25
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wihlt. Entwickelt man die Terme in (4.56) nach den kleinen GrofBen v,. My. M. M. dann
erhalt man in erster Naherung

(27w, — My + Mo + kzsin Oxp,vs)’ — 4M7H 20 . (4.57)

Durch Vergleich von (4.57) fur ko =0 mit 13.115) wird ersichtlicht, daf es sich bei (4.57) um
die Stabilititsbedingung im Falle gleichmaBig verteilter Resonatoren handelt. Diese Deutung
ist auch noch fiir Werte des Uberhanges des Betatrontunes zulassig, die in der Nahe der

Viertelzahl liegen, etwa
§vs =0.25 = 0.15 .

Weiterhin entnimmt man (4.57). dafl fur ky # 0 die Moglichkeit besteht, den Synchrotrontune
kiinstlich zu vergrofern oder zu verkleinern und damit die in Abbildung (4.2) beschriebene
Idee des reaktiven Riickkopplungssystems zu verwirklichen.

Somit lautet die Bedingung fur ein reaktives Riickkopplungssystem:

reaktives Riickkopplungssystem -—= F=0ud D=0 . (4.58)

Die Transfermatrix T besitzt die typische Eigenwertstruktur der Transfermatrix eines Reso-
nators (3.67).

Die Transfermatrix T wie auch die Matrix T, erfilllen also die Ahnlichkeitstransformationen
(3.68) und (3.69), so dafl auch die Matrix des Riickkopplungssystems diesen Relationen
genugt, d.h. folgende Aussagen sind aquivalent

F_D=0 — JI;}J ' =T K 'TrpK=Tip - (4.59)

Diese Aquivalenz erlaubt eine interessante Interpretation des reaktiven Riickkopplungssystems.
Das reaktive System verhalt sich demnach wie ein spezieller Resonator, der nur auf den
Fundamentalmodus einwirkt und damit eine Verschiebung des Tunes des Fundamentalmodus
zulafit, die zu einer Erhchung der Instabilitatsschwelle um den Faktor 2 -4 fihrt.

Insofern kommt der Bedingung (4.58) eine besondere Bedeutung zu.

F — D = 0 bedeutet nach (4.45) genauer

¢=0 } . [ 2(ky sin 2wy + ke sin(2T — Okp,)v) =0 (4.60)

D=0 l sinfcgva(ky sinbgcvs + k2 sinfp,crg) =0

Dieses homogene Gleichungssystem hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die Koeffi-
sienten Determinante verschwindet:

‘ sin 27y, sin(27 — Okp, )V
| . ki i, bkP V5 | _ ¢ | (4.61)
| s1n 9(';\'1/3 s 9;((‘1/3 S1I1 HCKVB sin 9p2(-vﬁ {
Damit folgt
sin’ cxvs sinbgp,vs = 0 (4.62)
mit den moglichen Losungen
a,) Sin@xp21/13 =0 " 9;{}:21/,3 =m=T (4 63)

b) sinfcgvs =0 Ocgvsg=m - T

Die Bedingung (4.63a) sorgt zwar dafiir. da (4.60) erfiillt ist, gleichzeitig verschwindet aber
auch k, sin 0 p,v3, so dafl die Wirkung des Rickkopplungssystems verschwindet.
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Bedingung (4.63b) bedeutet. daf nur mm Falle eines bestimmten Betatronphasenvorschubs
zwischen Resonator und Kicker eine ideale Wirkung des Rickkopplungssystems erzielt werden
kann. Mit anderen Worten heifit das, daf nur fiir bestimmte Abstinde zwischen Resonator
und Kicker 6-x bzw. fiir bestimmte Werte 15 Gleichung (4.60) erfullt werden kann (vel.
auch (4.18)).
Im allgemeinen befinden sich in einem Speicherring jedoch mehrere Resonatoren, so dafl man
in der Regel die Bedingung (4.63b) nicht fiir alle Resonatoren erfiillen kann.
Es muf} also nach einer anderen Moglichkeit zur Stabilisierung des Strahls gesucht werden.
Deshalb soll im folgenden auf die Bedingung (4.46) verzichtet werden und es werden die
Falle

F £0 oder D+#0

untersucht.

Gleichung (4.45) besitzt in diesem Fall nicht die angenehmen Eigenschaften von Gleichung
(4.47), so dafB sie nicht in eine Gleichung zweiten Grades uberfiihrt werden kann.

Da die Lésungen von | 4.45) nicht einfach angegeben werden koénnen, werden im folgen-
den nicht die ), berechnet, sondern untersucht, ob sich unter den Losungen A, ein zu einer
Instabilitat fiihrender Wert befindet. dessen Betrag grofier als eins ist.

Diese Stabilitatsuntersuchung wird mit dem Hurwitz - Verfahren durchgefiihrt [46] [47).
Um dieses Verfahren anwenden zu konnen, muf Gleichung (4.45) umgeformt werden.

Mit Hilfe der Abbildung
Ai + 1

Ai — 1
bildet man das Innere des Einheitskreises auf die linke und das duflere auf die rechte Halfte
der komplexen Ebene ab. Stabilitit erfordert

(4.64)

P

Al <1, (4.65)

d.h. die Eigenwerte ), miissen in der komplexen Ebene innerhalb des Einheitskreises liegen.
Damit lautet die Stabilitatsbedingung (4.65) jetzt

Rer, < 0 . (4.66)

Mit dem Hurwitz - Verfahren wird nun geprift, ob Losungen einer Gleichung der Form

Z @t =

=0
positive Realteile besitzen.
Wendet man die Abbildung (4.64) auf Gleichung (4.45) an, dann erhilt man (siehe Anhang
AT

Y art =0 (4.67)
1=0
@ = 4 — 4A+ B) + 44B + Esin2ry3 + 2F — 2(BF — ED)

a, = 4BF - ED) — 4F

az = 8 — 84B — 2F sin 21vy + 4F

a3 = —4(BF — ED) — 4F

ags = 4 + 4A-~-B) + 44B — Esin2mv3 + 2F + 2(BF —ED) .
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Nach (A.115) gilt
1
Y, d=16 .
1=0

Damit das System stabil ist, miissen alle Koeffizienten a; das gleiche Vorzeichen besitzen [46],
also muf} )

v € {0,1,2,3,4} : a; > 0 (4.68)

gelten, da die Summe der Koeflizienten positiv ist.
Weiterhin mufl auch jede Summe von beliebig vielen Koeffizienten positiv sein und daraus

folgt

ay ~a3 >0 —

(AVARVA

F<O0
g + a3 +ag >0 = F2=-2

?

d.b. man erhalt fiir F die folgende Einschrankung
-2<F<0 (4.69)
und somit das fiir die Determinante des Riickkopplungssystems erwartete Ergebnis
|detTpp| <1 . (4.70)

Neben den Koeffizienten a; miissen auch die Hurwitz - Determinanten positiv sein, da ap = 0
ist [46].

Die Hurwitz - Determinanten fiir Gleichung (4.67) sind in Anhang A.7.2 berechnet worden
und das Ergebnis fiir die dritte Determinante lautet (siehe Gleichung (A.118)):

H, = —16*E-D)* — 16’FED(A - B) — 4.16 F*Esin2mvg . (4.71)
Neben der Bedingung (4.68) muf also auch die Bedingung
H; >0 (4.72)

erfiillt sein, damit der Strahl stabil bleibt.

Die folgenden Untersuchungen sollen nicht fiir beliebige Werte des Betatrontunes durch-
gefiihrt werden.

Eine solche Einschrankung ist aus zwei Griinden sinnvoll:

1. Der Betatrontune in einem realen Elektron - Positron Speicherring liegt a) immer ober-

halb der ersten Satellitenfrequenz und ist b) immer von einer halben Zahl verschieden,

also
m 1 oo i i < by < 1 ~
Tz‘ -+ z + vg § Vs — Z S ovg > Z . (443)

va

2

In dem Modellbeschleuniger treten aufgrund der Punktformigkeit des Resonators und
der betrachteten Moden n = 0 und n = —1 kohirente Synchro-Betatron Resonanzen
in der Nihe jeder halben Zahl und in der Nihe der ersten Satellitenfrequenz auf. Da
der Effekt des Riickkopplungssystems auf die iibliche Modenkopplung untersucht wer-
den soll, ist es verniinftig den Bereich der koharenten Resonanzen zu meiden und sich
entsprechend (4.73) einzuschranken.
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Mit der Beschrankung (4.73) ergibt sich
E . sin2ry; = -l.Ufl -sin2m(vg — v,) - sin27p > 0 . (4.74)
Nun lassen sich zwei interessante Fille untersuchen:

1. F=0und D # 0:
Damit ist die in Abschnitt 4.1.1 angegebene Bedingung fiir ein reaktives Rickkopp-
lungssystem (4.12) erfiillt, denn es gilt

F=0 = detTpg=1 .
Nach Gleichung (4.71) folgt g
Hy;=-16*(E-D)* <0 (4.75) g

und nach (4.72) ist also mindestens eine Eigenschwingung des Systems instabil.

Betrachtet man (4.75). dann erkennt man, daf} die Instabilitit durch die Kopplung E
der beiden Moden hervorgerufen wird. Da die Modenkopplung in Abschnitt 4.1.1 bzw.
4.1.2 vernachlassigt wurde, konnte eine derartige Instabilitit dort nicht auftreten.

Die in Abschnitt 4.1.1 angegebene Reaktivititsbedingung ist also zu schwach und mufl
durch die scharfere Bedingung (4.58) bzw. (4.59) ersetzt werden.

o

. F#0und D = 0:
Dadurch schaltet man den Term aus, der unter 1. zur Instabilitit gefithrt hat. Die
Berechnung von H; liefert mit (4.74)

Hy; = —-4-16F*Esin2rv; < 0 . (4.76)
Mit (4.69) und F # 0 erhalt man
|detTpp| <1 , (4.77)

d.h. nach Abschnitt 4.1.1 hat man ein resistives Riickkopplungssystem vorliegen.
Da H; negativ ist ist resistives Riickkopplungssystem nicht stabil.
Wie schon unter 1. ist der Grund fiir das Auftreten der Instabilitit die Kopplung der
beiden betrachteten Moden iiber dje Grofle E.
Der dritte Term in (4.71)
—-16°FED (4 - B)

verschwand fiir die unter 1. und 2. untersuchten Falle. Eventuell besteht aber dje Moglichkeit
fur
F+0 und D=0 , (4.78)

die unter 1. und 2. auftretenden Effekte mit Hilfe des dritten Terms zu kompensieren.
Da der Term
—-16° - (E - D)?

1. immer kleiner gleich null ist und




o Klein ist verglichen mit den beiden anderen Termen von H, (4.71), da er proportional
zu M}, die beiden anderen Terme dagegen proportional zu M? sind und My 1 gilt,

erfordert die Stabilitatsbedingung
H, >0,

dafl wenigstens die Ungleichung

_ 16*FDE(A — B) >4 - 16 F* Esin2mvs > 0 (4.79)

erfullt ist.
Um diese Ungleichung zu antersuchen, ist es zweckmafig, die Grofe D umzuschreiben (siehe

Anhang A.7.3):

(84 ko sinH 9%

Doa— - g2 —ER7 (4.80)
4 sin 273
mit
frc — Ock

a = cot2myvg — i 3 ck v (4.81)

sin 2T
/3 = Si:ﬂ2 BCKV;_; >0 . (482)

Die Grofien a und 3 hangen entscheidend vom Abstand zwischen Resonator und Kicker (6ck )
ab. Da in einem Beschleumger mehrere Resonatoren stehen, ist es sinnvoll fiir die beiden
GrofBen geeignete Mittelwerte anzugeben und die Untersuchungen mit diesem Mittelwerten zu
fithren. Diese Mittelwerte lassen sich niherungsweise berechnen, wenn angenommermen wird,
daB man die Effekte der einzelnen Resonatoren aufsummieren darf und dabei die Kopplung
swischen den Resonatoren vernachlassigen kann, ahnlich wie das in Abschnitt 4.1.2 getan
wurde.

Mit dieser Annahme erhalt man

a = cot2mys (4.83)
= 1

Insbesondere die Naherung (4.83) wird benutzt. um die Ungleichung (4.79) zu untersuchen.
Die Details dieser Untersuchung findet man in Anhang A.7.3 und es sollen hier nur die
wesentlichen Ergebnisse diskutiert werden.

Gilt fiir den in Gleichung (4.73) eingefithrten Anteil dv; des Betatrontunes

|évg| < 0.1 . (4.85)

dann gilt fur beide Typen eines reaktiven Riickkopplungssystems (vgl. Abbildung (4.2)),
dafi
Hy <0 (4.86)

ist. da die Ungleichung (4.79) fiir typische Werte folgender Parameter nicht erfiillt werden
kann

e Frequenzverschiebungen von der Grofenordnung des Synchrotrontunes (vgl. Abbildung
(4.2))

e 0~ v, <0.1

-1
(v ]




® axcot2myy x 2wy .

Dariiberhinaus 1ait sich zeigen, daf fiir beide Typen eines reaktiven Rickkopplungssystems

die Bewegung fiir
[évs| < 0.15 (4.87)

nicht stabil ist.
In diesem Fall ist es zwar moglich fiir grofile Synchrotrontune- Werte

v =204

Ungleichung (4.79) zu erfiillen. aber dazu sind sehr grofie Werte fiir C notwendig. Damit
vergroflert sich aber auch F und die Bedingung (4.69)

F<o

-2

A

kann nicht mehr eingehalten werden.
Somit ist fiir
|évg| < 0.15 (4.88)

im Rahmen dieser N aherungen und Annahmen keine stabile Bewegung moglich.
Zusammenfassung der Ergebnisse

Nur fiir bestimmte Werte des Betatronphasenvorschubs zwischen Resonator und Kicker (4.63b)
lafit sich ein ideales Riickkopplungssystem realisieren. Fir alle anderen Werte des Phasen-
vorschubs treten Instabilititen auf.

Da die Bedingung (4.63b) im Falle, daB mehrere Resonatoren im Beschleuniger vorhanden
sind, nicht eingehalten werden kann. ist die Bewegung im allgemeinen instabil.

Ein Nachteil des hier verwendeten Verfahrens zur Stabilitdtsuntersuchung ist, daB man keine
Angaben iber die Anwachszeiten der instabilen Moden erhilt.

Im nachsten Abschnitt soll geklart werden, ob die Anwachszeiten im Bereich der internen
Dampfungszeiten (Landau- bzw. Strahlungsdampfung) liegen. Dies kann nur durch die
numerische Berechnung der Eigenwerte der Transfermatrix T des gesamten Rings mit Riick-
kopplungssystem (4.38) geschehen.

Vorher soll die Frage beantwortet werden, ob die Niherungen fiir a bzw. B ( (4.83) bzw.
(4.84)) den realistischen Fall eines Speicherrings mit nahezu gleichmafig verteilten Resona-
toren und Rickkopplungssystem richtig beschreiben.

4.3 Numerische Untersuchung des Dipol - Riickkopp-
lungssystems

4.3.1 Vergleich des Modellbeschleunigers mit einem realen Be-
schleuniger

Im Rahmen des einfachen Modells mit einem lokalisierten Resonator ist die Wirkung des
Riickkopplungssystems entscheidend vom Phasenvorschub zwischen Resonator und Kicker
abhangig.

Diese Abhangigkeit ist dadurch bedingt. daf die GréBe D eine Funktion des Abstandes zwi-
schen Resonator und Kicker 1st (4.80):

ko sin 6,14

D:QS—J
4

sin 27y
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gleichmafig

verteilte
Resonatoren

Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der beiden Beschleuniger A und B: Wie iblich be-
zeichnet K den Kicker, P, P, die Monitore und C den Resonator. In dem Beschleuniger A
steht nur ein punktformiger Resonator, so daB dieser identisch mit dem einfachen Modellbe-
schleuniger des Abschnitts 4.2.2 ist. In dem Beschleuniger B sind die Resonatoren gleichmafig
um den Ring verteilt. Die Parameter k. und k. des Resonators in A sind genau so grof} wie
die Summe der Parameter in B.

mit
COS(91 - 0'; = 63)1/5

a = cotl2wyg — =
sin 2wvg

3 = sin’bsv53 >0 .
(Die Bezeichnung der Winkel entnimmt man Abbildung (4.6A) )
Um den Fall eines realistischen Beschleunigers mit nahezu gleichmaflig verteilten Resonatoren

mit dem einfachen Modell untersuchen zu konnen, wurden Naherungswerte fir a und 3
angegeben, falls mehrere Resonatoren im Beschleuniger vorhanden sind ( (4.83) bzw. (4.84)):

a =~ cot2myg

@)

-~
-~

(SR

Um die Qualitit dieser Naherungen zu iberpriifen. werden die in Abbildung (4.6) gezeigten
Beschleuniger A und B verglichen.

Dazu wird fiir jeden dieser Beschleuniger die Transfermatrix T4 bzw. Tp mit Riickkopplungs-
system aufgestellt (vgl. (4.38)). die Eigenwerte numerisch berechnet und verglichen.

Es werden zwei Spezialfalle untersucht. In diesen Fillen werden einige Parameter des Riuck-
kopplungssystems und des Beschleunigers A so gewahlt. dafl die dann auftretenden Werte fur
o bzw. 3 gerade mit den Naherungswerten ibereinstimmen.

1. Fiir beide Beschleuniger A und B wird durch entsprechende Wahl des Parameters k;

C = 0 gesetzt.
Der Phasenvorschub zwischen Resonator und Kicker wird im Beschleuniger A zu
2m + 1
0s s vg = ———F
3 V3 1
gewihlt, so daf}
1
3=3




gilt.

Da C = 0 ist, hat der Wert von a keinen Einfluff auf D und damit auf die Wirkung des
Riickkopplungssystems.

Unter diesen Voraussetzungen hat die numerische Berechnung der Eigenwerte der Trans-
fermatrizen beider Beschleuniger eine ausgezeichnete ﬂ'bereinstimmung ergeben.
Somit verhalt sich der Beschleuniger mit gleichmafBig verteilten Resonatoren tatsichlich
wie der einfache Modellbeschleuniger A mit

3=

o)~

[SV]

- Fiir beide Beschleuniger wird k, = 0 gewahlt, so daf fiir den Beschleuniger A D nicht
mehr von /3 abhangt.

Dariiberhinaus erreicht man durch geeignete Positionierung des Resonators in Beschleu-
niger A, daf

cos(01 -+ 02 - 03)1/5 =0 ,
ist und folglich

a = cot 27y,

gilt.

Berechnet man unter diesen Vo_;aussetzungen die Eigenwerte von T4 und Ty, dann
erhalt man eine ausgezeichnete Ubereinstimmung der Resultate.

Das bedeutet, daB sich der Beschleuniger B wie der einfache Beschleuniger A mit

a = cot 2myg
verhalt.

Leider kann man die Parameter des einfachen Beschleunigers A nicht so wahlen, daf die
Groflen o und 3 gleichzeitig die N aherungswerte annehmen.
Denn wahlt man z.B.

| =

B = sin® G305 =

dann folgt
V2

sin f3v3 = + - = sin26p3=+1 — cos 20305 =0

-

und damit
cos(6y + 6, — 63)v3 = cos(2m — 263)v3 = £ sin 27y .

Somit ergibt sich insgesamt

= a=cot2mvg + 1 . (4.89)

Der Vergleich zwischen dem einfachen Modellbeschleuniger und dem realistischen Beschleu-
niger soll an einem Beispiel illustriert werden, in dem sowohl C # 0 als auch ky # 0 gewahlt
wird, so dafl beide Parameter o , 3 die Eigenwerte beeinflufien.

Abbildung (4.7) zeigt die Abhangigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune fur die in
Abbildung (4.6) schematisch dargestellen Beschleuniger. Dabei wurde der Resonator im
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Beschleuniger mit einem Resonator (vgl. Abb. 4.6A)
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Abbildung 4.7: Abhédngigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune: Die Berechnungen
wurden fiir die in Abbildung 4.6 gezeigten Modellbeschleuniger durchgefithrt. Die durch
das Riickkopplungssystem bewirkte Frequenzverschiebung betragt Av =1 [ 2v,; v, = 0.08),
<o daf in etwa eine Erhéhung des Schwellenstroms um 50 % von 6mA auf 9mA erwartet
wird. Der Parameter C wird fiir beide Beschleuniger so gewahlt, daf} die aus Abschnitt 4.1.2
bekannte Reaktivititsbedingung erfillt ist. Die schraffierten Flichen bezeichnen instabile
und die weiBen stabile Bereiche. Wie man den Abbildungen entnimmt, wird der Schwel-
lenstrom durch das Riickkopplungssystem in beiden Faillen verkleinert. Die Abhéangigkeit
des Schwellenstroms vom Betatrontune ist fir den Modellbeschleuniger mit einem Resonator
starker ausgepragt als im Falle der gleichmafig verteilten Resonatoren. Die Ursache dieses
unterschiedlichen Verhaltens ist, dafl der Parameter 3 im Falle der gleichmaBig verteilten Re-
sonatoren in etwa den Wert 1 /2 besitzt und fur den einfachen Modellbeschleuniger abhangig
vom Betatrontune die Werte 0.15 < 3 = 0.95 fiir v3 < '21.1, 21.4] annimmt. Fir kleinere

Werte des Parameters 3 ist die Grofie D kleiner und damit der Schwellenstrom grofler. Dieses
Verhalten spiegelt die Abbildung a) wieder.




Beschleuniger A so aufgebaut. daf

1
B =sintyg - 6, = S fir vz = 21.225
gilt.
Die Gréfle C' wurde in beiden Beschleunigern so gewihlt, dafl die Determinante des Rick-
kopplungssystems in sehr guter Naherung eins ist, also

F=0 — detT =det Trg = 1

und somit die aus Abschnitt 4.1.1 bekannte Reaktivititsbedingung erfiillt ist.
Das Riickkopplungssystem bewirkt eine Vergroflerung des Frequenzabstandes zwischen dem
Fundamentalmodus (n = 0) und dem des ersten head - tail Modus um

Ay = %u, mit v, = 0.06 .
so dafl man eine Erhohung des Schwellenstroms um ca. 50 % von 6 mA auf 9 mA erwartet.
Wie man den Abbildungen entnimmt, verkleinert der Einsatz des Riickkopplungssystems in
beiden Fillen den Schwellenstrom, wobei die Schwelle mit Riickkopplungssystem durch die
interne Dampfung bestimmt ist, die hier 10 ms betragt.
Abgesehen von den Abweichungen in der Nihe der ganz- bzw. halbzahligen Betatrontu-
newerte ist der Schwellenstrom bei gleichmaBig verteilten Resonatoren innerhalb des Inter-
valls

vs € [21.1, 21.4]

nahezu konstant.
Die Anderung des Schwellenstroms innerhalb dieses Intervalls fiir den Beschleuniger mit einem
Resonator 143t sich dadurch erklaren, daf sich die Grofle 3 andert

0.15 < <095 fir 1€ [21.1, 21.4] . (4.90)

Ein kleinerer Wert von 3 fithrt zu einem kleineren Wert fiir D und damit schlieflich zu einem
héheren Schwellenstrom.

Die Vergleiche des einfachen Modellbeschleuniger mit dem realistischen F all gleichmafig ver-
teilter Resonatoren zeigen, daff die Untersuchungsergebnisse des einfachen Modellbeschleuni-
gers auf den realistischen Fall ubertragen werden, wenn

vg = -+ — + dvs , |bugl < 0.15

9] —
Ha | =

und

.2
sin” iz ~

9] =

gilt.

Das bedeutet, dafi das Riickkopplungssystem in der Regel nicht in der Lage ist, den Strahl
zu stabilisieren.

In Abschnitt 4.2.2 wurde aber auch betont, daff solange die Anwachszeiten der instabilen Mo-
den kleiner als die internen Dampfungskonstanten sind. das Riickkopplungssystem dennoch
zu einem stabilen Zustand fithren kann.

Damit ist der Schwellenstrom mit Rickkopplungssystem durch die interne Dampfung be-
stitmmt.
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4.3.2 Parameterabhingigkeit des Schwellenstroms mit Riickkopp-
lungssystem

Im weiteren soll die Abhangigkeit des Schwellenstroms von wichtigen Maschinenparametern
wie

e Synchrotrontune v,,
e Energie E und
e Bunchlange o

untersucht werden.
Die Untersuchungen werden unter folgenden Voraussetzungen durchgefiithrt:

1. Die Resonatoren sind gleichmaflig um den Beschleuniger verteilt (vgl. Abb. (4.6))

o

_ fester Betatrontune von v = 21.225
3. C = 0, so dafl das System bei Strom null reaktiv ist
4. Frequenzverschiebung des Fundamentalmodus um Av = 27

Bei der vorgegebenen Erhéhung des Synchrotrontunes um 50 % wiirde man eine Vergroflerung
des Schwellenstroms um ca. 50 % erwarten.

Die dritte Bedingung scheint willkiirlich gew#hlt zu sein und soll deshalb gerechtfertigt wer-
den.

Abhangigkeit des Schwellenstroms vom Parameter C des Riickkopplungssystems

In Abbildung (4.8) ist der Schwellenstrom als Funktion des Betatrontunes mit und ohne
Riickkopplungssystem dargestellt.
Abbildung (4.8b) zeigt die Abhangigkeit fiir ein Riickkopplungssystem, fiir das stets

C=0

gilt. Wie man der Abbildung entnimmt, ist der Schwellenstrom nahezu unabhangig vom
Betatrontune.

Abbildung (4.8¢) zeigt die Abhingigkeit fur ein Riickkopplungssystem, fiir das der Wert C
abhangig vom Betatrontune folgende Werte annimmt:

21.0 < vg < 21.225 C<0 = F<F(y= 21.225) Bereich 1
yg = 21.225 Cc=0
21.225 < vz < 21.500 C =0 = F > F(vz = 21.225) Bereich 11

Da die Determinante des Riickkopplungssystems durch
detTpp =1 + F

gegeben ist, erhalt man also fiir Betatrontunes im Bereich I eine zusitzliche Dampfung und
im Bereich II eine zusitzliche Anregung des Fundamentalmodus.

Abbildung (4.8c) lait sich entnehmen, dafl der Schwellenstrom fiir C ~ 0 am hochsten ist.
Wirkung eines resistiven Riickkopplungssystems
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Abbildung 4.8: Abhéngigkeit des Schwellenstroms vom Betatrontune fiir unterschiedliche
Werte des Parameters C: Die Berechnungen wurden fiir den Fall gleichmaBig verteilter Re-
sonatoren durchgefiihrt (vgl. Abb. 4.6B). Die schraffierten Flichen bezeichnen instabile und
die weiflen stabile Bereiche. Abbildung a) gibt den Schwellenstrom als Funktion des Betatron-
tunes ohne Riickkopplungssystem wieder. Dabe; zeigt sich das erwartete Ergebnis, daf der
Schwellenstrom (I, ~ 3mA) unabhingig vom Betatrontune ist. Abbildung b) zeigt den Fall,
dafl das Rickkopplungssystem eine Frequenzverschiebung von Ay = 1 /2v, (v, = 0.02) be-
wirkt und stets C = 0 gilt. Auch in diesem Fall ist der Schwellenstrom unabhangig vom
Betatrontune. In Abbildung c) ist die Abhangigkeit wiedergegeben fiir den Fall, da C = 0
nur fir vy = 21.225 gilt. Fiir andere Werte des Betatrontunes erhilt man von null verschie-
dene Werte fiir C, die dazu fihren, daf# man eine stirkere Dampfung des Fundamentalmodus
fiir 13 < 21.225 und eine schwache Anregung fiir yg > 21.225 erhalt. Deutlich ist zu erkennen,
dafl man den grofiten Schwellenstrom fiir C = 0 erhilt.

82




Die Tatsache. dafi man fir C = 0 den grofiten Schwellenstrom fiir den zuletzt diskutierten
Fall erzielen konnte. zeigt das ein resistives Riickkopplungssystem nicht stabilisierend wirkt.
Dieser Effekt wurde auch durch weitere numerische Untersuchungen bestatigt, in denen der
Schwellenstrom ohne resistives System stets grofler als mit war. Aufgrund dieser Tatsachen
wird von nun an, die dritte Bedingung (C' = 0) erfullt.

Abhangigkeit des Schwellenstroms von der Energie und der Bunchlange
Die Abbildung (4.9) zeigt die Abhangigkeit des Schwellenstroms von der Energie fiir den

Fall mit und ohne Riickkopplungssystem. In beiden Fallen steigt der Schwellenstrom mit der
Energie linear an.

Allerdings ist der Schwellenstrom mit Ruckkopplungssystems niedriger als ohne fur einen
Synchrotrontune von v, = 0.06. Weiterhin entnimmt man der Abbildung, daf} die Reduktion
des Schwellenstroms durch das Rickkopplungssystem unabhangig von der Bunchlange ist.
Abhiangigkeit des Schwellenstroms vom Synchrotrontune und der Bunchlange

Der Einsatz eines Riickkopplungssystems, das eine Vergrofilerung des Frequenzabstandes

der beiden zur Instabilitat koppelnden Moden bewirkt, kann fiir kleine Synchrotrontunes
(v, < 0.02) zu einer Erhohung des Schwellenstroms fithren (vgl. Abb. (4.10a)). Der obere
Wert des Synchrotrontunes. bis zu dem noch eine positive Wirkung vorliegt, ist eine Funktion
der Grofe der internen Dampfung (vgl. Abb. (4.10b)).

Die Wirkung des Riickkopplungssystems ist nahezu unabhangig von der Bunchlange.

Das am Speicherring PEP durchgefithrte Maschinenexperiment zur Untersuchung eines
Dipol - Rickkopplungssystems 131] ergab, dafl sowohl das reaktive als auch das resistive
Riickkopplungssystem zu einer Vergroferung des Schwellenstroms fihrte.

Da der Synchrotrontune bei diesem Experiment sehr klein war (v, = 0.02), kann anhand
obiger Ergebnisse noch verstanden werden, warum das reaktive Riickkopplungssystem funk-
tionierte. Jedoch ist das positive Ergebnis des resistiven Riickkopplungssystems nicht zu
erklaren.

Allerdings waren die experimentellen Bedingungen nicht mit den Voraussetzungen des hier
vorgestellten Formalismus vergleichbar.

Unterhalb der Schwelle der transversalen Instabilitat wurde eine turbulente Bunchverlangerung
festgestellt. die ebenfalls zu einer Stabilisierung fihren kann.

Insofern ist micht ganz klar, inwieweit die Ergebnisse dieses Experiments auf andere Falle
{ibertragen werden diirfen.

Die mit dem in dieser Arbeit entwickelten Formalismus gewonnenen Ergebnisse lassen den
SchluB zu. daf} fiir den Fall eines sehr grofen Synchrotrontunes sowohl das reaktive wie auch
das resistive Riickkopplungssystem nicht zu einer Erhohung der Instabilitatsschwelle fihren
werden.

Fiir einen sehr grofien Protonen - Speicherring. wie dem SSC. kann dagegen der Einsatz eines
reaktiven Riickkopplungssystems durchaus zu einer Vergroflerung der Instabilitatsschwelle
fithren [14], da in Protonen - Speicherringen der Synchrotrontune recht klein ist (v, < 0.01).
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Abbildung 4.9: Abhangigkeit des Schwellenstroms von der Energie: Die Berechnungen werden
fir den Fall gleichmaBig verteilter Resonatoren durchgefiihrt. Die durch das Riickkopplungs-
system bewirkte Frequenzverschiebung betragt Av =1/2 vy, wobei der Synchrotrontune den
Wert v, = 0.06 besitzt. Sowohl mit und ohne Riickkopplungssystem steigt der Schwellenstrom
linear mit der Energie an. Allerdings fiihrt der Einsatz des Systems zu einer Reduktion des
Schwellenstroms, wobei die interne Dampfung (Landau- oder Strahlungsdampfung) 10 ms
betragt. Diese Effekte sind unabhangig von der Bunchlange.
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Abbildung 4.10: Schwellenstrom als Funktion des Synchrotrontunes: Die Untersuchungen
werden an einem Beschleuniger mit gleichmafig verteilten Resonatoren vorgenommen (vgl.
Abb. 4.6B). Das Riickkopplungssystem bewirkt eine Frequenzverschiebung von Av = 1/2v,.
Abbildung a) entnimmt man, daf das Riickkopplungssystem fiir kleine Synchrotrontunes
(v, < 0.02) zu einer Erhohung des Schwellenstroms fiihrt, wobei die interne Dampfung 10ms
betragt. Abbildung b) zeigt die Abhangigkeit fiir verschiedene Werte der internen Dampfung
Tin. Ist die interne Dampfung geniigend groB, so kann sogar eine positive Wirkung des Systems
bis zu Werten von v, < 0.03 erzielt werden. Zu beachten ist, dal die hier angenommenen
Dampfungen niemals ausreichen wiirden, die Anwachsraten aufgrund der iblichen Moden-
kopplung zu kompensieren (vgl. Abb. 3.6).
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Kapitel 5

Zusammenfassung

‘

In vielen grofien Speicherringen stellt die Moden - Kopplungsinstabilitit eine Begrenzung des
maximal speicherbaren Stroms dar.

Ursache dieser Instabilitat ist die Wechselwirkung einzelner intensiver Bunche mit den Ein-
bauten in der Vakuumkammer, speziell den Hochfrequenzresonatoren.

Insofern wird insbesondere der Betrieb von Elektron - Positron Speicherringen durch diese
Instabilitat aufgrund der hohen Zahl an Resonatoren beeintrachtigt wie im Falle von PETRA.
PEP und TRISTAN. Auch fiir den im Bau befindlichen Speicherring LEP wird erwartet, daf
der speicherbare Strom durch die Moden - Kopplungsinstabilitiat bestimmt ist.

Fiur Protonen Speicherringe spielte diese Instabilitit bisher keine Rolle, aber fiir den geplanten
sehr groflen Speicherring SSC wird wegen der sehr grofilen Zahl an Querschnittsanderungen
in der Vakuumkammer (Faltenbilge, Monitore) eine Begrenzung des Strahlstroms durch die
Moden - Kopplungsinstabilitit erwartet.

Fiir den im Bau befindlichen Speicherring HER A wird dagegen diese Instabilitit weder fiir den
Elektronen- noch fiir den Protonenring die entscheidende Intensitatsbegrenzung darstellen,
da die Intensitat des Strahls auf sehr viele Bunche verteilt ist und somit der Einzelbunch-
strom weit unterhalb der Instabilititsschwelle liegt.

Untersuchungen der letzten Jahre haben gezeigt, dafl die Lokalisierung der Resonatoren zu
resonanzartigen Instabilititen fiihren kénnen - den koharenten Synchro - Betatron Resonan-
zen, die zusatzlich zur fiblichen Moden - Kopplungsinstabilitit auftreten. Dabei wurde lmmer
angenommen, dafl die Resonatoren punktférmig sind, d.h. ihre Lange ist null, und die Re-
sonatoren einer Beschleunigungsstrecke an einem Punkt konzentriert sind, so daf} die Lange
der Beschleunigungsstrecke ebenfalls null ist.

In dieser Arbeit ist ein auf der Vlasov - Gleichung basierender Matrizenformalismus entwickelt
worden. der eine griindliche Untersuchung beliebig lokalisierter Resonatoren bei Beriicksichti-
gung der endlichen Linge der Beschleunigungsstrecken ermoglicht.

Die allgemeinen Untersuchungen mit Hilfe dieses Formalismus und spezielle numerische Be-
rechnungen fiir den Speicherring PETRA zeigen, daff die Lokalisierung der Resonatoren
aufgrund der endlichen Lange der Beschleunigungsstrecken den Betrieb eines Speicherrings
nicht beeintrachtigt und in guter N dherung angenommen werden darf, daf} die Resonatoren
gleichmafig um den Ring verteilt sind.

Die Hoffnung, die Diskrepanzen zwischen gemessenen und berechneten Schwellenstrom durch
Effekte der Lokalisierung erkliren zu kénnen. haben sich nicht erfullt.

Wegen der gravierenden Begrenzung des Stroms durch diese Instabilitat konzentriert sich das
Interesse darauf, einen geeigneten Kompensationsmechanismus in Form eines Rickkopplungs-
systems zu finden, der eine Erhohung der Instabilitatsschwelle ermoglicht. Der oben ange-

86




sprochene Formalismus gestattet eine einheitliche und griindliche Untersuchung der Kompen-
sationsmoglichkeit der Moden - Kopplungsinstabilitat mit Hilfe eines Riickkopplungssystems.
Dabei stellt sich heraus, dafl weder emn " reaktives” noch ein “resistives” System in der Lage
sind. die Instabilitatsschwelle zu erhohen, sondern im Gegenteil den Strahl in der Regel desta-
bilisieren. Nur fiir Synchrotrontunes. die kleiner als ein durch die interne Dampfung (Landau-
und Strahlungsdampfung) festgelegter Wert (2 0.02) sind. ist eine Erhéhung des Schwellen-
stroms zu erwarten. so dafl der Einsatz eines Riickkopplungssystems in einem Protonen -
Speicherring sinnvoll sein konnte.

Da die experimentelle Untersuchung eines Riickkopplungssystems am Speicherring PEP bei
einen kleinen Synchrotrontune durchgefithrt wurde, ist die positive Wirkung eines reaktiven
Sytems noch erklarlich. )

Nach den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit ist die Ubertragung dieses positiven Resultats
fiir grofiere Synchrotrontunes nicht zulassig.

Die Erhohung des Schwellenstroms durch ein resistives System ist aber theoretisch nicht
geklart.

Allerdings lassen sich relevante Aussagen iiber die Wirkung eines Riickkopplungssystems mit
Hilfe eines Experiments nur dann gewinnen, wenn die die Instabilitatsschwelle bestimmenden
Parameter wie Bunchlange, Landaudampfung usw. wiahrend der Messung konstant bleiben.
Diese Voraussetzungen waren beim PEP - Experiment aufgrund einer turbulenten Bunch-
verlangerung, die unterhalb der Instabilitatsschwelle der Modenkopplung einsetzte, nicht
erfullt.

Insofern sind die experimentellen Bedingungen undurchsichtig und eine verlafiliche Voraussage
hinsichtlich der Wirkung eines resistiven Riickkopplungssystems auf die Moden - Kopplungs-
instabilitat nicht moglich.

Die Schlufifolgerung dieser Arbeit lautet also. daB wie bisher auf die iiblichen Verfahren
wie Reduktion der Betafunktion innerhalb der Beschleunigungsstrecken, Bunchverlangerung
durch longitudinale Entddmpfung usw. zuriickgegriffen werden muf}, um die Instabilitats-
schwelle zu vergrofiern.




Anhang A

A.1 Herleitung der gewohnlichen Differentialgleichung

Die Stérung u der stationiren Verteilung ist periodisch in den Winkelvariablen @ und . Die
Fourierentwicklung von u ergibt

u(8,v,1,p0,J) = _,Y__‘ Z et gmle+ £9) (A.1)

Setzt man diese Entwicklung in die Vlasov - Gleichung (3.16) ein, dann erhilt man

{— R 5:’3—:; +§%E)}um(a.1.ﬂ (A.2)
:F(I);g%‘ﬁ [u]sing .
Wegen
g—zz —\/rZ_Isinu':—VEs%
folgt

0 R, .
255 +inw + imﬁ}e'"”t'""“ﬁ"‘ Umn (6,1, )

dG R.\/2J3
dJ E

= F(I) Flulsing . (A.3)

Gleichung (A.3) multipliziert man mit 1/27 exp(—im/(p + 5-1))) und integriert iiber » und
anschlieflend multipliziert man mit 1/27 exp(—wn'v) und integriert iber v. Danach ergibt

sich

{= + inv, + im'g} UWmin(G, I, J)

/‘ du‘e""l"'f"'mlg"f[uj . (A.4)
0

wobe1

1 27 m’

'
m— d sin"*e’""‘“‘:— 6, — 4 ' = — fur 777’::1
o Jis w ¥ 25{ m'.1 m', 1} 5

benutzt wurde.
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Da F u, nur von Ao, 9 abhangt. kann man die Wirkungsvariable J folgendermafien elimu-
nierem.
Man definiert .

don(8.1) =f0 AT unn(0.1.J) - V2T . (A.5)

Multipliziert man (A.4) mit v2J und integriert anschlieBend iiber J. dann erhalt man
a ., . R
{5(; -+ 1NV, + m ‘3} dmlnl(G.I)
m'Ry3 1 [

oxE1 27 Jo

— —F(I) dipe= 0 e Sy, (A.6)

falls man

dJJ—:G-J“‘—/ 430 —
0 dJ o 0 g

(G(oc) =0 und [5~ dJ G = —1/2r folgt aus der Normierungsbedingung ( 3.22))
beriicksichtigt. Mit Hilfe der Gleichungen (A.1) und (A.5) folgt fir das in (3.34) definierte
Dipolmoment

1
21

D(evﬂl) =
o0 2T oo — . ;
P /0 du'lj:) AL, 6(9y — /2T cos 1) €™ €M dma(8.11) - (AT)
m=+1 n=—0
Benutzt man Gleichung (A.7) sowie (3.34), dann ergibt sich

1 2w ) it
— dip e” ™Y e §19]:[u]

27 Jo
1 \/"*—36 s , —in't _—im'& j
= S=BAG b di e € 0'9/d19 wi(v, — V) - (A.8)
et 27 o —
Y Y / du‘l/ dI, §(vh — 24 cos i) ™! emat 4 (0,5,) .
m=+1 n=—0o© 0 0

Um diesen Ausdruck weiter auswerten zu konnen. wird fiir jedes Objekt j eine Impedanz-

funktion eingefithrt N
u’{(a)=iﬂf dpZ’(p)e ™" . (A.9)

o7

Da das Wake - Potential wj(«a) reell ist. folgt
Z'(p) = —(Z°(-P))" (A.10)

wobei der = das konjugiert Komplexe bezeichnet.
Setzt man die in (A.9) definierte Impedanzfunktion in (A.8) ein und nimmt man an, dafl
die Integrationsreihenfolge vertauscht werden darf, dann gilt

1 2m - 1 i
- dw = ¥ o= %ﬁf{u]

27 Jo
iwov/Pe /oo _ &
— - ) dp Z' / dly (0, 11)- B

RAO: ‘;; -0 p (p) o 1 ( 1) (A 1)

L ” di e_i"'w C’(P"m')i‘m(‘os U

27 Jo

_1_ 27 du"l einw, Ei(m—p)%v’iﬂcosuv

27 Jo

89




Mit

/.‘ dipie'™ gTITCAY _ g imm Inle) (A.12)
0
erhalt man schlielich
1 2” ' D ' ?
— dip e™ ¥ gmim F%]-'[u]
27 Jo
imwp+/Be T o~ e 12 ;
= _ i dp Z A.13)
RAH‘ m‘;:;l n:z—:oo =0 & (p) (

oo ¢ [
fo b 0.1 2T — Sy (200 - m)) .

Einsetzen von (A.13)in (A.6) liefert

& ., R B
{% + 'y, + im 3-} At (8.1) =
uJo/j iz n'— =
o . s‘ S n'-n ) A.14
m2 /eF(I) ; / l /_x dpZ'(p) ( )

m==1ln=-oc

> <] A [
A dIl dmn(g- I] ) ’ Jn'(\/?-I(P - nl,;_)) : Jn(\/?-—-ll(p - mg)) .
Diese Gleichung wird mit Hilfe eines von Besnier [48] stammenden Verfahrens weiter bear-
beitet. Die rechte Seite von Gleichung (A.14) bestimmt die funktionelle Abhingigkeit der
Koeftizienten d,,, von der Wirkungsvariablen I. Diese Abhangigkeit dndert sich nicht mit
dem Vorzeichen von m’ bzw. n'. Deshalb kann man die d,,, in folgender Weise nach einem
vollstindigen Funktionensystem entwickeln:

dmn(6.1) = C - F(I) S £(1)a™, (6). (A.15)
k=0

wobei die Funktionen f,ln) durch folgende Orthogonalitatsrelation festgelegt sind:
g /°° dIF(I) £ (D NI = 6y (A.16)
0

Der Faktor C ist aus Griinden der Bequemlichkeit eingefiihrt worden und der Index m an
den Funktionen f," fortgelassen worden, da m nur die Werte +1 annimmt.

Nach Einsetzen der Entwicklung (A.15) in Gleichung (A.14), Multplikation mit f‘,',"l und
anschlieflender Integration iiber I ergibt sich

0 R '
{% + in'y, + im'j} an.(8)

==K Y ¥ S Mo en (g (A.17)
m=-+1 n=-oo k=0
mit
m'n'k! ’ ‘n' —n 2 ZJ ’ 3
(a) M7 = o 3(6), / dp 2P o — m &y (e — m=)
—0oo AHJ (8% (83
3 oo e
) Lutp = m2) = ¢ [7 a1 () F(1)0,(V3T(p mi—)) (A.18)
- Wy
K = .
ey & 2E/eC
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Damit ist es gelungen, die Vlasov - Gleichung in ein System von gekoppelten linearen ge-
wohnlichen Differentialgleichungen zu iberfuhren.

Um das Dipolmoment als Funktion der Koeflizienten a7, zu erhalten, setzt man (A.15) in
(A.7) en:

-
MSQ
Mg &
a I

DY "k(8)C (A.19)

n

-0 k

0

m 1
27 o ; ]
| av | dI§(9 — VaIcosw)e™ e™PF(I) f"(I) .
0

Ublicherweise mift man nicht das Dipolmoment an einer bestimmten Stelle (8,7) im Bunch,
sondern beobachtet das iiber die Bunchlange integrierte Dipolmoment

D(6) =/d19D(9,19) , (A.20)

und dafiir erhalt man mit (A.18b)

D) =2 L. 3 Y itan(8) Lu(mé) - (A.21)
m=+1n=—oc0 k=0
Mit
BT =272 (... i" L(mé) ...)T (A.22)
gilt schliefilich -
D(6) = b" -a(8) , (A.23)

wobei der Vektor @ in (3.42) definiert ist.

A.2 Beweis von JA;J ' = — A] und K1'AK =—-A;

A.2.1 Eigenschaften der Matrixelemente
Aufgrund der folgenden Eigenschaft der Besselfunktion
Ja(z) = (—1)nJ—n(x) = (=1)"Ja(—2)

folgt aus (3.36b)

a) I .(p —mé) = (—1)"Talp — mg)
(84 (84
b) Il (p —m)) = (<17 Tulp —m) - (a.:24)

Damit gilt fiir die in (3.36a) definierten Matrixelemente

MK = MR = Mk = M (A.25)
Mit Hilfe von (A.10) laft sich
mlnlkl - _m'nlkl
( mnk ) = —mnk (A’26)
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zeigen. wenn = das konjugiert Komplexe bezeichnet.
Denn es gilt

Z(J)(p)‘
A()J

20 [
(Mp )y = my’dw)(i”"")‘/ dp L (p — "m'i)lnk(p - mi)

mnk

£

C
Liw(p — m'2) Lu(p — m>)
x (e}

, . n'—n oo Z(J’(_ )
= —m'B(8)i" " (-1) / a’pr
| !

! ‘n'—n n'—n o Z(J)(P) Ié ) 6
= O [ dp =P L+ S L + m)
b arpyait—i [ o Z9p) ok N
= —m'B(6) /_w deejI,,:k:(p-e-m;)Ink(p—f— m>)
= M-73¥ .

Der Definition der Matrixelemente entnimmt man

; ) ZU) s
MY = mpB(g)in" / d () Liw(p — m'é)Ink(p - m>)
-0 AO, (a3 (87
n'—n m ’, ‘n'—n oe Z(J)(p) lSc 5
= (=) ') /_m dp . In,k:(p—mo—)fnk(p—-m;)
- (q)”’ﬂ%ﬂﬁ,’,ﬁ"” . (A.27)

Fir Chromatizitat £ = 0 gilt

Z(J)(p)
AHJ

M,';';';"":m'g(o)i"""/ dp L ulo) Lalo) « (A.28)

d.h. die Matrixelemente M™ "' sind unabhangig von m, also

mnk
E=0: MTE _ ppmink (A.29)

mnk mnk

Dartiiberhinaus erhalt man aus (A.28)

E=0: MM — _ ppmin'kt (A.30)

mnk mnk

Somit folgt aus (A.26) mit (A.29) (A.30) fir E=0:

§=0: (M) — _ pymin' (A.31)

mnk mnk

A.2.2 Beweis der Aquivalenzrelationen

Unter der Annahme, daf die Chromatizitat null ist. gilt (3.61)

A _ (B8 o M M
= o R ‘(—M -M

(O bezeichnet die Nullmatrix)




In Abschnitt 3.4 wurde die Notwendigkeit erlautert. sich auf endlich viele Schwingungs-
zustinde a”, zu beschranken. Es werden deshalb n azimutale Moden und entsprechend
die Moden mit —n mit jeweils k(|n) radialen Moden betrachtet. Damit folgt dann

MO MP M, ... MO,
Moo :
M=(M")= : : (A.32)
M;™ M ... Mz,
mit
MO MM L MRS,
ﬂ/I:(')l
MM = : : (A.33)
ity PO i

Die Matrix M hat also die Dimension (2n +1 )(2n + 1), wobei die einzelnen "Matrixelemente”
.M,’l" Blockmatrizen der Dimension k(n) - k(n') sind. Die Matrizen R,(6#) haben die folgende
Struktur

R
R f0) = —im—j—ll + B (A.34)
mit
O 11 (—1vy) (@)
B = (—inv,l,,) = : 1_,-1(i,) : (A.35)
(@) 1_,._.(nvy)

wobei 1,, = (é;;) eine Einheitsmatrix der Dimension k(n) - k(n) ist.
Somit enthalten die Matrizen R, () nur Diagonalelemente, so daf} man fiir das transponierte

der Matrizen
RT () = Rn(6)
sowie (A.36)
MT = (M) = ((M)T)

erhalt.
Die Matrixelemente vonl/ sind gemaf (3.58) durch

MrF = Mk (A.

W
=1

definiert.
Fiir die Matrixelemente (A.37) folgt dann aus (A.27)

MEF = (=1)™ " My (A.38)
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oder fiir die Matrizen M

MY = (=1)"(M)T . (A.39)
Es wird eine Matrix P, definiert
) P = {-p)rt ]1,,,,) . (A.40)
Fiir diese Matrix gilt
Pl'Pl = (Z(_l)lnhl'(_l)lm‘lnnnlnn) =1 . (~A41)

Betrachtet man nun eine beliebige Blockmatrix
D =(Dm) ,
dann erhalt man fiir 1
P DP, = ((—1)‘"‘“11,",) (Dym) ((—1)'"'“1,,,,) |
= ((~y)rmip | (A.42) :

Besitzt die Matrix D nur ” Diagonalelemente” D,,, dann wird sie durch diese Operation nicht ]
verandert. Damit ergibt sich mit (A.39) (A.36)

PRTP = R, '

PMTP = M . (A.43)
Dartiberhinaus wird folgende Matrix definiert:
( loo 001 . Oo—n \
I = Om-m  Lnm (A.44)

0 . o.. )

Diese Matrix bewirkt, wenn man damit eine Blockmatrix von links bzw. von rechts multi-

pliziert, ein Vertauschen der Zeilen m und —m bzw. der Spalten m und —m. wie folgende
Rechnungen zeigen:

140 001 E Oo_n Doo Sener ene = D,_,_.n
Im D = Om—m ]l-mm DmO cee s Dm—n
D= O_inm D_,., - ... D_,._.
Oy ... Onn )\ Do ... D
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DOO

\ Dowo

Do

D—mO
DmO

D—nO

DOm

D_nm

Somit gilt ebenfalls

solange die Dimensionen der Blockmatrizen 1

DO—m

D-—n—m
Doo

D—nO

Aus Gleichung ( A.25) folgt mit m' =m =1

und damit

also insgesamt

M", = M;"=M",

sowie

M- -I,=

95

DO'—”
D_m-n
Dm—n
D_nn
D-I,=
DO—n ]100 001
D—n—n \ o—nO
DO-—m DOm
D—n—m D—nm
Ir;l = Irjy: =1Inm ,

= AI:: ]

M

I, -M-I.'=M .

Om—rn

1.m-m

DO—n w

Down )

mm und 1_,,_,, ibereinstimmen.

(A.45)

Oo-n

O_n-n

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)




Fiir die Matrizen R, gilt
I, Rn-I7' = I,-Ry-1In
R
= —imgl + I,BI, (A.51)
Die Wirkung der Matrizen I, bzw. I_, besteht in einem Vertauschen benachbarter Zeilen bzw.

Spalten und die kombinierte Anwendung auf die Matrix B besteht im Austausch benachbarter
Diagonalelemente —inv, bzw. —i(—n)v,, so dafl man

000 001 cae OO—n
I.-B-I = —i(—k)pel ek Ok (A.52) '
Ok —1(k)vsLik !
\ O_o .- —i(—n)v,l_p_n
erhalt.
Definiert man |
P=1I,-...- 1 , (A.53) .
dann ist aufgrund der Eigenschaften von I, (A.47) s
Plh= P, (A.54)
Aus (A.50) (A.51) (A.52) folgt jetzt
PPTMP, = M
R
PIR. P = —imﬁl + PIBP,
R
= —wm—=1 - B
B
. R
= - (—z(—m.)gl ~ B) =.—R w s (A.55)
Somit kann man aus den Matrizen P; und P, eine Matrix P konstruieren
P=P.P, (A.56)
deren Eigenschaften sich aus denen von P; bzw. P, (A.43) (A.54) (A.55) ableiten:
Pr=p Pl =P
PTR.P=-R_, (A.57)
PPMTP=M . (A.58)
Schliefllich erhalt man die Matrix J mittels
O P
J—(_P 0) , (A.59)
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und es gilt

gr_ (9 —PTY ([ © =P
“\pr o ) \P' O

P I O o -pP'\ (10
JJ_JJ_(—PO o @“(on

Damit 1aBt sich die Giiltigkeit der ersten Ahnlichkeitsrelation zeigen:

also

JiAT] = o -PT R, — MT MT o P
PT O - MT R, + MT -P O

[ PT(R_, + MT)P PTMTP
. ~PTMTP PT(R, — MT)P

_(—R1+M M )

—-M -R, - M
(R0 _ (M MAL__y
- O R, M -M [
oder
AT = = JAT .

Dariiberhinaus kann man eine Matrix K definieren
- O P
x=(56)

wobei P, durch (A.53) gegeben ist.
Fiir diese Matrix gilt

O B\(Ri-M -M 0
T rpr 2 1
KAI"(go)( M R_1+M>(P2
PT(R., + M)P, _ PYMP,
_pTMP,  PI(R, — M)P;

Aufgrund der Eigenschaften von P (A.55) folgt

- R +M M
T - 1
HYAK = ( M —R,-M)

B R, - M -M
- M R, + M

= —A
also
KTAK =-A
oder mit KT = K~!
K'AK =-A .

J=1.

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)




A.3 Berechnung der Matrixelemente

A.3.1 Berechnung der Standardabweichung

Fir die Standardabweichnung oy gilt
27 oo 5 27 oo
ag:/o du‘»/o dI (9(I,+))® F(I) //0 dwfo dI F(I)

also mit (3.13) und (3.86)

o 2 [ g % Ne _1
% = e | di cos w/o dIzonIe To

I

1 oo <k
= = [T drret =g
Io/o ‘ o

0‘92\/;0.

also

A.3.2 Berechnung der I,
Mit (3.36b) (3.86) (3.88) (3.89) (3.90) gilt

L.(p — mé) = /:c dre ™ ,L"I(:c) Ja(av/z)

wobei

I
= — und a=4/20(p — mé)z\/iag(p— mé)
Iy o o

ist, also

_Inl

- é — 1 * 5 dk -z _ |n|+k
Ink(p Tl’?,a)—W-'_k)'./0 d.’L’:E Jn(a\/:;)m(e T ) .

Dieser Ausdruck wird fiir positive n ausgewertet. Benutzt man die Identitat [49]

d
E(‘t_n Jn(z)) =-—z" Jn+1(z) ’

dann folgt
d = —({n+
= VE Tallev) = =2 v 1 (avR)

-

Mit Hilfe von (A.68) ergibt eine k - fache partielle Integration von (A.67)
1

e a\k reo =k
Ink(p m,a) = \kl(ln, +k)l (2) /0 dz v J,,.,_k(a\/z) .

Substitution von z durch v? fuhrt zu

'3 1 a\k peo il 5
Ink(P - m—) =2— (-) / dv vﬂ+ + J,,.,.k(av)e_"
@ El(|n| + k) N2/ Jo
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Benutzt man 50|
v

> v+1l — 2¢2 -
A dt]u(at)t e P == —m

o
<p
dann ergibt die Integration iiber v in (A.70) schliefilich

firn > 0

— m&))inl+2k
§ (78(p —m3))" e~ Y (oalp-m$))

Le(p =m ) = S+ 2k

"\ JkN|n| + k)l V2

wenn der Ausdruck fiir a eingesetzt wird.
Wegen J_,(z) = (—1)"Ja(z), gilt fiir negative n

£

Ly —m5) = (1 Llp = m2) .
(04 «

Definiert man also

7 [
&=l =
" \Inl)

dann lassen sich (A.71) und (A.72) zusammenfassen:
en(o9(p — mE))nIt2E

€
In —-m—) =
k(p ) k'(ln‘ + k)! \/§|n|+2k

A.3.3 Berechnung der M7 "0

Zuerst werden die Gleichungen (3.93) hergeleitet.
Nach (3.32) gilt

2
a "

-3 (@elp-m3)?

[ da [ da'Aa)A(a')Wi(a — )

ko = (] da Na))?

da

1 [da [ da')\(a))\(oz')ﬂ‘(—o‘_—c"’l

L = R (] da Ma))?

wobei s durch a = s/R ersetzt wurde.
Mit (A.9) gilt
6'1.01((1) -

Jda

Die Fouriertransformierte der Ladungsdichte A(a) sei

X(p)=/°° da €% \a) .
Damit gilt

iwo/2m

By = ———)—2/@ /da' [dPZ(p)e-"P<°'-°’>,\(a)x(a')

(J daA(a)

e [ @ Z@R
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_%)3/ dpZ(p)pe ™ .
T J—oo

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)




und analog

uJQ/27TR - 2 e
b= s [ dpp Z(p)AR)P A.76)
It = T dana)E J PP (p)IA(p)| (
Die Ladungen sind nach Voraussetzung gaussverteilt, also ist
Ma)= ——— ¢ 3
VI‘_)TFCT@

= /da/\(a)=Ne

und das Resultat der Fouriertransformation lautet

P2 a2

Mp)=Nee 7 . (A.77)
Setzt man (A.77)in (A.75) bzw. (A.76) ein, dann ergibt sich
by = iﬂ/ dp Z(p) e~7oo)’
27 J-oo
bzw. (A.78)

Wo o0 - 2
dop Z (poe)
27rR/—eo ppZ(p)e

kL =1

Aus diesen Gleichungen lassen sich durch v - fache Differentiation nach ¢, anschliefender
Multiplikation mit 02 und mit wy = 27 /T, die Beziehung (3.93)

duk_]_ g 2
To o3 = i(=1) do 2 2w —(pos)
0% Gy~ TV dPZ(p)(poe)™e
d’k (—1)V 0 2
T 2v+1 [|L _ dp 7 w+1 _~(pos)
°%  J(oe) R ). (p)(pog)™ e
gewinnen.
Um bei der Berechnung der Matrixelemente Schreibarbeit zu sparen, definiert man eine Grofle
A™nE mittels
bt }3(0) €,€,,1 1 A
A/Imnk P— ! LB . -4mnk A.T9
ik Ab \[k)(|n| + k) R[] + )t 2N IRERERD Tk =
dann 1st
m'n'k' _ on'=n
Amnk  — 1

o0 02 N
[ dpZ@)oatp = m )Y (aa(p — m Eyyrirke O 4P oo (4 50)

Wegen der Giiltigkeit von (3.54)

—m'n'k" _ m'n'k! \=
4 '[-mnk = (A/ mnk ) )

mussen nur die Matrixelemente fiir 1. m = m’ bzw. 2. m = —m' ausgewertet werden.
1. Fuar m = m/' gilt

Am'n'k’ - in, -n [ dPZ(P) (UO(P . _E_))In’|+ln|+k’+ke—a:(p—m’ £y . (A.81)

mnk
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Sei 2v = |n'| = |n| + 2(k’ + k) eine gerade Zahl. dann erhélt man

1ot ' 9 d” e 2 1 £y2
‘_1mnk — n(_1Y o . / dniZ —og(p—-m' %)
A i (1) oy d—_(a,;)v{ __dpZ(pe t
e e [ dpZ(p)e S
¢ Cl(O’;)V — oo }
: o6
mt y = — .
(83

Entwickelt man €™ 7%? in eine Reihe, dann folgt

BN} i le 2 = (2m’¥)“ © 2 2
m'n'k ‘n'—n v _2v -X . —_olp?
AT =1 -1)Y0o e —_— / dp Z(p)(oep) e " } . A.82
Der Parameter x ist im allgemeinen eine kleine Grofle, denn fir 0. = 3 em, R = 300 m und

o — 3-1072, alles typische Werte fiir einen grofien Elektron - Positron - Speicherring, gilt
x~3-107%¢ ,

d.h. y ist normalerweise deutlich kleiner als 1.
Beriicksichtigt man deshalb in der Reihenentwicklung (A.82) nur Terme bis zur Ordnung x!,
dann ergibt sich

(P A ,nl_n v v du o0 _02 2 o0, _0,2 2
ATk = v (-1) 0g d(ag)"{/_m dp Z(p)e "*" + /_w dp Z(p) (oep)e™ """}
' d” : '
= " —n(_l)u O'gv d(ag)”{_l To ki + 2m \'O'QRT()kH_L}
n'—n v _2v d” ;i o le Zk
— ) (—'1) 0'0 To d(az)y{"‘l 1 + Zm ;‘0’0 H.L}
]
. vk ¢, dk £ @k
_ooml-ng g\ L2V . L 9a PSS 2 [l om'R> ||L
= 1 (=1) 05" To { ld(ag)" + 2m RO‘cr‘9 A2 + 2m QV—_d(Ug)"_l} :
Somit erhalt man insgesamt
1ot ' . 9 dyk_}_ 5 duk||J_ "(V—l) du—lk“l
m'n'k! _ on'-n 1\ 14 ) ! s 2v ! 2 ) 83
Amn i (=1)" To {—10g (o3 + 2m'xo.{o; d(o3)’ vo, —————d(ag)u_l}} (A.83)

Durch eine analoge Rechnung fur 2v = |n'| + |n| +2(k" + k) =1 gerade Zahl gewinnt man

L
2 d7K)L . s awr1) @ kL }
gl Tl 9y 4 )02 Sk L 02t 23t (A.84
{ab% d(a})” a2+ 1) da3)y T d(ffg)"“} S
2. Fiir m = —m' gilt

(N ] — o é n' ' E n -:é. —m' &) .,'.m'_(.2
ok — = [ dp2(p) (o0(p — m' ) [+ (gy(p + m! 2)) ke Flomm N Tl

— o0

- i"""/ dp Z(p) (oe(p — m'g))"‘"*"'(ﬂa(z’ + ml'fi))wke—(mye_xz '
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Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes 1aft sich die letzte Gleichung zu

[n'[+2k" n|+2k

m'n'k’ . ol —n _\’.‘ T\ V\
A =1 € Lo L

“*mnk

\nﬁ;Zk ) ( fn."—:'_.’k )(_l)u(mrw—u

u=0

v=0
/ de(P)(UOP)I"’}+|n|_2(k+"')—(v+u1e-vap'

umformen. .
Beriticksichtigt man nur Terme bis zur Ordnung x', dann lautet das Ergebnis der Entwicklung

!

Ao o plen Ry / dp Z(p) (cgp)™ 1 InH2kk )~ (vt i) g ~o5p?
— 0o

“*mnk
[ <] ' e n_ _0,2 2
+m'x (In| + 2k — (|n'| + 2k")) / dp Z(p) (gep)!™ 1T Inl+2(k+k)=1) o —ofp |

Demzufolge gilt fiir [n’| + |n| gerade mit 2 = In'| + |n| + 2(k' + k)
ARLY = T (AT

- 2u a” L / 2v—-1 du—lklll = (s '
{wo m + m'xo.{o; W (In| + 2k) — (|n'| + 2k )]} (A.85)

und fir |n'| + |n| ungerade mit 2v = 0| + |n| +2(k' + k) — 1

1

b0 d’k d k ’ i
A:n';ck = ABl=R (=1 Ty {U:dgu | E— im'XUz{C’azum [([n{ +2k) — (I'n |+ 2k )J} (A.86)
[}

d(a)
Mit Hilfe von (A.79) und (A.83) (A.84) (A.85) (A.86) bestimmt man die Matrixelemente
fir m' = m bzw. m' = —m und mit Gleichnung (3.54) die restlichen Matrixelemente.

Ist der Parameter y klein gegen eins
o |
X = é—g <1, 1

o

was im allgemeinen erfiillt ist, dann erhalten die in Gleichung ( 3.94) angegebenen Matrixe- d
lemente eine reelle Korrektur, die proportional zu y ist.

Zum Schluf sollen noch die wichtigsten Matrixelemente angegeben werden: |

3(6;)

MR = ~g. Lol—ikL + 2xo.ky, } 4
3(6;) i . dk a ‘
My = F%TO{U:’C'“ + ix[ky + UZT:]} (A.87) :
3(6:)1 i dk, o. dk,
My, = -TB,-ETO{?U%{T: + 2xo:(kyL + o doij]} : ‘
A.4 ‘
A.4'1
Die Differentialgleichung
d’a
TH’ +via=0 (A.88)



wird mit

<y

Il
m—
glE =
e

in das Gleichungssystem

@' B 0 1\ .
= 2 o |7 (A.39)
umgeschrieben. Bekanntlich hat dieses System die Losung
y(02) = T(8; — 61)y(61) (A.90)
mit
B B cosv(fy — 6,) %sinu(Oz — 6y)
{8 61) = ( —vsinv(fy, — 0y) cosv(fy — 6y) ' (.91
Auferdem gelten die wichtigen Relationen
=t B B cosv(f, — 61) —%sinu(@z —61)\ _
T7(6; = 61) = ( vsinv(f, — 6,) cosv(f; — b1) =T(6, — 62) ¢33
und
detT' =1 . (A.93)

Fiir den hier interessierenden Fall

: { V2= + My, fir 0<6< A6 (A.94)

v 7 fur A0<0<m

folgt dann
T, = T(n) = T(r — A8)-T(AS),

woraus man

1
2Sp(Ty) = cosvo(m — A8) cos 1Al — (@ % ﬂ) sinvo(r — Af)sin A8  (A.95)

1281 1]

[ SR

errechnet.
Setzt man die Werte fiir v, v; ein, dann gilt

1 } M A6+ M
l\;Sp(T,) = |cosvp(m — Af) cos Vi + 2—1pAf — . -
- AG \/l/g' -+ 2%1/0A0

=

M
sinvo(m — Af)sin \/ug = 2K§U0A0 (A.96)

Fiir A8 — 0 erhalt man die bekannte Gleichung fir zwei punktformige Objekte, die einen
Abstand von 7 haben:

= |cosvom — M sinvom| . (A.97)
A6—0

350(T2)

Die Resonanzen treten auf fiir vp-m=m -7 — 6, § < 1, denn dann ergibt sich

580(T.)

1
. ‘1 + M6 — 8| > 1 far |8 < 2|M] . (A.98)
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Den maximalen Wert der Spur erhalt man fir

6] =

M|

1 1
55p(Tx) :‘1+;Mz‘ ; (A.99)

max

Die Eigenwerte von T, lauten bekanntlich

1 1
Ma = 5Sp(Tx) £ /(35p(T))* — 1

-

und sind fiir 3Sp(7T,) > 1 rein reell und lassen sich in folgender Form schreiben

T
+-0
/\1.2 =e 2T ,

wobei Tp/2 die Zeit fur einen halben Umlauf angibt.

Vit 1 I |
1 2
SSe(T) = 2=
T
d =
und - < 1 folgt 2
1 1 (T,
SSB(T,) ~ 1+ (2—T) . (A.100)

Somit erhalt man fiir zwei punktformige symmetrisch angeordnete Resonatoren als Amplitu-
denzuwachs pro Umlauf:

T
(_°) = 2|M| . (A.101)
T mazx
A6 — 0
Im weiteren soll der Amplitudenzuwachs pro Umlauf fiir ein endliches Af berechnet werden.
Mit den Groflen
g = Af- Vg3
vw=n+8 6<1/2 (A.102)

folgt aus (A.96)

1
5Sp(Ty)

= |cos(ém — =z + Vz? + 2Mz)+

+ M
\/“;I——OM) sinVz? + 2Maz sin(ém — z)
T T & T

Unter der Annahme, dafl z > 2M ist, was keine allzu grofie Einschrankung ist, da die Ma-

trixelemente im allgemeinen klein gegen eins sind, insbesondere in diesem Fall, in dem Insta-

bilitaten fiir kleine Strome untersucht werden, kann man die Wurzeln in (A.103) entwickeln
mit dem Ergebnis:

(1 — (A.103)

2

cos(ém + M) — %(A—l) sin(z + M)sin(ér — z)

T

25p(Tx)

‘1
(A.104)
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Mit € = éx + M gilt fiir die Spur

1 1M\ . :
!;Sp(T,,) = }cose -5 < . ) sin(z + M)sin(x + M — ¢) (A.105)
Die maximale Anwachsrate ergibt sich jetzt zu
Ty M |
() e =2 0]

Die Resonanzbreiten, d.h. diejenigen Bereiche fiir 6 bzw. e, fiir die die halbe Spur noch
grofer als eins ist, sind nach Gleichung (A.98) bzw. (A.105) durch

a.) BAo_.o = ZlJMI
(A.107)

| M
b) Baszo = 2}—; sin(z + M)

gegeben, wobei (A.107b) nur dann in guter Niherung gilt, wenn sin(z + M) nicht kleiner als
¢ ist. Falls sin(z + M) sehr klein ist, dann kann die Resonanzbreite noch bedeutent kleiner
sein als (A.107b).

A.4.2

Betrachtet man (A.89) fiir einen sehr kleinen Winkel A8 = 6, — 6,, dann gilt in erster

Naherung
1 Af
T{AB) = ( —v2A8 1 )

Mit dem in (A.94) vorgegebenen Tune innnerhalb des Resonators gilt dann

1 A6
Te =T(40) = ( LM+ Bm)Ap 1 )

also fiir A — 0 und C = —2My,

T = ( . 2 ) . (A.108)

Damit konnen jetzt Spur und Determinante fiir Fall a) bzw. b) ausgerechnet werden (vgl.
Abbildung (4.4)).
In beiden Fallen gilt

To = T(;K . TC . TKC (A.109)

also
0 0
To = TCK’TKC+CTCK(1 O)Txc

cos 27V -1; sin 27V % cos OgcvsinOckv ;1; sin @xcvsinfogv
o —ysin27ry  cos2my cos Ok cv cos bokv %SinOKcll cosOckv
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und danut erhalt man

1 3 :
;Sp(To) = cos 2 — 5 sin 271 sowie detTp =1 .
2 2v

Auflerdem ist in beiden Fallen
T — TFB ¢ To .

Im Fall a) andert sich nur die Matrix Txp aber nicht Tpg, d.h. es andert sich nur die Spur
von T' gegeniiber dem Fall ohne Resonator. Mit

cos g pv %sinﬁ;‘-pu c %cosBKcvsin()cpu l—}?sinﬁxcusinOva
cos Ogcv cos Bcpr %sinOKcvcos%pz/

TKP=(

—vsinblgpr cosfgpr

folgt aus (4.9) Fall a)

1 (4 k1 . .
=Sp(T) = cos2mv + — sin27wy + — (—sinOKpu - —,,smlh(cvsmﬂcpv)
2 2v 2 N v

und

k
det =1 — —sinfpgr .
v

Im Fall b) dndert sich nur die Determinante gegeniiber dem Fall ohne Resonator. Mit

Tpk = (TexTeTpe ) = TopTo Tpd
B 2[00, _
= (TexTpe)™ - C‘Tpcl*( 10 )TC!I(

cos,vK %sinﬂp;{u C %cos@cxusinﬂpcu ‘%sinﬂm‘-ysinepcu
—vsinfpgrv cosbpgv cosOcgv cos Bpev %sin@cxvcosf)p(vu

folgt aus (4.8) Fall b)

I o .
det =1 + k(——sinfpxv — — sinfpcvsinbopv)
v v?

1 ; > .,
55p(T) = cos2mv + —sin2mv + — sin(27y — Oxpv) .
2 2v 2v

A.4.3

Um zu untersuchen. ob die Kopplungseffekte zwischen Riickkopplungssystem und Resonator
fir sehr viele Resonatoren im Mittel verschwinden. wird ein Abschnitt mit N Resonatoren

der Starke % betrachtet, die aquidistant aufgestellt sind (vgl. Abbildung (A.1)). Far die

Transfermatrix dieses Abschnitts gilt

Toe = TeyeTeTey_son - - - TeTe, e, - - . TeTe,c,Te Toc,
Mit

C 0 0 &
] - — —_—
T¢ 1 N ( 1 0 ) und 1
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Abbildung A.1: N aquidistant aufgestellte Resonatoren

(1 Einheitsmatrix)
erhalt man in linearer Naherung

c .2

0 0
Tae ~ TOac+ﬁ§TC,e(1 0>TaC.

G X 00
-1 _ = =1 -1
Oae N ZTC.c ( 1 0 ) aC; °

=1

-1
Tae

14

In Abschnitt A.4.2 sind die Anderungen der Determinante und Spur fiir einen Resonator
berechnet worden. Die zusatzliche Matrix aufgrund des Resonatorsist jetzt durch eine Summe
von Matrizen zu ersetzen oder die Matrixelemente durch entsprechende Summen. Da fur
Anderungen von Determinante und Spur jeweils nur die Matrixelemente (Txp)iz2 bzw. (Tp % )12
von Interesse sind, miissen die Matrixelemente in Abschnitt A.4.2 nur durch entsprechende
Summen ersetzt werden, wenn in dem jeweilen Abschnitt der eine Resonator durch mehrere
ersetzt wird.

&

1 C . 1. e & . :
Fall a): —éSp(T) = cos 27V + Ej—stwv + 2 (; sinfgpv + N ;sm&r{c‘usm 0c‘pl/>

k
detT =1 — —sinfpgv
v

1 ) ko
Fall b): ;Sp(T) = cos2wv + ;;stm/ + %’Slngh’pl}

kC % - 9
= sinbvc, gvsinopc,V
Nv: 4

k
detT =1 — —sinfpgr —
v

In beiden Fillen miissen Summen der Form

1 s e . .
- Z sin8,c,vsinfcpv mit fac, + Oc,» = bab

=5 ==y

S =

berechnet werden. Es gilt

1 1 AV
S = ol cos O + oN ZCOS(29,,C'V — Oapv)

=1
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Falls der Betatrontune v und der Abstand 6,, geniigend grofy ist, genauer Hg - v > 1, dann
folgt
i 1

2
Insbesondere im Fall b) (6., = 9}2[‘ ) ist der Abstand zwischen Monitor und Kicker grofler als
der halbe Umfang (#px > ) und der Betatrontune v normalerweise grofler als 20, d.h. der

‘ 1
0s(204¢c,v — Habr/)' ~

nP:]z

abV

zweite Anteil von S kann in guter Naherung vernachlassigt werden, also
Fallb): 6, -v>1

k Ck
detT ~1 — —sinfpgv + — cosbpgv .
v 202

Benutzt man die Bedingung fiir ein reaktives Riickkopplungssystem
Opgv =m-m

dann gilt

Ck

202

Somit heben sich im allgemeinen die Effekte der Kopplung zwischen N Resonatoren und dem
Riickkopplungssystem nicht weg.

Fall b): detT =1 + (=1)™

A.4.4

Es gilt nach (3.164)

T =Ty Ty = ez:vl Akt 3 ZJ_ DimilAi ANAG +

------

Es soll gezeigt werden, daf§ die Kommutator-Summe vernachlassigt werden kann.
Die Matrix eines Resonators A; lautet nach (3.61) fiir { =0

. (R O M M
¢=0: .4,_( 0 R_I(O))_(—M —M)
Mit (3.40) gilt

B 1 0 B O Bi M M
A; A0, = —1 — v A6, A - =
d ‘5, (o-n)J’M(o B) 3 20\ - —M)
Dabei beschreibt 3; die Betatronfunktion am j-ten Resonator und die Matrixelemente von

M sind fiir den mittleren Wert der Betatronfunktion 3 berechnet worden. Dartiberhinaus
wurde die Beziehung

R
Vg = =
"B
benutzt.
Die Berechnung des Kommutators liefert nun
A#? A02
(A, A =

-:

-5 %) (% %)
2012 50 -(2 )]
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Die auf der rechten Seite der Gleichung stehenden Kommutatoren kénnen leicht berechuet
werden mit dem Ergebnis

1 0 M M B 0 M
O -1 )’'\ -M -M B 2M O
M M B O B M ,Bl M, B|
-M -M J’\ O B -~ \ -[M.B| -[M, B]

Da die Matrix B nur Diagonalelemente enthilt, ergibt sich fiir den Kommutator [M , B

(M, B] = (iv,(n' — n) MZR* ) =iv, M' |

mnk

d.h. die Diagonalelemente der Matrix M' verschwinden.
Mit der so definierten Matrix M' folgt dann

N N ]
STAANG + S(A0,) DD (A, A=
J=1 = J=11=1
NGg({1 O B O M M\ Xz
e (5 G) e vse (8 5) - e[ 505
_ o Mm\XLI (B B\.1 M M\ (B B
cinieor (58 ) S (5 - 5)amer (N S )25 (35

Da sich die Betatronfunktion iiber die Lange der Beschleunigungsstrecke periodisch andert,

gilt mit |3; — B|<3/2

N

.Mz
E'EI
R

N

.Mz
‘QJII\,
14

und da die Lange der Beschleunigungsstrecke durch
A§ =N - A#,
gegeben ist, beschreibt die einfache Summe der Matrizen A; die Transfermatrix eines ”"Reso-

nators” der Lange A#:

N
Y A; A6, = AAG

/

1

il

wobei die Matrixelemente von A fiir 3 berechnet werden.

In den Summen

N J 2 B
s - 2> (5 5)
bzw.

L i B
s-3x3x(5-%)




heben sich im allgemeinen wegen der periodischen Anderung von 3, viele Terme weg. Es ist
nun nicht notwendig, die Summen zu berechnen. sondern es reicht aus, folgende Abschatzungen
zu kennen:

Durch die Kommutator-Summe werden also nur die Matrizen M geandert und die maximale
Anderung ist durch

a5 . Al M — ily,A6, M M - ilv, A0, M' + ivg A8, M
TS =M i, AG M+ ivg A8 M -M + iiv,A60, M
gegeben.

Die ubliche Moden-Kopplungsinstabilitat wird durch die Elemente der Matrizen mit m' = m
hervorgerufen (vgl. Abschnitt 3.7.1). Die Elemente dieser Matrizen werden gemaf

““mink Py m'nk

-

7\7mlnlkl = (1 _ lV,AG,.(n, - n)) A m'n'k!

geandert. Somit erfahren nur die Auflerdiagonalelemente eine Verinderung und damit auch
nur die Kopplungselemente der zur Instabilitit koppelnden Moden:

m'nk m

M7t St = (14 (GnAa. ) MEm M, .
Fir typische Werte
e Lange des Resonators L, von einigen Metern
e mittlerer Maschinenradius R von einigen hundert Metern , so daf
e A6, ~ 1072 gilt
e Synchrotrontune v, < 0.1

folgt, dal die Korrektur kleiner als 1078 ist und damit vernachlassigt werden kann.
Die koharenten Resonanzen kommen durch die Kopplung von Moden mit unterschiedlichem
m zustande (vgl Abschnitt 3.8.1). Genau wie im Fall der iiblichen Modenkopplung werden
auch hier nur die Kopplungselemente

Mmoo

-m'nk
geandert. Die Anderung ist in diesem Fall grofler, da die Korrekturen durch den Betatrontune
bestimmt sind:
(v3 AB,)* <1072

fiir einen Betatrontune von ca. 20 und den oben angebenen Parametern.
Diese Fehler im Prozentbereich kénnen in guter Naherung vernachlassig werden, da die Ef-

fekte, die durch die endliche Lange der Beschleunigungsstrecke hervorgerufen werden, bedeu-
tend grofler sind.

110




A.5 Transfermatrix des Dipol - Ruckkopplungssystems
Nach (A.6) ist

o R
55 — MMvy — M _} dm’n'(e'I)

m’R\, /B L
— —F / d _”1 v 0 F
D5 [l

Mit Riickkopplungssystem besteht der Kraftterm aus zwei Anteilen, dem iiblichen Anteil 7 u/
und der iiber die Bunchlange konstanten Kraft des Kickers des Ruckkopplungssystems Fj .

{ F. fir; <0 <0;.,
F. =
0 somnst

Somit gilt fiir den durch den Kicker verursachten Kraftterm

5} R

an s T -3 dm’n'g
in'v im ,d} (6,1)

od
/R\/B —n

J IS /
2rE:

— _F(I)

wobei Gleichung (A.12) benutzt wurde.
Mit Hilfe von (A.15) und (A.16) folgt

T,
{— + in'v, + im ,—} i ()

m'R
__mRvB '"FC/ dI £ (1) F(I)J, (m"\/ﬁ) .
2rEq
Definiert man
B = _R_Fi A111
FB =5 TG (A.111)

dann erhalt man mit (A.18b) schlieilich

R :
{_‘ -+ lTl V_, T lmlg} a"mlkl(e)

o_ial
m'i "

= —— \/BKFBIn’k’(mlé)-
(83

2

Nimmt man die Anteile hinzu. die von dem Kraftterm F|u| herrithren (A.17), dann gilt

{— + in'y, + im'—g} a’,.(0)

25 T S MR gn L (6)

m=+1n=—00 k=0

n,k:(m'é) (A.112)
(ad

Benutzt man die Definitionen von a(#) bzw. A(#) (3.42) bzw. (3.43) und fihrt den Vektor

. '
f m '

. C
E=y/BEpg(...,==i" In:k:(m'i—). - (A.113)

L
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ein, dann folgt aus (A.112) (4.24)
da(8)
de

Unter der Annahme, daff die Lange des Kickers Af vernachlassigt werden kann und am Ort
des Kickers kein Resonator steht, erhalt man (4.28)

= A(6)@(8) ~ k(6) .

a(67) = d(87) + krpko(b a(bp)) .
Allgemein gilt fiir
i=(a;) b=(b) (ci)
a- (i a;bjc )
j=1
also mit
kij = a; - b;

= (i k,-j-cJ-:K-é') ,
j=1

wobei die Matrix K = (k;;) eingefiihrt wurde.
Somit erhalt man

ko(b7 @(8p) = Ka(6p)
mit
K= (Kni*)
m

!
-m’l‘rI:‘k' — _l_.‘in—n' In,k,(m,g)Ink(mg) .

Aus (4.28) ergibt sich also schliellich (4.34)

a(67) = a(67) + krsKa(8p) .

A.6

A.6.1 Berechnung der charakteristischen Gleichung

Zuerst wird T, berechnet. Aus Gleichung (4.40) folgt

To = R(6ck) (L — M) R(6kc)

e 0 0 0

_| o eA o 0

1 o e7ir 0
0 0 0 e



(1 = l.‘I()) -1_‘.[11 ’*i.‘j() —1.\11]

1My, (1 —1My) 1My, —i M,
1My 1My, (1 — M) 1My,
—ZA’III L.l.[] J -lAIl] (1 =T ZAI])
e 0 0 0

52 0 0

mit
a; = —Ockvs a; = —fkgcvs
3y = —bcklvs —v,) B2 = —Okclvs —vs)
Damit gilt
(1 — iMp)e'™® —iMyeilPatar)  _jMpe~Hoz—e) —iMy e~ Br—)
To = i.‘l]]f'li(az‘d’) (1 - lJ[l )Cid l..“.[nt—i(az-al) —?:A/Ile_i(ﬂ"’—ﬂl)
iA/IOel(QZ-Gl) i.’\lllfl(ﬁz—al) (1 . l..:\jo)f_la ‘I:I\/Ille—i(62+al)
_iMllei(02~l31) l.‘[] 61('32_31) —i.11116—1(°2+3l) (1 -+ iin)e'i‘s
mit

a =0 T Q2 B=p + P .
Im Falle. dal die Chromatizitat null ist, gilt fir die Kickmatrix nach (4.31)

1 0 1 0
. o 0 0 O
E=tl 4 g =1 0
o 0 0 0
und somit
kK + ky- K -R(bxp) =
¢t 0 ¢ O
0 0 0 0
—C1 0 — 2 0
0 0 0 0.
wobei
e = i(ky + ko€ ®KP)
Cy = L(kl + I\'QC-iQKPQ)
1st.

Damit errechnet sich die gesamte Transfermatrix (4.44) zu

T=To+ ki-K + k2-K-R(0kp,)

(1- 'il\IO)ei" + ¢ _il\,Illfl(‘5:+ﬁl) _]"1[06—1(03—01) + €7 _iﬂ,jue—x(ﬁ:-m)

T i My, eilez+h) (1 = iM;)e™® i Myyeito2—51) M, e—i(B2=5)
= iluoei(o:—axl - l'ﬂj”ei(ﬁz—on) (1+ 1‘.7\,10)(—1'0 — e i.Mue'w’*"“)
*i.‘\[u(‘i(a:—dl) I..’\I](,(’jz—d’) —i.‘[llf—,(az‘hj” (1 -+ I:.‘ﬁ[l )6'_1."j
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Mittels
det(T — 1A) =0

erhalt man die charakteristische Gleichung von T.
Setzt man T in die Determinante ein und fiihrt folgende Operationen durch:

1. multipliziere Zeile 3 mit e*** und addiere dies zu Zeile 1

2. multipliziere Zeile 4 mit ¢*® und addiere dies zu Zeile 2

3. multipliziere Spalte 3 mit e***? und subtrahiere dies von Spalte 1
4. multipliziere Spalte 4 mit *% und subtrahiere dies von Spalte 2
5. vertausche Zeile 2 und 3

6. vertausche Spalte 2 und 3

dann erhalt man mit

an = Me¥™ — 1) + (1 — e¥o) — e (1 — e¥ien)
a3 = ei(a;—az) _ Ae2ia; v c2(1 _ e2ial)
az;; = Me¥er _ gilar—an) _ c1 + cpe¥
Qa9 = (1 + iMo)e_ia - A= Co
A3z = )\(ezm - 1)
a3y = e~ B2=B1) _ Aeib
Gz = \e?B _ oiBa=p)
ayy = (1 + iMy)e™ — )\
r = iMue—i(Bz-Hh)
Y = _iMne—i(°2+/31)
schliefllich
a3y a2 0 0
az; @2 0 = =) == || a2 || ass asq  PUG G = O
0 0 az as @n G2 || Gez Qg Yyanazz =0 .

0 Y Q43 Q44

Um die einzelnen Terme in der letzten Gleichung zu berechnen, macht man einige der unter

1.-6. aufgefiithrten Operationen riickgangig und erhalt

_ | (I=iMy)e™ + ¢; — X —iMpemiler—a) L o |

i.Moel(uz-al’ — €1 (1 + iMo)e_ia —cy — A

=A% — A ((1 = iMo)e™ + (1 + iMp)e™ + ¢ — ) — c1e2 + (1 — iMo)(1 + iMp)

+c1(1 + iMo)e'ia — ¢2(1 — iMp)e'™ — Mg + c1¢c3 — ey MpeHez—e1) _ ¢ Mye'(az—a1)
=A% — 2\ (cosa + Mysina — kysinagp,) + 1 + 2(kysina + kysin(a — akp,))

—2My (k1 cosa + ks cos(a —akgp,) — ky cos(az — ay) — kycos(a; — a; — akgp,)) ,

aypy ag

@2 az |

wobei die Ausdriicke fiir ¢; und ¢z eingesetzt wurden.
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Setzt man die Definitionen der einzelnen Koeflizienten o ein. dann ergibt sich schlieflich

ayp ar2 | 2 : :
| = A — 2)X(cos 23 — Mysin2wvg + kasinfgprg) — 1
az; Qz; | ' T

—2(kysin2mvg + kesin(27 — Ogp )vg) — 4Mosinbcgvp (kysinfxcvs + kasinfp,cvs) .

oder mit den in (4.45) definierten Abkurzungen

K U R
| @z ax
Ebenso 1afit sich ‘
a33 34 — A2 o "AB 4 1
a43 Q44 -
zeigen.
Auflerdem gilt
TYya;1a33 = 1\11216"'°+d),\(62i‘3 — DMEe® — 1) + e1(1 — gMory _ pe¥oa(] _ M)

= —4M}Asin2m(vs — v,)[Asin 2wy + 2sinbcgvs kg sinfgcvg + kasinfp,cvs]
Mit den in (4.45) eingefithrten Termen ergibt sich
rya;asz = —E - A(Asin27wv3 + 2D)
Damit folgt jetzt insgesamt fiir die charakteristische Gleichung
(A =204+ 1+ F) (M - 2\B +1) + E-A(Asin27v5 + 2D) =0,

und Ausmultiplizieren liefert Gleichung (4.45).

A.7

A.7.1 Herleitung von Gleichung (4.67)
Mit
+ B) b=4AB + 2 + F + Esin2myg

(A
(4 + B)—2(BF — ED) d=1+ F \A114)

= =2
=2

folgt aus ( 4.45)
M4+ a £ +eXd+d=0

also mit ( 4.64)
(r + 1) +a(r + 13 - 1) = b(r + 1)*(r - 12 +e(r+1)(r =1 +~d(ir —1)*=0.
Multipliziert man die einzelnen Terme aus und fafit anschlieend zusammen, dann erhalt man

M. 1l+a+b+c+d+
rP . (4 + 2 — 2c - 4d) +

r? - (6 — 2b + 6d) +
r - (4 - 2a + 2¢c — 4d) +

(1l—a+b—-—c+d)=
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Definiert man die Koethizienten a; durch

dann gilt
4
N a =16 . (A.115)

o

Einsetzen der Definitionen von a.b,c,d ( A.114) ergibt

r' (4 — 4(A+ B) + 4AB + Esin2ry3 + 2F — 2(BF — ED)) +
r®* (4BF — ED) — 4F) +
r’ (8 — 8AB — 2Esin2ny3 + 4F) +
r (—4(BF — ED) — 4F) +
(4 + 4(A+ B) + 4AB + Esin2mv3 + 2F + 2(BF — ED)) =0

also mit den Definitionen von Gleichung ( 4.67)

A.7.2 Berechnung der Hurwitz Determinanten

Nach [46] lauten die Hurwitz Determinanten fiir eine Gleichung 4-ten Grades

H] =a Hg — aja; — apas

H; = a3H, — alay Hy = a4H,
Die Bewegung ist stabil falls [46]
apH, >0, Hy >0, apH; >0, H, >0
gilt. Da nach ( 4.68) alle a; positiv sein miissen, erhalt man folgende Stabilitatsbedingung

4} : a, >0

2,3
2,3} : H >0 L2:116)

Stabiltitat = {

Es miissen im wesentlichen nur die Determinanten H, und Hs berechnet werden.
Es ist mit ( 4.67)

H, = (4BF — ED) — 4F)(8 — 84AB — 2Esin2mv; + 4F) +
+ (4BF —ED) + 4F)(4 — 4(A + B) + 44B + Esin2mv; +- F — 2(BF — ED))
= 4(BF-ED)(12 — 44+ B) — 44B - Esin2rv3 + 6F — 2(BF — ED))
—4F (4 + 4(A+ B) — 124B - 3Esin2my; — 2F + 2(BF - ED)) . (A.117)
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Mt

= 4BF - ED)

4F

12 — 4(A + B) — 44B — Esin2nv3 - 6F — 2(BF — ED)
= 4 +4A~+B) — 124AB — 3Esin27v3 +2F — 2(BF — ED)
= 4+ 4A+B) - 44AB — Esin2nrv3 - 2F + 2(BF — ED)

Q@ 8 o« 0

tr

ergibt die Berechnung von H;

Hy, = —(a + b)ar — by) — (a — b)*:=
= —a*(z +z2)=-b(z—y) +ably — z + 2z2)
H, = —16(BF — ED)*(16 +8F) — 16F*(16AB + 4E sin 27v)

+16F(BF — ED)(16(A + B) + 8(BF — ED)) .

Multipliziert man aus und fafit die entsprechenden Terme zusammen, dann erhalt man

schliefllich
H,= —16%(E-D)* — 16°FED(A - B) — 4-16 F*Esin27v; . (A.118)

A.7.3 Untersuchung der dritten Hurwitz - Determinanten H;

Um Gleichung (A.118) weiter untersuchen zu konnen. benotigt man eine Umformung der

Grofle D. Nach (4.45) ist

C = —2(kysin2mvz + kysin(27 — Ogp, )vg)

D = Sing(‘Kl/g(kl sinfgcvs + kgSiIIgP:('Ug) s

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen kann %, eleminiert werden. und man erhalt

cos(Oxc — bOck v kosinfgpvs . 4
D = — [cot 2nvg — A_C cK ) - —w sin“ fcgvs (A.119)
o+ sin 27y sin 2wy
oder mit
cos(Ogc — Ock s
a = cot2rrg — -
sin 27y
3 = sin’fckvs (A.120)
C ko sin g p, v
e —f e (A.121)
4 sin 27w

Fiir die Werte « . 3 kann man naherungsweise angeben. wie sie sich im Falle mehrerer Reso-
natoren andern. Beriicksichtigt man ahnlich wie im Abschnitt A.4.3 nur die linearen Beitrage
der einzelnen Resonatoren und vernachlassigt alle hoheren Terme, dann erhalt man

; 1 & 2
B = = sin’bcryg
N = S
= 1=1
N -
1 COS(HKC. - 9(‘[;{)1/;3
a = cot2myg — — ) - 3
N 3 sin 27y
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Fiir sehir viele Resonatoren und fur
(;p:}" cvg > 1

J

gilt dann (siehe Abschnitt A.4.3):

B =

a =X cot2mys . (A.122)

19

Nach (4.74) ist
E - sin2mvg >0 furv, < évg + 1/4<1/2 |

d.h. es ist
—4-16 F*Esin2rv3 < 0

und

—-16*(E - D)* <

Damit die Bewegung stabil ist (H; > 0). muf} also wenigstens folgende Ungleichung erfiillt

sein:
— 16*FDE(A — B) >4 - 16 F*Esin2mv3 >0 . (A.123)

Nach Gleichung (4.45) gilt

vy . v,
E.(A-B) = —4M%sin2n(vs — v,) - (2sin27r(1/3 — 5 )sin27r— —

—_ -

ko sin@gp,vz + Mosin2wvg — M sin2w(vz — v,))

Nun ist nach (4.73)

also folgt

EF.-(A-B) = —41Wflc0527r(5u5 — v - (2(‘052#(61/3 — %)sinm/, -

(—1)"kysinfgp,vg + Mycos2mévz — My cos2m(dvg — v,))
Fur kleine év5 und v, (< 0.1) lassen sich die Winkelfunktionen entwickeln mit dem Resultat

E - (A - B ) =~ —4.%1121 . (271‘1/_, -+ A/Io = l‘\/Il = (—1)mk2 Sinerzllg) . (A.124)

Benutzt man die Frequenzverschiebung, um den Frequenzabstand zwischen den Moden (n =
0) (n = —1) zu vergroBern, dann gilt

— (=1)"kysinbgp,vy =272y, >0 — E-(A-B)<0, (A.125)
da im allgemeinen
2y, + Mo — M, >0
ist.

Verkleinert man hingegen die Frequenz des Fundamentalmodus, so daf} sie kleiner als die
Frequenz des Modus (n = —1) ist. d.h.

— (=1)"kesinbgpvg = 270, — 27av, < 0 ; = >0 , (A.126)
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dann gilt
E-(4-B)>0. (A.127)

Damit erhalt man im Falle (A.125) aus (A.123)
F-D>0 (A.128)

und im Falle (A.126) aus (A.123)
F.D<0. (A.129)

Da nach (4.69) eine stabile Bewegung nur dann méglich ist, wenn F negativ ist, folgt insge-
samt:

—(=1)"ky sinOgp,vp = 2TTV, > 0 stabilfalls D <0 (A.130)
—(—=1)"kzsinfgp,vpg = —2nv,(1 + ) > 0  stabil falls D >0 . (A.131)

Nach (A.121) gilt mit (4.73)
D= a% — (=1)"k2 B sinbkp,vs ,
also im Falle (A.125)
D= a% + p2mzv, (A.132)
und im Falle (A.126)
P = a% — B2mv, (1 + z) . (A.133)

Aus (A.130) und (A.132) bzw. (A.131) und (A.133) erhalt man das wichtige Resultat, dafl
fiir C = 0 stets Hs < 0 ist und somit wenigstens ein Modus instabil ist:

C=0 = Instabilitat . (A.134)

Man kann nun zeigen, dafi C immer negativ sein muB, da ein positives C stets zu einer
Instabilitat fihrt.
Im Falle von (A.130) ist das leicht einzusehen. Da

F=C +4MyD <0
immer negativ sein muf} und sowohl M, als D negativ sind und somit
l‘:[() -D >0

ist, mufl C notwendigerweise negativ sein.
Im Falle von (A.131) ist

C

D:az—-ﬂ27rv,(1+:c)>0 mit 3 >0
C

= a—4—=D+27rv,(z+1)ﬂ>D>0

Da « fiir sehr viele Resonatoren ungefahr durch
a =~ cot 2myg = —2moyg < 1
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gegeben ist. wobei (4.73) benutzt wurde. gilt
IC| = 4D .

Jetzt ist
F=C - 4|M, |D!

und da M| stets kleiner als eins ist, mufl

C <0

gelten, damit F negativ ist.

Es kann nun fir die beiden Falle (A.130) bzw. (A.131) folgendes ausgesagt werden:

1. positive Frequenzverschiebung (A.130):
Aus D < 0 und C < 0 folgt mit (A.132)

a >0
und auflerdem gilt
\
1Dl = 345 - 2rv,z 3
\F| = |C| - 4|M,||D| .

V)

. negative Frequenzverschiebung (A.131):
Mit (A.133) folgt aus D > 0 sowie C' < 0

a <0
Weiterhin ist
Cl
D| = % - 21, (1 + 2)3
F| = |C| + 4/M,||D] .

(A.135)

(A.136)

(A.137)

(A.138)

Damit die Bewegung stabil ist, muf fiir beide Fille (A.130) bzw. (A.131) die Ungleichung

(A.123) erfullt sein, d.h.

|F|
|E||D||A — B| > Ly 'sin 2wyl [E| .
B

Benutzt man (4.73) sowie (A.125), dann gilt fiir 1.

'l
\D| (27v,(1 + =) — Mp|) > % — |My |D| .

wobei der Term M, vernachlassigt wurde, da |M;| < 1 ist, also gilt
ICl(|a|2mvy(1 + ) — 1) >4 - (27v,)’z(1 + 2)B >0
und fiir den 2. Fall erhalt man ebenso
IC|(|a2rv,e — 1) >4 - (271,)’2(1 - )3 >0 .
Diese beiden Ungleichungen kénnen fiir typische Werte wie:
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e 0 < v, <0.1
o a X cot2mvi3 =~ 2wy,
e 0 < |dvg] <0.1

nicht erfiillt werden, so dafl eine Kompensation fiir

m 1
Vg = o + 7 T dvg ; |ov| < 0.1 (A.141)

nicht moglich ist.
Eventuell ist eine Kompensation fiir

0.1 < ’(51/3] < 0.25

moglich.
Untersucht man diese Moglichkeit fiir den 1. Fall, dann fallt zuerst auf, daff aus
a ~ cot2mv3 = — tan27wéry mit « > 0
(51/5 <0

folgt. Somit mufl man sich von der Viertelzahl des Betatrontunes in Richtung auf die erste
Satellitenresonanz bewegen. Da eine Kompensation nach (A.139) nur fiir sehr grole Werte
des Synchrotrontunes moglich ist und im allgemeinen kein Elektron-Positron Speicherring
zwischen einem ganzzahligen Betatrontune und der ersten Satellitenfrequenz betrieben wird,
1st es nur noch sinnvoll, folgende Werte zu betrachten

MU,3| < 0.15

Fir Werte [év5| > 0.1 sind die Werte von a recht grof}, so dal man die Ungleichung (A.139)
erfullen kann, jedoch ist dann im allgemeinen

2(27v,)? z(1 + z)

© tan2méugl(1 + z)2mv, — 1

eine sehr grofle Zahl. so daf

|F| > 2

ist und damit wird (4.69) nicht mehr erfullt.
Analoges gilt fur (A.140), so dafl man sagen kann, daf} fiir

bvs] < 0.15 (A.142)

keine Kompensation moglich ist.
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