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Uber die Auswirkung von Streuprozessen an Resigasatomen auf den
Querschnitt des Elektronenstrahls eines Synchrotrons

Ein in einem Synchrotron umlaufendes Elekitron kann durch einen
ZusammenstoBl mit einem Atom des in der Vakuumkammer verbliebe-
nen Gasrestes zu Schwingungen um die Sollbahn angeregt oder

ganz aus der Kammer gelenkt werden. Im Folgenden soll die Hau-
figkeit dieser Prozesse (wihrend des Beschleunigungsvorganges)
sowie deren Auswirkung auf die Endintensitdt und den Querschnitt

des Elektronenstrahls untersucht werden.,

I, Teilchenbahnen in einem Synchrotron

Die Schwingungsgleichungen, die die Betatronschwingung der
Teilchen um die Sollbahn beschreiben, lauten:
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r mit die Abweichung des Teilchens von der Sollbahn in hori-
zontaler Richtung, z in vertikaler Richtung, n ist der Feld-
gradientv1#-§-ﬁg . Die Glelchungen werden durch die Substitu-

tiony==r-ﬁ% und y -z f; in die Form iiberfiithrt:
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vernachlissigt werden. Die allgemeine Lisung lautet:

v =C\5iﬂ‘%’““n*»9’+ bcos%“m*'g

Bei einem Synchrotron mit alternierendem Feldgradienten ist n
eine FPunktion von ~¥ , Niherungsweise kann jedoch die Bahnkurve
durch die obigen Losungen beschrieben werden, ohne dafi die ver-
schiedenen Losungen in den Stiicken mit verschiedenen Feldgra-
dienten aneinandergepalt zu werden brauchen,; wenn man E;-ﬁi:r
durch die Wellenlédnge der Betatronschwingungen in einem der-
artigen Synchrotron ersetzt (smooth approximation). Es folgen

fiir die Gleichungen der Betatronschwingungen die Lisungen:

>f= asnQF + b cos QY
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Die Gleichungen fiir die r~ und z-Komponente sind gleichartig,
so daB die folgenden Betrachtungen fiir nur eine Komponente

durchgefiihrt werden konnen.

Fir hohe Energien beim Einschieflen der Teilchen kann P = ¢
gesetzt werden. Der Anstieg von E wird durch den Anstieg des

Magnetfeldes bestimmt und kann in der Form

2
E- B+ Ey gt X0 (2)

geschrieben werden., Liuft das Teilchen von einemX, bils X,ynax
im Synchrotron, so errechnen sich E, und E, aus der EinschuBl-
und Maximalenergie, Mit x soll die Laufstrecke des Teilchens
in cm gemessen werden. Die gesamte Laufstrecke ist gleich:
Xpnax = %o Die im allgemeinen mit dem Winkel Y geschriebenen
Schwingungsgleichungen fiir die Betatronschwingungen kdnnen
leicht filir X umgeschrieben werdean%==Z$§-gibt dann die Zahl

der Schwingungen pro cm an.
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% bp* ist die Primiramplitude der Betatronschwingung beim
Einschuf3 der Teilchen im Synchrotron. Mit den obenstehenden

Losungen soll im Folgenden weitergerechnet werden.

IT., Aufgabenstellung

Aus den Bewegungsgleichungen flir die Betatronschwingungen er-
kennt man, daB Streuprozesse von Teilchen an Restgasatomen zu
einer Anderung der Amplitude der Betatronschwingung fihren.
Wegen der begrenzten Dimensionen ist zu befiirchten, daB ein
Teil der Teilchen durch derartige Streuprozesse gegen die

Kammerwidnde geraten und verlorengehen.

Die erste Aufgabe besteht also in der Berechnung der zu er-
wartenden Verluste. (leichzeitig kann die Zahl dexr uberhaupt
auftretenden Streuungen berechnet werden.

In einem Elektronen-Synchrotron werden die Betatronschwingungen
durch die Y —-Ausstrahlung der schnellbewegten Elekironen im
Laufe der Beschleunigungsperiode aufgeschaukelt. Die hieraus
resultierenden mittleren Betaironamplituden werden unter der
Annahme berechnet, daB die Dimpfung durch Massenzunahme mit

1E' in Rechnung gesetzt werden kann. Weiterhin geht in den
Ausdruck die Anfangsamplitude ein, das ist die Amplitude, beil
der die Dampfung zu wirken beginnt.

Es ist demnach die zweite Aufgabe,; auszurechnen, ob auch die
mittlere Amplitude eines Elektronenstrahls in einem vorgege-
benen Vakuum unter Beriicksichtigung der Streuprozesse nach

zu erwartendem Anstieg schlieBlich mit der Wurzel aus der
Energie gedimpft wird. Zu einer numerischen Berechnung der
Endamplitude eines Elektronenstrahls in einem Synchrotron ist
also in:*

t t t
[
. t L?_?‘ ! E - =
e E A exp U(%d\)%df} e M—E‘E'Jdk(xzz) eXP[L“ ) dﬂ
to t (4

die Fnergie und die Amplitude des Elektronenstrahls an der Stel-
le eingzusetzen, von der an die Aufbldhung des Strahles durch
Gasstreuung beendet ist, wenn iiberhaupt mit einer Ddmpfung pro-
portional der Wurzel aus der Energie gerechnet werden kann.

*Formel f.d,.Strahlungsentddmpfung - 4 -
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II1. Berechnung von StofB- und Verlustzahlen

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen auf der Strecke X +dX
keinen StoB erleidet, der es um einen Winkel & ablenkt, sei
wix +dx, &) , wenn$< 9<.9 ist, Sie ist gleich der Wahrschein-
lichkeit, daB sowohl die Strecke x als auch die Strecke dx
ohne StoB durchlaufen wird, also gleichw(x$)  wlcx, ) ist,

Bs ist aber wldx P =4 -nag, 9] wenn &, der Streuquer-
schnitt fiir Streuungen im Winkel zwischen.S, und 3 1ist. Er
errechnet sich aus dem differentiellen Streuquerschnitt durch
Intégrationéﬂ-=gis($)d3’ ) ist die Zahl der Teilchen,
die pro Kubikzentimeter im Gasrest enthalten ist. Entwickelt
man wix+dx) und setzt dies dem oben ermittelten Ausdruck

gleich, so erh#lt man:

.8
wix) = exp ‘[ﬂ J alx, 3 dxdy (5)
0 %

also die Wahrscheinlichkeit, daB das Teilchen die Streckex
ohne StoB in den Winkelbereich zwischen % und & durchliuft.

Aus den Abmessungen der Vakuumkammer und den Fokussierungs-
eigenschaften des Magnetfeldes lassen sich fir jedes Synchro-
tron die Winkel bestimmen, die als untere Grenze fir Streu-
prozesse angesehen werden konnen, fir die ein Teilchen mit
grofier Wahrscheinlichkeit verlorengeht. Es zeigt sich, daBl in
den melsten Fdllen der Beitrag der oberen Grenze vernachlés-
sigt werden kann. Das ist Hquivalent einer Integration bis S,
gleich = , Zur Berechnung der StoBizahlen insgesamt wird <

gleich Null- gesetzt,

Die Zahl der eingeschossenen Teilchen sei z, , so ist die Zahl
der Teilchen, die auf der gesamten Laufstrecke keinen Stof

erleiden:

o0

Z, = 12, axpwf nf 5(x,9)dx 4.9 (6)
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IV. Berechnung der mittleren Betatronamplitude

Bewegt sich ein Teilchen bis zu dem ersten Streuprozell an
der Stellex, entsprechend der Gleichung I (3), so sei die
aus den Ungenauigkeiten beim EinschuB herrithrende Betatron-

amplitude durch:

fa

= ‘Q"ﬂ;"(a;‘ +b2)

gegeben., An der Stelle x, dem Ort eines Streuprozesses gndert
sich sprungartig die Neigung der Bahn um den Streuwinkel»%.
Das Teilchen bewegt sich nach der Ldsung r, welter. An der
Stelle x, milssen also die L&sungen r, und r, ibereinstimmen,
Weiter muB die Ableitung von r, gleich der Ableitungr, plus
der Anderung durch den Streuprozess um .9; sein. Fir kleine &

ist:

£ = Q:-\E-::?(aosin Q, x,+ beos Qxxd)ﬂl%j(aﬁ.\h Q X, + by cosB,x,)

o=t o= ‘%—- {aocos QX = b, sin Qux = ‘\[.g:j (a,cos @ x,— b, sin @, x,)

Die Losung des Gleichungssystems ist leicht anzugeben.

a= a+ %— -‘—%4-“ cos @y X
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Die Gleichungen lassen sich fiir den Fall, daB das Teilchen L

Streuprozesse hinter sich hat, erweitern.

L.
o = a, + i L:_;: R A cos Qyx,

Hieraus errechnet sich die Amplitude der Teilchen nach dem
L.-ten StoB: L
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Bs kann nun die mittlere Amplitude vieler Teilchen an der
Stelle X, errechnet werden. Hierzu wird eine Mittelbildung
iber die mdglichen Streuwinkel sowie itber alle méglichen Teil-
chenbahnen von Klektronen, die sich durch die Anzahl der bis
zum Punkt X,,.ax erlittenen St6Be unterscheiden, durchgefithrt
werden. Hierzu wird der Laufweg vonX, bisX,,,x in eine sehr
groBe Zahl sehr kleiner Wegstiicke ax eingeteilt. Dann wird

die Summe iiber die StoBe in eine Summe iiber die Beitrédge der

einzelnen Wegstuckeaxp umgewandelt.
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Die Summe iiber i soll die Summation iiber sehr viele Teilchen

andeuten und X, entsprechend x, ist gleich ; AXy, t Q%L-

Die Summation iiber die Teilchen ist mit der Summation ilber die
StoBe vertauschbar, Die Zahl der Teilchen, die an der Stelle
Xy, Xp+ aX  einen StoB in das Wlnkelelementh & +dS¥ erleiden,
ist gleich der Elementarwahrsche1n110hke1t dwaW]-Nsﬂ} hﬁgax
Diese Elementarwshrscheinlichkeit geht in die Summe als Ge-
wichtsfaktor ein. Ersetzt man die Summation durch eine Inte-

gration, so steht:

,'7|1= v r_‘_}n; g:w i Oa(Sx)dFaxqa,cos @ x, + b,sinG,x }
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Die Summation iiber die Wegstrecke kann durch eine Integrat’on
ersetzt werden., Piir den in der Praxis im allgemeinen stets
erfiillten Palle, daB sich die Funktionen, die als Faktoren vor
den trigonometrischen Funktionen stehen, innerhalb einiger
Wellenldngen, nur sehr geringfiigig sndern, ergibt die Integra-
tion iiber die ersten drei Integrale Null. Es bleibt schlief3-
lich fiir die mittlere Amplitude der Betatronschwingung bei
Beriicksichtigung von Streuprozessen zwischen Elektronen und

Restgasatomen der Ausdruck:

X oo
Fla_, r e P%,% I J Slsf,S;x)P{x]dzg’dx (7)
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o

V. Berechnung des Streuquerschnittes eines relativistischen

Blektrons an einem Gasaton

Den folgenden Berechnungen liegt ein einfacher physikalischer
Prozel zugrunde., Bin parallel einfallender Elektronenstrahl
trifft auf ein Atom. Beobachtet wird die Verteilung der Elek-
tronen nach der Wechselwirkung mit dem Atom in Abhingigkeit
der erlittenen Impulsdnderung. In die Rechnung gehen ein:

die Prim#renergie des einfallenden Elektrons
der Primdrimpuls des einfallenden Elektrons
der Streuwinkel der Elektronen nach dem S5tof
der Impuls des auslaufenden Elektrons

die Bnergie des auslaufenden Elektrons

Es milssen Annahmen gemacht werden iiber:

die Verteilung der positiven Ladung im Atomkern
die Ladungsverteilung der Elektronen im Kern

Allgemein gilt der Impuls- und Energiesatz. In Bild 1 sind die
Bezeichnungen eingetragen. Das PrimiArteilchen wird grundsétz-
lich mit dem Index 1 unten und dem Index O vor dem StoB oben
und einem Strich oben nach dem StoB bezeichnet. Fir den Pall
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der Streuung an Atomelektronen wird das gestoBene Teilchen
mit dem Index 2-1 unten und oben mit der gleichen Induzierung

wie das stoBende Teilchen versehen.

Bild 1

Die Impulsidnderung des ersten Teilchens wird mitcr:ﬁ-ﬁ
bezeichnet, Aus dem Energie- und Impulssatz errechnen sich die

folgenden Beziehungen:

1) Die Impulsidnderung bei der elastischen Streuung fir mpm,

= . .
und E,=m,c” sowie fiir Ej»me*

EX . qr L2 &
q = q;{ gnz-gl - WIRJ snt 3 (8)

Diese Bedingung ist filr den Fgll, daB das gestoBene

Teilchen ein Kern ist, erfiillt.

2) Bei der inelastischen Streuung¥als Funktion vonE% undE}

9 - B~ it 4 (8, - mzcz)(E: +yvyct)
o ‘ [Ejl -vrct J(E) - E; 4 rnFlomiet ]

(9)

Plir kleine E; undE:»vmﬁ'kann der Ausdruck entwickelt werden

1
2{Er- ) imc
9 %Wd(z Ef) e m, - v,

3) Die Impulsinderung fiir den Fall der elastischen Streuung ist

gleich:
LM CE () e Eod (10
das ist fiir kleine Eé—wfcz , d.h, filr kleine % noch sehr gut
durch:
- e 2 (10a)

anzundhern, - 9 -
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4) Die Energiednderung filr groBe Energien E::b mf'ergibt sich

Zu:l
E'- E = 2E, sn® (1)

Des weiteren wurden folgende Bezeichnungen und N&dherungen

in der Arbeit verwendet:

2
E” - E2+chz die Ruheenergie: E,=wc
die Ruhemasse : ™M
Piir hohe Energien kann E. gegen p’c* vernachlissigt werden.

Es kann dann geschrieben werden:

E i

¢ =P (;'4
In einem Synchrotron interessieren vor allem Streuprozesse,
die eine Ablenkung in kleinste Winkel zur Folge haben. Die
folgenden Rechnungen werden einmal an die von Moller durch-
gefilhrten Berechnungen angeschlossen, zum anderen werden
hierbei die Untersuchungen von Koppe, v. Borries und Lensz,
die fiir die Elektronenmikroskopie durchgefiihrt wurden, be-
nutzt.

5) Die Streuquerschnitte werden mit Hilfe der Bornschen Ngherung

berechnet, Der ein- und auslaufende Elektronenstirom wird

durch eine ebene Welle beschrieben:

L Et L(p % —EY)
\Vm = \fn,i (4?4)@/% = qu-k_(P (12)

Der Index n gibt den Quantenzustand des freien Elekirons an.
Die Amplituden a lauten filr die verschiedenen Spinstellungen:

wc —Pax = iPay S N
Vond+ £ meZ 4B Vo2 £ e + E (12a)
Hrm 72 \oE Bz, v bR VE | L Bt iPay
me> + £ / mc® + E
0 A
A 0



Der Zustand des Atoms soll durch den Ausdruck

i t
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beschrieben werden., ¢L sind die Atomeigenfunktionen der
gebundenen Elektironen einschlieBlich der Spinfaktoren. Die
N -Elektronen werden iiber die Eigenfunktionen permutiert,
wobei bei jeder Inversion ein Vorzeichenwechsel durchzufiih-
ren i1st. Dies soll der Operator P(wﬂp anzeigen., K gibt den

gesamten Quantenzustand des Atomes an.

Der Zustand des gesamten Systems 148t sich in der Form

%ea = Z Z Xae Ym Y

Die Verteilung der Ladung im Atomkern wird mit ¢ LWA) be-
zeichnet. Fir die Atomeigenfunktionen wird fiir kleine Winkel
die Hartreesche Nsherung, fiir groBere Winkel die Fermi-~Ver-

teilung herangezogen.

schreiben:

Storungsrechnungsansalz

Nach (12) bedeutet k”“ k'z die Wahrscheinlichkeit, daB sich das
erste Elektron im Zustand w, befindet und daB das Atom den Zu-
stand k besitzt. Man erhdlt nun die zeitliche Anderung eines
Zustandes, dessen Koeffizient anhk' ist, indem man vom Grund-

£ =/ und alle anderenlah:k‘r=0

zustand des Systems:]anj K°
ausgeht, zZu:

. g (60 vER -E -EQE

it é%%K“ =(nZW|4 h, W)z

Auch hierwird der Aufangszustand mit dem Index Null, der End-

zustand mit einem Strich bezeichnet.



Der Wechselwirkungsterm

Tt -

Der in die Stérungsrechnung eingehende Wechselwirkungsterm

(a2 Julny ')

Atomkernes mit der Ladungsverteilung ¢ (#a)

und den

berechﬁet sich aus dem Coulomb-Potential des
zum Atom

gehdrenden Skalaren— und Vektorpotentialen der Elektronen

in folgender Weise:
et nd 1 “,) i* %‘ E ~E) ] #y - 44
o ", ilis. B 9
2 1o o) Yo i m‘f e,
2 N+ Y (E 2 -En) *
- Asclt 404 ¥ s n, -y
” L \rn: (1) Y [, -4 lfm ()Y e dt, dt,
Die Komponenten von et sind die Matrizen:
0001 000-~1 0010
0010 001 O 0001
o = = =
x> 1 0100 “y*l 0-100 2| 1000
1000 1000 0-100
o By e

%, 1ist der Ortsvektor des Atomkerns. Der Faktore
ergibt sich aus der Retardierung der Diracschen Strom- und
Im ersten Term ist er fiir unendlich grofBe
Der gesambte Ausdruck ist iiber alle N

Ladungsmatrizen.
Kernmasse gleich eins.,
Elektronen des Atoms zu summieren,

Auswertung des Ansatzes nach der Storungstheorie

Integriert man

i (BSAED - E -EE

-d-gﬁ‘i_ ={n; K’ luln/ k) e

it

iiber die Grenzen vont <0 bis t und bildet den Betrag, davon
die Ableitung nach der Zeit, so erhdlt man fiir groBe Zeitent
die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang eines Zustandes nj k'

in den Zustand n) k' in der Zeiteinheit:

2 2

T

A
WA A|Qn,k|i = |(h:k°iu.lh;k')* JE
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Multipliziert mit der Elementarzelle des Impulsraumes und
dividiert durch die Stromdichte des einlaufenden Stromes,
danach integriert tber JE' ergibt sich der differentielle

Streuguerschnitt:

W (1)

Y L2 ¢ .
dor = 2B B E2E) sinSod Sdf Y

©
Cq, l:ai Spin

Auswertung des Wechselwirkungsterms flir kleine Streuwinkel

Mit Hilfe eines PFourie-Integrals kann der Wechselwirkungsterm
umgeschrieben werden. Daraufhin kann zuerst iiber dr; integriert
werden. Hierbei ergibt sich der Impulssatz. Weiter 1dBt sich
die Integration iber dp,dpydp, ausfilhren, und man erhdlt:

Nvd ¥% 9%

* n
hgahtet § §E {J s H’:LP(“A)L‘J:( o, @ dv dT,

c*q* —ak* Spin L
L % %qwb (14)
~ ] oV {4 +a d)an' K @ dt,

Der letzte Term im Integral 148t sich mit Hilfe der Kontinui-
titsgleichung: icdiv W é“&*=é%qk°”%* umschreiben. Die
Differentiation 148t sich ausfiithren und ergibt den Faktor
“%%“o Flir kleine ¢ konnten die Exponentialfunktionen entwik-
kelt werden, Je nach den vor den Integralen stehenden Faktoren
wird die Entwicklung beim ersten, zweiten oder dritten Glied

abgebrochen, Es bleibt so der Ausdruck:
N+

>0 Sa s e 2 g (HNA-B) 1) s g il

gpin L=,

{Ge talpe
do = E, E“" p® |c*qt-aET*

N 2 *®¥ 3 2 )
- Janz ' ()I-e—-;‘\w qﬁ«b‘-(ﬁpgr) + ‘%% f,,_")\ﬂ.< Qe dT ‘ sm@'df@d‘f

Er kann in einen Term fiir die elastische Streuung und einen
weiteren filir die unelastische Streuung aufgespalten werden,

Weiterhin konnen die Summen ilber die verschiedenen Spin-

- 13 -



stellungen filir E >E,

Z aoafll =__==___§_=(,{[331ng"
Lo |k O & TR
N * E ¥z 1 2 A 2.5
nd 7 ot apotag | - e (1omad - g

, 4
+2 st *?'_’9; - Tg'*.amc’ 7)

vor die Integrale vorgezogen werden. Ist s der Einheitsvektor

in Richtung von.Qnganfq+ %%CM°ﬁ4an? , 90 lautet die Streuformel
A A L]
schlieBlich fiir kleine ¢, :
ES E! i ¢ qE; E; P, -
- A A o (.9 b d-l-j 4 A Ya
der 2 gt Po Z \i’ ( "{') W [cZq? = aEFT7R; s

: ij;;’( (Mﬂ')\}’; d’i:’l "} sin Jd¥df

Der Betrag des Quadrats des letzten Integrals 18B8% sich n#he-
rungsweise in:

j\ﬁo () (2w () [N wad ) d' de = th i (w0 ) dy

umformen. PRihrt man auch beim elastischen Streuquerschnitt im
Integral]ﬂm<ﬂm(~v%) dt die Integrationen iiber die Winkely
und ~ aus und setzt fur}jf”T\&’W tYdr -8, , so ergibt

sich der Streuquerschnltt fiir kleine Winkel wie folgt:

2 in= ¥ si
1B o, HERME (o)

do = 27 ml—w 8, sm:@d&*‘l’ir

Hierbei wurden Glieder mit sin® %? und hoherer Ordnung gegen
1 vernachlissigt,

Unformung des Wechselwirkungsterms fiir groBe Streuwinkel.

Zur Auswertung des Wechselwirkungsterms fir groBe Streuwinkel
sollen die Terme fiir elastische und unelastische Streuung
getrennt geschrieben werden:



Z ? o —-g.(_ﬂl_L—z‘ H‘afﬂ-u’A... _g_%..::‘;__ ' *
¢ Z IIS A Y ( -]~ T | % W dT, dt, dTy KoK

. # -t .
i1 M eE ol %ake
I 1 o, , Atald .o §r
c G,y Wk I'ﬂ‘}"’ﬂu e € Ay Yy K 4 &

Das Potential des elastischen Teiles kann nach Wentzel durch

ein abgeschirmtes Coulomb-Potential ersetzt werden, fiir den -
~ch

Fall, daB man den Kernradius gleich Null setzt:,ﬁ%g‘ggﬁ“*ﬁgz

Das Integral 148t sich dann elementar auswerten.

Bei der Berechnung des Integrals filir die unelastische Streuung
verfihrt man analog den Berechnungen fiir kleine Winkel. Der aus
den Ubergangsdichten resultierende Term kann als klein vernach-
ldssigt werden, denn fiir groBe q geht ffh)z 9% i f10) iiber.
Bs ist aber im Gegensatz zu.um(ﬂ’w;(d) stets1rhﬁ(d«& (o)

an der Stelle 4 =0 gleich Null. Der erste Term wird nach

Heisenberg-Bewilogua zu:

5 4 .
¢ 5i-qe| 105 a8 A B 1] e A"

[

gegeben., Die NBherung liefert bis zu Kernladungszahlenz =6 gute
Werte. Die aus den Summen iiber die Spins resultierenden Glieder
4-BZSM1 g: sollen durch 1 ersetzt werden. Dies ist fir kleine
Winkel sicher erlaubt und bedeutet fiir groBe Winkel lediglich
eine Vergrtferung des Beitrages, der aber wegen der absoluten
Kleinheit der Streuquerschnitte bei grofen Winkeln keine Rolle
spielt. Insgesamt ergibt sich damit der Streuquerschnitt fir

grofle Winkel zu:

S 2 %
_ ez E'an$de.d.9- E e s
do = P I(d‘)l __i QH)TTZ + 4 '—l'maz. Sl 5\?\19’(.‘19‘0[!.? (16)

- 15 -



- 15 -

Anpassung der Streuquerschnitte fiir groBe und kleine &

Die beiden Niaherungen fiir kleine und groBe Winkel sollen jeweils
fir die elastische und unelastische Streuung so aneinander ange-
paBt werden, daB die Formeln fiir den Grenzfallq=-0 ineinander

tibergehen,

Beim elastischen Streuquerschnitt kann dies durch Bestimmung
des Parameters = geschehen. Bs folgt firK:« = éi . Zur Ver-
einfachung der Formeln sollen im folgenden gesetzt werden:

Fiir die inelastische Streuung ist eine Anpassung nicht so ein-
fach méglich., Pir kleine Winkel geht die Funktion Si in einen
Ausdruck der Form q tiber. Durch Vergleich mit{ der N&herung
fiir kleine Streuwinkel erkennt man jedoch, dafl die Funktion
mit qz gegen Null gehen muB. Der von Heilsenberg angegebene
Ngherungsausdruck kann nach dem Vorschlag von Koppe in die
Form &= 7§7;S umgewandelt werden. Dieser Ausdruck geht fir
kleine q in die geforderte Niherung, fiir groBe g dagegen in
das Integral & {iiber. Dariiber hinaus soll das Integralfﬁ=17%%gr
gesetzt werden, wobei siclL d* durch Anpassung an den fiir klei-
ne g erhaltenen Streuquerschnitt an der Stelle 9-0 ergibt, so

daB insgesamt fiir die inelastische Streuung filir alle Winkel

der Ausdruck:

0 Z_E.z Czq?.
& aE T

steht. Durch Vergleich kann man sehen, daB diese empirisch ge-
fundene Funktion durchweg den Verlauf gut wiedergibt und nur
an einer Stelle bis zu etwa 20 % iiber die numerisch ermittelten

Ergebnisse hinausragt.

Somit lauten also die Streuguerschnitte fiir die elastische und

inelastische Streuung:

2 42 _sinSdSdy et B: 2 q" sm9d.Id¥P
C!O‘# Z e E,, Iyll“;'c—'_‘““"""_-qulz + Iczq‘z___AE-zl‘l C_Zq‘l-_,__%-}; (17)



Dieser Ausdruck 18B% sich gut in den Formeln in Abschn, III und
IV weiter verwerten, da die Integrationen iiber die Winkel und
darauf folgend iiber den Energieverlauf sowie such die Erwar-
tungswerte fiir die mittleren Winkel elementar durchgefiihrt wer-
den konnen, Da bei einem elastischen Streuprozefl die Mindest-
energie zum Anheben eines Atomelektrons in einen hoheren Quan-
tenzustand aufgebracht werden muB, darf die Integration fliber
den elastischen Streuquerschnitt nur bis zu einem dieser Ener-

gie entsprechenden Winkel ausgefiihrt werden,

VI. Integration der Streuquerschnitte

1. Berechnung der StoBzahlen

Zur Berechnung der Zahl der Teilchen, die widhrend der Be-
schleunigungsperiode keinen StoB erleiden, wird die Inte-
gration der Formel (6), nach Einsetzen des Ausdruckes fur
die Streuquerschnitte (17) iiber den gesamten zuléssigen
Winkelbereich, d.h, fir die elastische Streuung von( bisece
und flir die iaelastische vonq,,, bisee durchgefilhrt. Hier-
bei wird q,., nach (9) durch [2(E, - wmcImd gegeben, wobed
(EL— metl = T, gleich der minimalsten Anregungsenergie
der Gasatome sein muB. Nach Binsetzen der Werte erhdlt

man die Formel:
n 2.2 .
ry gt 2 _z.m,_,_ﬂ_@m.,,“i*c]
2oz, o [ 257 -L{ e g g

Man erkennt, daB der Ezxponent von der Energie unabhingig
ist, so daB bei der Integration iiber den Weg nur die Weg-
léinge L., die das Teilchen im Beschleuniger zuriicklegt,

als Faktor ergibt.

2, Berechnung der Verluste in einem Synchrotron durch Gas-
streuung

Zur Berechnung der Verluste soll davon ausgegangen werden,
daB grundsdtzlich ein Winkel $... angegeben werden kann, fir
den ein StreuprozeB zum Verlust des Teilchens fithrt. Streu-
prozesse in Winkel, die kleiner sind als dieser Grenzwinkel,

- 17 -




fiilhren zur Aufschaukelung der Betatronamplitude. 9, wird
als untere Grenze in die Pormel (6) eingesetzt. Der Beltrag
der oberen Grenze kann vernachldssigt werden. Fiir die in-
elastische Streuung ist darauf zu achiten; daB Eﬁ%ﬁn Z. Qvnin
ist. Im anderen Pall muB die Integration fir diese Enefgiem
bereiche stiickweise bis zu dem Winkel q.,.;,, durchgefiihrt
werden. Die Zahl der in der Kammer verbleibenden Teilchen
ergibt sich nach Integration iiber den Winkel aus (17):

42 dx 2 2L
Zy= Z, exp | Tt n| saviier * v |n “EEer— dx | (19)

Fiir die Integration liber den Weg wird entsprechend (2) nshe-
rungsweise E-E + £x* gesetzt. Da die Hauptbeitridge zum
Integral von den kleinen Energien herriihren, und die Nihe-
rungskurve durchweg fiir groBe Energien unterhalb der Kurve,
Formel (2), liegt, ist diese Niherung sicher zuldssig.,

Die Integration 148t sich elementar durchfiihren, und es
steht:

Z,=2, exp wetn Wﬁm(g‘?m G Ln—ii‘%)
Lo - :
¥ —%Z(XLH Z?Ei(fqgif)z).‘ +x, Ln ':_t‘%' (20)
[ xm
%3 Ln if:i‘ = X, ln %ﬁ% =¥y b %’f%-)]
Xo

wobei die X%, %, und X3 x, x, dic Wurzeln der biquadra-
tischen Gleichungen:

2 %
e B 2B 2 L0

92 €* g €
z Z W4
'33181 + E} + if* x4 X =0
2. i ‘-i'
__E_ﬂ,,x. 4 _2‘_5;43 X z + x“ = O

g* £

sind.
- 18 -~



3, Berechnung des mittleren Strahldurchmessers

Entsprechend den Ausfilhrungen unter IV sollen nur Streu-
prozesse mitgezihlt werden, die Streuwinkel kleiner als
gleich S}mn zur Folge haben. Nach Einsetzen der Streuquer-
schnitte (17) in (7) und Integration iiber den Winkel ergibt
sich fiir die mittlere Amplitude:

x

|2 2 2 % ' 2 1 o* LA
- Tnz e W +EX9T _ETS
I ’ﬁ'} Ko + Ely) a,r Elx ln NE hiELg2
]

2 21
+ Al 4 +e* 9 (1)
L2 2T, me?

Die Integration fiihrt auf Ausdriicke, die filir die numerische
Auswertung sehr umstindlich sind. Fir die bendtigte Genauig-
keit reicht eine numerische oder graphische Integration aus.
Das Verhalten der Punktion kann durch folgende Betrachtungen
ermittelt werden. Piir kleine X |, d.h. auch filir langsame Ener-

giezunahme kann die Integration durchgefiihrt werden:
E{x) = Ej +&x" =~ E; e ExX« E;

i

L o2 2 i N
o L - gt ntr B ELQE A4 Z R
R A o e wierer  Z I B oy (%7

Man sieht, daB die Amplitude im Anfang linear mit der Lauf-
strecke zunimmt. PFir groBe X denkt{ man sich das Integral bis
zu einem geniligend X durchgefilhrt. Die Integration vonx"
bis X 1881t sich dann ausfiihren, und es steht, wenn c der
Beitrag des Integrals von O bis x* ist:

2 (. ")qz
—~lz _ ar A A EX(x")9
I’W| B I""ol - rézzje EW | ¢ TEYERT | bn T2

+4 ln ngx 135 %T '"5} (23)

z 9 +2T'me7’

EVEX z N F— 2 md 2

_ {Lnﬁ%)fﬁ*f"—t %”M___m__a}
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A
Fiir groBe x iiberwiegt also der Faktor y, der vor dem Inte-
gral steht, das bedeutet, daB die mittlere Amplitude auch
unter Beriicksichtigung der Gasstreuung nach einer gewissen

Zeit proportional YE' gedampft wird.

Zur Berechnung des Strahldurchmessers des Elektronenstrahls
in einem storage ring kann die Integration wegen der Ener-
giekonstanz bei nicht zu hohen Energien ilber eine grofiec An-
zahl von Umldufen durchgefiihrt werden. Es ergibt sich fir
die mittlere Amplitude:

e EL9T g9

=2 . 4 anztet
‘1_;-[ -|1ro| 4.-?(;)1—52}- X dln nr Rt 1 EL.OT

'21 +Ez_f9?. (24')

+ 4 bn BE z
Z _%__ +'2,sz0

Die %ahl der Teilchen, die durch EinzelsttBe verlorengehen,

ergibt sich zu:

z
Tetzin 27etz"n 228" 25
zZy= Z, ( A - exp —[ ‘TL?E‘B%'M S Ln X ) (25)

Im Anhang sind die Formeln dieses Abschnittes filir einige im
Bau befindliche oder geplante Maschinen numerisch ausgewertet.

C., Passow



Anhang

Im Anhang sind die berechneten Teilchenverluste fiir die Maschi-
nen in Bonn, Cornell, CEA und zwei Variationen der Maschine in
Hamburg zusammengestellt. Die Maschinenparsmeter sowie die dem
Energieanstieg zugrunde gelegten Annahmen sind in Form von Ta-
bellen und Bildern dargestellt. Fir die in der Vakuumkammer ver-
bleibenden Gasreste wurde die Annahme gemacht, daf 0ldiffusions-
pumpen Verwendung finden und sich hauvptsichlich Kohlenwasser-
stoffe mit einer mittleren Anzshl einmal von 2 zum anderen von

5 C-Atomen in der Vakuumkammer befinden.

Des weiteren wurden die Betragsguadrate der Amplitudenzunahme
durck Gasstreuung fiir die beiden DESY-Projekte ausgerechnet.

Bei der Verwendung von Quecksilberdampfpumpen ergeben sich
unter der Annahme, daB in der Vakuumkammer vorwiegend Queck-
silberdimpfe vorhanden sind, bedeutend hShere Teilchenver-
luste, da die Streuquerschnitte proportional a sind.

Als letztes wurden die Teilchenverluste sowie die Amplituden-
zunahme, die ein Elektronenstrahl in einem storage ring nach
einer Umlaufszeit von 1 min erleidet, berechnet. Die fiir den
storage ring angenommenen in die Rechnung eingehenden Parameter

wurden an gleicher Stelle aufgefiihrt.
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Tabelle der Teilchenzahlen pro cm?

. p(Torr) Molekiile C-Atome?
N e _ —
. 5.107 1690 08 -10'2
Sy 1(?° ) -0,32- io 12 016 -10 '3
5.0 TR 08 - 10 12
P 106 0,32“-_10 " ﬁﬁ(;,16-10 12

|
R
i
?

DESY/M1

x} Unier der Annahme, dass die mittlere Zahl der in einem Kohlen-

wasserstoff-Molekiil

enthaltene C gleich 5 ist.

Sonstige Konstanten

2
fiir C: %= 3031-107% [MeV]

2
Tabelle einiger O,{nachlenz) infcm)

He 066 -107' F 330-10716
z - 6 : ! _
Be 548 Ne 283 -«
¢Qmin = 47 * 10 : RO bl
B 543 = Ca 183 #
T, = 75eV - i
¢ 462 zZn 113 -
N 422 = Ge 1416 *
0 374 As 1449
Maschinen-Parameter (siehe Bild 2)
Bonn Cornetl CEA DESY 1 DESY Ii
f - 50 30 30 50 50 Hz
Einj. 3 2 20 40 40 - MeV
E. s 500 1500 6000 5000 6000 MeV
31X i _
Q 225 33 6,25 6,25 625
5 L 181107 | 482107 | 472107 30107 276107 cm
| Enin - 90 0 0 +40 0 MeV |
Xeo 11915-107 | 18257-107 289107 v 2,45 -107 cm
X 30000107 | s000-107 | 50,00-107 | 3000-107 | 30,00-107 cm
€ 065556:10™ 0600-107% | 24-107% | 6622.107| 66667.10'| MeV/cm?




DESY /M1

Teilchenverluste
= =~ w
p[Torr] | Bonn | Comell | CEA DESYI | DESY 1l fiir CAtome, pro Molekul
510 ° 45 90 42 33 25 %
1107 " 38 10 8 5 % 2 C-Alome
5107 ° 6 19 5 | 4 3 %
1-1078 2 5 10 i 06 %
51075 77 99 75 64 50 %
11073 25 70 24 18 10 % § C-Atome
510" 8 13 47 12 10 7 %
1.1078 3 1 3 2 1 %
Teilchenverluste bei Verwendung von Quecksilber-Dampfpumpen
[Hg-Dampf in der Vakuumkammer] z =80
p §5:107° 1-107° 51078 1-107¢ Torr
DESY | 99,99 998 97 50 %
DESY I1 99,99 99,0 90 47 %
i . 2. . TR S
Amplituden }rglmggr 2 C-Atome pro Molekiil im Mittel 1ri =ir 1" * Irgi
iL__._.__._., . I
p 5.107° 11078 65108 11078 Torr
DESY | 70 14 0,70 014 [ermibei ca 80Me V
DESY 1) 8 0,36 0,18 0036 frdlbei ca 130Mev
Storage - Ring
0«22  R=bm  E:500MeV 10> [2C-Atome pro Gasmolekii]

nach tMinute Umlautszeit: |rg]’ = 50 em

2 Verlusie® 95 %




