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Die Teilchenbahnen werden fiir diese Ablenkfelder mit Hilfe der Phasen-

Freguenz

Elektronen-Synchrotron (DESY)

und Amplitudenfunktionen in geschlossener Form dargestellt.

Die angegebenen @Gleichungen ermdglichen eine einfache numerische Aus-

wertung.



Beeinflussung von Peileghenbahnen durch homogene

Ablenkfelder (f-Typ-Stdrungen)

I. Allgemeine Gleichungen

Ist r(s) die radiale oder vertikale Abweichung der Teilchenbahn
vom Sollkreis, und F(s) die durch ein magnetisches oder elek-
trisches Feld in Richtung r hervorgerufene, von r unabhéngige

Storkraft, so lautet die Bewegungsgleichung fiir diese Xomponente:

T4(s) + k(s)-r(9) =F(s)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung setzt sich aus der allge-
meinen Ldsung der homogenen Gleichung und einer speziellen L6-

1)

sung der inhomogenen gzusammen. Sie kann geschrieben werden

r(é‘k) = H}Eé} expl q#(s +(k-4)L7 B + By F(x) g@ sz(-i) ¢(x7 “¢(s f(t,(_,,,)i)a(u%_r" dx (1)

Bei der verwendeten komplexen Schreibweise sei stets nur der
Realteil gemeint; es darf daher nur mit reellen Zahlen multipli-
ziert werden. Es werde festgesetzt, daB die auf dem Sollkreis
gemessene Wegliénge s vom festgelegten Anfangspunkt s = O an nur
iiber einen Umlauf geht. L ist die Lidnge des Sollkreises, k - 1
die Zahl der betrachteten vollen Umléufe. Nach Gleichung (1)
iiberlagern sich durch die Storkraft F(s) den vorhandenen Bets-
tronschwingungen, die durch die Parameter A und B nach Amplitude
und Phasenlage gekennzeichnet sind, additiv weitere Schwingungen.
Man kann fir alle weiteren Betrachtungen zunidchst A = O setzen,

- d.h., es werden nur Teilchen betrachtet, die sich vor Einschalten
des Ablenkfeldes auf dem Sollkreis bewegen. Die Stdérkraft kann
von der Zeit abhingen, doch so0ll die relative Feldinderung wih-

rend des Durchgangs eines Teilchens klein sein.

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, daB die Stdrkraft F(s) inner-

halb des Intervalles Slég 8 £ 8 nicht von g abhingt und auBerhalbd

2
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dieses Intervalls null ist. Gleichung (1) mit A = O 148% sich dann

umformen in

. T 5 k-4 . - 2
(= QA erpt [ 3§97 [ VST [ $00] e . Flkj) oo [229]] )
i=o

S

Hierin ist J =TF(.\Q1 mit AQ = Q—-q; Q ist die Zahl der Betatronschwin-
gungen auf dem Umfang der Maschine,_q die ndchst kleinere ganze Zahl.
¢ () und ¢ (x) sind an den gleichen Anfangspunkt gebunden und gehen
gemdB der obigen Definition von s nur {iber einen Umlauf. F(k) kann
fir zeitlich aufeinander folgende Teilchen verschieden sein. Glei-
chung (2) gilt flir den k-ten Umlauf nach dem k-ten Durchgang durch
das Ablenkfeld, d.h. fiir s + (k-1) L3 8, + (k-1) L. Die entsprechen-
de Gleichung, die wihrend des k-ten Umlaufes vor dem Durchgang durch
das Ablenkfeld, d.h. fir s + (k-1) L < 8y + (k-1) L gliltig is%, er-
h#lt man aus Gleichung (2), indem man in der Summe k durch k - 1 er-

gsetzt und in dem Faktor vor dem Integral %(6) d11roh<,5(5)»21rersetzt,

Die neue geschlossene Bahn ergibt sich aus Gleichung (1) durch die

Bedingungen
t(stl) = (9

P+ D » '[9

sl
2,1 &;_mm!’B”J Fle K TRG oxpl(-4) [$() ¢ (9 =] ol (3)

Nimmt man, wie oben, ein konstantes 5t6rfeld im Bereich Sl‘g 8 sjsz

an, so 148+ sich Gleichung (3) umformen in

SZ
o) X-F’—E{f o [ (9| F() | TROT ep[ 4 40) | o (4)

*



Bei dieser Umformung ist die Lage des Punktes s in Bezug auf das Stdr-
feld zu beriicksichtigen (daher +dJ statt -J in Gleichung (3)). Das
Integral in Gleichung (4) stimmt so mit dem Integral in Gleichung (2)
Uberein. Die Gleichungen (2) und (4) gelten nicht, wenn der Punkt s
sich innerhalb des Ablenkfeldes befindet.

Mit den folgenden Abkilirzungen lassen sich Gleichung (2) und (4) sehr

einfach schreiben:

5
4 —
I. = ¢ jvls(x} oo é(x) olx
451 51 -
Ié a Z;j PBhg - nin ¢OQ dx

A

o
’Oumﬁj—-‘-_:——

l =8, - 8, ist die Linge des Ablenkfeldes.

2 1
Die Gleichung der Teilchenbahnen lautet dann

- - k-4 _
(s, K) =JB(2) R € oxpi ¢(s)-3-{] X F(k-3) esplizafy] (5)
40

und die der geschlossenen Bahnen

et
F(s)W) "oy REF(K) el [$(9) -4 -9] (6)

Bel sehr kurzem Ablenkfeld, das sich am Orst 84 befinde, geohen die

Integrale iiber in

L.~ Pﬁ(sd);vo¢(3d), I, ~ VpZﬁQ oy é(6d>

und fitr die konstante Phase gilt .9 —» ¢ (so{).

Befindet sich das Ablenkfeld in einem feldfreien Beschleunigerstiick,
s0 lassen sich gute Ndherungen fiir die Amplituden und Phasenfunktionen
derart einsetzen, dafl die Integrale geschlossen guswertbar gind. Wenn
man die Phasenfunktion ¢(@ und g am Anfang des feldfreien Stilickes 0

setzt, erhdlt man auf diese Weise



. 4 : .
Le ’“z—ryg—\o‘{zfsewo(susz)} (7)
(70)

A
I, - e, (% 52)

B, und &_ sind die Werte der Funktionen f(s) und 04@@ am Anfang

des feldfreien Stiickes.

IT. Zeitlich konstantes Ablenkfeld

FMir ein zeitlich konstantes Ablenkfeld B eder § wird
.5613
P
&,-«EF(R)“ L E

P
§¢ bedeutet bei kurgzem Ablenkfeld die Richtungsiénderung, welche

das Teilchen beim Durchlaufen des Feldes erfdhrt ("Kick").

Aus @leichung (5} wird nach Auswertung der Summe

ke .
o VG K eri[p b9

Durch das plétzlich eingeschaltete konstante Ablenkfeld (Ein-
schaltzeit klein gegen die Umlaufzeit) entsteht somit eine
Betatronschwingung, die jeweils beim Durchgang durch das Ablenk-
feld einen Phasensprung -d= - WA Q macht. Die Amplitude dieser
Schwingung schwebt mit einer Schwebungsdauer von k = Eﬁg Um~

laufen. Gleichung (8) 14Bt sich auch wie folgt schreiben:

'T(f’;k) B i@ﬁﬂ exp [56(5) -‘\9] (wp("icf)" &xpiﬁﬁ’*}?o‘"”cr] (9)

Hierin stellt der erste Term genau die geschlossene Bahn (6)
dar. Die Bewegung kann somit auch als Schwingung um den neuen
closed orbit mit konstanter Amplitude und der normalen Phasen-

verschiebung von 27¥aQ pro Umlsuf asufgefaBt werden.



III. Langsam ansteigendes Ablenkfeld.

Iv.

Die Storkraft moge langsam linear mit der Zeit gemidf Gleichung
F = kaF =P<J%%‘ ansteigen, d.h. der Anstieg der Storkraft pro

Umlauf sei AF . Dann wird aus Gleichung (5)

(s, K) - %__Q_ w@pa[qs(sy%)] kesp(-id)- —;"f%im(t kd)t (10)

Hierin entspricht der erste Term genau dem Gleichgewichtskreis fir
die augenblickliche Ablenkkraft kaF. Der zweite Term, der die schwe-
bende Schwingung darstellt, kann firk 7 ;ﬂ;}T”‘ gegen den ersten
vernachléissigt werden. Die Teilchen bewegen sich somit fiir groBe k
praktisch auf dem Gleichgewichtskreis, FﬁrAG*‘%‘liegt der Schwe-
bungsanteil schon nach 20 Umléufen unter 10 % des librigen Anteils.
Gleichung (10) ohne Schwebungsanteil gilt angendhert auch bei

groBBem k fiir nichtlinearen Anstieg des Feldes, sofern nur AL stets
genligend klein ist. Bei der Herleitung von Gleichung (10) wird be-
nutzt, daB die Stufen AL nur iiber jeweils k =j&§‘Umléufe unterein-

ander gleich sind.

HF-Ablenkfeld mit konstanter Frequensz

Der EinfluB eines hochfregquenten Ablenkfeldes 2) kann untersucht

werden, wenn man in Gleichung (5) fiir die Storkraft einsetzt
F(0- oo {F(kod) v
:-T;-S opi [0+ ] + expl-Afe 1]

Hierin ist W die Kreisfrequenz des HF-Feldes und f die Umlauffre-
quenz der Teilchen im Synchrotron.‘ﬂ ist die Phase der HF beim
ersten Durchgang der Teilchen durch das Feld (k = 1). Sie unter-
scheidet die zeitlich nacheinander in das Feld gelangenden Teil-
chen. Die Teilchen mit ‘ﬁ <0 finden beim ersten Durchgang maxi-
males Feld vor. Mit der Abkirzung £ ~-f,1 ergibt die Auswertung
von Gleichung (5)



T(s,k) - %&RW‘ m;{,ﬁ(g) +(k—A)2J~8-%J{ "‘%":(’j{‘ﬁ W—O[MﬁXwﬂ rﬁ]
(11)
*%%%;%1 oxp i) [(J~ ) k-A) ﬂz

Durch das HF-Feld entsteht die Uberlagerung zweier Betatronschwin-
24d v 2def -1

gungen,; die mit den Frequenzen oy und o gchweben. Bei
Jjedem Durchgang durch das Ablenkfeld machen die beiden Anteile
der Betatronschwingungen einen Phasensprung von ‘(?ﬁ +d) bzw.
iLY)

247

Im Resonanzfall d]:%ﬁ »Omod ¥ wird aus Gleichung (11)

(s, k) s%so R ]frsz(:)_ eo«pi[gd(é) t(k-4)2d -9 -}]{ k oxp( 14 1,)
(12)
4222k () [2(1ed) 7]
Der Resonanzfall tritt ein, wenn w -27{(~ % 6 @) ist mit ganzzahligem
m. Der zweite Term in Gleichung (12) kann gegen den ersten vernach-
lissigt werden, wenn ki”,;mzd~; fir groBe Umlaufzahlen k liefert
das HF-Feld im Resonanzfall Betatronschwingungen, deren Amplitude
linear mit der Zeit anwidchst und deren Phase die normale Phasenver-
schiebung von ZJ_pro Umlauf erfdahrt. Die Phasenverschiebung der HF
pro Umlsuf betrdgt dann ebenfalls 2¢ . Im Resonanzfall besitzt also
die Betatronschwingung fiir ein Teilchen stets die gleiche Phasen-
differenz gegeniiber der HF. Zur Veranschaulichung der Strahlbeein-

flussung im Resonanzfall dienen folgende 2 Pragen:

1) Wie ist der Strahlverlauf nach grofien Umlaufzahlen k zu einem

festen Zeitpunkt t ?
2) Wie ist der zeitliche Verlauf des Strahles an einem festen Ort ?

Es sei angenommen, daB zur Zeit to = 0 dag Peld eingeschaltet wurde
und meximale Amplitude besaB. Die Teilchen, welche zu diesem Zeit-
punkt das Feld passierten, besitzen die HF-Anfangsphase ¥, = 0.

Die Anfangsphase aller anderen Teilchen ergibt sich aus der Entfer-
nung, welche das Teilchen zur Zeit to bis zum Deflektor zuriickzu-

legen hat;
o~ m%?—{ ct - [(k-HlL+s - %A']E



54 ist der Ort des Deflektors, (k =,1) L+ 8 = 84 der zuriickgelegte
Weg vom ersten Deflektordurchgang bis zum betrachteten Ort und ct

der zuriickgelegte Weg vom Zeitpunkt to = 0 an bis zum betrachteten
Zeitpunkto'ﬁ in Gleichung (12) eingesetzt ergibt, bei Vernaohlidsai-

gung des zweiten Termes,

oK) + K 6, RTR wpi [4Q 70t t 2(s-s) 95 (13)

An jedem Ort schwingt also der Strahl sinusférmig mit der HF-Fre-

quenz t""/zir‘um den Sollkreis.

Setzt man in "smooth approximation®
¢(@ :-1i§£ (5~Sd)+¢(5@,

80 stellt Gleichung (13) in Abhiéngigkeit von s eine mit PB(é) modu-

lierte sinusférmige Schwingung dar:
(o) - KERTRET enpi [ruot 1 2 (am @ f 11)o-5d) - T-9+ (s |

. 14 c ' : :
mit der Wellenlidnge AT TwlIT ) Wenn im speziellen Feld ZWYQ{zbo
ist, d.h. wenn die Frequenz der HF gleich der Betatronfreguenz ist,
hat der Strahl in "smooth approximation” zu jedem Zeitpunkt iiberall
die gleiche Abweichung vom Sollkreis. Der Strahl lauft auf einenm

Kreis,; der mit der HF=FrequenzLobi'atmet.

Betrachtet man in der NHhe einer Resonanzstelle, z.B. J7—§% =0,

den Resonanzterm in Gleichung (11), so erhdlt man fiir die Amplitude

() + 4 RYBE |-sinkld-57)

- 2
Das Maximum der Schwebung tritt ein bei
y ) 4
max T 2484 - W

und flir das Maximum der Amplitude ergibt sich

| Kinmax
(*Drnax = & R |B¢?)""‘%7“_



2
In dem Spezialfall, wenn die HF-Frequenz 7y mit der Umlauffrequenz
f mod 2T ibereinstimmt, reduziert sich Gleichung (11) auf

(s, K) =&, wo\ﬁm R -%E.—J- oxpi [d)(s) +{k H/DJ_“Q_ _;‘r__:l [

die mit der fir den Fall eines konstanten Ablenkfeldes giiltigen Glei-

chung (8) tibereinstimmt, wenn & = £, ceof, gesetzt wird.

Der Resonanzanteil in Gleichung (12) kann in “smooth approximation"

auch auf andere Weise erhalten werden, wie K.W. Robinson 3) ange-

geben hat. Beim k-ten Durchgang des Teilchens durch das HP-Ablenk-

feld ist in dem Resonanzfall cr'%i =0 die hervorgerufene Rich-

tungsinderung gegeben durch

£(k) =&, cos {(k-,i)zowog - &, c00 9, (K).

Die nach diesem Durchgang vorhandene Betatronschwingung am Ausgang

des Deflektors sei gegeben durch

| K) - 'fo(k) co:.[(k—A)')_echfe b @(k)] 4;»0(@@9,93[{(). (14)

(D(@ iat somit die Differenz zwischen der Phase {E(WQ der Betatron-
schwingung und «%F[WQ der Hochfrequensz.

Der beim Durchgang durch ein kurzes Ablenkfeld hervorgerufene maxi-

male Amplitudenzuwachs ist in "smooth approximation" gegeben durch
Av, ~ £ 8

mit dem Mittelwert der Amplitudenfunktion B = mz'—‘TﬁQm

Aus Pig. 1 ist ersichtlich, daB die folgenden Gleichungen gelten,

wenn.Ar0 klein ist gegen T,

d v o -g, B con 9y s Gy

I ) (15)
d¥ - - Lo ooargw coo By, ¥ 2d
d K o

- 10 -



ds

Ersetzt man éh, durch é%r +© und mittelt die Ausdriicke (15) iiber eine

Periode von cos@uF , 80 erh#lt man

dr, - - _Eo‘é)_. s O

dk 2 (16)
d@ _ _ EB o ©

dk 27

Die L&sungen von {(16) sind gegeben durch

E&E K
@(K)ﬁorc,\lq{{qe,,* 5— . rcev@i

.0 oo B,
¥ em - Ve o

r, und G, sind die Anfangswerte von r,

dem ersten Durchgang durch das HP-Feld.

(17)

2, = . '
) k® - ERKr, cv O

€1
2

und €& fiir k = 0, d.h. vor

Flir groBe Umlaufzahlen k wird

T
]/-db FL'H’ =~ -5_@4 <—i

b dq 6(K) =

k » o ('*GO fﬁr -

i e
et

<@ = -

+ Variiert man die An-

% und-%g), 30 bewegt

In beiden Fdllen geht also O(K) gegen -3
fangsamplitude ©, zwischen — % und + L (bzw. -
sich die Amplitude r_ (k) zwischen

£.B
o (k)wﬁn T2 kK -r (18)
— 18
Eo
17 (k)a»mx = ZB k +r,

- 11



Diese Irgebnisse stimmen mit den oben erhaltenen fiir ein kurzes Ab-

lenkfeld in “smooth approximation" {iberein. Aus Gleichung (12) wird

nimlich mit R > Ve(sy) » VB und ¢(sy) -9 (s. Seite 4)

(enadig -3 ] (19)

(4, k) «

fﬁr(J~§%) = Omod 7 unéd k ?‘;L“jr Addiert man hierzu gemidB Gleichung (1)
eine Anfangsbetatronschwingung r*= 1zxptllkazJ}15+c%j , 80 ergeben
sich genau die Gleichungen (17) und (18). Die Phasenverschiebung '
von r in Gleichung (19) gegen die Hoohfrequenz F(k) =1;cm>Uk'9?J}ﬁ]
betrdgt stets -'% « Fir groBe k ist der Anteil r gegen (19) Zu

vernachlésgigen.

Im bisher behandelten Fall eines hochfrequenten Ablenkfeldes sollte
das Feld in einer Zeit, die klein ist gegen die Umlaufzeit der
Teilchen, auf volle Amplitude geschaltet werden. Es geil nun noch
kurz der Fall behandelt, daB die Amplitude des Ablenkfeldes gem.

FF = kaF, m( (te-) ¥ f’)

linear mit der Zeit anwdchst. Dann entsteht aus Gleichung (5) zu=-
nichst wieder ein Anteil, der mit Gleichung (11) identisch is%,
wenn man dort &, =KAF,f setzt. Die beiden Glieder dieses Anteiles

steigen also im Resonanzfall mit k2 bzw. k an. AuBerdem entstehen

aber die Anteile

REAE Y305 erp [m,o][ LQILEETILN | conklf-i) —fw(—f-?l(k‘@f@”%"fﬂf

] €} =
r°{5,K) 2 e ) o (5

hY AU 7Y R . (SN . Lo )
1P KIT) BT | oo MIVIE) ¢ oot ) (koA + 53
2 am (4 +3]) ol d 45y exp(-1) [( k- ‘21’_1

Im Resonanzfall gehen diese Anteile iiber in

r®(s,K) - .,ERLQEQ., YB(%) wpt[qé(s) A 19_‘!{ WZJK -k c’/yp{m)[ld'(k Ajf

Piir groflie Umlaufzahlen (kﬂﬁ‘fﬁt?ﬁfj sind sie gegen das mit k2 an-

steigende Glied vernachlédssigbar.

- 12 -



- 12 =

V. HF-Ablenkfeld mit linear veridnderlicher Freguensz

Wie zuerst von Geiger 4) gezeigt wurde, 1lH8t%t sich auch der Pall
linear verdnderlicher Frequenz des Ablenkfeldes verhiltnismiBig
einfach und anschaulich behandeln. Hierbei ist das Durchfahren
einer Resonanz von besonderem Interesse. Im folgenden sollen die
Verhdltnisse in der Umgebung einer Resonanz untersucht werden.

In der Storkraft
XA

F(K) = F coo| %f w(t)de +f,,] (20)
[

80ll die Kreisfrequenz () nach der Gleichung

0
w(©) = w,,, taw(z -k (20a)
linear von der Umlaufzahl abhingen. W, ist die Resonanzfrequenz
gemil 247+ %’=O mod 27 , AW ist der Zuwachs der HPF-Kreisfrequenz pro
Umlauf, und die Resonanz wird erreicht beim ko—ten Durchgang. Setzt

man Gleichung (20) in Gleichung (5) ein, so ergibt sich

T(‘&lk) = Rr_;re -VF,(Q xpl [{é{c,) +(k..,{)'2€$'_,9 - g]x

4 i Tan . .
%{WP(—iﬁ)g‘) op ] {_Az— ] +(wm+‘2d¥)a ~Abokoﬂ (21)

+exxp(ilﬁ,) éﬁj e/x]a-? [é_f‘) J'Z +(\,0,«N‘Zd‘4)‘j “AWKOJ.]}

Beim Durchgang durch die Resonanz‘ZJ¥«ﬂé0modZ]' iiberwiegt der erste
Term, beim Durchgang durch die Resonanz(?d?—@w%omod 2% der zweite
Term, wie man dem Ergebnis des Kapitels IV entnehmen kann. Deshalb
kann fiir den Durchgang durch eine Resonanz Gleichung (21) ge-
schrieben werden in der Form

o(5K) <k (RE) sap i [ He)2LII T py %

(22)

-A

x

™M

FLAW :L.z__ko.
<z e (3 k]

R

- 1% -



Die Summe in dieser Gleichung kann durch ein Integral angendhert wer-
T

den, wenn die Ableitung des BExponenten nach j klein ist gegen %

wenn also

421

oder nach Gleichung (20a)

4 ]w(k}_w,ml« L

Fir diese Niherung muB also b)ﬂQ stets in der NBhe der Resonanzfre-

quenz liegen. Aus Gleichung (22) wird dann

f%;“[c zk,]

59 - K TRE opi [$@ 10249 LT e de (23)

Das Integral in Gleichung (23) kann gemidB

K-4

Fine [cz-ckﬂ ;o | i
Jo i eoctarfro sl

auf die Presnel'schen Integrale

v v

C(v) * I 2’ n dn P(V) faw;. 5 M on (25)
zuriickgefiithrt werden, die z.B. in Jahnke-Embde tabuliert sind.

In Gleichung (24) istv- i%%?- undV{Kd*Qyi%%L, wenndl> positiv ist.
Bel abnehmender Frequenz ( Ato <0 ) #ndern sich die Vorzeichen von
v, und v, Trégt man S(v) gegen C(v) in kartesischen Koordinaten auf,

so erhdlt man die Cornu'sche Spirale (Figur 2)

;l‘(.l i 2:

r\
Vi)

- 14 -
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Der Kurvenparameter v ist die vom Nullpunkt aus gemessene Bogenlidnge
der Spirale. Gleichung (23) 1&B8+% sich mit Hilfe von Gleichung (24)

auch in der Form schreiben

-SRI o)t [p ead-d - o S5 Ut »9] (26)

mit dem Abstand

T(ve ov) = V[ C(v) - C(vc tL9) - S]®
der Punkte (v) und (v,) in der [C(v), S(vi]mEbene und dem Winkel

X = (Vo »v) - arc iq g?:}:g?;))

der Verbindungsgeraden dieser beiden Punkte gegen die C(v)—Achse.

v und v hdngen nach den Gleichungen (24a) von der laufenden Um-

laufzahl k und der Resonanzumlaufzahl ko ab.

Liegen die Punkte (v ) und (v) im mittleren Teil der Spirale, der
angendhert linear verlauft, so geht die Amplltudeyg—i—"r(v '?‘0

iber in

K‘%—- Tlve 7v) = {v -vo)

und die Phase X ist praktisch null. Ea ist aber
k)
ﬂéggg- (v-v,) = k-4

und Gleichung (26) geht in den Resonanzterm von Gleichung (12) iiber.

Piir das spezielle Beispiel

Koalo , 4 AW A .
g o T we (dhoken Y

und k = ko ergibt sich der Amplitudenfaktor h{in* 32 statt des
Faktors k - 1 = 39, den man fiir den Resonanzfall konstanter Frequenz

erhdlt. Pir gréBere Umlaufzahlen ko nimmt die Abweichung stark zu.

Z.B. erhdlt man fitr Xaf® .o, 4p . Ao (d.n. ¥ = 200)
und k = ko dem Amplitudenfaktor & T = 614 statt des Faktors

k -1 = 199 filr konstante Frequenz.

F. Brasse

K.G. Bteffen
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