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Summary

This paper gives a coherent survey of the differential and
integral cross gections for bremsstrahlung and pair produc-
ti-n at high energies. The formulas given can be used for
escimating the thin target spectra from high energy accele-
rators and provide basic data for analyzing the thick tar-
get spectra and the development of cascade showers. The cross
sections are given in three steps of approximation:

1. Born épproximation for a pure Coulomb field

At high energies the Coulomb field is a poor approximation
because screening always must be taken into account. More-
over, for heavy elements the Born approximation is not very
reliable, and Coulomb corrections become important. The for-
mulas of this section are of no use for applications but

sorve as a starting point of the corrections given in sections
2 and 3.

2. Screening corrections

The screening effect of the atomic electrons was treated nume-
rically by Bethe and Heitler using the tabulated form factor
of the Thomas-~Fermi atomic model. The integrations over the
emigsion angles yileld simple analytiéal formulas in the limi-
ting cases of "no gsoreening" and "complete sereening" only. In
between, for t{ntermediate screening", the cross sections for
bremsstrahlung and pair production are written in terms of the
functions ¢,( ¥ ), $-(¢), and ¢( ¢ ) which are presented



graphically. As to the crosg sections differential in energy
and one of the emigsion angles, no formulas at all can be

given.

For bremsstrahlung analytical calculations were carried out
by Schiff using an approximate "exponential screening potential"

3, .
V#H) = - 5 e“”"*, where 2¢ 1is an adjusted parameter. For most

”L
purposes Schiff's formulas are sufficiently accurate. The cross
section differential in photon energy and angle is relatively
simple and has been used extensively for estimating the thin

target spectrum shape.

-

In Schiff's paper the formulas are quoted without derivation.
In this paper a derivation suggested by 0Olsen and Maximon is
used in which screening appears as a correction to the cross
section for a pure Coulomb field. The formulation is extended

to pair production.

Moreover, Schiff's exponential screening form factor is genera-
lized by introducing a second parameter which gives full agree-
ment with the Bethe-Heitler formulas,

5. Coulomb corrections

The Coulomb corrections were calculated in a series of papers
by Bethe, Maximon, Olsen et al. by replacing the plane waves

of the Born approximation by Sommerfeld-Maue wave functions.

In contrast to the Born approximation there are egsential
differences between the differential cross sections for brems-
strahlung and pair production. These are due to the asymptotic
behavior of the wave funtions., Por bremsstrahlung, the small
monentum transfers to the nucleus are modified by Coulomb cor-
rections, while in the case of pair production the large momen-—

tum transfers are modified.



As screening @ffects small momentum transfers in either case,
screening and Coulomb corrections can be dealt with separately
in pair production. As to bremsstrahlung, both corrections
must be taken into account simultaneously, and the outcome is
a rather complicated formula. Fortunately, this applies only
to the differential cross section. After integration over the
electron emission angle, screening and Coulomb corrections are
independent for bremsstrahlung also. Furthermore, the corres-
pondence between bremsstrahlung and pair production cross

gsections is reestablished.

For bremsstrahlung the integration of the differential cross
section is straightforward. In pair production, however, the
momentum transfer distribution cannot be handled without appro-
ximations. This requires separate integrations over small and
large momentum transfers. The result is completely analogous

to the corresponding bremsstrahlung cross section. The final
formulas given in this section contain both screening and

Coulomb corrections.

Finally, a correction must be applied for the bremsstrahlung
and pair production processes which occur in the field of the
atomic electrons. The exact treatment of these processes is of
outstanding complexity. As to the differential cross sectiong,
only rough estimates exist, and the formulas are guite involved
and will not be given here. In the total cross gections the
effect of the atomic electrons can be included approximately

by replacing 72 by 2(Z + 1).

Conditions of validity

The Born approximation requires high enough energies, and the
Sommerfeld-Mauve wave functions are suited for extreme relati-
vistic energies only; therefore we assume throughout this paper



E, B,k » mnc?
k , ET’ E2 P mc2 for pair production.

for bremsstrahlung,

At high energies the average emission angles are extremely
small, and the small angle approximation is used. The contribu-
tions from large angles to the integral cross sections can be
neglected, but the differential cross gections are not valid

for angles > 59,
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1. Wirkungsquerschnitte in Bornscheﬁa’b&&ung

a) Bremsstrahlung }

nY Esu.'l’_;
o j.:!p %, Cunede R
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Muapuln F, | Bumode

Es gelten der Energie- und der Impulssatz

S

(12.1) k= E-E,  gep-p-k.

e
%4 ist der ans Atom lbertragene RileckstoBimpuls. Das Atom wird
als unendlich schwer angenommen, so daB es keine kinetische

*
Energie aufnimmt ).

- —=p
¢ sei der Winkel zwischen den Ebenen (-15)(;, k) und (-IT, k).
Dann ist
oy = O cen @ +hiu@.),in@ce¢é,

oU?.P = him @d@d4i , oUz‘& -f'v?,Tbj»@.dGQ.

Einheiten: Es wird m = ¢ = £ = 1 gesetzt, d. h. es wird gemessen

Energie in me® = 0,511 MeV, Impuls in mc = 0,511 MeV/c,

" Lénge in L, = B /mec = 3,86 - 107" enm.

*¥) Auch bel endlicher Masse des Atoms, M < oo, kann die mit dem
RiickstoB iibertragene Energie in sehr guter Ndherung vernach-
ldssigt werden. GroBenordnungsmifig ist Evins q2/2M. Wie noch
gezeigt wird, ist q = 1, MitM«1840.Atomgewicht wird Ekin <& | <=
Eg»
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist (Bethe-Heitler-Formel)

(1a.2)

¢ de [A-F(a, )%
4% R,@,.@,é ‘m% R q,‘* CUZPO!R&

01 'H-l@. 2, "o@ _
(Ei; ‘ceo ot (% -q*) v £ (hEF-a*)

L. rim OubinOcon b (HEE -qh+ 28%) - 28 *(plain0, + Pin0) ?
(FomPocer @Y(K ~ p oo ©) '

— 2,3
Dabei ist ¢ = 5%5%— y £ = Kernladungszahl, r = klassischer

Elektronenradius = 2,82

‘IO_13 em und =

(1a.3) c&gr Pf.}f"h&"- 2p RO+ .kaceo@ - Qf,{o(cm@,w@ﬂ,in@,biu@ (‘&’43)

Der Atomformfaktor F{q,Z) beriicksichtigt die Abschirmung durch
die Elektronenhiille. Wir lassen die Abschirmung zunidchst weg:

F(Q:Z) = 0.
Die Bornsche Ndherung setzt voraus, daB

vk v 2
A, =2%
mvp, < g

(1a.4)

ist (8 = v/c = p/E). Bei schweren Atomen ist diese PForderung nicht
erfiillt (fiir Blei ist 2¥2 - 3,8); hier mus die Coulomb-Korrektur

v
A
berlicksichtigt werden,

Flir extrem relativistische Anfangsenergien ist Bocc 1. Nach (1a.4)
darf auch 8 nicht allzu klein werden. Dies ist der PFall, wenn das
Lichtgquant nahezu die ganze kinetische Energie deg Elektrons
ibernimmt. Wir setzen EO > E 1 voraus. Alle im folgenden ange-
gebenen Gleichungen gelten nicht an der hochenergetischen Kante
des Spektrums, wo E -+ 1 geht.



Ndherung fiir hohe Energien

Bei hohen Energien gehen Elektron und Lichtquant nahezu in
Vorwirtsrichtung; die mittleren Winkel &,und ® gind von der

GroBenordnung 1/EO.

Mit
4 . - A
gieplih,  prEVi-F = EC-{E))

2
Mn®@ = 6 ch@z,‘—‘%, E-fcn@xzdé__(Ar*_E.z@z)

und Vernachlidssligung des q2 *) in den (.....) wird die {“"'%
in 61, (1a.2)

f§ - A6 E,,zEQ' PRI Elot ]

-+
(A+ EZoM*  (4+Fi0Y)?
_eEE IE,EO,@cond (LEE +KY) - &2 (Elots E*OY)
* (A+ EFOMND(A+£20%)

Wir fihren folgende Abkiirzungen ein:

- ¥ )
E,©, = &, Fo=®, O = MPE 2,
(1a.5) A A < = A
A+,u"‘-“§') A+,u"-‘ﬂz’ ofnT=")
£ . ¢ dcesa 0
“_: ) Eo )
Hiermit wird, wenn wir noch 2E E + k2 =K 2 + E2 und k2 = (B -E)2
0 o 0

einsetzen,

d2 2 Sk mduwdvdd
g0 T T R q ¢

§ 28 (atgte oig®) - §2 (a6 e) avcond - Gm () {-

(‘ta.6)‘

%) Wie noch gezeigt wird, ist q = 0(1) und kann neben E,E > 1
vernachlidssigt werden. 3
yr -3

**) Fir groBe u ist nach Gl. (1a.6) d8~———,§—-g,u . Dasselbe gilt
fir v. Obwohl u < EOT , v< E¥ sein muB, kann bis u,v & <0
integriert werden; denn nur u,v = 0(1) liefern wesentliche
Beitrdge zu d& . Vergl. hierzu Fig. 5 und 6.

x%%) Es kann nur die kinetische Energie des Elektrons ausgestrahlt

werden: 1< E = E, .



Wir zerlegen den RiickstoBimpuls H‘ in

<+ -3 2
=9, *+%p ,- n

Komponente in k-Richtung
Komponente senkrecht zur k-Richtung

Es ist
o}:‘ - 49,“55;-‘9. + P"M'u%@.-— Lo, p 4im O in© coo $
e Mot~ Juvcend,
(1a.7) c Gy = P @, - pen @ - R

Avudt  Aent  Eg-En
T TR, FY3 2EE g7

)

= 0(4&) = A,

£
$2Q i =Gy = PR > AE.E

Fir ¢ 4 © ist mit u,v = 0(1) auch q, = 0(1). Wegen q, = O(E)dtd
kann dann qzz qf gesetzt werden. Pir ¢w O und u = v w1rd
q‘_ = O, In diesem Fall ist wegen
E.g-Fu d
Y~ 35z = e
o‘:%”? gl?
so dafl fUr beide PFHlle die Gleichung

¥ ) 4
(1a.8) ‘& ] gf +—;‘-,-?—

gilt.

- Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Zur Integration fiihren wir statt ¢ die Variable R ein”:

(1a.9) g uv o = gwy-—zgnp_nﬁ.
Es ist

— A . _$7
(1a.10) A= 7 , el
Mit ‘

Y-t + 22 (547 ~252) -~ 2°
1) Olsen und Maximon, Phys. Rev. 114, 887 (1959).




und {1a.10) wird

(1a.11)  d8gema = 4 dk fﬁ(he‘-)-ze(g__-___g)*] dg oty dR |
1$:7) % R (€4*2)£YCC§~@)*+22(§+7-2§@)..Qf

Fir ¢ =0 und ¢=7v ist -;%:—O . Dies liefert die Integrations-

grenzen fir @ :

Qpo = L2 (§,2) = §+P~287 ¥ 2Y¢A-§Yp(A-7) .

Fir 7€ ¢ £ 27 wird das Intervall @, 4= @, noch einmal
durchlaufen. Wir beschrinken ¢ auf o= ¢ =T und miissen dann
das Integral.verdoppeln; dies ist in dem Faktor 4 in Gl. (1a.11)
bereits beriicksichtigt.

Wir integrieren iiber alle Richtungen des abgebremsten Blekirons,
u. z. zuerst iiber s , dann iber Q . Die Grengen fiir # sind

Ya= Tua(§R) = §+R0-28) FAYRU-D G-,

o —op)%d
In (1a.11) treten die Integrale u,-QT,_% una 4, ~ QG204

auf. Es ist

De, m m 4
2 "dy "EY(TE Y g
Sm -enr e ()5

Cu:o
Dies liefert

K o-¥ K, = 792{23(1—@)+2[A—6'§(4*E)]§

A
und

4 d2d
(10.12) d2 g = 23 42 fRL4ve" hegiog] - 262" [i-coei-pl§ e

Die Integration ilber 2, ozs4s A , LHBY sich leicht ausfiihren.
Wir wollen aber an dieser Stelle noch weitere (hier unndtige und
erst fir die spdtere Behandlung der Coulomb-Korrektur niitzliche)
Variable x und y einfiihren:

84 - Si h‘l 2 f/‘
L P ?nza*“<‘ﬁ)’ SEYEL

'an—ya(%ﬁ)’t, o= x 5 41-8%

(1a.13)

o) Grébner-Hofreiter, Integraltafel, II. Teil, 2. Aufl., S. 93.
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RdR woly

= ird
(8%+ )* A—x wir

Mit

7 ok N
(12.18) dag = 24 9 f1ve hepomp - 289X [1 Goou-g{ Xde de.

Es ist
. T A-c?'z J_sa
1
(1a.15) S) :‘_"_’; = -—,(’e%(/c—x)-)(‘e = -ﬁﬂcg - A
und dR .
2 2, A A-8
(1a.16) é‘ o-(%;-,-g-r = 82{290%(A—x)+x—m§‘° z/{)

wobei in (1a.15) ein Glied O(S?) und in (1a.16) Glieder O ($%4snd)
und O(8*) vernachlissigt sind. Hiermit erh#lt man

(1a.17) da,ﬁ - .9.; %-{JCEg(/_?) _ (A+£)4_p+£2_ 4":?(“'?)]9‘3‘34?0,? '
Mit dem u von 61, (1a.5) kann dies als
(1a.18) dzh,n = 4?%—5‘168 E-t”-t_ (J*E)Q—Pi-é‘ 2 48?2#4]Pogaz?§£;udu

geschrieben werden, in Ubereinstimmung mit einer von Sommerfeld3)

angegebenen Gleichung.

Die Integration iiber die Richtungen des Lichtquant in (12.17)
ergibt mit Qg(-pPdg=4
o

(1a2.19) dak = Qg%(uez-%s)(- 90334—1).

3) Atombau und Spektrallinien, Band II. S. 551.

- 11 =
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Gesamter Strahlungsverlust

ol ®
Wegen dgﬁ-v-jg— divergiert das Integral Qdak an der unteren

Grenze k = 0. Diese "Infrarot-Divergenz" igt eine Polge des bel
der Berechnung des Wirkungsquerschnitts benutzten Naherungsver—
fahrens (Iterationsldsung der S-.Matrix, wobel nur die Glieder
niedrigster Ordnung mitgenommen und die Strahlungskorrekturen
vernachléssigt werden); sie vergchwindet bei der Beriicksichtigung

hbherer Ndherungen.

Die mit dem Auftreten unendlich vieler Quanten der Energie k-» 0
verbundenen Schwierigkeiten werden vermieden, wenn man den Strah-

lungsverlust

4 C 9EE 4
(1a.20)  ddy = Zd2p = _E%(J+sa-%e)§9o%_—§—-.z§olk
bildet. Mit k¥ = E_(1 - € ) wird
A
4)5,*“.: Wb Q(Me —-—E){fo% = gde
A[Es

Die untere Grenze 1/E_ kann gleich Wull gesetzt werden; dies
liefert einen Fehler 63(31%52) Die Integration ergibt dann

(1a.21) ¢gp. = #‘;{fc’%zi:‘_%g.

- 12 -



- 12 -

b} Paarerzeugung

Resilrou
> —
¢ - Quoned Raaputs p, Eumagie £,

hmv'u!?b ]‘:, B‘mah;'o. )

E0e o) Ao
Hw:(mﬂ» ‘ﬁd 8&‘-(11'0 £,

Die Behandluhg der Bremsstrahlung 188% sich fast wortlich auf
die Paarerzeugung libertragen. Energie- und Impulssatz lauten

~ N

(1b.1) R= E +E, §=%-p Fo-

| -~ -
¢ sei der Winkel zwischen den Ebenen (57, k) und (5;, k).
Bs ist

con = coo@,‘m@& + )MIM@A )u‘,u@&Qh é,

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist

_ 2
7 dEx  [A- F(atd]
(1b.,2) dgsneg,@,,ﬁ ST &23 : g 2,4

A‘tbﬁ‘ﬂleﬂ
(EA- PAC” QA)Q'

. ‘
/PJ.& ham @& (#_EA-I_ q-l-)

L g2
(hi-9) CAY S

2 r‘ r"}h‘lﬂ @ADA‘MQ&C” 4) (HEAEJ,"'%;".Zh;) - Qka(ffb,'g‘-@di- r:},ﬁ‘u"e'z.) }
(Fa= pacor @) (Fum 007 D)

mit coulte)

(19.3) &' Ko ple b - hpycm E1- LRp. O, + & fip (e Gpe Oy e 2in B, bin Sycos §)
ATk

A%R (3.4.&
folgenden stets E; > 1 und E2 =>1 an.

Die Bornsche” Ndherung setzt < A voraus. Wir nehmen in}

- 13 -
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Ndherung fiir hohe Energien

Fir hohe Energien sind die mittleren Winkel @4 = o (%,) .

Mit denselben Nidherungen wie bel der Bremsstrahlung und den
Abkiirzungen

EA@ = M Eﬂ,@&g a)/,/, o= M,D = oc)
A < A
(1b.4) A{-Mal ?, W"?) O % %ll? = J
Ee_ y A x5 kA
EA ) R-A

wird (die Abschirmung ist weggelassemn: F{(q,2) = 0)

2é& EJSdE, udu wolo ol
iy &3 q'i'

{.‘Zd(hg + %) g/p[i(u.ﬁ)umcm{a + (A4 (e )]?
Die RiickstoBimpulse sind ( + = senkrecht zur k-Richtung,
%z = in k-Richtung)

(1b.5)

91_ ﬂ‘bm @ +,ﬂ'b.m @ +Qf‘f&)nm@ bm@‘.ethcf:
2 TIPS I Qumwd)
(1b.6) Gy = R = R o8- £,00° D

Avul At EijtEam
2E, | 2k, ZREY 0 (

v %‘:* g~
8 E QMM,:-QHM = R~ fn P-t 1‘&%‘; ’O(E,‘;) <« A

Bntsprechend wie bel der Bremsstrahlung kann stets

(1b.7) 4’ =gt 4 &

——

§

gesetzt werden.

Integration des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Statt 4 wird durch

(1b.8) —Q?f'zﬂn}wciln?.e-f?_gg,}?..;g
die Variable @ eingefiinrt. Wie bei der Bremsstrahlung ist
* 4 . 2

- 14 =
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Die weitere Rechnung verliuft genau wie in 1a. Zunidchst erhilt

mnan
(15.10) d& 2 4o grdE, [0+« + 22 G-2)] dpdpa?
. . ke |
MET AT 8 BN gy aatyer-2g) - 2

Diese Gleichung ist von derselben Form wie (1a.11); der einzige
wesentliche Unterschied ist das Pluszeichen in der [.....]. Zur
Integration gehen wir wie in (1a.13) zu

3t )
(10.11) Y= g ?’?‘1‘ (3”) X = A—y = —%-L-)

iiber und erhalten schliefllich

(1b.12) JZEAn-?.é E"o'k‘ (A4« +-¢)(-f.%82 A).

Totaler Wirkungsquerschniti

Zur Integration iber E1 setzen wir £,= 8&, %g ES ﬁ‘%{_ .

Mit & =22 ergibt sich aus Gl. (1b.12)

d2 = #d (i-%e+Le) [Rogairme@-e)- d2de.

Wir integrieren liber O % €% A und erhalten

- ud. K A08
(1b.13) 2= 4 3{90%-2_.@ Y

- 15 -
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2. Abschirmung

Thonas—Fermi-Aton

Bei Beriicksichtigung der Elektronenhiille ist die potentielle

Energie eines Elektrons im Feld des Atoms

2 e 2 e(4) ) ke?
V(,+)=——T+e ?Tﬁd% = - y

(2.1) ¢
dabei ist €@(#’) die mittlere Dichteverteilung der Elektronen-

hiille.
Die PFunktion @¥(t+) kann am einfachsten (aber nicht sehr genau)

berechnet werden mit Hilfe des Thomas—Fermi—Modells*). Beim

neutralen Atom erh#lt man fiir ¢ die Differentialgleichung

3
die P2
(2.2) dxt ~

mit den Randbedingungen

(2.3) @) =A,

Dabei ist

#.-CQX

(2.4)
——
- 3/ 971
M= WA, Y
1 q, - &
etzteres wegen A, = ———= 1.

4)

(P()\'o) = O "
W(xe) = § o x> oo

424

Q/F }

Eine analytische Ldsung der nichtlinearen Differentialgleichung
(2.2) mit den Randbedingungen (2.3) ist nicht mdglich.

*) Genauer, aber ziemlich umsténdlich ist die Hartree'sche Methode
des self-consistent field. Bei der Hartree'schen Methode muf der
Atomformfaktor fiir jedes % numerisch berechnet werden, wdhrend
gich bei der Verwendung von Ndherungsldsungen der Thomas-Fermi~
Gleichung die Wirkungsquerschnitte in analytischer Form angeben
lassen. Der Unterschied ist nur bel kleinem Z wesentlich,

4) siehe Gombas, Statistische Behandlung des Atoms, Handbuch der

Physik, Band XXXVI.

- 16 -
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Die Entwicklung der LOsung am Nullpunkt lautet5)

¥ _ 8 g, xa a a2 g4
@O0 = A-Bx +3X --5-_-Bx +EXT + 8 453"'

A_ a3y, %2, ,4 34 ¥y, e
+(3.T;'+a,b:.3)x msB - (rees B A056 %) x ™% 4.

Die Steigung der Anfangstangente ist

(2.5)

(2.6) W0y m =B = - A5920H0IHL .

Mit (2.5) und (2.6) kann die Gl, (2.2) als Anfangswertaufgabe
numerisch geltst werden: ©(x) und ¢’(x) sind fiir 0 £X<<A bekannt,

Wir verwenden statt der exakten numerischen Losung Niherungsaus-
driicke fir (%) . Eine rohe Ndherung ist die exponentielle Ab-

schirmung
(2.7) w(x) =

- X

Der Parameter ¢ kann nach dem Ritzschen Variationsverfahren be-
stimmt werden; dies liefert ’X*-—--/H‘ = 0,330 6)
folgenden %€= 1,09 setzen (siehe Gl. (2a.10)}.

. Wir werden in

Von Moliére7) wurde die Thomas-FPermi~Funktion durch

-6 — A% - 03X
(2.8) i) = 04 e " & 0,55¢ 2 +035e !
approximiert; der Fehler in © €% % @ ist kleiner als 0,002,

]

l Atomformfaktor

In Bornscher N#&herung wird der Wirkungsquerschnitt fiir Bremsstrah-
lung und Paarerzeugung durch das Matrixelement

(2.9) M = S)V(ff)ei'q‘?dr

bestimmt. Mit dem Y(#) von ¢1l. (2.1) wird

» 2
(2.10) M=-2rke* Y?(-r)d*d&g\ek e MipddP = - 47l2e

Q Pee) Mmg s o,

5) Baker, Phys. Rev. 36, 630 (1930).

6) Flilgge-Marschall, Rechenmethoden der Quantentheorie,
2. Aufl,, S. 262.

7) Z. Naturforschung 2a, 133 (1947). 17 -



- 17 -

Piir die exponentielle Abschirmung (2.7) ergibt sich

_mufbc“ q%

Y - .
g (2;';)'2'{- q?

Dies liefert den PFaktor

)22, '3 2
Wi 22 [4-Fa ]
in den G1. (1a.2) und {(1b.2); fir die exponentielle Abschirmung
ist
& —7
2 % o 3%
2.11 A-FQR)| = ——0 = .
(o) [FamT - ol b=

F(q,Z) heiBit Atomformfaktor. Fir ®>o0 (reines Coulombfeld) wird
F(q,2) = 0, und man erhdlt die in Abschnitt 1 angegebenen Wir-

kungsquerschnitte.

StoBBparameter

Der dem Teilchenbild entnommene Begriff StoBparameter hat in

einer quantentheoretischen Rechnung zunéchst kXeine Bedeutung;

denn in ¢l. (2.9) ist das Elektron durch ebene Wellen beschrie-
ben, und es wird iiber alle StoBparameter gemittelt, Man kann

aber fragen, welche r in Gl. (2.10) den Hauptbeitrag liefern.

Diese r sind von der GroBenordnung r = %. Fiir kleinere r sind die
Beitrdge klein, weil sin qr klein ist. Fir groBere r geht @) >0 ,
und sin qr oszilliert. b = % kann also als StoBparameter gedeutet
werden: Prozesse, bei denen der Impuls q Ubertragen wird, finden
im wesentlichen im Abstand b vom Kern statt.

Wir diskutieren die Verh#ltnisse bei der Bremsstirahlung; fir die

Paarerzeugung gilt entsprechendes. Der kleinste Inpuls, der aus

Atom Ubertragen werden kann, ist g = é’. Dies bedeutet: Stofl-

min
parameter, die grofler sind als
ﬂ - —-——-—-—-A = i- - .’LE‘E
st G pina § R

tragen nichts zur Ausstrahlung beil. Purch die Abschirmung kann
der Bereich b <:bmax noch weiter eingeschrénkt werden.

- 18 =
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Wir bezeichnen als Atomradius a einen Abstand vom Kern, in dem
die potentielle Energie V(r) = be ®(*) nahezu auf Null abge-
fallen ist. Die Elektronenhiille 11egt dann im Gebiet r £ a und
schirmt das Kernfeld fiir r =~ a teilweise, fiir r > a vollsténdig
ab. Wenn aber V(r) = 0 ist, findet keine Ausstrahlung statt. In-
folge der Abschirmung tragen StoBparameter, die sehr grofl gegen

a sind, nichts zur Ausstrahlung bei.

Man unterscheidet die Fdlle

1.) bmax<z'a: keine Abschirmung. Die Elektronenhiille
hat keinen Einfluf auf die Ausstrahlung, und es
gelten die in Abschnitt 1 angegebenen Formeln. Mit
wachsendem E | wird bmax und damit auch der VWirkungs-

gquerschnitt groBer.

2.) b .. ™ at teilweise Abschirmung.

3.) b oy > al vollstdndige Abschirmung. Mit wachsendem
Eo wird zwar bmax groBer, aber die neu hinzukommenden
Stofparameter sind vollstdndig abgeschirmt, so daB
gich der Wirkungsquerschnitt nicht mehr &ndert.

Beim Thomas-Fermi-Atom ist der Atomradius a ~ u =~ 43# H

fir »x=A ist nach Gl. (2.7) %(x) auf den e~ten Teil abgefal~

len, und ®x =4 bedeutet r =% ' -’%:: . Die Abschirmung ist

denn

also nur von Einfluf8 fiir

in
(2.12) q % A‘,’; << A,
" . 3 o
Fiir vollstdndige Abschirmung, q << =57 erhdlt man die richtige

A

Grofenordnung fiir den Wirkungsquerschnitt, wenn man 4=

A A8k 2 % e
durch o« = — ersetzt., Das - log S in ¢1. (1a.19) ist dann
zu ersetzen durch 2 log iSh . Die exakte Rechnung flir das Thomas~

Fermi-Atom liefert bel vollsténdiger AbschirmungS)

(2.13) dd g = . d {(A-re ---e) Roca',:j_a, f—;.

8) Bethe, Proc., Cambridge Phil. Soc. 30, 524 (1934); Gl. (54).

- 19 -
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Wirkungsquerschnitte

a) Bremsstrahlung

Da die Abschirmung nur fir g << 1 von EinfluB ist, kann sie nach-
trdglich als Korrektur berechnet werden. Die in G1. (1a.11) zu
addierende Abschirmungskorrektur ist

Waat. - 2
(2a.1) 92502 = § (- F@]* - 450205 4,2

Dabei kann

(2a.2) ENEOIN ~ [4- "( ]

2

gesetzt werden. Zunichst ist némlich nach Gl. (12.13) q’= %Y
Aus 1 > q2 > q%_ £ u2 + v2 - 2uv cos¢ folgt dann §=7 vergl.

hierzu die Herleitung von Gl. (1a.8).

Die %@ -Integration in (22.1) wird durch den Faktor (2a.2) nicht
berithrt, und man erhdlt

Mewt.
Aopgy = § [4- Fa*-4§d8s,x

mit o3 R,§,x aus Gl. (1a.14)., Der PFaktor {[A-F@.)]"—-A? ist nur
fiir q jf 1 wesentlich von Null verschieden. Nach Gl. (12.13) ist
dann ‘f_x = §q4. <4 , und das Glied mit A__’; liefert keinen
wesentlichen Beltrag zu dznx' , Die zu G1. (1a.14) zu addierende

Abschirmungskorrektur ist also

(2a.3) d%k.“ - 9.4) ok [,{+s,’*_l&e§(,4 g)]dg {[4 Feay] - Ag xdx '

Bei der Integration iiber x wird

i-82 (3
(2a.4) (—) ?{D F*- 4% XX xde _ g ?{[4 Frao] - A}Q
S/E
Die obere Grenze des q—Integrals ist -‘%— 2 1; sie kann gleich oo
gesetzt werden, weil.f[l FC&i] ‘4? fiir q & 1 praktisch gleich Rull

ist.

- 20 -
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Addition der Abschirmungskorrektur zu {(1a.17) ergibt
(2a.5)d8y = ai?ikﬂif,fcega—g)-.(m)*_ [44€% heg@a-)] [ 90q8°- f;(——‘g-)]; og.

Die nachtrégliche Berechnung der Abschirmunaskorrektur unter
Benutzung von §#% stammt von Olsen und Maximon1 . Unser k(;_)
unterscheidet sich von dem bei Olsen und Maximon definierten
#(é?)um den Paktor 2.

2
Fiir die exponentielle Abschirmung wird mit dem [AﬂFTQXI von
¢Gl. (2.11)

(2a.6) ’?(-%) =-'9°%(4+?;:’

Hiermit wird aus Gl. (2a.5)

(2a.7) dam - 24 %—{JGE?(J-g)-(Ha)" +[Ared heg(r-5)] fog HCg)gdg )

wobei
2, YE oA

ist. Mit u als Variable lautet (2a.7)
(2a.9) 034, = hé %%GSEQA‘- (A+ed* + [A+&%- hegiu?|doy Hfg)gg ndu

Diese Gleichung wurde von Schiffg) angegeben; er setzt

A23
(2a.10) d=-_7é—-=/f/ld

Dies entspricht einem %¢ = 1,09, Die von Schiff geforderte Bedin-
g
gung M = E, O, % z’: fiir den Emissionswinkel ist nicht notwen-

dig.

Bei der f -Integration in (2a.7) treten die Integrale

(toq (> dg = Rog MAY - 2 axcla s + 2

und

A
an-g)p,%ﬂcg)dg = & loo HCA) - ﬁ: foo, (A+42) — 3—%-3- arcly & + g% v

9) Phys. Rev. 83, 252 (1951). - 21 -
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auf; dabei ist
3

E‘ .
3C

(22.11) pastptagionen, e L

Hiermit wird

(2a.12) dog =24 d_:{(ns“-%e)[f.% Moy - % ordy b + 4]

Yea- ok
el e Koy % 475

Diese Gleichung stammt ebenfalls von Schiffg). Der Summand E[ﬁn]
igt fiir b = o6 gleich %§ , fH11lt mit abnehmendem b monoton und
kann fiir b < 3 weggelassen werden., Fir b => 0 (keine Abschirmung) -
geht (2a.12) in G1l. {1a.19) lber. Fiir vollsténdige Abschirmung,
b > 1, wird ;
-
A2y < #5 B fGuet-2e3 by T+ £4.
Der Vergleich mit (2.13) liefert den von Schiff angegebenen C-Wert
(2a.10). Die Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) geben die exakten
Wirkungsquerschnitte fiir das Thomas-Fermi-Atom bei keiner Abschir-
mung und bei vollstidndiger Abschirmung. Bei teilweiser Abschirmung
sind die durch (2a.12) gégebenen Werte filr die Frequenzverteilung
zu grofi; der Fehler betridgt in ungﬁnstﬁgen Fdllen (beil groBem 2)
bis zu 4 %.

7ur Verbesserung der Schiff-Formeln wurde von Olsen und Maximon
statt der exponentiellen Abschirmung (2.7) die Moliédrsche Ndherung
(2.8) bvenutzt, sieheq), ¢l. (6.31) und (8.15). Dies ergibt Formeln,

die genau die Werte der Rechnung von Bethe und Heitler liefern,
aber sehr unhandlich sind.

Eine einfache Formel, die in guter NBherung die Bethe-Heitler-Werte
liefert, erh#lt man, wenn man nicht ¥(x), sondern [:4- F(q,)]"durch ge-
eignete Ndherungen approximiert. Eine solche Nidherung ist

2 &

(28.13) [1-Fl® = 4 = —3

LmA ((’ia"" q")a‘
mit
xR

(2a.14) % =058, ®, =23, f= 24

19) Proc. Roy. Soc. A 146, 8% (1934). - 22 -
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Der Ansatz (2a.13) ist eine Erweiterung von (2.11), so daB die
Schiff-Formeln ibernommen werden konnen. Die 442 wurden durch
Probieren gefunden. {x) ergibt sich aus (2a.13) durch Pourier-
umkehr (siehe Gl. (2.10)) zu

o0
2 A& Y
P00 = = g)'l/-z‘f; x'-.;cu*)"' rim wx e,

In den Pig. 1 und 2 sind (x) und [4- F‘(‘})]Q nach G¢l. (2a.13)
im Vergleich mit der exakten Thomas-Permi-Kurve und der Schiff-

schen N&Zherung angegeben,

Mit dem Atomformfaktor (2a.13) wird
(2a.15)d3,, = 4_$£l:g_ {Acegﬂu‘» (A+€)* + Pi-e-‘l beg u‘] E’f"‘iﬂ (\E)'gg udu
mit

. o
(2a.16) H/.l(g) -3+ pgT, i ﬁ},-, y Cama33, C =536

Entsprechend ist die Gl. (2a.12) zu verallgemeinern. Das Resultat
kann in der Form

(2a,17) d3y = g%i\(’“ez)%*%ef&?
mit
4
¢ =2~ ”‘Qusrg - %{fo%(/(‘i-gf-)-t-éwsﬂa% .

(2a.18) ¥
@ = B——IHZa%J' = {(Ji- g¢)ﬂos(ﬁ+ﬂ")+ W%ﬂ,_ ?

geschrieben werden, Die Schiff-Formeln erh&dlt man, wenn man 01 =
62 = 111 setzt.

In der Schreibweise von Bethe und Heitler1o) ist

(22.19)  d2y = $ B IO G- hyh] -2 e [h0- L0 R]{

dabei ist

Aco & good

g = Ekl/—' £V

(2a2.20)
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Keine Abschirmung bedeutet ¢ >~ 1, vollstdndige Abschirmung ¥ = O.
Die Funktionen $Mff?) wurden von Bethe und Heitler numerisch berech-

net; sie sind :'Ln‘I in Kurvenform angegeben., Nach Butcher und

Messel11) koénnen sie approximiert werden durch
b.(¢) = 20,86% - huos ¢ + A5y’ )
() ] HO3 ¥ i ) 3 P“" 45 ok3s
(2a.21) b, ($) = 20,209 - 2,625 ¢ - 0453 ¢*
@) = c[)a(g) = 3,80 - K 184 ,(’e%(g +0,695) .V.- ¢ > %35,

Aus den Gl. (2a.,17-20) folgt

200

ba (0 = Buat 4R, L=,
.,‘H?o%c? w ki fog 200 - U fooy ¢ - % 9,3)2-_

Hiermit 148t sich die Genauigkeit der angegebenen Ndherung ver-—
gleichen:

¢ o o 0826 Al Ae5 2 3 5

@“Bethe und Heitler*) 20,84 49,28 Ag00 A% 02 4622 64 - -
Butcher und Messel 20,9¢ 4949 Ados Ao  Aea3  A565  AR3% A2 52

nach Gl. (2a.18) 20,22 A3a5  Arag Mok 4625 A5,69 A%39 4,52
Schiff 20,83 ASS5% A8,36 AMUF eS¢ 453 A4S9 420k
$,Butcher und Messel | 2924 43,43 4805 Mo 1623 Ases AR 4252
nach Gl. (2a.18) o5 ML %3S Mo A6 26 Asto At tO A58
Schiff 20,46 Aduy 4933 Ay 4664 600 A4E3 A2,6%

7ur Berechnung der Frequenzvertellung ist die Bethe-Heitler-Formel
(2a.19-21) beguemer als die Gl. (2a.17—18). Da es aber bel Bethe
und Heitler keine Formel fiir den auch im Photonwinkel differenti-
ellen Wirkungsquerschnitt gibt, mufl zur Berechnung von dé g x

die ¢l. (2a.15) benutzt werden.

11) Phys. Rev. 112, 2096 (1958) und Nuclear Physics 20, 15 (1960).

* ) giehe Olsen und Maximon1 , Tabelle II.
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Gesamter Strahlungsverlust

égk'= Q-E;deg kann aus (2a.19) berechnet werden, wenn man die
(Ed(*) von (1. (2a.21) einsetzt und ¥ als Integrationsvariable
benutzt. Dies liefert jedoch sehr lange Formeln, so daBl eine nume-

rische Integration bequemer ist.

Durch die Abschirmung wird insbesondere die Zahl der weichen Quan-—
ten stark reduziert. Nach Gl. (1a.20) divergiert dégk_ wegen des
log 2EF  fiyy k > 0. Diese Divergenz verschwindet infolge der
Abschirmung. PFir kX - 0 geht ¢ -» 0, und dies bedeutet vollstidndige
Abschirmung. Nach Gl. (2.13) ist dann d4§h‘- %i‘jgk endlich.

b) Paarerzeugung

Die Wirkungsquerschnitte fiir Bremsstrahlung (1a.11) und Paarer-
zeugung (1b.10) unterscheiden sich durch

dk EdE,
(2b.1) T"‘*‘Lgri , g —> - o,

Hiermit ergibt sich aus Gl. (1a.12)

4d4 dRd
deg, o= 08 B0 ol t by o] + R -Gy G-0)If SROE

Die weitere Rechnung verlauft genau wie bei der Bremssitrahlung.
Dié Schiff-Formeln (2a.9) und (2a.12) lauten

(2b.2) 0\3,:4 ) Jbag AGagut= (=) + [+ <P+ gﬂ,’-]p,a H(g)}‘fafxdu
mit -

A 2, et . e

HCD RO I Gl
und

(2b.3%) d%F‘ = Q$ f_ifd—:’-é‘-gow"'-r %—d)[ﬁe% M) - —gwoael%ﬂ. +/!]

H(2- 82
- d[é Ro%(/ua.*) + (”’3 ) o-\ol% m ]?

- 25 =



- 25 -

midt
3R
._4;._... Q/H-R."' s-—:—/—-
) S48, & s !
wobei jetzt natiirlich das 8 von ¢l. (1b.6) gemeint ist. Die nach
(2a.1%) verbesserten Formeln lassen sich mit (2b.1) leicht aus
den Bremsstrahlungsformeln entnehmen, so daB wir sie hier nicht

anzugeben brauchen.



%2. Coulomb-Korrektur

Statt durch ebene Wellen (= Bornsche Ndherung) wird das Elektron
beschrieben durch Wellenfunktionen vom Sommerfeld—Maue-Typ12’ 13):

(3.1) ql-ewkfz{—y%-(;ﬁ%“d)}ﬂ(?)i:'(%gi"3"4"*"‘?#)'

Dabei ist

>
of = fd4,dl,d3§ = Dirac-Operator
.
a(p)= Spinor fiir die ebene Welle
P = konfluente hypergeometrische Funktion
und
(3.2) a = %/137.

Mit der Wellenfunktion (3.1) wurden von Bethe und Maximon13)

die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir Bremsstrahlung und

Paarerzeugung berechnet. Die Integrationen wurden fiir die Paar-

erzeugung von Davies, Bethe und Maximon14), fiir die Bremsstrah-

15)

lung von Olsen und Maximon ausgefithrt.

Die Wellenfunktion {(3.1) liefert eine Entwickliung der Wirkungs-

querschnitte nach Potenzen von % = 7 g ok Wie bei der Bornschen

Nsherung ist also weiterhin 8 == 1, E > 1 vorausgesetzt, nur die
in (1a.4) geforderte Beschriénkung auf kleine 7 fH1lt weg. Die
Fehler sind hochstens = 1 %, wenn bei der Bremssirahlung

E > 50 MeV und bei der Paarerzeugung £, 5 > 50 MeV ist.
)]

a) Bremsstrahlung

Wir lassen die Abschirmung zun#dchst weg. Zur Berlicksichitigung
der Coulomb-Korrektur ist der Bethe-Heitler-Wirkungsgquerschnitt
(1a.2) mit dem PFaktor

12) siehe Rose, Relativistic Electron Theory, 3. 237.
13) Phys. Rev. 93, 768 (1954); zitiert als BM. )
14) Phys. Rev. 93, 788 (1954) ;zitiert als DBM.

15) Phys. Rev.114, 887 (1959); zitiert als OM.
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(32.1) R(x) = ) {V*(‘x)+a2y2ﬁ/z(x)?

hin w o

(siehe BM, G1l. (8.20)) zu multiplizieren. Dabei ist

AE"H‘ (a"), x= A-y = (2&)(31ehe ¢l. (1a.13))

Vix) = F(-4ia, Lm; A x) (F = hypergeometrische
Funktion)

(3a.2)

W(x) = g,—_%: F(A-ia, Avia; &, x).
Der Faktor (3a.1) gilt auch filr die Bremsstrahlung durch ein
Positron. Die Wellenfunktionen filir Elektron und Positron unter-
scheiden sich zwar durch das Vorzelchen im Parameter E%E der
konfluenten hypergeometrischen Funktion, in (3a.1) jedoch ver-
schwindet dieser Unterschied, wenn der Endzustand, wie voraus-

gesetzt, extrem relativistisch ist.

Die Funktionen V(x) und W(x) haben die Potenzreihenentwicklung

o0
P [> ]

B
(38.3) V(k)=%-1m7¥ ’ W(k)‘—‘g—f-‘“—-—xm

m=o mi(meAd

mit
2"0 = O, = /{
| A% oY (2%4+02) o 2, ad
(3a.4) G, = a¥(A%ab)(2¥+ad) o (-0t ) o s A,
¢ = CAteat)(a2402) o (mEra?)
v(x) konvergliert fir 0 € x = 1, W(x) fir 0 € x <1, Fir x o

konvergieren die Reihen (3&.3) sehr langsam; hier werden zweck-—
miBig die Entwicklungen

Ve Q‘uui'ﬂl{ zg |(MM)‘ f@n ‘Q“a(" x)](A x) ?

wede Bt = S [ o] ("

M=o

(%3a.5)

benutzt. Die Ca sind in (3a.4) angegeben. Fur ﬁ~ und ¢, gelten
Rekursionsformeln: :

*) siehe Erdélyi, Higher Transcendental Punctions, Ba. II, S. 110,
Gl. (12). Die dort angegebenen . und Y. lassen gich mit Hilfe
der Funktionalgleichung der q»—Funktlon und der Darstellung

¢y = — C + (- A)Zm y =0, 5kk3I5..

MERA
in die Form (3a.6) bringen.
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b= A= 280D, fo = = 240%)

P’ _ . (mtA) & (me2) 2(m+A)
Myp = @M (MaAYMeL)  (meAd2 4 ad

_ 2 2,Cm+A)
(3a.6) Sien = A N mr A (meAdE ¢ o

2]

R0m) = o : @ S et fgcamin - 47

=
s m{miead)  Arad T

A
= GQ; A 920206 '0.03G‘3a4+o‘oo g3a - o002 a +§
A+rad ;

oh

?(z) = EE; n~? pedeutet dabei die Riemannsche Zetafunktion.
‘Mﬂ

In Fig. 3 sind die Funktionen V(x) und W(x) fiir Blei, in PFig. 4
ist die Coulomb-Korrekturfunktion f£(z) angegeben.

Im allgemeinen ist Gy <« ¢ . Nach Gl. (3a.2) ist dann y << 1 und
x = 1, Pir x = 1 ist nach (3a.5)

(3a.7) Y(x) = din 7a , W) = ——@%i f&@(’z)i-ﬂe%yg-

T

Das yW(x) in (3a.1) ist dann O(ylogy) und kann vernachldsgsigt
werden. Mit R(x) = 1 ergibt sich der Wirkungsquerschniti von
Bethe-Heitler.

Abweichungen von der Bethe-Heitler-Formel treten auf fir q, = 0.
Damit ist x =~ 0, und der yirkungsquerschnitt ist kleiner als bei

Bethe-Heitler.

Fir q, = 0, q << 1 wird auch die Abschirmungskorrektur wesentlich.
Zur Berechnung des Wirkungsguerschnitts miissen Abschirmung und
Coulomb-Korrektur gleichzeitig berlicksichtigt werden; die Multi-
plikation mit dem Abschirmungsfaktor [1 - F(q)]2 ist nur in
Bornscher Niherung erlaubt. Die Rechnung von Olsen, Maximon und

Wergeland16) liefert folgendes Ergebnis:

16) Phys. Rev. 106, 27 (1957), Gl. (7b.13); zitiert als OMV.
Vergl. hierzu auch Koch und kotz, Rev. Mod. Phys. 31, 920
(1959), Formel 1CS.
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In der Bethe-Heitler-Formel (1a.2) ist [1 - F(qi]2 zu ersetzen
durch

y | %0 o0
=2 (ode X y2 b, oy) [4- FOlr T+ 4520 ]
(33.8) :B qf /g? ? A(?gl) g y4+q’z&. dy

upf:z,:a f’o"om) [4-Fo] dx?/-?»

wobel ho und HA Begselfunktionen sind. Zur Berechnung des Wir-
kungsquerschnitts ohne Abschirmung darf, wie in OMW diskutiert
wird, das P(x) nicht identisch gleich Null gesetzt werden.

Wir zeigen, daB B fiir a = o (nur Abschirmung, keine Coulomb-
Korrektur) in den Abschirmungstfaktor [R - E%q)]g, fiir P(q) = 0
(nur Coulomb-Korrektur, keine Abschirmung) in den Bethe-Maximon-
Fakior R(x) von Gl. (3a.1) iibergeht.

Tiir die exponentielle Abschirmung wird mit dem [H - F(q)] von
al. (2. 11)17)

Ko(ex) [4- FOO] o o
g ¢ EA oy = ?%%??Jre He (gP)

o

und
§rihuen - FOYRGD] 4 0 i S I A )

yE+ai +9x +Y
KO und K1 sind die modifizierten Besselfunktionen. Hiermit erhdlt

man

(32.9) B = q‘(ﬂ q'“) ] ??’1 (e3) Ki(37p*+a2) € g2ty I

Fir a > 0 ergibt sich mit'8)

[\ e
by(ea,) Hu(RFTRREI = el
?? A8, B +3, 0 d¢ Ateqt (F,a,“lg)
der Abschirmungsfaktor
q&
((52. -L)&.
17) Watson, Theory of Bessel Punctions, second edition, S. 425,
Gl. (5) und (4).
18) Watson, S. 410, Gl. (2) mit Kj(z) = K_1(z).

B > [U- Fa)]* =

- 30 -
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von G1. {(2.11), Pir F(q) > 0, B >0 ist

Ho RB) = — Qo%.f_g.ﬁ , §= Akgioka ...

so daf
o0

R RN ACTRE

.e

B = ,,”

95

wird. Es istjg)
A-L -4

3y TU-LOT(2-42) F(4-£a,2-<a; 2, - 9"‘

2 abmqh'&—aau 9}2

Do %21, on, KuCoanyds =

Ta
(Jﬁ'u ¥Fa

Fla,b; ¢, =) =(-»)" " Fa,c-%; a; -2 )

-na

Mit |TTA-LaH1== , der Transformationsformel

und :zi_ = X erhdlt man

3=

2 . - . 2
%n? 'Ch¢a)k6bba,ga52}xﬁ

Die relatio inter contiguas
(e~ F (b4, a; c+d;R) = ¢ F(o,0;0;12) - a(4-RYF(avd, bed; cid; i 3)
liefert schlieBflich den Bethe-Maximon-Faktor (3a.1)

Die allgemeine Integration der Bethe-Heitler~Formel (1a.2) mit

dem Faktor (3a.8) ist nicht méglich, aber auch nicht nétig. Nach
der Integration iiber die Richtung des austretenden Elektrons

{nach der‘?-éhﬂ@gration) konnen Abschirmung und Coulombh-Korrek-
tur getrennt berechnet werden. Wie von_Olsen2O) gezeigt wurde,
liefert die Berechnung des Wirkungsquerschnitts mit Coulomb-
Korrektur und anschlieflende Addition der Abschirmungskorrektur
(?a.%) dasselbe Ergebnis wie die Integration mit dem beide Korrek-
turen gleichzeitig enthaltenden Faktor (3a.8)., Wir werden diese
Verhdltnisse bei der Behandlung der Paarerzeugung noch genauer

diskutieren.

Der Faktor (3a.1) ist unabhingig von % und ? . Die Integration
ﬁberfy kann wie in 1a. ausgefiihrt werden. Die Gl., (1a.14) ﬁﬁ% dem
Paktor (3a.1) multipliziert. Statt (1a.15) ist 9"9("’ dx zu

19) Watson, S. 410, G1l. (1).

20) Phys. Rev. 99, 1335 (1955). A
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berechnen. Die Integration gelingt mit Hilfe der Differential-
gleichung fiir V(x): -

(3a.10) cx—n-f;- (x% = a*V.

Mit (3a.10) und % = a°W wird

£ (et - (2 ) - (1 at)
(3a.11)
= aofT("VW) - d-%—-[rV'z—x‘a(A—x)a‘?'w-"].

Es ist salso

_82 A-8*
. 2 2 2 2
De82n - (gt sVt e ]| -2,

]
letzteres wegen (3a.7); dabei sind Glieder 0(32 1ogc9) vernach-

lagsigt. 2000
Der (1a2.16) entsprechende Summand 8&?§f35§-dx liefert nur fiir

1 - x = 82, x 2 1, einen wesentlichen Beitrag. Dann is%t
R(x) = 1, und wie in (1a,16) ist '

zA-sa"-RC)
4 X
& =4,

Hiermit erhdlt man*)
(38.12) dags = 24 %S(mﬂ(s-zm-st-«‘ga—g)P];dg

mit '
T = 90%8 + 4 +€(?z).

Addition der Abschirmungskorrekiur (2a.§ und 4) ergibvt
4
(3a.1%) T 4 [toq 8%~ K] + 2 +00e).

Mit 4 als Variable und dem Atomformfaktor (2a.13) wird schlieB-
lich .

(38..14) dgk.” = “'g%g(A#Sz)(Q'QT') - QE[A_Ifgaﬂ'zP]} Eaﬂdu

*) Die Gl. (3a.12 und 13) sind in OM, Gl. (7.2) angegeben. Man be-
achte, daB T und%(9g) dort anders definiert sind. A(d/g) wird
von OM mit Hilfe der Molidrschen Niherung (2.8) berechnst.
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mit

gﬂo%(az+pa§a)+a+2(h) (;-:./’_*_, o, =233 ,Cy =536
(38.-15) ® e _

8 = 2 Eo(Eo-%) y €= E—q 3 Al = j—"'oeo’ % = Tt us .

£ (2) wird nach den Gl. {3a.6) und (3.2) berechnet.

Die G1l. (3a.14 und 15) enthalten die Abschirmung nach dem
Phomas—-Fermi-Modell und die Coulomb-Korrektur, £f(7) = 0 bedeutet
Vernachldssigung der Coulomb-Korrektur, Bi = 0 Vernachlissigung
der Abschirmung. 01 = 02 = 111 gibt die exponentielle Abschir-

mung nach Schiff.,

Die g -Integration wird wie in 2a. ausgefilhrt und liefert
(3a.16) d8g = :5%{(hs")[‘a-‘l'f(lz)]—-ﬁ-e[ﬁg—lf-{’(l?)]?

mit den (f1 5 von Gl. (25.18) oder

(32.17) den =3 9 Geer)[dor-$mle-4h0] - Le[h@-4hogle - 4?0&)]?

mit § von ¢1. (2a.20) und den ¢y ,(§) von Gl. (2a.21). Pilr voll-
H
stdndige Abschirmung ist

dag - 4§ L& f(“e“ 2:—.‘)[&%3 183 _po)] + .§l§ .

Die Coulomb-Korrektur 1st kleiner als nach der Gitltigkeitsbedin-
gung fir die Bornsche Ngherung (1a.4) zu erwarten ist. PFlr Blel

ist £(2) = 0,33 und log ;z; 3,7. Selbst in ungiinstigen Fédllen
(groBes Z, vollstindige Abschirmung) betrdgt die Coulomb-Korrek-

tur nur 10 %.

In den Pig. 5 bis 8 sind die Wirkungsquerschnitte fir Blel ange-

geben, u. z. in

. : R dgku "
Fig. 5 und 6: e filr B, = 6 GeV
g ¢ dirdu o
Pig., T: %% iﬁ: fir £, = 1 GeV und 6 GeV
Fig. 8: .'i’.iif, = %?—g—- 0.3&’ s hier wurde numerisch integriert,
¢
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d2 e
Man beachte, daB %jﬁﬁ“ nicht die differentielle Intensitit

des §-Strahls pro Einheitsraumwinkel ist. Diese ist wegen
A2y = bin @, dQ,d4 ~ mdu proportional zu

dgkh Pe d@k,n

o 257

R ARy dk. mdy

Die Kurven sind in Fig. 9 (Ordinate in willkiirlichen Binheiten)

angegeben.

b) Paarerzeugung

Wihrend bei der Bornschen Nsherung fiir das reine Coulombfeld
und auch noch bei der Abschirmung Bremsstrahlung und Paarerzeu-
gung parallel behandelt werden konnten, treten bei der Coulomb-
Korrektur Unterschiede suf. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt fiir Paarerzeugung ist komplizierter als der fiir Brems-
gtrahlung, und die Integration des Wirkungsquerschnitts ist

fiir die Paarerzeugung sehr viel schwieriger.

Die Unterschiede im differentiellen Wirkungsquersohnitf rilhren
her vom asymptotischen Verhalten der Wellenfunktionen im Matrix-

element. Im Matrixelement fiir die Bremsstrahlung
A
LR
Mg ~ Qefuge™ “ g de
ist der Anfangszustand ¥ = ebene Welle + auslaufende Kugelwelle,

¥
der Endzustand ¢ = ebene Welle + einlaufende Kugelwelle 7. Im

Matrixelement fiir die Paarerzeugung
3 24

vilden das Positron & und das Elektron ¢, den Endzustand, und
beide haben eine einlaufende Kugelwelle. Dies bringt gegeniliber

*) Zur Begriindung siehe dile Diskussion des Matrixelementes in BM,
Abschnitt IV, und die Arbeit von Breit und Bethe, Phys. Rev,.
93, 888 (1954). Anschaulich kann man sagen: Die einlaufende
Kugelwelle muB genommen werden, damit die Austrittsrichtung
des Elektrons eindeutig definiert ist.
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der Bornschen Nidherung, wo nur die ebenen Wellen benutzt werden,
einen Unterschied in den differentiellen Wirkungsguerschnitten

flir Bremsstrahlung und Paarerzeugung.

Der differentielle Wirkungsquerschnitt unter Vernachlidssigung
der Abschirmung und mit der N#dherung fiir hohe Energien und
kleine Winkel ist (siehe DBM, Gl. (1))

( 4'2dl:,¢ udu wdn dé
in ¥ le q'#-

fV"(n) [2« (u*e*+ 'n*) - gfpﬁ(A +x) uwess § + (o) (0% fv"')]]

+atao? l«/"z(’”['?'“(“ ?z+ %) + 3 (heat) ””?7“”‘# B (““)4[,{_(”%*0%)?,?1];_

(3b.1) J%EAJM',‘,

V(z) und W(z) haben dieselbe Bedeutung wie in %a, und es ist
(3b.2) ReA-w , wegpqt, Slgwed.

Bei der Bremsstrahlung wurde die Bethe-~Heitler-Formel mit dem
Paktor (3a.1) multipliziert; hier ist die Bethe-Heitler-Formel
mit [gasx Y] multipliziert, und es treten zusitzlich Glieder
mit W2(z) auf.

Die Schwiefigkeiten beil der Integration rithren vom Argument 2z
in den Funktionen V und W hegk Wihrend beli der Bremsstrahlung
die Variablen x = 1-y, y = ; auftraten, sind die entsprechen-
den Variablen jetzt z = 1—w,7w = §79% . Die Integration iber
die Funktionen V und W ist nur mit Hilfe der Differentialglei-
chung (3%a.10) moglich, und wenn diese Integration nicht hoff-

nungslos kompliziert werden soll, mufl das Argument der Punktionen
V und W, also bei der Bremsstrahlung das x, bel der Paarerzeugung

das z als Integrationsvariable genommen werden,

Andererseits sind durch die bei der Bornschen N#herung benutzte
Integrationsmethode bestimmte Variable ausgezeichnet. Um das
von €, 4 und ¢ abhingende q4 im Nenner der Bethe-Heltler-Formel
wegzubringen, wurde bei der Bornschen Niherung der Ubergang

g+ 2 = x durchgefiihrt. Nach der m -Integration sind § und 24

- 35 -



- 35 =

unabhéngig voneinander. Der Ubergang 2 -» x ist fiir die Born-
sche Nidherung nicht notwendig. Weil aber bei der Coulomb-Korrek-
tur fiir Bremsstrahlung schlieBlich doch das x eingefiihrt werden
mufl, haben wir dies schon in la. getan. Zur Berlicksichtigung
der Coulomb-Korrektur muB dann der Wirkungsquerschnitt aus la.
mit dem Faktor (3a.1) multipliziert werden, und dle Integration
iiber x kann mit Hilfe der Differentialgleichung (3a.10) ausge-

fithrt werden.

Bei der Paarerzeugung erfordert die Bornsche Ndherung das x,

die Coulomb-Korrektur das z als Integrationsvariable. Beide
Forderungen lassen sich erfilllen durch eine von BetheB) stammende
Methode, bei der getrennt iiber kleine und groBe RiickstoBimpulse

infegriert wird.

Zwischen x und z besteht die aus den Gl. (%b.2) und (1b.9) fol-
gende Beziehung

A\Q.
&2’
Wir unterteilen das Intervall d&%s @w €4 qurch ein w, mit
$%« w, <« A in

(3b.3) +8*a w0, y= xmA-y, Joud-0.

2 2
Gebiet A: dlzw< w,, q,chf'#' ?8”? y MW= QH;Q" %; <A

Gebiet B: Ayg®£4, 9°=ql | w= W, <A

Diese Unterteilung gestattet in A die Vernachl@ssigung der
Coulomb-Korrektur, in B eine Approximation im RiickstoBimpuls.
Bei der Addition der Teilergebnisse, dd = d&A+4i&%, fallt dasg

P heraus.

Wegen w < w, <1 kann in A V(z) = V(1) =d"‘;:;a gesetzt und
wW(z)z-—ﬁﬂﬂﬂLdulogQu vernachlissigt werden; dies liefert die

o
Bethe-Heitler-Formel (1b.10). Wir integrieren iiber 44 und erhal-

ten (siehe hierzu Gl. (1a.12))

Ca ) ar, _ dRd
""@‘i‘“{ et wesliog 242 [i-cy0ep)]{ on

A -
ti% EA;%JQ = 2#
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, 2
Die XA -Integration geht nach Gl. (3b.3) iliber O = 2 < a%“'d‘ .
Der Ubergang zum x von Gl. (1b.11) ergibt (siehe Gl. (1a.14))
- 2
A — ErdE 3y 248X 0 'gxdx
d%EA,%,xa 2é A!k“{““ + g (-§) + % [J é¢(4 E)] — dg
2
mit 0 X< A—-ﬁ?— . Die x-Integration wird wie in (1a.15 und
A
16) ausgefithrt und liefert (unter Vernachléssigung derselben

3lieder wie in 1a.)

J-Jl/wit 2 1—87‘04
xdx g x2olx
9.4—)1 ""—Q‘%’w» } W = Wi
P > -

Hiermit wird
A — ERdE )
deg, o = 2¢ "kf‘ ffua% bag(h- )] [~ R0q 8% + foqas, 4]
+ Qo W, fJ-G?(A«g)]gdf.

Im Gebiet 13 ist wa®. Wenn wir in (3b.1)
-uegpcnd = gy -2gp- 0 wnd o -

(s. G1. (1b.8 und 9)) einsetzen, wird

—

s rx NG EE dgolyp oo
dd g, an=-i£‘?41“ o i
ST ar NBTaS RS L) e 20(s 1 RgR) - BT

LG o0 (4+42) + 2 (5-7)"] + a2 W30m) [+ )2 20 (44 %) - 3«(§+’?)(3‘§"?)]z

W

Bei der # -Integration tritt neben den auf S. 9 angegebenen
Integralen A, und B$de? Integral

K, - S)(e;ff)”(f—f-'?) dny = w—f 45(4-§) + 20 [4- 53 (-] - w*[4- 63 (4-9)] jz

aguf. Hiermit erhdlt man

B - Tad & =% 2
da Fuge = 24 (4;,,. m’) h‘kig" ;[:{w% #«ga-g)][-‘;—:(-;l +a’y W'z(m)]

+ 3 [4-Ggi-9)] [V3(m) +ar* w‘o:;]? drdg

mit 0 €z 5 1- W4 , Die z-Integration wird wie in (3a.11) aus-
gefiihrt und ergibt (unter Vernachlissigung derselben Glieder

wie in 3a.)
A=y

g: [vi(:) ra'rWim]dr < RVW :Fw ~ - (_'ﬁ“” )aﬁ?(’ihfﬁa%]

A T
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und
A=Wy

9[V"‘(ﬂ)+o rtwi(]dr = | Rve-RtU-n) W]I" “ (”“‘*‘“) [4- eo,.];

so dal3

d&’.g"‘§ - .’L$ ’L"&dt" §[A+o< + ko g(4- g}][ -22(?3) Pa%tw,—]
+.2«[}l GCg(4- gﬂ[) ‘&u]rg

wird,

B
Die Addition von &2 una 42  ergivt

(3b.4) daa,g - 2% E’j:fa g(,;we)(s-ﬂ') + 2 [Awg(x-g)?]{dg

mit

T’=§b%8-+2.+Q(E).

SchlieBlich muB noch die Abschirmungskorrektur addiert werden.
Bei kleiner Impulsiibertragung, g << 1, Gebiet A, gilt die Bethe-
Heitler—Pormel. Die Coulomb-Korrekitur tritt erst fir g = 0(1)
auf. Da die Abschirmung nur fiir q <<1 von EinfluB8 ist, konnen
(im Gegensatz zur Bremsstrahlung) schon im differentiellen Wir-
kungsquersohniﬁtti@gue‘@% ¢ Abschirmungs- und Coulomb-Korrek-
tur getrennt behandelt werden, indem man, wie es bei der Born-

f Niiodediidotablid

schen Nidherung erlaubt ist, den Wirkungsquerschnitt mit E4 FOWﬂz

multipliziert,

Wit Abschirmung gilt das T von Gl. (3a.13). Mit W als Variable
und dém Atomformfaktor (2a.13) ist ‘

(30.5) dgf-uu l‘cgE%a{@*“&)@'ﬂ')+2acﬂ—4'54,&4‘27’]‘??2140!“

mit
T=4S Ry(Stpig) +2+ 40D, fu- YE | - 433, C,n 53,6
(3b.6) - | |
S _ R-Ea = = = .
8 = _—__—QEA(Q_,EA) P of = E:| ) A l:','e‘,‘ ) f A+Ma-
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Protz den verschiedenen differentiellen Wirkungsquerschnitten

fiir Bremsstrahlung und Paarerzeugung entsprechen die 61. (3b.4
und 5) genau den Gl. (3a.12 und 14}, wenn man die Substitutionen
(2b.1) vornimmt. Dies ist die Folge eines Satzes von Olsenzo),
nach dem zur Berechnung von <i8“’§ filr die Wellenfunktion y

des auslaufenden Elektrons ein beliedbiges (vollsténdiges) Funk-
tionssystem benutzt werden darf; insbesondere darf fir @ dile
gewdhnliche Jtreufunktion mit auslaufender Kugelwelle genommen
werden. Dies fithrt zu dhnlichen Verhdltnissen wie bei der Paar-
erzeugung: Beilde ®lektronenzustinde enthalten auslaufende Kugel-
wellen. Man erh#lt zunidchst einen zu (3b.1) analogen differentiel-
len Wirkungsquerschnitt d&gu?”?’¢ , der falsch ist. Der nach

der Integration iiber alle Richtungen des auslaufenden Elektrons
resultierende Wirkungsquerschnitd dé RS jedoch stimmt mit
(3a.12) tiberein. Dies ist auch der grund dafiir, daB die Abschir-
mung in ci84hg getrennt von der Coulomb-Korrektur behandelt
werden darf. In dem falschen 0'8&'5‘,.2,:@ tritt die Coulomb-Korrek-
tur wie bei der Paarerzeugung beil groBen g auf und ist unabhéngig
von der Abschirmung. Multiplikabion mit [1 - F(q)]? und Inte-
gration liefern dann den richtigen Wirkungsquerschnitt 0'33\@

mit Abschirmung.

Die G1l. (3b.5) gibt die Winkelverteilung filr das Positron. Da
der differentielle Wirkungsquerschnitd symmetrisch in A und
ist, gilrt dieselbe Gleichung fir da Ey,n . (Im Gegensatz zur
Bremgsstrahlung, wo man aus (3a.14) zwar ein dapelqs erh#lt, das
aber wegen der Definition des Winkels ® nicht die Winkelvertel-
lung der gebremsten Elektronen liefert.)

Die U -Integration in (3b.9) ergibt fiir die Energieverteilung
d2 g, dieselben Formeln, die man mit den Substitutionen (2b.1)
aus (3a.16 und 17) erhiélt, so daB wir uns dle Angabe des dé s,

ersparen kbdnnen.
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