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Einleitung

In dem folgenden Bericht wird gezeigt, daB im Speicherring infolge
der Kopplung der einzelnen Bunche untereinander ungedimpfte Betatron-

schwingungen auftreten konnen.

Es wird angenommen, daB jeder einzelne Bunch, solange er von den
anderen Bunchen nicht beeinfluBt wird, eine geddmpfte Betatron-
schwingung ausfiihren kann. Um iiberschaubare Verhdltnisse zu bekommen,
wird ferner angenommen, daR jeder Bunch nur auf seinen unmittelbaren
Nachfolger koppelt und daf alle Bunche im Ring (ohne EinschuBliicke)
besetzt sind (gleich starke Besetzung aller Bunche ist keine not-
wendige Voraussetzung, da unterschiedliche Bunchladungen durch ent-
sprechende Bewertungen der Auslenkungen beriicksichtigt werden konnen).
Die Kopplung kann von der Auslenkung des einzelnen Bunches sowie von
ihrer zeitlichen Anderung abhingen.Unter diesen Voraussetzungen 148t
sich ein System von Differentialgleichungen aufstellen, das sich mittels

des Matrizenkalkiils exakt ldsen 13Bt.

Es wird gezeigt, daB soviele unabhidngige Eigenschwingungen (Modes)
auftreten, wie Bunche im Speicherring umlaufen und daB unter gewissen
Bedingungen einige dieser Eigenschwingungen einen zeitlich anklingenden

Verlauf haben.

Die LOsung erlaubt Riickschliisse auf den allgemeineren Fall beliebiger
Kopplungen unter den einzelnen Bunchen. Das System der Differential-
gleichungen ist dann nicht mehr exakt ldsbar; unverindert bleibt jedoch
die Zahl der mdglichen Eigenschwingungen. Ferner ist zu erwarten, daB
einige von ihnen zeitlich anklingen, wenn sich die Bedingung dafiir

auch nicht mehr ohne weiteres angeben 1dRt.






Gekoppelte Betatronschwingung von n Bunchen

Es wird angenommen, daf jeder Bunch nur seinen Nachfolger beeinfluft.
Die Beeinflussung kann proportional der Auslenkung y und proportional

der Geschwindigkeit § sein. Es ergeben sich dann die Differential-

gleichungen
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wo w, = Betatronfrequenz
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§ = logarithmisches Dimpfungsdekrement

Y,B = Kopplungskonstanten
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AR T (2)

so wird aus Gl.(1) das Gleichungssystem
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148t sich das Gleichungssystem (3) schreiben
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wo die Matrix A die Form
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Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems ist dann

gegeben durch

49,=eAt°’t

wo
él ?lo

L= |5 | =]

€2n zlo
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der Vektor der Anfangsbedingungen ist und
eAt - z lT AV¢V
v!
v=0

Zur Berechnung der Matrix eAt sind zunichst die Eigenwerte der

(7)
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Matrix A , das sind die Ldsungen Av der charakteristischen Gleichung
| A-2E| =0 (10)
(wo mit E die Einheitsmatrix bezeichnet wird und mit | | die
Determinante)
zu bestimmen.
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148t sich durch passende Addition der oberen Zeilen zu den unteren

auf die Form bringen-
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Da diese Determinante null zu setzen ist, spielt der Faktor (—l)n

keine Rolle, Durch Entwickeln nach der ersten Zeile
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Durch weiteres Entwickeln jeweils nach der ersten Zeile (bei der ersten
Determinante) bzw. nach der ersten Spalte (bei der zweiten Determinante)

erhdlt man

(w2 - A26+1))"- D" (v+280)" = 0
oder
(w2 + A(26+0)) "= (y+280)"°

Daraus folgt

w% + A(2841) = e (y+28)) (12)

213>
wo die e =e°™q Vi s 1 et (13)

\Y

die n-ten Einheitswurzeln bedeuten.

2 1 2 = -
Es folgt dann A+ 2(6 Bev) + wp < E,Y 0

= - - SRR |
oder A s + Bev + v( 6+st) wg *+ €Y

Nehmen wir an, daB die Kopplung von Bunch zu Bunch nur gering ist, so muB

m% groB sein gegen B2, 62 und y . Damit wird

I+

= - 3 & = = = 3
A S + Be, * ] 4 Wy = E,Y (6 - Be)

= - § + Be, * j /*bg = ev(y-ZBG) - e\‘)BZ
mit
wg = ng - &7 (14)

Damit haben wir als Eigenwerte der Matrix A:
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Bei Vernachldssigung der quadratischen Glieder B2 und B6§ und Entwicklung

der Wurzeln bis zum ersten Glied wird

. : _ oY
A ¥ -8+ juy +e (B Jm:i')

v=1l ... n (16)

e 378y + 2,0+ 1)

Die Av sind die komplexen Eigenfrequenzen des Systems. Wird der Realteil
eines der xv grofer als O, so tritt bei dieser Frequenz Anfachung ein und

das System ist instabil. Da BZund y klein gegen(J% angenommen wurden,

liegen die komplexen Eigenfrequenzen auf Kreisen um die Figenfrequenzen

- § £+ jw, des kopplungsfreien Systems:
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Sobald der Radius \Bz + %;Z groBer als der Abstand § des Mittelpunktes
von der imagindren Achse wgrd, gibt es mindestens eine Eigenfrequenz, bei
der Selbsterregung eintritt. Demnach gilt:

Der Strahl ist instabil, wenn

2
B2 + L > 62 (17)
ist. d
Nun ist

2n
I l (A - AvE) =0 (18)

v= 1
Diese Beziehung gilt - wie hier nicht bewiesen werden kann - stets,

wenn alle Eigenwerte Av verschieden sind.




Setzt man
(A-)_E)
§. & w2 s (19)
A B
u=1
Hfv

so haben die Matrixen Sv die folgenden Eigenschaften (die hier ohne Beweis

wiedergegeben werden)

(A-)AE)S =0 (20)
v v
= .. 21
5,5, =0 fir v $ u (21)
sk -5 fir k= 1,2 ooes (22)
v v
2n
) S =E (23)
Vv
v=]
Aus Gl.(20) folgt
AS =) S (24)
v vV Vv

AuBerdem sind die Sv mit A vertauschbar:

AS =S A (25)
v v
Aus Gl.(24) folgt
AFs = 2 Xg (26)
Vv v Vv
Damit wird nach Gl.(23)
2n 2n k
A= A%e = 7 aks = T s
v vV Vv
v=] v=1
und nach G1. (9)
= » k 2n 2n = (t)k
At 7 Lk 7ot 1K i v
e pdte=l gr I As =1 8 1 —
k=0 k=0 v=] v=] k=0
PleE 2n At
F= §F oVl 27)
v=]

Da die Matrizen S, zeitunabhidngig sind, wird mit Gl.(27) die obige

Behauptung bestdtigt, daB die Av die Eigenfrequenzen des Systems sind.
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Die Matrizen Sv lassen sich unter Ausnutzung der G1l.(20) und (22)

berechnen., Da die Matrix (A-AvE) den Rang 2n-1 hat, aber aus Gl.(18)
und (19) folgt, daB (A—AvE)Sv =0 ist, muB S  vom Rang 1 sein.

Dann miissen aber alle Spaltenvektoren Vielfache eines einzigen sein:

i
1 aZSl oo aan]

8.8, 855 ssww 8.8
S = 122 272 2n"2 | _ (siak) (28)
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Aus Gl.(22) folgt fir k = 2

2 u & -
Sv (E Siausuak) (siakz ausu) (Biak)
und damit
%n
as =1 (29)
u=1 H U
Nach Gl.(20) muB eine beliebige Zeile von A - AvE, mit dem

o

Spaltenvektor ) multipliziert, null ergeben. Es folgt
8
2n
As — 8 =0 und
Vi n+y
- e - =
wBsu + ysu_l (26+xv)sn+u+ ZBsn+u + 288n+u-1

Daraus folgt

2
(w3 + A (2641 ))

oder nach G1l.(12)

= (y + ZBAv) Bu-l

s
u
Da ein konstanter Faktor zu den a; gerechnet werden kann, kann

p=1...0.10 (30)

gesetzt werden.
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Aus Gl.(25) und (20) folgt

5,(A - A E) =0

Demnach muf der Zeilenvektor (a] veees 3500, mit einer beliebigen

Spalte der Matrix ‘A - AvE multipliziert, null ergeben:

= - e -
Avau wBan+u + yan+1J+l 0
M= l....n
und au -(26 + Av)an+u + ZBan+u+l =0
Daraus ergibt sich
ZBAv + Y
fatp T 7 S
28w§ - y(25+))
und ﬂ' - l L .n
au+] = evau

Damit sind die a, bis auf einen gemeinsamen Faktor a festgelegt:

a = asg
u

< T

'y ZBAv+ Y . p=1l....n
Zng - y(25+Av)

a
n+u

Aus Gl.(29) folgt dann

2n n ZBXv*Y n

- - MoTH Mo "M
1 =) a8, z ae e, aAv 5 z €y By
p=1 u=1 2Bw = v (284X ) u=1
B V)
2B+ y 2802 = y(28+1 ) = 2BAZ = yA
= na(l-lv Y ) = na B . x 2
ZBw; - y(26+\v) 2ew§ -y (28 + 1)

2B(wd - ¥2) - 2y(8+))
V .
= na und somit
zswg = Y(264))

2em§ =y (2642)

a =

1
T 282 - A2) - 2y(8+r)
B v Y]

(31

(32)
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Damit ist die Matrix S, vollstdndig bestimmt. Wir kdnnen sie uns in
der folgenden Weise aus vier n-reihigen Matrizen zusammengesetzt denken:
i

2 _ k-i - k-
( (28u2 Y(28+1 )€l (28X +Y)e,

1
2n (B(w3 = A2)-y(6+1))

S =
A\

\

Dabei bedeuten i den Zeilen- und k den Spaltenindex der Teilmatrizen

(i, k=1 .... n).

Der Ubergang von einer Zeile von S, zur nidchsten entspricht dem Ubergang

von einem Bunch zum ndchsten (Ubergang von Yi 24 Y0

unterscheidet sich von der vorhergehenden um den Faktor ev'l. Da die

). Die neue Zeile

Matrix Sv zur Eigenfrequenz Av (dem v-ten Schwingungsmode) gehort,

heiBt das:

Im v-ten Schwingungsmode eilt jeder Bunch seinem Vorginger um den Winkel

l).

v
arg € = 2m — nach
v n

Welche Eigenfrequenzen angeregt werden, hdngt von den Konstanten y und B
ab., Ist y =0 und B positiv, wird vorzugsweise der O-te (= n—te) Mode
angeregt, der in seiner Frequenz mit der Eigenfrequenz fB’ die ohne
Kopplung auftreten wiirde, libereinstimmt. In diesem Fall bewirkt also die
Kopplung eine Entdidmpfung des barizentrischen Modes (Phase null zwischen
aufeinanderfolgenden Bunchen); daneben werden weitere Eigenfrequenzen
angeregt bis zur'Ordnung v = %-und ab v = %n. Dieser Fall widre besonders
giinstig zu beeinflussen, weil an den Pick-up-Platten nur Frequenzen bis
n/4To (To = Umlaufzeit) auftrédten.

1)

Dieses Ergebnis folgt bereits aus der Symmetrie der Anordnung. Es

)

2_ k-i _ k-i
A, (2Bu2-y (2642 )€ Ay BAGHYYES ©

(33)

muB daher auch im allgemeinen Fall beliebiger (aber gleicher) Kopplungen

zwischen den Bunchen gelten.







