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Einleitung

In detn folgenden Bericht wird gezeigt, daft im Speicherring infolge

der Kopplung der einzelnen Bunche untereinander ungedSmpfte Betatron-

schwingungen auftreten konnen.

Es wird angenommen, daB jeder einzelne Bunch, solange er von den

anderen Bunchen nicht beeinfluBt wird, eine gedampfte Betatron-

schwingung ausfiihren kann. Um iiberschaubare Verhaltnisse zu bekommen,

wird ferner angenommen, daB jeder Bunch nur auf seinen unmittelbaren

Nachfolger koppelt und daB alle Bunche im Ring (ohne EinschuBliicke)

besetzt sind (gleich starke Besetzung aller Bunche ist keine not~

wendige Voraussetzung, da unterschiedliche Bunchladungen durch ent-

sprechende Bewertungen der Auslenkungen berticksichtigt werden konnen).

Die Kopplung kann von der Auslenkung des einzelnen Bunches sowie von

ihrer zeitlichen A'nderung abhangen.Unter diesen Voraussetzungen laBt

sich ein System von Dlfferentialgleichungen aufstellen, das sich mittels

des Matrizenkalkiils exakt losen laBt.

Es wird gezeigt, dafi soviele unabhangige Eigenschwingungen (Modes)

auftreten, wie Bunche im Speicherring umlaufen und daB unter gewissen

Bedingungen einige dieser Eigenschwingungen einen zeitlich anklingenden

Verlauf haben.

Die Losung erlaubt Riickschliisse auf den allgemeineren Fall beliebiger

Kopplungen unter den einzelnen Bunchen. Das System der Differential-

gleichungen ist dann nicht mehr exakt Ibsbar; unverandert bleibt jedoch

die Zahl der moglichen Eigenschwingungen. Ferner ist zu erwarten, daB

einige von ihnen zeitlich anklingen, wenn sich die Bedingung dafiir

auch nicht mehr ohne weiteres angeben laBt.





Gekoppelte Betatronschwingung von n Buncher^

Es wird angenommen, daS jeder Bunch nur seinen Nachfolger beeinfluBt.

Die Beeinflussung kann proportional der Auslenkung y und proportional

der Geschwindigkeit y sein. Es ergeben sich dann die Differential-

gleichungen

y + 26y
J '

v = 2,3 n

bzw.

wo u)_ = Betatronfrequenz
B

6 = logarithmisches Dampfungsdekrement

y,B = Kopplungskonstanten

(O

Setzen wir

= y'

so wird aus Gl.(l) das Gleichungssystem

y = - 26y + 26y
'•n+v n+v J

/v ~ X11 + y

Nach Einfiihren des Losungsvektors

lafit sich das Gleichungssystem (3) schreiben
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Die allgemeine Losung des Differentialgleichungssyscems 1st dann

gegeben durch

wo

= e
At

no

der Vektor der Anfangsbedlngungen 1st und
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v=0
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Zur Berechnung der Matrix e sind zunachst die Eigenwerte der

Matrix A , das sind die Losungen X der charakteristischen Gleichung

A. - A E =0

(wo mit E die Einheitsmatrix bezeichnet wird und mit

Determinante)

zu bestimmen.

(10)
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Die Determinante

A - XE
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/ 6 '• 2-fl -l£-}

laBt sich durch passende Addition der oberen Zeilen zu den unteren

auf die Form bringen-
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Da diese Determinante null zu setzen 1st, spielt der Faktor (-1)

keine Rolle. Durch Entwickeln nach der ersten Zeile entsteht die

Gleichung
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Durch weiteres Entwickeln jeweils nach der ersten Zeile (bei der ersten

Determinante) bzw. nach der ersCen Spalte (bei der zweiten Determinante)

erhalt man

(-co2 - A(26+A))n- (-l)n

oder

Daraus folgt

2 + A(2S+A) = e (Y+2BA) (12)
o v

2 '—
wo die e = e n v ** 1 . . . .n (13)

die n-ten Einheitswurzeln bedeuten.

Es folgt dann A2 + 2(6~&t ) + u2, - e y = 0v v

oder A - - 6 + 6e + /(-6 + $e )z - uî  + e v
v v B v

Nehmen wir an, daB die Kopplung von Bunch zu Bunch nur gering ist, so mufi

to2 groB sein gegen 32, 62 und v . Damit wird

A - - 5 + 6 ± j / u - E Y - (6 -

- - 6

mit
to, - /uJ-62 (14)
a o

Damit haben wir als Eigenwerte der Matrix A:

- <$

v = 1.. . n.

(15)



Bei Vernachlassigung der quadratischen Glieder B2 und 06 und Entwicklung

der Wurzeln bis zum ersten Glied wird

n+v

- 6

- 6 - ju, + e (3 + J
J d v v J

n (16)

Die A sind die komplexen Eigenfrequenzen des Systems. Wird der Realteil

eines der A grofler als 0, so tritt bei dieser Frequenz Anfachung ein und

das System ist instabil. Da 32und y klein gegen u2 angenommen wurden,fi
liegen die komplexen Eigenfrequenzen auf Kreisen urn die ^igenfrequenzen

- 6 ± jo), des kopplungsfreien Systems:

Sobald der Radius Y4 groBer als der Abstand 6 des Mittelpunktes

von der imaginaren Achse wird, gibt es mindestens eine Eigenfrequenz, bei

der Selbsterregung eintritt. Demnach gilt:

Der Strahl ist instabil, wenn

I

ist.

Nun ist 2nn

(17)

(A - A E) = 0 (18)
1

Diese Beziehung gilt - wie hier nicht bewiesen werden kann - stets,

wenn alle Eigenwerte A verschieden sind.
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Setzt man

(A-X E)
s

~W
M-l

Ufv

so haben die Matrixen S die folgenden Eigenschaften (die hier ohne Beweis

wiedergegeben werden)

(A - X E) S - 0 (20)
v ' v

S S = 0 fur v + y (21)
v y

Sk = S fur k - 1,2 (22)
v v

2n
S - E (23)

Aus Gl.(20) folgt

AS = A S (24)
V V V

Aufierdem sind die S mit A vertauschbar:
v

Aus Gl.(24) folgt

Damit wird nach Gl.(23)

AS = S A (25)
v v

AkS - X kS (26)
v v v

2n 2n k
Ak .k̂  r .k,, v ^
A = A E = ) A S - ) A s

v v v

und nach Gl.(9)

k 2n 2n » (A t)k
At y 1 .k t_ r t r ,kc V c V v

e E / 7—, A t " / , i / A D m I t> / _ ,
u i/- r u IF 1 AJ -\ \ *-" M »- L I

Oder
2n X t

At r v . _ ,„_,
e - I e - S (27)

v-1

Da die Matrizen S zeitunabhangig sind, wird mit Gl.(27) die obige

Behauptung bestatigt, daB die X die Eigenfrequenzen des Systems sind.



Die Matrizen S lassen sich unter Ausnutzung der Gl.(20) und (22)

berechnen. Da die Matrix (A-A E) den Rang 2n-l hat, aber aus Gl.(18)

und (19) folgt, dafi (A-X E)S = 0 ist, mufi S^ voro Rang 1 sein.

Dann miissen aber alle Spaltenvektoren Vielfacheeines einzigen sein:

alSl» a2Sl '••• a2nSl

alS2' a2S2 •••' a2nS2

, b ,, 3 „ O ,-, . 1 1 . 3-i_"n
1 2 2 2n 2n 2n

(s.ak) (28)

Aus Gl.(22) folgt fur k = 2

und damit

s.a s a.) - (s.a, y a s ) = (s.a.)
i y y k i k6 y y i k

2n
T a s - 1

M-l M y

(29)

Nach Gl.(20) muB eine beliebige Zeile von A - X E, mit dem

Spaltenvektor

'2n

multipliziert, null ergeben. Es folgt

X s - s = 0
v M n+y

und

js + ys . - (26+X )s A + 28s J + 2Bs « 0
B U y-1 \> n+u n+p

Daraus folgt

K + \,<26+\,))s,, - (Y + 2BX) •„.

Oder nach Gl.(12)

S a E S
y v y-1

Da ein konstanter Faktor zu den a. gerechnet werden kann, kann

= c-y
(30)

s , = X en+y v v
gesetzt werden.
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Aus Gl.(25) und (20) folgt

Sy(A - AvE) =

Demnach muft der Zeilenvektor (a

0

beliebigen

Spalte der Matrix A - X E multipliziert, null ergeben:

und

- X a - cuja J + Ya J . = 0
v y B n+y n+u + 1

a -(26 + A )a _, + 2ga - 0
y v n+y n+y + 1

/a- 1... .n

Daraus ergibt sich

- Y(26+A)

und /*- - 1 . . . .n

a - e a
U+l V

Damit sind die a bis auf einen gemeinsamen Faktor a festgelegt:

a - a«e
y v

(31)

Aus Gl.(29) folgt dann

n
I

2n n
} a s »

2BX
- aA

B

,. .na(l-X na
v v

(26 + X

- na und somit

(26+A )

a - —n (32)
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Damit 1st die Matrix S vollstandig bestiramt. Wir konnen sie uns in

der folgenden Weise aus vier n-reihigen Matrizen zusammengesetzt denken:

1b m — — "—— — ••
2n(6(d)2 - X 2 ) - Y ( 6 + X ) )

i f o ^ k - i
(2Bu2 - Y (26+X ) J e*• B v ' v

U — i

- (2BX + Y ) E k"L^ v ' v

If— T

-X (2BX +Y)E
V V V

(33)

Dabei bedeuten i den Zeilen- und k den Spaltenindex der Teilmatrizen

(i, k - 1 . n).

Der tJbergang von einer Zeile von S zur nSchsten entspricht dem Ubergang

von einem Bunch zum nachsten (tJbergang von y. zu y-.,). Die neue Zeile

unterscheidet sich von der vorhergehenden um den Faktor e "^m Da die

Matrix S zur Eigenfrequenz X (dem v-ten Schwingungsmode) gehort,

heiBt das:

Im v-ten Schwingungsmode eilt jeder Bunch seinem Vorganger um den Winkel

are e = 2-rr — nach '.
v n

Welche Eigenfrequenzen angeregt werden, h^ngt von den Konstanten Y un̂  0

ab. 1st Y • 0 und 6 positiv, wird vorzugsweise der 0-te (= n-te) Mode

angeregt, der in seiner Frequenz mit der Eigenfrequenz f , die ohne
P

Kopplung auftreten wiirde, ubereinstimmt. In diesem Fall bewirkt also die

Kopplung eine Entdampfung des barizentrischen Modes (Phase null zwischen

aufeinanderfolgenden Bunchen); daneben werden weitere Eigenfrequenzen

angeregt bis zur Ordnung v = j- und ab v = T*I. Dieser Fall ware besonders

giinstig zu beeinflussen, weil an den Pick-up-Platten nur Frequenzen bis

n/4T (T = Umlaufzeit) auftraten.

1) Dieses Ergebnis folgt bereits aus der Symmetrie der Anordnung. Es
mufi daher auch im allgemeinen Fall beliebiger (aber gleicher) Kopplungen
zwischen den Bunchen gelten.




