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Summary

In very high energy electron synchrotrons or storage rings,
the synchrotron frequency may well be of the same order as
the revolution frequency. In such cases, & calculation of
synchrotyron frequency must take into account the subdivision
into sections with acceleration and synchrotron radiation,
respectively., Performing this calculation by solving for the
aigen~frequency of the transfer matrix, a more correct value
for the synchrotron frequency and also a limit for the

stability of the synchrotron oscillation is obtained.



l. Einleitung

Die Frequenz der Synchrotronschwingung wird gewShnlich berechnet nach

der Formel (1,2,3)
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Bei der Ableitung dieser Formel wird die vereinfachende Annahme gemacht,
dass die Beschleunigungsspannung nicht in kurzen Beschleunigungsstrecken
konzentriert ist, sondern gleichmissig iiber den ganzen Umfang verteilt
ist. Diese Annahme ist nur dann zuldssig, wenn die Dauer der Synchrotron~
schwingung gross ist im Vergleich zur Zeit, die ein Teilchen zum Durch-
laufen einer Beschleunigungsstrecke und des gekrimmten Stiickes zwlschen

zwei Beschleunigungsstrecken braucht, d.h.
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wobei N die Zahl der Beschleunigungsstrecken auf dem Umfang bedeutet.,

Die Umfangsspannung wird bestimmt durch die Strahlungsverluste und durch

den gewiinschten Energlezuwachs pro Zeiteinheit (3,4,5)
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Das magnetische Ablenkfeld in den gekrimmten Stiicken wird normaler-—

welse mit Hilfe eines Schwingkreises erzeugt, so dass der zeltliche
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Verlauf der Sollenergie folgende Form hat:
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Damit ergibt sich die Synchrotronfrequenz zu

r

= 2 e 3
fsyn fOV k o cot ¢S ( IR sin

wt

e wt £ Wt
+ fo cot )

Das Maximum von fSyn wird durch den ersten Summanden unter der Wurzel

bestimmt. Damit erh#lt man unter Beriicksichtigung der Beziehungen

£ .- ke s <D>, = gR = Dispersion in den Magneten
HF 2R M

flir das kritische Verhidltnis fsyn/fo den Ausdruck
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Wihrend die erste Wurzel ungefihr konstant ist, geben die drei dbrigen

Faktoren die wesentlichen Parameter fiir die Synchrotronfrequenz an.

Bei einem Synchrotron zum Beispiel mit den Parametern Emax = 50 GeV,
R= 190 m, f,, =1 Gz, <D>, = 2m hat das Verh#ltnis (fsyn/fo)max
den Wert 0.64, so daB die Voraussetzung

£
ﬂ%ZE = 0,64 << N
¢}

fiir kleine N nicht mehr erfiillt ist. Im folgenden soll deshalb die

Synchrotronfrequenz ohne diese einschrinkende Annahme bestimmt werden,

2, Die Ubertragungsmatrix fiix die Synchrotronschwingung

Die ebene Bewegung eines Teilchens, das keine Betatronschwingungen aus-—
filhren mdge, 14Bt sich durch die beiden Parameter s und X beschreiben,

Hierbei bedeutet s die Linge auf einer festen Sollbahn, die durch
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T = ;o(s) vorgegeben ist, und x den Abstand von dieser Sollbahn in Richt=
ung der nach auBen zeigenden Normalen 3(3). Fiir jede Funktion x = x(s)

wird eine bestimmte Bahn festgelegt.
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Die Geschwindigkeit der Teilchen mbge auf allen Bahnen gleich sein,
ndmlich gleich der Lichtgeschwindigkeit c¢. Daraus ergibt sich eine Be~

ziehung fiir die zeitliche Anderung der Koordinate s.
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Die Differenz zwischen der Koordinate s eines beliebigen Teilchens und
der Koordinate Sq eines Teilchens auf der Sollbahn 148t sich auch durch
ihren zeitlichen Abstand und damit durch die Differenz der Hochfrequenz-

phasen ausdriicken.

snss=cAt=c%¢— =c-2-%-£-9-:—f—- = %-A:b
HF o
Mit x =D %E , D = Dispersion, erhdlt man schllesslich
s
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Auf dem Umfang lassen sich drei verschiedene Bereiche unterscheiden
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mit der Spannung Un

Bereich at K = 0
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Flir kleine Phasenabwelchungen Ap = ¢ =~ ¢S glit
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Am Ende der Beschleunigungsstrecke gilt mit Un

AE, = AE, + eUn cos ¢SA¢] A¢2 = A¢1
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Filhrt man flir die Beschleunigungsstrecke eine Ubertragungsmatrix ein,

so lassen sich die beiden letzten Gleichungen folgendermassen zusammen-—

fassent
AEZ 1 An AE]
A¢2 = 0 1 A¢] An B eUn ces ¢s
-
Bereich bt E =0

Die durch die Anderung des Magnetfeldes induzierte Spannung und damit

die adiabatische Dimpfung werden nicht beriicksichtigt,
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Mit W = WS + {%%} AE und bei Vernachldfigung des quadratischen Gliedes
s

A2E "
XAE = DT erhdlt man
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Die Verlustleistung WS hingt sowohl von der Koordinate s als auch von
der Scllenexgie Es ab. Die Sollenergie hingt ebenfalls von der Koordinate

s ab, jedoch kann diese Abhingigkeit vernachlissigt werden, denn es

gilt

W (s) :
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Die Differentialgleichung fiir AE lautet

dAE

———crey = -

ds

wir

r, K2 (s) Y: (0) (2 + (1 = 2n) KD)AE
und hat die Losung

s .
AE = AEI v expl- %-reyg J K2(s) + (2 + (1 = 2n)KD)ds]
)

Fiir die Grosse AE2 am Ende des gekrlimmten Stiickes erhdlt man

=2rT,
i

AE2 = AEl e
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T, ist die Zeit, die ein Teilchen zum Durchlaufen des i-ten ge-

kriimmten Stiickes braucht,und r die bekannte Dimpfungskonstante:

¢t
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Fiir A¢2 erhidlt man das Integral
cT, s
_ _ck 1 2 3 2
A¢2 = e D —— KDexpl- 3 T K4(2 + (i1=-2n)KD)ds]ds + A¢l
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oder
A¢2 = - Gi(r)AE1 + A¢]

Das mit Gi(r) abgekiirzte Integral hingt von der Dampfungskonstanten
r ab und nimmt im Grenzfall, wenn r, d.h. der Exponent unter dem Integral,

gegen Null geht, folgenden Wert an.
c2KT, C
Gi(O) = = < KD >Mag mic < KD >Mag = ETI { KDds
o}
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Dabei ergibt sich mit Hilfe der Ubertragungsmatrix filir ein gekriimmtes

Stiick die Gleichung

3
2] _

Bereich ¢t K= 0O, Es 0

In diesem Bereich dndern sich AE und A¢ nicht, die Ubertragungsmatrix ist

infolgedessen gleich der Einheitsmatrix.

Alle benachbarten Stiicke konnen deshalb durch eine Matrix zusammengefasst
werden, die aus der Matrix flir ein gekriimmtes Stilick durch Ersetzen von

Ti durch 2T, hervorgeht. Dasselbe folgt auch aus der Multiplikation der

Matrizen, wenn man beriicksichtigt, da8

-2ETE
Gz(r)e + G](r) = Gg(r)
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ist, wobel sich das Integral in Gg(r) auf die Bereiche | und 2 er-

streckt.

Die Ubertragungsmatrix flir eine Beschleunigungsstrecke und alle folgen-

den gekrimmten Stiicke lautet dann:

—2rTn -2rTn
] A e 0 e ~A G (r) A
H =1 n * = non n
n -Gn(r) 1 -Gn(r) 1

3. N gleiche Beschleunigungsabschnitte

Wenn alle N Bescheunigungsabschnitte auf dem Umfang gleich sind, 148t
sich die Synchrotronschwingung durch die Eigenvektoren und Eigenwerte

der Matrix H = Hn beschreiben:

mit

Diese Forderung fiihrt mit

=1 L gp2y - '
Al,Z 5 SpH tq A Sp“H - det H

zu der Ungleichung

|spH| < 1 + det H

-2rTn
oder, da det H = e = | - 2rTn + ., = 1 gilt

|spH| < 2



Die Spur ergibt sich zu
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fsyn ist die anfangs definierte Synchrotronfrequenz, fiir die nun die

Stabilitidtsbedingung gilt:
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Wenn diese Bedingung erfiillt ist, sind die beiden Eigenwerte konjugiert

komplex und nehmen die Form an

Sie beschreiben eine gedimpfte Schwingung mit der Dampfungskonstanten

T=r g%-, die durch Mittelung iiber den ganzen Umfang zu bilden 1st und

R
mit der Dimpfungskonstanten fiir langsame Synchrotronschwingungen lberein-

stimmt (3). Die durch p gegebene Frequenz stimmt jedoch nicht mehr mit
der anfangs angegebenen Synchrotronfrequenz iiberein, Mit Hilfe der bei-

den Beziehungen

F = f und cos u = Spil

erhilt man einen Zusammenhang zwischen der genauen Synchrotronfrequenz

Fsyn und der flir eine kontinuierliche Verteilung der Beschleunigungs-

spannung abgeleiteten Synchrotronfrequenz fsyn

.._..E.le = ﬂ arcsin |[=— ...flll
o i N fo
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Bei langsamen Schwingungen oder bei grossem N sind die Frequenzen ein-

ander gleich.

4, Zwei ungleiche Beschleunigungsabschnitte

Die Ubertragungsmatrix fiir zwei ungleiche Beschleunigungsabschnitte

lautet bei Vernachldssigung der Dampfung, die sich nicht #ndert,

(]—A]GI)(I-AZGZ)“A]G2 (I—A]Gl)A2+Ai

(AZGZ—I)'GI"G2 "GIAZ *1

und  Sp(H H,) = 2 ~ (A *A,) (G+G,) + A A,G G,

Es sel A_+A

1ty = 2A = konst, GI+G2 = 26 = konst, T +T, = 2T = konst

Mit der Abkiirzung

A
Kol
A

1= q? = (=) (1=y) 0
wird aus der Stabilitdtsbedingung
lSp(H1°H2)l < 2
die Ungleichung
-4 <~ 4 » AG * G2A2(I—q2) <0

Aus der rechten Unglelichung erhdlt man .
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Aus der linken Ungleichung erh#lt man Fiir AG<2

2
AG<—]-:q—

und fiir AG>2

AG > 2
I~q
f
Mit fSyn = ;2 AG  ergeben sich die in der Skizze gezeigten Stabilitdts-—

bereiche filr die Synchrotronfrequenz fsyn'
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Mein Dank gilt Herrn Dr, Wilster fiir die Anregung zu dieser Arbelt.
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