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Abstract

A statistical model with energy-momentum and angular-momentum conser-
vation is described and discussed taking into account different masses,
spins and isospins of the outgoing particles. The phase-spaces are
evaluated approximately by the use of asymptotic expansions for large
particle numbers, The probability of "fireball formation" is assumed
to vanish at high energy for each partial wave as a consequence of the
Lorentz contraction of the interaction volume, Describing fireball
formation and decay separately, we derive cross-sections for all central
events. Including statistical p-production our numerical results are,
in nearly all cases, in good agreement with the experimental data on
pp~annihilation into pions from 1.6 to 7.0 GeV/c.
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1. Einleitung

Bei einem Stossprozess zweier hochenergetischer Teilchen
findet man die Erscheinung der Vielfacherzeugung, die zu=-
nichst in der Hohenstrahlung gefunden wurde und heute mit
Beschleunigern bei verschiedenen Eingangsenergien sehr pri-
zise studiert werden kann, Trotz des inzwischen reichhal-~
tigen experimentellen Materials gibt es aber bisher noch
keine gut begriindbare Theorie, die Aussagen iber Wirkungs-
guerschnitte, mittlere Teilchenzahlen, Inelastizitédten und
Winkelverteilungen bei Erzeugungsprozessen machen kann.
Diese Reaktionen setzen an der aus Energieerhaltung gege-
benen Sohwelle allm8hlich ein, und man stellt fest, dass
bis zu den hochsten gemessenen Energien der dann nahezu
konstante inelastische Wirkungsquerschnitt, in dem Kanéle
mit grossen Teilchenzahlen iiberwiegen, den grossten Teil
des totalen Wirkungsquerschnitts ausmacht. Es ist daher

zu erwarten, dass auch die elastische Streuung, deren inte-
grierter Querschnitt ebenfalls konstant zu werden scheint,
bei hohen Energien nicht ohne Berilicksichtigung der Erzeu-
gungsprozesse beschrieben werden kann, da die Endzusténde
eines Streuvorganges durch Wahrscheinlichkeitserhaltung
(Unitaritdt des S-Operators) verkoppelt sind. Das drickt
gich dann auch darin aus, dass elastische sowie inelasti-
sche Reaktionen, soweit man sie mit Stdrungstheorie zu be-
schreiben versucht, entscheidend fiir hohere Energien von
Absorptionskorrekturen abhiéngig werden, fir die man dann
phinomenologische Ans#tze macht, Umgekehrt ist es sogar
méglich, viele Eigenschaften der elastischen Streuung di-
rekt als Konsequenz der konkurrierenden inelastischen Vor=-
ginge zu deuten, so dass in diesem Sinne die Diskussion der
letztgenannten Phinomene im Vordergrund steht,

In einer Theorie skalarer Teilchen driickt sich nun alige=—



mein der Querschnitt zur Erzeugung von N2% auslaufenden
aus zwel einlaufenden Teilchen mit den Impulsen 44995
(P—q1+q2) bel der CMS-Energie we=p? (CMS-Impuls K) mit
den Matrixelementen des Stireuoperators S in folgender
Weise aus “) 2

oy W= | r{ dft} (Zp ~P)Kpypull ST 30 72 ]
(1.1)

' ) v
mit <P1“' Py /3/f1?2> = J (?Pi"P)(Pl"‘PM //y//?z?ﬂ> )

Wihrend nun in dem Lorentz-invarianten, unitdren Operator
S die gesamte Dynamik des Systems steckt, geht in die For-
mel fiir den Uber alle Winkel integrierten Querschnitt nur
das invariante Impulsraummittel ein:

s“N(w,\———- [Suw) ™ - Q4 (W)
QW) = z(dpz Sm( Za-p)

Darin zanlt L1 gleichsam die lMenge der mdglichen Endzustén-—
de des N-Teilchensystems bei konstanter Wichtung auf der
Energie-Impuls-Schale, Dieser Impulsraum stellt bei hohe-~
ren Energien selbst eine stark in W und N veridnderliche
Funktion dar,

(1.2)

Will man nun Einblick in die Dynamik des Prozesses gewin-—
nen, so schaut man gerade nach Abweichungen der Querschnit-
te vom "Phasenraumverhalten". Je detaillierter man die spe~
zielle Reaktion dann betrachtet - d,h. wenn man die S-Funk-
tion nur iliber méglichst wenige Variable integriert - um so
deutlicher sollten dann solche Abweichungen erkennbar sein.

In diesem Sinne leitet man aus (1.2) das sogenannte "kova-
riante Statistische Modell" (SM) ab, indem man ISN(W)I2
proportional setzt zu einem Volumen V erhoben zur Potensz



der auslaufenden Teilchenzahl. Die Anwendung eines SM zur
Beschreibung von Vielfacherzeugungsprozessen wurde zun#chst
von K. Fermi1) vorgeschlagen, der aber den Wirkungsquer-
gchnitt Gﬁ(w) proportional setzie zu einem Impulsraum mit
dem Mass ﬂEBPi..Man nennt daher Modelle, die von diesem
Impulsraum ausgehen auch "nicht-kovariante-Modelle", Die
von den verschiedenen Autoren2"5) benutzten Ausgangsfor-
meln sind auch insofern wenig einheitlich als man zur Be-
schreibung der Experimente manchmal noch eine Energieabhin-
gigkeit in das Volumen V aufnimmt (Torentzkontraktion) und
die Symmetrie des Endzustands identischer Teilchen auf ver-—
schiedene VWeise berticksichtigt.

Als anschauliche Interpretation des Modells hat man das
folgende Bild: In einem Stossprozess hoher Energie geben
die beiden einlaufenden Teillchen ihre Energie ab, nachdem
sie in einem kleinen Volumen, dessen Ausdehnung der Reich-
weite der starken Wechselwirkung entspricht, aufeinander
geprallt sind., Es bildet sich wegen derx Stérke der Wechsel-
wirkung schnell ein Gleichgewicht, welches erlaubt, den
rerfall des Zwischenzustands (Feuerball) mit statistischen
Mitteln unabhingig vom Anfangszustand zu beschrelben. In
Analogie zur Thermodynamik wird dann die Wahrscheinlichkeit
fiir den Zerfall in einen bestimmten Endzustand proportio-
nal gesetzt dem zur Verfligung stehenden Phasenraum, wobel
genau alle in der starken Wechselwirkung bekannten Erhal-
tungssitze zu berilicksichtigen sind. Die Ergebnisse dieses
Modells {(mittlere Teilchenzahlen, Verzweigungsverhiltnisse,
Spektren) werden daher entscheidend abhdngig von dem Radius
R des Wechselwirkungsvolumens, und es kann als Stiitze der
anschaulichen Interpretation angesehen werden, dass man
tatssichlich nur mit einem R in der Grdssenordnung einer in-
versen Pionmasse (wir benutzen hier und im folgenden die
Einheiten h=c=1) die physikalischen Verh#ltnisse beschrei-

ben kann.,



Eine strengere Begriindung dieses Ansatzes, insbesondere die
Frage nach der Einstellung des Gleichgewichts (konstante
Dichte auf der Energieschale) bleibt dabel offen, Ja steht
sogar im Widerspruch zur Erfahrung. Man stellt n#mlich bei
inelastischen Prozessen mit Vielfacherzeugung6_7), bei de-—-
nen die einlaufenden Teilchen wieder emittiert werden, ei-
ne deutliche Abweichung von der Gleichverteilung der Enexrgile
und starke Anisotropie in der Winkelverteilung fest, wie

das zundchst nicht dem Bild einer "Explosion" entspricht.

Um die Anisotropie, die nicht nur bei den auslaufenden Nu-
kleonen, sondern auch bel den erzeugten Mesonen beobachtet
wird, zu erkliren, hat man Zwei-Zentren-Modelle vorgeschla-
gen85. Zwei angeregte, sich voneinander entfernende Feuer-
bdlle gerfallen danach in ihrem eigenen CMS isotrop nach
statistischen Gesetzen, nachdem die erzeugenden Nukleonen
unter geringer Ablenkung und Energieabgabe die Zentren ver-
lassen haben, Im CMS des Gesamisystems ergibt sich dann ei-
ne Biindelung der Zerfallsrichtungen um die Verbindungsachse
beider Feuerbille. Man kann aber auch im Rahmen des gewthn-
lichen SM eine Abweichung von der isotropen Winkelvertei-
lung dadurch erhalten, dass man ein durch Lorentz-Kontraktion
abgeplattetes Wechselwirkungsvolumen annimmt und die lmpuls-
verteilung der daraus emittierten Teilchen dann als Fourier-
transformierte dieses Ortsraumgewichts ansetzt. Wegen der
Erhaltung des Drehimpulses und dessen Komponente in Flug-
richtung 33 widerspricht ein solches Vorgehen nicht dem an-
genommenen Informationsverlust, In diesem Sinne bleibt dann
aber eine Asymmetrie der Winkelverteilung unerklédrlich. Man
findet aber9 , dass gerade bei hoheren Einschussenergien die
einlaufenden Teilchen ohne wegentliche Ablenkung und mit
iiberwiegend geringer Energieabgabe (Inelastizitdt etwa 1/2)
das Zentrum der Wechselwirkung verlassen, Damit im Zusammen-
hang sehen wir auch das unterschiedliche Verhalten der mittle-—
ren erzeugten Teilchenzahl bei pp-Stdssen und pp—-Annihila~-

tioneng).



Um diesen Pakten Rechnung zu tragen, erscheint es zweckméssig,
die "durchlaufenden" Teilchen aus dem statistischen Gleich-
gewicht der erzeugten Tellchen herauszuldsen., Eine Modifi-
kation des SM durch Einfilhrung gleichsam '"peripherer Fever—
ballanregung" wird hier aber nicht weiter erdrtert.

Tm Rahmen des SM iiberwindet man diese Schwierigkeit durch
Einschrankung des Anwendungsbereichs auf zentrale Stosse.

In diesem Zusammenhang stellt sich dann die Frage nach der
Anwendbarkeit des SM im Grenzfall hoher Energien. Verwendet
man das Verh#ltnis symmetrischer zu asymumetrischen Ereig-
nissen zur Bestimmung des Bruchtells vom zentralen Querschnitt
O aus dem Gesamtquerschnitt, so scheint & asymptotisch zu

verschwinden10).

Ein natiirlicher Weg zur Beschreibung der Zentralitéi eines
inelastischen Prozesses scheint uns die Beschrinkung im Dreh-
impuls bzw, Stossparameter. Streng steht dem Zerfallspro-
dukt nur ein Teil des Phasenraums zur Verfiigung. So wird zum
Beispiel bei Vernichtungsreaktionen in Ruhe J auf O oder 1
festgelegt, wihrend bei pp-Stossen vergleichbarer CMS-Ener-
gie der mittlere Drehimpuls wesentlich hoher liegt. Wir wer-
den zeigen, dass die quantenmechanische Beriicksichtigung der
Drehimpulserhaltung auf eine Wichtung im Impulsraum (1.2)
fiithrt, die unter anderem bewirkt, dass zentrale St0sse im
Mittel eine grossere Zahl erzeugter Teilchen ergehen als we-
niger zentrale (vergl. auch 4 und 11), Andererseits fithrt

das SM mit Drehimpulserhaltung auf ein von dem itblichen SM
abweichendes Energieverhalten der Verzweigungsverhéltnisse12).

Wir wollen nun in der vorliegenden Arbeit das SM mit Drehim=-
pulserhaltung, wie es im wesentlichen schon abstrakt formu-

liert vorliegt7)12 , auf die Vernichtungsprozesse im pp-Sys-
tem bei verschiedenen Energien anwenden in der Annahme, dass
diese Reaktionen am ehesten als zentral angesehen werden

ktnnen.,



Dazu ist zundchst das Konzept des Poincaré;invarianten
Phasenraums mit ﬁoller Kinematik zu rekapitulieren12)7)

und zur Beschreibung verschiedener Teilchensorten (Reso-
nanzen), Massen, Spins und Isospins (Ladungsanalyse) fort-
zusetzen, Beil quantenmechanischer Beriicksichtigung der
Drehimpulskopplung liefert ung die gruppentheoretische
Projektion auf definierte Energie und bestimmten Drehim-
puls j,j3 eine Integraldarstellung der Zustandssumme, de-
ren numerische Auswertung wir hier im einzelnen mit Metho-
den der asymptoitischen Entwicklung13) nach grossen Teilchen-
zahlen, die im wesentlichen den Grenzwertsatzmethoden (GWS)
der mathematischen Statistik entsprechen, vornehmen werden,
Da die Berechnung von Phasenr#umen — insbesondere bei Dreh-
impulserhaltung und hoher Teilchenzahl - nichttriviale Pro-
bleme aufgibt, halten wir es fiir zweckmissig, diese hier
benutzten Verfahren zu erdrtern und die dann zur Beschrei-
bung von Experimenten noch unumginglichen numerischen Rech-
nungen vollstdndig durchzufilhren.

Ausgehend von den Phasenrdumen IIN(W,j) machen wir dann
fiir jedes J einen statistischen Ansatz fiir den Zerfall

des Zwischenzustands und summieren die einzelnen Beitrige
mit einer Gewichtsfunktion H(W,j), welche die Bildung des
Feuerballs beschreibt., Wir setzen H im wesgsentlichen pPro-
portional zum Zweiteilchenphasenraum und beschreiben die
Energieabhiéingigkeit des gesamten Pionisationsquerschnitts
mit dem Einfluss der Lorentz~Kontraktion des Wechselwir-—
kungsvolumens. Auf diese Weise ‘erhalten wir fiir das Ener—
gleverhalten und fiir die Werte .der einzelnen iiber alle Win-
kel integrierten Querschnitte gute ﬁbereinstimmung mit den
vorliegenden Experimenten,



2. Konstruktion von Phasenriumen,

2.1 Galilei-invariantes klagsisches Modell

Klassisech versteht man unter einem Phasenraum ein multi-
ples Integral {iber das Produkt von Orts- und Impulsraum,
eingeschrankt (bei mikrokanonischer Verteilung) durch
Funktionen in den zu beriicksichtigenden Erhaltungsgrossen
und im Ortsraum durch einen "Kasten" bzw. als N&herung eine
entsprechend verschmierte Ortsraumwichtung, In einem klassi-
gchen nichtrelativistischen Modell14) benutzt man zur Kon-
struktion des Phasenraums die Galilei-invariante Wichtung

— -

(2.1) Xp §~ﬂ3-—RTZ_(X.-"XJ)2}
/)

in einem N~Teilchensystem mit den Ortskoordinaten'ﬁi (R
igt ein Parameter der Dimension Lénge). Damit wird bei der
"AbzEhlung" der mit den Erhaltungsgrdssen vertréglichen
Konstellationen eine Unterdriickung solcher Systeme vorge-
nommen, in denen grosse Relativabstinde von Teilchen vor-
kommen,., Diese Funktion beschreibt also die raumliche TLoka-—
ligierung und trégt damit der Idee des Feuerballs Rechnung.
Als CGalilei-invarianten Phagenraum definiert man nun

QT BAia) = [ {dbidi] erp § i 20 ~F2 7'}
2 (y..\ - 3 ¥ I 'U,\ Py -
@2)  y 5 3 P~ TIPS 258) B ZB5H )

wobei die Bedeutung der Variablen aus den 8—Funktionen er=-
sichtlich ist (m ist die Masse der N Teilchen). Wie man
durch Variablensuvbstitution erkennt, ist Il(A)=12(B),

wenn der mit A abgekiirzte Satz von Variablen durch eine
Galileitransformation mit B verbindbar ist. Daher hingt (2
als Galileiinvarianter Phasenraum nur ab von den Invarianten



- 2 B Y '_'XA' L
(2.3)  E=T- Tam | £ M= =
Darin hat E die Bedeutung der Gesamtenergie im Schwerpunkt-.

system, und T ist der Spin, Im CMS verschwindet die durch
die Ortsraumwichfung verursachte Korrelation wieder und man

erhdlt v Tt 22
QuCEL) = [T {dpidge Y S(2 Fim-€) »

1)

(2.4)
xcs(g)(‘gﬁ)é (Z;n?)é (Zﬂh’?a"[.)

£

Diese Form ist nun der Ausgangspunkt der relativistischen

VerallgemeinerungT).

2.2 Poinoaré;invariantes klasgsigches Modell
Die Poincarétransfbrmationen44 g seien infinitesimal er-

zeugt durch 2? _y
(2.5) Zf’/ﬂ i Muw = f" /‘}‘
Mit Hilfe des verallgemeinerten Schwerpunktvektors
=1 »
der sich im Ruhesystem ?:o auf
) . ..—'A
(2.7) K//M = (O/ % ‘Y{PIO"‘ roP(‘ )

reduziert, konstruiert man den antisymmetrischen Spintensor
-t
Ly, der dem Spinvektor L der Gleichung (2.3) entspricht

(248) (/AP: /ap""'u%"[k/nﬂ“/(p@a].

Die Gruppeninvariante P p pe B
(2.9) (2= = P T =am Spuge M7 7
ldsst sich dann mit dem translationsinvérianten L ausdrilk-
ken alsg

P =
(2.10) - Lz = 2 /4,,[ P ; [/.-P P o

/

Statt des Phasenraummasses d3pd3x setzen wir nun an



. s §
(241)  dutpx) = Ap&eat)Ope)d ¥ NGV T)20u £/

Damit entspricht der nichtrelativistischen Gleichzeitig~
keit jetzt die Bindung der Teilchen an eine raumartige
Hyperfliche, definiert durch den zeitartigen Vektor E und T.
Wir werden spiter den Vektor E geeignet festlegen, um das
Transformationsverhalten des Phasenraumes ibersichtlich zu
machen., Die Konstruktion der relativistischen "Lokalisie-
rungsfunktion' analog zu (2,1) ist nicht eindeutig. Wir
wollen hier eine Abschneidung im Ortsraum einfithren, die
anschaulich ein in Flugrichtung der einlaufenden Teilchen
Lorentz-kontrahiertes Wechselwirkungsvolumen beschreibdt,
Tn der Sicht des SH wird dadurch eine Eingangsinformation
auf den Endzustand Ubertragen, die im Zusammenhang mit der
erhaltenen %-Komponente des Drehimpulses (Flugrichtung ist
Quantisierungsachse) zu sehen ist,

Wir fithren nun den normierten Vektor e/‘parallel ZU G445
ein, wenn Q4990 die Viererimpulse der beiden einlaufenden
Teilchen sind. Im CMS (eo,=0) soll dann die Abschneidefunk-

tion die Form ", et 2
exp i~ 20y Fint Y1)

(2.12) R?
haben mit ‘)?}: (R, W= XxE) WM

Im CMS des Gesamtsystems zur Eigenzeit xiozo aller N Teil-
chen reduziert sich die folgende Funktion F(xi,pi,e) auf

(2.12) v 1 o
(2.13) F=epl-z ;f@#f‘) ¢« Hog-eyl )Y |
mit (3;——-);“‘—/{“/14/—5‘*»5?,

wenn wir den Vektor E parallel zu P, dem Gesamtimpuls,
wihlen. Man kann zeigen, dass bei dieser Festlegung von E

(2.14) Fexepi,e) = FiAx-+a, Api ;A€ )
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gilt, Mit dieser PFunktion F definieren wir nun als Phasen-

rgum
Qu(B My e, Iﬂ%(,o,,m} FC oo pie)
(2.15) xJ“”(Z‘g,,~P) 5(&(5 =M )

Gehen wir nun durch Transformation des Arguments zu einem
neuen Bezugsystem i{iber EL,pr,gﬂ-J /” ,,,e 80 konnen wir
wegen der Invarianz von F durch Variablentransformation im
Integral die Anderung riickgéngig machen, Insbesondere kon-
nen wir also in das CMS gehen und erhalten dort

N
Qu (B M) = [ T [dpid v d- e ) | 5
(2.16) g pexpe) dYzE) 5 2P0 %)
v §(Zpia-w) SN ZExP -1 )

wobei wir Gebrauch davon gemacht haben, dass wegen der J;
Funktionen die Zeiten fiir alle Teilchen gleich werden. We-
gen der Zeittranslationsinvarianz von F hingt nun {2 auch
nicht mehr von T ab und ist daher eine invariante Funktion
ihrer Argumente. Als Eingangsinformation gilt im CMS i€=0,
da eine einlaufende ebene Welle skalarer Teilchen den Dreh-
impuls 0 in Flugrichtung @ hat..f2 (W, 12 ) unter der NB Te=0
héngt dann nur von den Invarianten W, L2 ab und hat analog
zu (2, 4) die Form

Q (W,L) j// [d{ a(A' @%/(«f’e)}%(ixé)a]f

(2,17) : J - @ L A

v 8 2po- )8 L 2R )8 (Zpsis)d (ZFn7-T)
Dieses Integral reduziert sich im NR-limes auf (2.4) und
stellt eine natilirliche Erweiterung des dem iiblichen SM zu-
grundeliegenden Impulsraums dar. Wir sehen allerdings, dass
die Konstr&ktion eines solchen Phasenraums nicht eindeutig
ist, da beliebige Funktionen von pE, d.h, beliebige Funktio-
nen von potim CMS in das Integral eingeschrieben das Trans-



- 41 -

formationsverhalten nicht dndern.

2.% Quantenmechanisch relativistische Formulierung

Quantenmechanisch7) 01l die Lokalisierung der Teilchen im
Wechselwirkungsvolumen durch einen noch zu spezifizierenden
Operator Q, der von dem Vektor e abhingt, beschrieben werden.
Fir Poincarétransformatlonendd,a soll gelten

(2.18) Uthya)@ee) ulth«) = @Ae)

Den zehn B-Funktionen in den Erhaltungsgrissen entspricht
jetzt eine mikrokanonische Dichtematrix. Sie projiziert auf
gustinde definierter lasse und festen Spins, d.h, auf eine
iprreduzible Darstellung der P01noaregruppe. Dem Phasenraum
entspricht nun eine Spur des Produktes Q PWJ, die wir

in einem Bezugsystem mit Gesamtimpuls P und j3~0 (e ist
Quant181erungsachse) bilden wollen. Das bedeutet, wir pro-
jizieren in der 1rredu21blen Darstellung W,J noch auf einen
speziellen Vektor P 35 Durch Vorgabe dieser Quantenzahlen
ist ein Nd3-Teilchenzustand noch nicht eindeutig beschrie-
ben, sondern es bedarf noch der Festlegung der sogenannten
Entartungsparameter Ny , die die innere Konfiguration des
Vielteilchensystems angeben. Dg, in der Spur nur VW, J,P 33
festgehalten werden, 1legt dort eine verallgemeinerte Ab-
ziahlung der qN—Parameter vor, die aber durch die von dem
Operator @ bewirkte Wichtung verkompliziert ist.

Die Spur von Q'PWJ, mit dem Projektor auf die besproche—

nen Quantenzahlen, hidngt zungchst von W, 3,P 33,9 ab. Da
aber die Spur des Operators A {iber den Impulsraunm

v 3
sy Sp A= [T]LE e rlAlp a2

invariant gegen Poinoarétransformationen ist und
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iy . =2 Ly
(2.20) Ay PP Yl ey < p AR s
(BIist die transformierte Quantisierungsachse) gilt, h&ngt
die Spur nur ab von den Invarianten W,j und kann daher in
einem geeigneten Lorentzsystem ausgewertet werden. Phygi~
kalisch i1st e die in allen Bezugsystemen definierte Rich—-
tung der Strahlachse, Daher geniigt es, bei einlaufenden ska-
laren Teilchen den Projektor auf die irreduzible Darstel-
lung W,j im Ruhesysten P=0 und 33=O zu konstruieren., Mit
dem Charakter der inhomogenen Lorentzgruppe15) zu W, j

(2.21)  x"pa) = [P IVAP-B X UAL)

(hp sind drehungsfreie Lorentztransformationen, die ﬁ in O
ﬁberfﬁhren,und.xj(?) ist der Drehgruppencharakter zum Dreh-
winkel{ ) bilden wir analog zum Vorgehen bei der Konstruk-
tion der Galilei-invarianten Zustandssumm916) den Projektor

= Wiy _ (2J +1) J‘&}*(g) X;F an(?) 2{(;)

(2,22) -(“5};)—9

mit den Darstellern U(g). Als invariantes Mass verwenden
wir qA(g)=d4ad§4 + Man kann formal fir die Charaktere Fal-
tungseigenschaften

d ' : W,
(2.25) ey W = Sewew ) & o x W

zeigen,und daher ist PWJ ein uneigentlich normierter Pro-

jektor mit ) ey W, 3
pYI L p¥ = dew-w) &y P

fawz pl=yat

(2,24)

Wir betrachten nun zunichst die Matrixelemente von Q-ij.
Da beide Operatoren translationsinvariant sind, erwarten
wir, dass vor der Spurbildung von dem Matrixelement
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(2.25) QF’ / Pm

(3) -
eine dreifache 5~Funktion 5 (CZ& 2;‘) sbzuspalten ist.

Wir mochten zudem die Spur ausdriicken mit Matrixelementen
von § genommen zwischen zur Zeit T maximal lokalisierten
N-Teilehenzustinden, sogenannten Newton-Wigner-Zusténden
(NW).
Einen Einteilchenzustand, charakterisiert durch Angabe des
Ortes der Lokalisierung ¢ (Zeitt‘) beschreibt man durch
~
(2.26) (gt = fgﬁo (v;;j% P?a"qo) [0>
Wir bezeichnen nun im folgenden das N-fache direkte Pro-
dukt solcher Zustinde mit ]q1,..,qN>1_, wobei wir als Nor-
mierung wihlen N (R)

(2.27) <G gu el g =St T8 @50,

so dass die folgende Zerlegungseigenschaft gilt
N3

(2.28) % f{.{_{jd;f,-} I~ ?’N>r 9 ?,u[’: 1

fiir sehen also von einer korrekten Symmetrisierung unseres
N-Teilchenzustands ab, d.h, wir rechnen mit einem Systen
unterscheidbarer Teilchen, Wir wollen nun auf beiden Sei-~
ten des Operators @ im Matrixelement (2.25) Einsen ein-

gschieben:
W, 120/ ’@f?a”
pro pol @@ P By 2= f { gd’ ,<2n)3/ze Jf

(2,29)

—_ - Wi, ~ _
b o g (@ G e S G (PR P

Dann verwenden wir die Gruppendarstellung von ij und be-
nutzen dazu die Wirkung des Darstellers U in folgender Form

(2.30) U @) [ppu2 = e (2P (Api -+ AP 2
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Damit kann man das Matrixelement ausschreiben und erhdlt

et 17> (A B ),
A o

% Gy ©
(2.31) @ /a‘?ﬁ; %fz;{/":fﬁf

< e Q1 D i) 5 G ot T ,

wobei schon benutzt wurde, dass im Charakter eine J—Funk—
tion steht, die A auf solche Lorentztransformationeh fest-
legt, flir die es einen rdumlichen Fixvektor gibt P:@i
d.h., auf Drehungen.im Ruhesystem. Entsprechend kann man
auch schreiben

—_— N ~ Wi
Copr [QPYF fro > = [T fdg } [l | g

(2032) < -, - -
al {-cZC/i,-"P;)‘,?,- —_
e P“ f W(P‘{P(‘{?I’Z-)
Ll ) s o 2pcEge) :
S:__{?}m e e o e [ @ f G Dy
wobel wir die Bedeutung der Funktionen W hier nicht weiter

diskutieren werden 7).

Um nun die oben erwdhnte Singularitdt abzuspalten, schie-
ben wir in das Integral (2.3%2) die folgende Eins ein:

VN
(2.33) 4 = fds/t/ 50}( %%f;ﬁ/u)

Dann fiihren wir im quidspi Integral Translationen aus und
erhalten unter Berlicksichtigung der Translationsinvarianz
von Q die folgende Umformung

i (@M e e D= fdwfff‘{@“/f%c;w 3
e:afﬁ;*fz(/fpf—,ﬂ;)?(,- AT /o)-—-

-

(2.34)
W S(Zpk )W

Wir fihren nun einen Teil der Gruppenintegration formal aus
und erhalten bei der Integration iiber die Raumtranslationen
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au folgendes Zw1schenergebnls
-~ A
(2.35) j,diae”‘Ef” e mpﬂ(Zﬁ) 5 (2/5,"/-3).

Nach Ausfiihrung der d“hﬁintegratlon unter Benutzung von
SG)CAP'P) d.h. /\ZP; -AP ZP.- spaltet dann die gesuchte (S—I‘unk-
tion in der folgenden Form ab

(2.36) <pr pNIC{JP /p: P> ~(2zr)w 5 (35 ~Zp:)

Wir gehen nun zum reduzierten Matrixelement ilber, was wir
in dieser Form erhalten

(2.37) <'"Pf""/m/°w”///° D I {dx”d/iala SJP F(qp

@)

o WGP 2N S 2 )W)

) o L ~
xf AP-P )X (4 hp ) e

5 2pio ffpf(x-— ) _
iy 7“4 Ganyhf G X (@ Ko D
mit 5"
Wir wollen nun annehmen, dass Q in der NW=Ortsdarstellung

diagonal ist, d.h. N @)
e Ko (@l K Dy = 115 (Pc -5 ) ¢ W QB 2

wobei der Zeitindex unterdriickt werden kann wegen der Zeit-
translationsinvarianz von Q. |

Bevor wir nun die Impulsraumspur bilden, haben wir auf de-
finiertes P und 37 zu projizieren, Wir kbnnen wegen der
Invarianz der Spur dazu ?)O wihlen und erhalten dann nach
Ausfithrung der Gruppenintegration bis auf Drehungen

Jad 0{3 .y 3 Wids
(2.38) QN (Whj) = L// {-—&} $ CZf?)C-'f,- P "M p D
sso Quwi)= [T ; P 4 | 0(2po- w) 3 Czpt )o(ZpF)

< (A o Xt
W}«u&f’jme ZREPO% e 1)
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_ (7 (% 2p0 (2p: - ¥i)
mit W(P"/X'.)" Ilﬂlr JAX"(Z:)% }e <xlel x>

(Dgn(R) sind hier die Darstellungsmatrizen der durch R
parametrisierten Drehungen), Wir wihlen nun in Analogie
zum klassischen Bild fiir die reduzierten Matrixelemente
des Operators Q die folgende Form im CMS

A2 2 3
(2.39) (Yf'//@/)ﬁ)ms = f*ﬂ)" /%77&7/) Xy f(sz)

In dieser Gestalt stimmt unser Phasenraumintegral mit dem
bei F.Oerulus4) angegebenen iiberein bis auf die gednderte
Form der Ortsraumasbschneidung und eine relativistische
Sohwerpunkts~JLFunktion. Neben der quantenmechanischen Be-
ricksichtigung der Drehimpulserhaltung, die hier zu einem
komplexwertigen Gewicht auf dem Impulsraum fithrt, ist die-
ses der Phasenraum in (2.17), und zwar

N4 ()
@y wi3y=(2L)" T jéj—i{:—‘; 5pi0) 8 B E oo P
(2.40) mit . . N
CINC TR VIR AP (2 DL
5’ (pi)= D R) £ n [d Y:2pis€ j) ¥
€] s
x g ( Zf’r'o X: ) .
Wir erhalten also den iblichen Impulsraum des kovarianten
SM (1.2), modifiziert durch eine hauptsidchlich von der Dreh-
impulserhaltung herriihrende Wichtung. Wegen der restlichen
Drehinvarianz der Raumabschneidung gilt FJ(ﬁi)zFJ(Tﬁi) mit
einer beliebigen Drehung T um die Strahlachse. Wihrend der
Integrand von F nach Fourierdarstellung der &-Funktion fakto-
rigiert, bewirkt insbesondere die Drehimpulserhaltung eine

Korrelation unter den N auslaufenden Teilchen, so dass F
nicht mehr faktorisiert,
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2.4 Berticksichtigung von Spin und Isospin

gur Beriicksichtigung der Spins bei auslaufenden Teilechen
machen wir zunichst eine allgemeine Bemerkung. Wenn der Ge-
samtdrehimpuls sich nicht nur aus den "Bahnteilen" zusam-
mensetzt — es sel angenommen, dass Jjedes der Teilchen den
Spin s=1/2 hat ~, so ist zu erwarten, dass bei hohen Ener-
gien der "Spinteil" zu vernachligsigen ist gegen den "Bahn-
teil" wegen der grossen Geschwindigkeit der Teilchen inm
Wechselwirkungsvolumen, Andererseits ist wegen des zusdtz-
iichen Freiheitsgrades jedes Teilchens mit einer N~abh#n-
gigen Vergrdsserung der Zustandssumme, herrithrend von den
moglichen Spineinstellungen der auslaufenden Teilchen, zu
rechnen, Die notwendigen Ab#nderungen des obigen Konzepts
zur Diskussion dieses Effektes lassen sich nun wie folgt
ibersehen.

Der Impulsraumspur fiir skalare Tellchen, mit der wir in
(2.19) den quantenmechanischen Phasenraum konstruierten,
entspricht jetzt eine zusitzliche Summation iiber die Spin-
einstellungeniy, wobei es in der Spur irrelevant ist, wel-
che Basis im Spinraum benutzt wird., Wir schreiben dann die

Spur des Operators A ) ﬁ(g
(2.41) Spur A fJ1%\, S‘E {Tﬁ% b pidk o] A [ pidie>

Analog zu dem Vorgehen fir skalare Teilchen konstrulert man
mit Viererspinoren ui(ﬁ) lokalisierte NW—Zusténde17) und
betrachtet dann das dlrekte Produkt

/cﬂ ﬂ,&,}. = ; b Cer)-"/ A(Fi)e f"? a* ”{)_(/O>
[O((P({J/C{(/O{/})] "'Qf)o Jr{r‘ 5 (P"f)

wobei die folgende Normierung der Spinoren uA(p)-uA(ﬁ):pr
fiir positive Energien gelten soll. Bei Teilchen mit Spin
ist nun das Transformationsverhalten der 7ustiande in (2.30)
abzuindern, da der Darsteller U der inhomogenen Lorentz-—

(2.42)
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gruppe auch auf die u)(p) zu wirken hat; man erhdlt

o ‘o 3 fa" +f%ﬂ.?'.
(2.43) o o gk (U @) - =,£/,@<j7_’5-",:)% o)y pie G

Hier wirken die Matrizen S(A) auf die Viererspinoren. Die
Forderung nach der PForminvarianz der Diracgleilchung ergibt
fitr S(A) die Gleichung s"(/l)yf%(/t)n/!’;{". Im Falle rdum-
licher Drehungen Cﬁuiw erhilt man dann
— .
5’({2) ::j[_(ojﬂ’/z S AR 1}‘/9_
Demzufolge hat man in Formel (2.37) zu ersetzen.
o fap tithpply e Pucsaye P X

‘_' — - ‘a- +f‘A 'X
- (2.44) — e P By SR e P T
wihrend unter der Annahme, dass der Operator @, der die
Lokalisierung beschreibt, nicht auf die Spinindizes wirkt,
die W-Funktion in (2,37) ungesndert bleibt. Die weiteren
Erdrterungen der Abspaltung von Singularitdten und Ausfith--
rung der Gruppenintegrationen bis auf die Raumdrehungen
R{#,¢) bleiben von den uA(ﬁ) unberithrt, Mgn erh#lt daher

mit -~ oy % _ }é
2.15) ZRE) SRIYF )= Z R (R) = X"(P)

nach der Spurbildung auf der Diagonalen im CMS:
AN 1 2 2 ‘2
D3 )=Ge)" [T fdpp dge™ 7T d “FL) e -
. 6 — :\‘3‘ ’1 N / TEy-X ,
(2.46) | ;fJ(g)(Zﬁ')Jw(Zbe?r)f&éAG‘P) Doé(/?)[/Y/(f’).( o ZCRPp )3 |

Wir werden in Abschnitt 3% zeigen, dass die Auswertung die-
ses Integrals fiir grosse N im Vergleich zum Fall skalarer
Teilchen einen Faktor 2N und daneben noch eine filir hthere
Energien geringfiligige Verdnderung des Drehimpulsverhaltens
von.ilN(w5j) ergibt, wie das erwartet wurde.

Der Einschluss des Spins der auslaufenden Teilchen in das
SM mit Drehimpulserhaliung ist so vorgenommen worden, dass
sich als Zustandssumme fiir ein System von N ruhenden Teil-
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chen mit s=1/2 gerade die Anzahl der mglichen Kopplungen-
der Einzelspins zum Gesamtdrehimpuls ergibt, Wir wollen
diese Verhiltnisse nun ausfithrlicher am Beispiel des Iso-

gpinphasenraums studieren.

Beschreibt man die Teilchen nicht nur durch guf den Raum
bezogene Variable, sondern 1l8sst man noch innere Isospin-
freiheitsgrade zu, so liegt als zustandsraum das Produkt
des bislang betrachteten Raums mit dem diskreten Isoraum
vor., Zur Definition des gesamten Phasenraums ist dann die
Spur {iber den ganzen Zustandsraum zu erstrecken, Entspre-
chend haben wir statt auf eine irreduzible Darstelliung W, J
und einen darin liegenden Vektor jetzt noch zusdtzlich

auf definierten Gesamtisospin I und dessen 3-Komponente I3
zu projizieren. Falls man nun aber keine Wirkung des Lo-—
kalisierungsoperators Q auf den Isospin verlangt, zerlegt
51ch die Spur von Q PXJ PI in Einzelspuren iber Orts- bzw.
Isoraum. Die Isoraumspur des Projektors PI’IB , die wir
zukiinftig als Isospinphasenraum bezelchnen,le(I,IB), fak-
torisiert also ab und kann gesondert diskutiert werden, Wir
sehen zunichst, dass iz
(2.47) (I, I3)= Spur phh. 2 wdr%z LGyl P77 >
wegen der Invarianz der Spur unter Rotationen im Isoraun

nicht von 13 abhingt, Wir werden daher im folgenden nur
auf I projizieren (und dann durch die Vielfachheit 2I+1
dividieren)., HMan kann nun die N-Teilchen-Isospinzustinde
auch klassifizieren nach ihrem Drehverhalten (also nach
der irreduziblen Darstellung I, Vektor I3 und Entartungs-
parametern nN) und dann die Spur umschreiben auf diese

paste 3 <ItpwlpF =21
71 =
(2.48) L (1)~ 'er % I3 o W

Wir sehen so, ass.fl (I) eng zusammenhingt mit der Mul-
tiplizitét der irreduziblen Darstellung zu I im N-fachen
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direkten Produkt von Darstellungen zu I,, d.h. die Anzahl
der mbglichen Kopplungen zum Gesamtisospin I angibt.

Bislang sind alle Teilchen als unterscheidbar angenommen
worden, so dass keine Symmetrisierung nétig war, Im Falle
identischer Teilchen stellt allein die Forderung nach der
Symmetrie des Gesamtzustands bereits eine schwer zu liber-~
blickende Verkopplung von Raum und Isoraumteilen der Basis-
vektoren in unserer Spurformel dar. Wir berilicksichtigen

die Identit&dt der Teilchen jetzt nachtrédglich in iiblicher
Weise durch einen Faktor 1/N! vor dem Gesamtphasenraum

und schreiben (korrekte Boltzmann Abzdhlung)

(2.49)  Lyw3,1)= L Qyw3) Ly (2) .

Bei Abzdhlproblemen in der Quantenstatistik ergibt sich

die korrekte Boltzmann AbzEhlung als Grenzfall der Fermi-

und Dirac-Statistik, wenn der ilberwiegende Teil der Zustands-
zellen hochstens einfach besetzt ist. Insofern sollte der
Einfluss der korrekten Symmetrisierung im Grenzfall hoher
Energien verschwinden, Im Anhang C studieren wir diese Frg-
ge an einem nicht-relativistischen Potentialmodell unter
Beriicksichtigung von Energie und Drehimpulserhaltung.

wir haben nun als Ausgangspunkt fiir spdtere Rechnungen

einen relativistischen, quantenmechanischen Phasenraum
(unter Berlicksichtigung von Spin und Isospin), der natiir-
lich auch fiir verschiedene Teilchenmassen der bhetrachteten
Sorten definiert ist, angegeben., Dabel stellen wir fest,
dass die Phagenrdume im gllgemeinen nicht geschlossen dar-
stellbar sind. Wir wollen daher im n#chsten Abschnitt Metho-
den zu deren Niéherungsberechriung angeben und diskutieren,
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3, Zur Nsherungsberechnung von Phasenriumen

2.4 Erlguterung der benutzten N&herung

Phasenriume zu mikrokanonischer Verteilung sind bekannt—
lich im allgemeinen nicht geschlossen analytisch auswert-
bar. %u deren Berechnung werden daher heute rekursive Dar-
stellungen {(Zweiteilchenphasenraum ist oft auf elementare
Funktionen zuriickfiihrbar) oder Integrationsmethoden, die
sich wesentlich auf schnelile Rechenanlagen stittzen, be=-
niitzt. Die Auswertung von Phasenrdumen mit Drehimpulserhal—
tung scheint allerdings bislang auch mit den gewohnten
Methoden nicht durchfiihrbar zu sein. Einen Ausweg aus der
fiir hohere Teilchenzahlen hoffnungslosen Situation zeigten
F.Lurgat und P.Mazur19) - in einer Portsetzung der Arbei-
ten von A.Khinohin20 -, die zur Nsherungsberechnung von
Phasenriumen grosser Teilchenzahlen Grenzwertsatzmethoden
sus der Wahrscheinlichkeitsrechnung heranzogen. Es zeigt
sich dann, dass man bei Annahme einer Gleichverteilung

auf der durch die Erhaltungsgrissen definierten Hyperfli~
che GWS—-Methoden fiir die multiple Faltung von nicht nor-
mierbaren Dichten braucht., Die solchen Verfahren zugrunde-—
liegenden Beweismethoden lassen sich fortsetzen auch auf
den Fall von quantenmechanischer Drehimpulserhaltung,

wobei allerdings -~ wie stets beil Drehimpulserhaltung -

die Frage nach der Giiltigkeit der asymptotischen Entwick—
lung fiir sehr grosse J noch offen ist.Man erhdlt Jedoch
Einblick in die Struktur der benutzten Niherungsverfahren
durch Diskussion eines zweidimensionalen geschlossen log—
baren, klassischen Phasenraums mit voller Kinematik. Es
zeigt sich dabei7), dass der fithrende term in der 1/N-Ent-
wicklung schon das exakte Ergebnis bis auf Stirlingapproxi-
mation von Fakultiten ist, widhrend das Verhalten der hthe-
ren Niherungen ein Zusammenbrechen der Entwicklung fiir gros-—

se Drehimpulse andeutet,
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Bevor wir uns der NBherungsberechnung der oben beschrie~
benen Phasenrdume zuwenden, zeigen wir das benutzte Ver-
fahren zun8chst am Beispiel des Impulsraums19)

NoB L @
1) Oy (W)= fgg,{g’ﬁ} $(Zpi~P)

Aus Invarianzgriinden hingt f2 nur von ‘-‘12=P2 ab, Wir schie-
ben eine Eins in das Integral ein von der Form

N
(5.2) A= ep fos(PF-Zpt)t ;| Redo>o
mit zeitartigem& . Danach konnen wir die 4 —-Funktionen nach

Fourier darstellen und erhalten eine Entkopplung der N
Teilchen

' P —(a(f-!'l’)p N
o D= e fihe it (4 R
Wir definieren nun die Funktion (f(d):?(/lo():
3
(3.4) ‘f’(ﬁ’ﬁf%{edp = 27m Ky (m[)

und schreiben damit den Impulsraum um

G5y Quw)= e Pe) o' - FN(P)

« Vo CEP gy TV
(3.6) Fep) = (d'te™ [9°) ]
3 .
; ol _ 4 A —~(a+it)p
mit 3(” = —53(_0!-)— 'T,ie | )

Mit diesen Umformungen haben wir eine Standardform zur
Anwendung ader asymptotischen Entwicklung fiir grosse N der
Funktion E(P) erhalten, Wir gehen nun zur Niherung iiber.
Die Funktion g“(t)zgm‘(/\t) ist fir t=0 normiert und es
gilt [g"(£)[<e"(0) =1 # t40. Mit Hilfe der Abfallseigen-
schaften von g in t ausserhaldb der Stelle t=0 kann man
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zeigen, dass bei festem ¢f und fester Umgebung 0 um t=0 der

Beitrag -[g_‘or A etP [36(({)] N

mit wachsendem N exponentiell verschwindet, Da wir gspadter
eine Wahl von & so vornehmen werden, dass der Rest des In-
tegrals (3.6) nur wie 1/N2 verschwindet, konnen wir uns auf
eine Umgebung ¢ in der t-Integration beschrénken, in der

1n g“(t) eine Taylorentwicklung um +=0 von der Form

.1 lhg't) = AR B #4947 # 5 C, gt S £

besitzt, Wir substituieren im Integral (%3.3) t-bt/fﬁ1 und
erhalten bis auf additive Korrekturterme E(N), die expo-

nentiell verschwinden: p o
N 2 =y fé,12f+JV€Juér + 1B
Flpy=n"[dite "™ g ¥
el
(3.8) y /
G —

Y1t Qe 170 +0(3)} t EN

Im Sinne der oben erwdhnten Optimalisierung der Ndaherung
wihlen wir &L als Losung der s0g. Chinchin-Gleichung (CHGL)

~ i by PM = /‘V@,“Z‘/‘ )

(3.9)
d.h, wir setzen

(3,10)

Man kann zZeigen, dass diese ¢tleichung fir jedes zeitartige
P mit PO>-O eine eindeutige zeltartige ILésung & definiert.
—

S0 hat man im Ruhesystem &=0,und &, >0 kann aus der CHGL

(3.11). W#~/\/2°,ﬁ4[g{(-&(mx)]

6‘:.—/\/ %ﬂfncp(o()'

ermittelt werden. Diese Gleichung enthdlt die modifizierte
Besselfunktion K1 und muss numerisch geldst werden. Wir er-—
nalten nun nach Ausfiihrung der restlichen Integrationen in
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der Gleichung (3.3):

(3.12) me?%:— e tE@).

Aufgrund der CHGL ist unsere Nsherung eine asymptotische
Entwicklung fiir N-®ee unter Nebenbedingung W/N=const., und
sie l&sst sich verbessern durch Beriicksichtigung der héheren

Ngherungen in 1/N,

Im Falle verschiedener Teilchenmassen erhilt man statt der
N-ten Potenz in (3.3) ein Produkt v
4 ¥ (L P o
Fo (Pl oy, = fd't e {_Z{T 2.%¢)
I3 . 3 )
P | A b e-(“““f’z

(3,13)

wobel jeweils in der Definition von Pio die verschiedenen
Teilchenmassen zu beriicksichtigen sind. Ebenso ist die Funk-
tionw?(&) in der Ausgangsgleichung (3.5) zu ersetzen durch
das Produkt: ¢ (@) [[¢; (¢),und somit wird der Tensor der
zweliten partiellen Ableitungen N'B;w in (3.7) ersetzt durch
eine Summe der entsprechenden Ableitungen von f%(d).

Wir wollen nun zZu einer anschliessenden Diskussion noch
das Frgebnis fiir verschiedene Teilchenmasgssen mé(Besetzungs-
zahlen Ni) bereitstellen.

N
_ § ~3
Ry (W)= (;'*‘W(,f;)2 g[ﬂf("()] ' (—z’i—j‘) ¥

3 r 2 -2
(3.14) v § 2w £ ZNmi[1- @m0 § ;

mit Psca) = 2T M, kf(”'*‘“)/x
@Rex) =27y + ket ko (x) = — I Bup(x)

mit den modifizierten Besselfunktionen Ko und K1.

Der Parameter ¢/ hingt nun neben W auch noch von den Ng ab
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und wird aus der allgemeinen CHGL
(3.15) W = %N{"‘; Qemgo)

festgelegt, Q(x) aus (3.14) ist eine monoton fallende
Funktion, die sich flir kleine X wie 3/2x verh&lt, wihrend

sie fiir grosse x gegen 1 konvergiert. Daher ist beil fester
Konstellation N; x antiton in W, so dass wir den ER (NR)
Grenzfall erhalten durch Diskussion von (3.15) fiir o2 0 (d*+e0),
Bs ergibt sich dann

N ) =
(3.16) w ER = 2V, & R Wpe i Y ZNs

wobei im ER-limes, d,h. flir W3 %mﬁ»NL ,alle Massenabhingigkeit
verschwindet und im NR-Grenzfall E:ﬂf."-—-%Né-mf definiert ist.

Der sich damit aus {(3.14) ergebende Grenzfall des Phagen—
raumes (ER) stimmt dann wiederum bis auf Stirlingapproxi-
mationen mit dem bekannten ErgebnisB) des extrem~relativis-
tischen Grenzfalls von (3.1) iberein.

Wir diskutieren noch kurz die Bedeutung der CHGL am Bei-
spiel des Impulsmittelwertes eines Teilchens der Sorte &=1
im CMS des Gesamisystems, Man definiert den Mittelwert des

Impulses Pio als

3 3 5 @
5 My) = o [ B2 puo [ [2B 5 C2p- W)

ZPreo 2 pro 2 Pwo

3
also - j'g(l_wf;f Pro »QIU_;-I (W'f-?ﬁof’/?iﬁ,l )/,Qﬂg(W) .

(3.17)

Wir haben hier nur die Integration lber d3p1 durch das ein-
gefiigte Pyo ~ iiber das gemittelt werden soll - ver#dndert, so0
dass alle restlichen Integrale zu einem neuen Phasenraun
zusammengefasst werden konnten. Wir sehen, dass das Gewicht
fiir die Energiemittelung gegeben ist durch

Qp, -1 (W= po)

(%.,18)
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wobei wir schon angenommen habhen, dass pOGKW'ist. Beide
Phasenriume erlauben die Berechnung mittels unserer Nihe-

rungsverfahren, die wiederum von zwei LOsungen & zu W-po

und & zu W bestimmt werden, Entwickelt man nun nach do= & -«
~ & ist nach Voraussetzung klein - so erhdlt man fiir

3
w (W, Ng) = f%f e . Pe = ”“Dor?ap/ (),

grosse Ny

(3.19)

wobel jetzt & die Losung der CHGL (3,15) ist., Das Ergebnis
(3.,19) zeigt an, dass die mikrokanonische Verteilung nihe-
rungswelise ersetzt werden kann durch eine kanonische, in

der 1/& die Bedeutung einer Temperatur hat. Die CHGL (3%.15)
sagt dann offenbar gus: Die Summe der Mittelwerte der Ener-
gien der einzelnen Teilchen ist die Gesamtenergie, da die

im Mittel auf ein Teilchen der Sorte & entfallende Energie
nach (3,19) & (¢) gleich th(m!M) ist., Man sieht weiterhin,
dass die Energieverteilung im ER fir «-»¢ masgsenunabhingig
wird, widhrend fiir endliche & auf schwere Teilchen eine grds-
sere CMS-Energie entfdllt, Da aber [KO(X)/K1(xl]Qf1 ist,er-

hdlt man F:' (M ) M/m
(%.20) W /

80 dass die schwereren Teilchen doch weniger "kinetische"
Energie erhalten. Der Gesamtphasenraum ist zudem in der
Masse der Teilchen antiton,

3.2 Modifikation zur Beriicksichtigung von Quanten-
effekten

Als Erlduterung der bel quantenmechanischer Drehimpuls-—
kopplung verwendeten Néherungsmethode studieren wir jetzt
den Isospinphasenraum, der spidter in Abschnitt 5 benutzt
wird., Bekanntlich (vergl, etwa 4) konstrulert man mit dem
normierten invarianten Drehgruppenmass Qﬂ(g) den Projektor

(3.21) pl = (21+ 4_)fajw;)~)rz(y)'25(;)
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' I
mit dem Charakter der irreduziblen Darstellung )((g) und
dem Darsteller der Isospindrehungen

(5.22) Ucg) = exp i&T

-

Hier ist die Drehgruppe mit n, ¢ parsmetrisiert: 5?:5;?
Mit (2.47) gewinnen wir dann die Integraldarstellung

R, (1)= @1+1) [ig) X (;) »

Z_ My lee“fﬂI Iml'mN>
By
Dg die Spur invariant ist bei Drehungen im Isoraum, hingt

die Summe in (3.23) nur von dem Drehwinkel { ab. Demnach
kdnnen wir die Gruppenintegration vereinfachen und erhal~

ten mit exp i¢Iy [m1 oo ,mN> = exp i¢ Zmi fm1 yooe ,mN>

_2I+1 2,  SM(ItH) A
(3.24) RQy(1)==— jo ng sin’¥/a _—-——ﬁsinm [ x (,o)]

(3.23)

Diese Gleichung ist natiirlich auch unmittelbar aus den Fal-
tungseigenschaften der Charaktere nach Benutzung der For-
mel (2,48) ableitbar, Wir spezialisieren nun auf den Fall

von N TPeilchen mit den Isospins 3p =1
sm?cf
(5.25) L2, (1)= (27"1) .( ‘/?’m‘fpm(ﬁﬂ)? Tsing

Man kann zeigen,dass es im Sinne einer agymptotischen
Entwicklung fiir N—pee .geniligt, wiederum nur die zur N-ten
. Potenz erhobene Funktion im Integral um die Stelle ihres
Maximums bis zu der zweiten Ordnung in ? zu entwickeln,
Allerdings ist jetzt im Gegensatz zu dem oben angefilhrten
Vorgehen auch noch die von dem Gruppenmass herrithrende
Winkelfunktion bei der Entwicklung mitzuberiicksichtigen,
was ebenfalls zu Korrekiturtermen in 1/N Anlass gibt. Wir
geben nun das Ergebnis der vollstindigen ersten Ndherung

an:
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2
(2 164
2 ( 'f'f)/__é_.

3
A-3N-(21'+1) e -

: 27¢1,2 A
N R B 1C -/ ST )

LS TN

Wir sehen, dass unsere N3herung nach Massgabe der Korrek-
turterme sicher gut bleibt, solange man nicht zu grosse
Gesamtisospins I einsetzt. Im Sinne einer 1/N-Nidherung ist
lediglich I,éﬁf'zuléssig. Das Volumen des ganzen Isoraums
ist offenbar SN, d.h. wir erwarten die exskte Normierung

(3.27) % 0y er)= 3"

Der fihrende term unserer Ndherung zeigt diese Normierungs-
eigenschaft nach Integralapproximation der Summe itber I,
so dass die NBherung gut sein wird in den I-Bereichen der
naximalen Beitrige, Andererseits divergiert der absolute
Fehler der Nsherung (3.26) fiir IZN offenbar exponentiell,
Vorweggreifend bemerken wir, dass dieses Verhaliten der hthe-
ren N&herungen, was den Gesamtisospin anbelangt, auch bei
den noch zu diskutierenden Phasenriumen mit Drehimpulser-—
haltung vorliegt. Man findet dort, dass die 1/N-Korrektu-
ren zusammenbrechen fiir grosse Drehimpulse J»W-WR/N.
Eine rigorose Klirung dieses Problems ist noch offen. Aus
der Integraldarstellung (3.26) leitet man leicht folgende
fir numerische Rechnungen geeignete Rekursionsformel ab
Q,(1)=0z0 + 92,4 +d72

und fir I ; N3 R yrq o) = Ly (1)

Qi x) =Ly (1-1) + Dy (I) + Quy(I¢t).

Wir geben nun zwel numerische Beispiele an zum Vergleich
der Grdssen IlN(I) mit unseren Niherungen (3.26)
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Tabelle zum Vergleich von.le(I) mit unserer Niherung

N=3
I 0 1 2 3 4
O-te N#h, 1,78 3.25 2,00 0,62 0,10
1-te N&h, 1,25 %.,12 2.45 0.85 0.09
exakt 1 . 3. 2. 10 00
N =65
I 0 1 2 % 4 5 6 7

O-te N#h., 18.5 41,0 41,5 27.4 13.0 4,50 1.18 0,20
1-te Nih. 14.8 37.0 41,0 28,0 14.5 4:71 0,92 0.0%
exak't 15. 36. 40. 29. 15. 5. 10 Ou

Man erkennt, dass mit wachsendem N die Ndherung in diesen
Beispielen filr alle I besser wird und dass fiir grosse I die

néheren Korrekturen in Richtung einer Verbesserung wirken,

%.% GWS-Niherung fir den Poincaré—invarianten quanten—

mechanischen Phasenraum

Wir gehen nun iber zur Ngherungsberechnung des in (2.40)
definierten relativistischen Phasenraums, den wir im CMS
“mit dem normierten Drehgruppenmass Qﬂ(g) anschreiben, wobel
ﬁ&(g) eine dreidimensionale Drehung bezeichnet.

N33 - Loyl 12{ :‘

(3.28) ﬂ”(w’”:(';f)wﬂ’/{dﬁ'”’?xe 7 C) 93t i+ Fas )} ¥
. R . . ('ZR";, . _:
R L ey St e AP ROL R

Nach Integraldarstellung der SmFunktionen mit den Hilfs-—
variablen ;:?,t , die wir auch gelegentlich mit £ abkiirzen

wollen, gilt dann mit positivem &
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3 .3
'QN ”) (QT-)3N (237) (J+1)J‘4"(3) (3),[;{)‘[4# *
(3.29) ¥ Sdt‘e'zw*} F“();—‘,g‘,f,—;) } Y j

F %, § z‘}R) fdfwf
rexp - M (B AR ) b

Die Ortsraumintegration in F ist ausfilhrbar und ergibt mit

der Matrix
R”?
¥ (o 1/1 ) |
T
. =173/‘—E- dehftﬁtﬂa)&‘“# oy 'y ;
4 =] 7prRE-p

fir t=§=§=0 und /R(g)=1 reduziert sich Fdauf ?(H) mit

(3.31) ¢ (k) = ﬂ% R?‘/[ Idioe_upo

Wir parametrisieren nun die Drehgruppe mit den Euler—-Win— N
keln D(,ﬁf wobei im raumfesten System der Reihe nach dfﬂ 4
Rotationen um die 3,1,3~Achsen bezeichnen, wenn zur Quan-
tisierung des Drehimpulses die %-Achse gew8hlt wird, Dabeil
riimmt die Gruppenintegration die einfachste Form an

. 2” 7 27 A A
. J X 4 A A A P
— Sin [~
(3.32) Mv(g))oo (t) = 57 j;f/ar J;"’/’ {dJ /3 J (/U
mit den Legendre-Polynomen P,. Um die Gruppenintegration

zu vereinfachen, betrachten wir die Sjrmmetrie der liber die
Winkel zu integrierenden Funktion (vergl., 3.29)

(3.33) G(&ﬁj):jdi’d;pue_(u/f;fd;et(/ﬂ“)f)g-f(jﬁ,dlr”f/v

mit

(3.30)

A A
Wir setzen {R(g)::l)a(alz)D1 (ﬁ)D3(J‘) und fithren mit einer festen

o {(C+itdps +EREP HCGF +i{(R54)i

*
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Drehung D, (@) eine Substitution im d3xd3y und d3p—Integra1
5f

durch, so dass
(3.34) (ozﬂJ) jd Xclgaffe"w";j’d ‘(“*“")Po'“rff ’ifyf

wird, Da [ mit den Rotationen um die 3-Achse vertauscht we-
gen der Restgymmetrie in der Raumabschneidung, gilt

§7§ = (DFpo+RDF~DE ) (Dipet RDF D)
(5.35) = (3P ADRDF ) (XPtDRDB~F ),

Die Konjugation guf der Drehgruppe schreibt gich nun aus-—

fithrlich D, (?) /R(o(/ﬂj)l) ((f’) —K(d—-?’)ﬁ,ﬂﬂo) Daher gilt
(3.36) G(ﬂ(ﬁﬁ) G(Orﬂz ¥ty )

¢ ist eine periodische Funktion in den Argumenten, daher
hingt M A AN A

(" da Geapy )
(3.37) o

A
nicht von a’ab, weswegen wir dariiber integrieren kOnnen, um

A
nachher J:O zu setzen.

Nach dieser Umformung gehen wir nun zur Naherung dber und
bemerken dazu, dass die Funktion F (t X y,aﬁﬂ) aus (3.,29)
ihr Maximumtf(d) innerhalb der Integrationsgrenzen nur an
den Punkten f—ﬁ =0 und #=0 oder 27 annimmt, Wir entwickeln
_nun zufolge der obigen Ausfiihrungen In F um diese Stellen.
Zur Optimalisierung der angestrebten Niherung fordern wir
dann die CHGL N-d1n F¥(0) = ~1%1n¢@ () = iW, Alsdann ha-
ben wir noch den Tensor der zweiten partiellen Ableitungen
von 1ln F nach 5,«V6 zu berechnen, Dieser wird aber in allen

Variablen diagonal, da in

g Ty = 2758 + X (R-1)Fpo + R-LT PP 1R Rpp-

die Matrixelemente von Ry N}B) in Y undp bilinear sind.
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A

Wir setzen 2

A

F p) t ‘W —- ~Np PN
* ! ] |

worin wir die positiven B—Konﬁponenten vollsténdig durch
Ableitungen von ?(0() aus (3.%31) nach & ausdriicken konnen,

B = ¥V - [?7]°
. < [¢y -m*] /3
By, = FRVY Oy

Bx, = By,= )y'Bx

Zur Berechnung der Tensorkomponenten By,Bj brauchen wir nur
das Skalarprodukt AP mit der Matrix A=(R =17 (R =1)

A
bis zur zweiten Ordnung in 5(‘/8 zu kennen, Es gilt

(3.40) RAR = & (piats [& IR + R #

terme, die in P;i*Pyp gemischt sind, 80 dass sie nach zwei-
facher partieller Ableitung nach 0(,)9 im d3p-Integra1 (%3.29)
an der Stelle des Maximums von F nicht beitragen. Wir geben
nun noch B& und Bﬁ an:

By = jal,oe"“P"‘?z?,o, ~-—-—*[-£‘ w* |

(3439)

«,om

(3.41)
Bf = W) [d,oe PerR'es +J,,oz]” "‘(1sz [ﬁ ’“/_
Die Auswertung des Integrals (3.29) mit der Entwicklung
(3,38) ist nun bis auf das Vorgehen bei der &,ﬁ ~-Integra-—
tion analog zu den Rechnungen (3,6) bis (3.11).

Wegen der Abfallseig?‘nschaften der Funktion F aus (3.,29)
um die Stelle 2=&=ﬁ=0 brauchen wir in (3,32) die Legen-—
dre-Polynome nur in einer kleinen Umgebung U(0) um =0,
Im Sinne einer 1/N-Entwicklung k®nnen wir dann sohreiben

.y
(3.42) Q-éaf,,{“ M(_go;e/ Ra-P)e 207
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Benutzt man die bekannte Ndherung

(3.43) R (1‘ﬁ2/2)—/1'_:? ER¢ [Q*Hﬁ) ,

so erhilt man fiir den fiihrenden term der 1 /N-Entwicklung

LDy (W3) = )3~ (;—)7(237*1)50 (o) (Qr) 7,

2

2 ol "‘3"2) 2
(5.44) HBfB)g,Bu By I yeq for (N%,) (NB) . (343) o 85

(f(u)__: 3/2__3[2ka(7”0()./

mit

( ist wiederum die LOsung der CHGL
2 2

W = { 34 2+am@(m)
acx) = ke(x)/ k1 (x) .

A
Die Funktion P(X) ist monoton fallend in &, und man erh#dlt
daher in den beiden Grenzféllen (ER und NR)
MR _
F(o) —> 47 Shum = « 3N/2E
t~p oo

(3.48) ER_ 3N
f-i(o!) =" 3/sm 2 « T W

} = Nm f?(o!)
(3.45)

Tm nichtrelativistischen limes geht unser Ergebnis (3. 44)
~ wie wir hier nicht zeigen wollen -~ iiber in den gquanten—

mechanischen Galilei-invarianten Phasenraum, wie er in 16)
abgehandelt wurde.

{iversichtlich lésst gich 2 nur im ER-Grenzfall angeben

| ~(3th )/ (N[ ’W‘)
ﬂN(Wr-':))’-'" (23“‘1 Je it )/( [ +"n1

¥ (277)3 1+

(N-’F o (wRéw!
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Hier ist also W,J,N jeweils Gesamtenergie, CMS-Drehimpuls
und Teilchenzahl; R ist der Radius des Wechselwirkungsvolu-
mens, welches eine Lorentz-Kontraktion mit J=W/2M erfihrt
(M=Masse der einlaufenden Teilchen), Besziiglich der Darstel-
lung des allgemeinen Phasenraumes mit verschiedenen Massen,
wie er sp8ter bei numerischen Rechnungen verwandt wird, ver-
welsen wir auf den Anhang A,

Wir bemerken hier noch, dass man bei klassischer Behand-
lung des Drehimpulses (2,17) und Auswertung des Phasenrau~
mes mit unseren Ndherungsmethoden ein Ergebnig erhdlt, wel-
ches von diesem nur abweicht durch die Ersetzung (J+1/2)gpf
mit dem klassischen Drehimpulsvektor'f. Daher kann bei hthe-
ren Teilchenzahlen und nicht zu kleinen J Quantenzahlen
stets die Drehimpulskopplung in den Zustandssummen klassisch
vorgenommen werden11 . Der Einfluss der Drehimpulserhaltung
macht sich filir hthere J in einer tellchenzahlabhiingigen
Verkleinerung (Drehimpulsabschneidung) des Phasenraumes be-
merkbar, die fiir grossere N wesentlich stirker in Erschei-
nung tritt. Systeme mit hoheren Teilchenzahlen werden also
in unserem Modell bevorzugt bei niedrigen J~Werten auftre-
ten, im Gegensatz zum Fall bei niedrigeren Teilchenzsashlen,
Weiterhin sehen wir, dass das lorentzkontrahierte Wechsel-
wirkungsvolumen zur N-ten Potenz erhoben sich von dem Pha-
senraum abspalten 1lHsst, dass daneben aber der Effekt der
Kontraktion auch in die Drehimpulsabschneidung, wenn auch
nur schwach, eingeht, Man erhdlt filir hohere Energien nur ei-
ne um den Faktor 2 in der Dispersion stidrkere Drehimpulsab-
schneidung, Das driickt den Sachverhalt aus, dass der Drehim-
puls, weil er senkrecht zur Kontraktlonsrichtung steht, nur
schwach beeinflusst wird von der Verformung des Wechsel-
wirkungsvolumens,

Wir studieren jetzt noch den Grenzfall unseres GWS-Ergeb-
nisses (3.44) im Falle J=1 (ohne Kontraktion), wenn also

2
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die Raumabschneidung invariant unter der vollen Drehgruppe
ist, Wir wollen dann eine Normierungseigenschaft ableiten
und priifen. Zunichst reigt man durch Substitution im Inte-

gral (3.34), dass gilt g . .
(5.50) G4 R) = §4 xd'y | F(Xegéi RY =6E T RT)

mit F aus (%.29). G hingt also nur vom Drehwinkel ¢ der

durch R parametrisierten Raumdrehung ab, Zur Konstruktion
des Phasenraumes (wir schreiben jetzt die Quantenzahl der
3-Komponente von J : J explizit mit) ist dann nach (3.29)
das folgende Gruppenintegral auszufiihren

3
(5.51) Ry ) = const [duCR) Dy YR Gy

und man zeigt mit den Orthogonalitdtsrelationen der D-Ma-
trizen21), dass 1 unabhingig von j wird. Die mit den Voll-
sténdigkeitsrelationen21) der Drehgruppendarsteller ableit~

bare allgemeine Normierung

(3.52) Quw) = 32‘i Oy (W, 3,5 )

( le(w) ist der Phasenraum ohne Drehimpulserhaltung) redu-
ziert sich also auf

(3.53) Ruw)= ;(23“)_0,\,(“/:3,0)

Diese Relation wird nach Integralapproximation der J—-Summe
von unserem GWS-Ergebmis (3.44) erfiillt, so dass die Dreh-
" impulsabhingigkeit unserer Nzherung im wesentlichen richtig
sein wird, Als Folge der geringeren Symmetrie der Raumab-
schneidung ist auch der 7weiteilchenphasenraum nur noch fiir
J‘=1 geschlossen angebbar

R %
_QZ(W,':’t) = é:/r'zk (ﬂn ) - Fw (W, 3)
-k%R?

KR

(3.54)
mit Fyw,3) = '/12—1

T30y (KR')-(341)

( Ip(z) gind die modifizierten Besselfunktionen zu rein
imagindren Argumenten). Fir 23~(K2R2 geht daraus mit der
sogenannten Debeye-Approximation (vergl. dazu Anhang B) die

Ndherung hervor
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2
(3.55) ﬁv’ (W’B) ~ 2K2R2 € (2341)
Ersetzt man hier (J+1/2)2 durch 12 (klassischer Drehimpuls),
so ergibt sich wiederum das Frgebnis der klassischen Dreh-

impulserhal tung7 e

Bislang haben wir uns auf den PFall skalarer Teilchen be-
schriankt, Wir wollen nun den Einfluss des Spins (s=1/2)

der N Teilchen erdrtern und gehen dazu auf das Ergebnis
(2.46) zuriick. Wie man aus dem Vergleich mit (2.40) erkennt,
liegt der Unterschied zum Fall skalarer Teilchen nur in

dem zusitzlichen Auftreten der entsprechenden Potenz des
Charskters Xy"'(f), wenn @ der Gesamtdrehwinkel bei der
durch otﬁty parametrisierten Drehung ist

(oS i}g = (05/9/2-(05 (‘W‘d/-)/,g

Im Falle einer geraden Anzahl von Teilchen mit Spin 1/2,
auf den wir uns hier zwecks spHterer Anwendung beschrinken,
ist /X7 E)] M eine periodische (2#) Funktion in &"ﬁf,

s0 dass wir wieder die Integration {iber die Drehgruppe
vereinfachen kbnnen, Nun nimmt auch Icos %/offenbar nur
fir @ =0 oder 27 ein Maximum an, weswegen alle sich da~
raus ergebenden Konsequenzen des oben beschriebenen Nihe-
rungsverfahrens hier iibertragen werden kdnnen, Nach einer
Taylorentwicklung um die besagte Stelle erhalten wir dem=—
nach nur Anderungen der Tensorkomponenten B;;,B/j', und zwar

(3,56) B&*"BQ‘J-«;- ; Bﬁ"’B/é\‘f"%

mit B&,Bﬁ aus (3.41). Andererseits ist der Wert der Funk-
tion X%(#) an der Stelle des Maximums gleich 2, so dass
der Gesamiphasenraum durch den Multiplizitdtsfaktor ZN we=
gentlich beeinflusst wird, wihrend die Abdnderung des B=-

Tensors unwesentlich bleibt, solange Bg,Bﬁ)}? sind., Wir
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diskutieren diese Bedingung im Falle des ER-Ergebnisses
(3.,49)., Die Forderung B£2>1 pedeutet dann nach Ausweis
der Gleichung (3.41)

(3.57) Wps>q ol pR BIR > 4

Diese Ungleichungen lassen sich anschaulich interpretieren,
denn'TfTﬁ'ist der mittlere Bahndrehimpuls eines Teilchens

im Wechselwirkungsvolumen der Grdssenordnung R3; Wenn dieser
den Spinbetrag wesentlich tiberwiegt, geht in die Drehim-
pulsabhingigkeit nur der "Bahndrehimpuls" ein, Nur der fir
jedes Teilchen offene Spinfreiheitsgrad fithrt dann also 2zu
einem Einfluss auf die Zustandssumme, da die Bedingung
(3.57) stets erfiillt ist, wemnn bei hoheren Energien die
mittlere Teilchenzahl schwécher als linear mit W anwdchst,

Nachdem wir nun in diesem Abschnitt die unserem Modell
zugrundeliegenden Formeln bereitgestellt haben, wollen
wir im nschsten Abschnitt den fiir die folgenden Ausfithrun=-
gen verbindlichen atatistischen Ansatz einfilhren und dis-

kutieren,
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4, Statistischer Ansaty

4.1 Ausreduktion der S—Matrix

Bevor wir unseren statistischen Ansatz einfiihren, wollen
wir zundchst die Wirkungsquerschnitte so ausdriicken, dass
die Symmetrie unseres Modells unter der Gruppe S (seus)
explizit beriicksichtigt ist, Wir betrachten dazu die Pro-
duktion von N auslaufenden Teilchen, die beschrieben werden
durch m,f,s,sB,I,I3 und B (Masse,Impuls,Spin,Helizitdt, Iso~
gpin, dessen 3-Komponente und Baryonenzahl) aus zwei ein-
laufenden skalaren Teilchen bei der CMS-Energie W, Zwecks
spdterer Anwendung denke man etwa an die Sorten 7, ¢,N und
N. Wir erhalten dann fir den Wirkungsquerschnitt zur Er-
zeugung einer durch die Besetzungszahlen Ng angegeben Kon-
figuration (NF,Nk,Nﬁ,NﬁJ ohne vorgeschriebene Ladungsver-
teilung, Spinrichtung und Impulsrichtung der einzelnen
Teilchen ausgedriickt durch die Matrixelemente des Streu-

operators

W) = g 112 jde m} S 0= P SCS10) 1

(4.1) . 44 4
S(5/) 5“”(2,0;_,0)‘:4.. PeLor= | S P Tsn, 2 Ta >,

(A kennzeichnet einl, Syst.)
wobeil die restlichen Indizes zur Teilchenbeschreibung der
Ubersichtlichkeit halber unterdriickt wurden.

Wir nehmen nun an, dass der Streuoperator S mit den Erzeu
genden der Poincarégruppe und denen der U(2)-Transformatio—
nen vertauscht, so dass neben Energie, Impuls und Spin auch
der Isospin und die Baryonenzahl erhalten werden., Die Sym-
metriegruppe g,ueseres Modells ist dann das direkte Pro-~
dukt der Poincaregruppe mit der U(2). Um diese Symmetrie
nun auszudricken, wollen wir die S-Matrix formal asusredu-—
zieren nach g,durch das Einschieben eines vollgtdndigen
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Systems von N-Teilchenzusténden. Diese beschreiben wir
nach ihrem Transformationsverhalten unter 5: mit /X/ A’,’),u);
wobei wieder X=W,J,I,B die Zugehtrigkeit zur irreduziblen
Darstellung von 5 und K:?,J3,I3 den Vektor in der Dar-
stellung angibt ('vm-sind Entartungsparameter). Bei dieser
Beschreibung seien die Zusténde bezliglich der kxontinuier-
lichen Variablen auf §-Funktionen normiert., Es gilt dann
dlie Vollstandigkeitsrelation

(4.2) > ¥ Jxxkw><Xkwl = 1

NE Yk
Das Symbol der Summation bedeutet hier eine Summe bzw., In-
tegration liber alle Teilchenzahlen und Beschreibungspara-
meter., Wenn wir den einlaufenden Zustand mit i abkiirzen,

erhalien wir formal

< e /3”, T3 [ STiD = i ﬁ <"'EI&'--'/X'(’7AJ>
Xk XK Y

(4.3) o o

S kommutiert nun mit allen Erzeugenden in ;, wag sich in
der Diagonalitit der folgenden Matrixelemente ausdriickt

W) <Xk ] SIX K > = SCx-K ) S kK9S Xl ST X7y
Dabei haben wir abgekﬁrzt(ﬁ

S(x-x)dk-k) = 8RRy s’ % ‘ia 75
Nun folgt mit (4.3)

NP 3 TN
XK ’7;0

A%

(4.5) Yy CxKkIE> - Xl Srxp .

Wir kénnen nun das Zweiteilchen-Matrixelement <%%7?;>noch
angeben, Es zerfsllt in ein Produkt zweier Clebsch-Gordan-
Kooffizienten?’ (CGK)



- 40 -

Z () A . A A 4 A
(ai6) <xkii> =W 3 (B-p) Y, @)<TL, LI, (11D

mit den abfaktorisierten CGK der Isospingruppe und dem
Vektor @ der Richtung des Relativimpulses vom Eingangssysten,
Nach Abspaltung einer é —Funktion der Energie-~Impuls-Erhal-
tung von dem S-Matrixelement (4.6) gehen wir zu der S—Funk-
tion iiber bzw. zu deren Betragsquadrat

| St = 3 8 & < plue (XK D
Xk X'k 7”7”,

€ XK o T o ><x7~//5‘//x¥><x Bl SLY' D

3 * . A A A A 4
¥ & }333(6)'}59;@)<fj“1;£2/1_%><j:_7}'2;152/_2'[{>

3

Bei dem Linsetzen dieses Ausdrucks in die Querschnittsfor—
mel (4.1) beriicksichtigen wir noch die folgende Vollstine
digkeitsrelation

(4.8) { Z 2_5; % fopidy o SCo BTy [= A

Damit gewinnen wir das Zwischenergebnis
2 ¢ Y Foa
Gy (W) = /??533%f ; [KYWISH >/ ?H,/ }ggfe) );ga(e)#
3443 v A A A
(4.9) YT E 55, /775 >/

..a(__ﬂ
nit 2 Y2, (3)-Y, 7 (8)- ""“‘“““‘ R ()
ist nun die Summe iiber J3 guafithrbar und wegen der Erhal-
tung des Isospins auch die ilber 13, so0 dass wir unseren
Querschnitt mit den Betrigen der ausreduzierten S-Matrix-
elemente in folgender Weise fibersichtlich ausdriicken kinnen

Ad A 2
(4.10) dﬁf(w) = -E; I%(Z.}"f'!)kfrfw LIy frn >/ Ekw&zsyﬁllw >f ;
f
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Da der einlaufende Zustand stets definierte Baryonenzahl
hat, entf#llt die Summation liber B. Damit haben wir jetzt
alle Erhalitungsgrossen des Systems, die unmittelbar aus der
Symmetrie des Modells folgen, beriicksichtigt. Man kann nun
fiir dle sogenannten inelastisehen Partialwellen (vergl.
auch 23%)

[ Sy, W35 8)) = ¥ fawszy, I51:2] :

(4.11) ”

phinomenologisch motivierte Ans&tze machen, wobei man die
aus der Unitaritdt von S folgende Relation

(4.12) Z, | Swpcr) 175 1

einzuhalten hat. Wir sehen weiterhin, dass der Gesamtwir-
kungsquerschnitt sich als inkohdrente Uberlagerung von
Drehimpuls und Isospinzustinden schreibt, so dass man kKei-
ne weiteren Annahmen iiber Tnterferenzterme zu machen braucht.

4,2 Ansatz fiir die inelastischen Partialwellen

Wegen der Normierung (4,12) konnen wir physikalisch die
ISN(X){2 als tiber die Teilchenzahlkonfigurationen des End-—
zustands normierte Ubergangswahrscheinlichkeiten eines
Zwischenzustands (Feuerballs) zu definierten Werten von X
ansehen., Wir setzen nun diese Wahrscheinlichkelten filr in-
elastische Prozesse dem zur Verfilgung stehenden und im
"Sinne (4.12) normierten Phasenraum proportional, d.h, wir
nehmen fiir den Zerfall in einen durch N; beschriebenen Zu-

stand an

2/\..4 _'.,Q__A.j’_(ﬁ- = _Q (X
| Sweex) | o) : Dav) A% g (X))

Wir sehen, dass in dieser Form die Phasenriume nur bis

auf eine beliebige, von Ny unabhingige Funktion der Inva-
rianten eingehen, Durch die vorgenommene Normierung beschrei-
ben wir automatisch das Konkurrieren und gegenseitige Unter-

(4.1%)
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driicken der mit den PhasenrHdumen gewichteten Reaktionen in
den einzelnen Zerfallskanilen,

Neben dem Zerfall des Zwischenzustands ist nun auch noch
die Wahrscheinlichkeit seiner Bildung aus den beiden ein-
laufenden Teilchen zu berilicksichtigen, ]S[2 in (4,13) ist
also ausserdem noch proportional zu einer Funktion, die wir
zukiinftig als Feuerballanregungsfunktion (Feuerballfunk-
tion H) bezelchnen wollen. H muss vom Drehimpuls abhiingen,
da zum Beispiel die Restriktion des Gesamtspins bei Ver-
nichtungsreaktionen in Ruhe oder bei m#ssigen Energien auf
J=0 oder 1 niemals allein durch die Drehimpulsabschneidung
der Phasenriume JlN(W,J) der auslaufenden Mesonen bewirkt
werden kann, Im Sinne unserer Interpretation kann H aber
nicht vom Endzustand abhingen und wird zukiinftig als in I,B
konstant angenommen, Physikalisch wollen wir mit H die ing-
besondere vom Stossparameter abhdngige Bildungswahrschein-
lichkeit des Feuerballs beschreiben. Beziiglich der Abhén-
gigkeit vom Drehimpuls sollte H daher im wesentlichen pro-
portional dem Erwartungswert der ebenen Welle (der Relativ~
bewegung im Wechselwirkungsvolumen) der einlaufenden Teil~-
chen projiziert auf definlerten Drehimpuls sein,

In der Funktion H verdichtet sich eine Menge dynamischer
Information, die unseres Erachtens wohl nicht allein gus
statistischen Gesichtspunkten gableitbar ist. Daher miissen
wir fir H Ansitze machen und deren theoretische Konsequen-—
zen mit dem Experiment vergleichen, Wir stellen aber zun#chst
zusammen, worauf diese Funktion wesentlich Einfluss nimmt,

Wir sehen zundchst nach Summation iltber alle inelastischen
Kan#dle, dass der gesamte Querschnitt Gj“ -~ sowelt er durch
dieses Modell gegeben ist -~ bei hoheren Energien wegen der
Normierung (4.12) allein von H abhingt. Das bedeutet in
unserem Bild: Der einmal gebildete Feuerball zerfHllt stets,
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so dass 6 Mdem Querschnitt zur Erzeugung des Feuerballs

gleich wird

G‘."(W) ~ -IZ:’ %(23+1)H(W.'3)
(4.14)

oder 6""‘(1443) & %(2341)/7/(14’/3)

Wenn wir den Ansatz H(W,J)=f(W).g(J/KR) machen, dann gilt
also fiir nicht zu niedrige Energien

6™ = Ag’ ng’ﬂdﬁ"f(W)-g(J/kA’)

(4,15) v fw) 1A 5‘25463(6)-

Damit wird das Energieverhalten lediglich von £(W) bestimmt,
wihrend die Stossparameterbeschrinkung g(b) energieunabhén-
gig ist, so dass aus Unitaritdtsgrinden 6™ fir grosse W be~
schrinkt bleibt. Wir werden in Abschnitt 5 zeigen, dass bel
diesem Ansatz fir H die Verzwelgungsverhdlinisse asymptoti-
scher Kanile energieunabhingig werden, wenn man fir g(x)
eine Caussform in x ansetzt. Dieses Ergebnis kann mit Ex-
perimenten verglichen werden., Findet man diese Aussage im
Widerspruch zur Erfahrung, so k6nnte man eine Energieabhidn-
gigkeit in der Stossparametereinschrénkung g vorsehen, 80
dass im limes hoher Energien der effektive Radius fir die
Feuerballbildung verschwindet. In der Literatur sind sol-
che Vorstellungen entwickelt wordenz), um den Energieabfall
des vom SM beschriebenen zentralen Querschnitts bel inelas-
tischen Reaktionen zu erkldren., Wir wollen hier aber darauf
verzichten und stittzen uns dabei auf die aus der elastischen
Diffraktionsstreuung gefundene Abhingigkeit der inelasti-
schen Partialwellen vom Stossparameter (vergl. etwa 12).

Wir mbchten die Energieabhingigkeit von &M in unserem Mo-
dell in Zusammenhang bringen mit der Lorentz—Kontraktion
des Wechselwirkungsvolumens im einlaufenden System., Ahnli-
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che Ansdtze sind von R.Hagedornz) gemacht worden, der die
Abnahme der Wahrscheinlichkeit fiir die Ausbildung eines
Gleichgewichts (Feuerballentstehung) mit der wegen Lorentz—
Kontraktion abnehmenden Kontaktzeit der einlaufenden Nukle-—
onen erklirt,

Zur Bestimmung der H-Funktion gehen wir daher auf (4.14)
zuqﬁck und setzen die partiellen inelastischen Querschnitte
G ‘" (W,J) unserem Zweiteilchenphasenraum proportional. Da-
bei beriicksichtigen wir die gegebene Flugrichtung der bei-
den einlaufenden Teilchen parallel zu der Strahlachse &
durch eingeschriebene J-Funktionen in den Impulskomponen-
ten, Wie wir im Anhang B zeigen, erhalten wir dann

(4.16) D, () = fyw)-@ame L, (KR

wobel K,R,X Jeweils CMS-Impuls der beiden einlaufenden

Teilchen, Radius des Wechselwirkungsvolumens und Kontrak-
tionsparameter ist, wihrend die modifizierten Besselfunk—
tionen I,(z) in (3.54) eingefiihrt wurden, Mit (4,14) haben
wir dann

GMNWI) = X-!?(W) Q,(W3)  also
(4.17) H(w,3) = X'f(w). e”kzﬁzfj*,f/z(ﬁ'z/?z)'

Grunds&tzlich kSnnte man nun die vom Endzustand unabhingi~
ge Funktion £(VW), die also multiplikativ in alle inelasti-
schen Querschnitte eingeht, an das Experiment anpassen,
Wir wollen hier aber f{(W) durch die Forderung bestimmen,
dass in einem Modell ohne Kontraktion der inelastische Wir-—
kungsquerschnitt asymptotisch (W~ o) konstant werden sollte
und erhalten dann mit der Formel g,g(zJH yue ”’13*%(1&’.?*) =
RY27 W/Kiztrconst. !

4 - kPl 2,2
(4.18) HW,3)= const-RW- §- Iy 0, (KR,
Fir exotherme Reaktionen, wie etwa die uns interessierenden
Vernichtungsprozesse im Nﬁ-System ergibt sich dann das
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iibliche Schwellenverhalten (XK-» 0, einl, skalare Teilchen)

(4.19) & (W,3) o ‘32‘/53,0 + OCawusl)

Fiir hbhere Energien dagegen gilt in guter Ndherung

-1 lre! 252
(4.20) H(Wwa3) & cousl y- iv%.e (3*'/‘)/2’"’?

so dass wir mit dieser Gewichtsfunktion eine Beschrénkung
auf kleine Stossparameter in (4.,14) erhalten, Bislang ha-
ben wir die Lorentz-Kontraktion vernachldgsigt und in die—
sem Falle einen endlichen konstanten Wirkungsquerschnitt
fiir Feuerballproduktion im limes hoher Energie gefordert.

(4.21) 6‘"“(1{}-0 0 ) = coust-Vy Q7R

Die Energieabhingigkeit des Querschnitts pp-»Pionen, den

die Abbildung 1 zeigt, und den wir als zentralen Querschnitt
bezeichnen wollen, legt es aber nahe J—ZM/W zu setzen.,

Damit erhalten wir dann in guter Ndherung fir den von un-
serem Modell beschriebenen inelastischen Querschnitt

(4.22) G inew) S cust. _’;-2—-. .27k,

weswegen die Energieabhéngigkeit von G“h unabhingig von
den Parametern const,R festgelegt ist. Die Bestimmung der
beiden verbleibenden Konstanten in der H-Funktion werden
wir in Abschnitt 6 vornehmen.

’Zusammenfassend machen wir also fiir inelastische Prozesse

den Ansatz
- ~ -k’ﬁ’ 0y, (W3 T)
(4.23) /S;,i(w,a,r) / =R eutWRy-e  Ip, 40 )_(2 (iwaz)

mit den in Abschnitt 2 definierten Phasenriumen IE% '
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4,% Ladungsanalyse

Im Prinzip ist es nun méglich, mit diesen Formeln Wirkungs—-
guerschnitte bei bestimmten Reaktionen als Funktion der
Energie zu berechnen, allerdings ist in diesem Rahmen dann
noch keine Ladungsanalyse mtglich, Da aber experimentell

die hier berechneten Grossen im allgemeinen nicht gemessen
sind, bedarf es noch einer weiteren Annahme liber die Zer-
legung eines Querschnitts z.B. G (pp+4w) in die einzelnen
Ladungskandle der auslaufenden Mesonen,

zur Kongstruktion der statistischen Gewichte fiir die Ladungs-
zusténdeza) gehen wir auf die Definition der Phasenriume

ok, h .
zuriick, Nach Formel 4,10 g;ltz (QQH)”(W3). _me(WS‘I)
S(PF—*mT) = & 4 Pl we)

(4.24)

In unserem Modell zerlegt sich der Phasenraum.ﬂ,r in ein
Produkt, so dass der Isospinphasenraum abspalten kann

(4.25) Q.. (1) =1,,21 <KILTy... InIu [ PE/ 0 >
“rdan

Wenn wir den N-Teilchenzustand wiederum mit den Entartungs-
parametern.7 ausdrticken, erhalten wir

— - 2
(4.26) "QMT (I) = i_ { ZI<I/131“"[11]3»: [1Z%,2] } _
Tas+ Ign In
Die Ausfiihrung der Summe iiber die Ladungszustédnde, beschrie-
ben durch I3i’ liefert also die Multiplizitdt., Die einzel-

nen Summanden _ 7 2
(4.27) % [ <o Ly [ T T30 2]

lassen sich durch CGK der Drehgruppe ausdriicken und sind
auch ndherungsweise fiir hthere Teilchenzshlen mit Sattel-
punktsmethoden berechenbar25). Sie sind invariant unter La-
dungskonjugation und unter Vertauschung der Teilchen zu
gleichem Isospin und gleicher Ladungseinstellung., Sie hin-
gen also z.B, bei N auslaufenden Mesonen nur ab von dem
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Vektor n,, n,,n. der Ladungsbesetzungszahlen, d.h. von der
Anzahl der Teilchen mit I3=+1,O,-1o Bei Ladungsanalyse hat
man nun nicht nur auf I,I3 im Isophasenraum zu projizieren,
sondern zudem noch auf bestimmte Werte der nj. Es ist daher
zweckmissig, (4.23%) so umzuschreiben, dass die Abhingigkeit

von den Ladungsbesetzungszahlen deutlich ist
/

n. 11 7/2
(T) = Z_—-——-———-" 2 ,<'”1‘”°”-’ 37n
(4.28) .er Mye T yingIn ! hn 4
Ny +My +N. =N

worin dann (h*,na,nhfl,i3,7;>ein Repridsentant von der

Form <i1’131""’1n’13n | I’IE’TC> ist zw ny,ng,n_. Wir se-
hen nun, wie der Gesamtphasenraum zerfallt in Unterphasen-
rdume zu vorgegebenen Werten von n,. Dabeil bezeichnen wir

[72 Knsmopn | T3> 1 |

mit /

* u— ﬂ '
E.‘ (ﬂ‘f‘/ﬂ"/n"} I/I3 ) "_,n4 .’no.’n_,’

(4.29)

das statistische Gewicht des auslaufenden n~Teilchenzustands
im Isoraum. Wir werden nun zunichst Wirkungsquerschnitte
ohne Iadungsberiicksichtigung berechnen und erst anschlies-
send daran die Zerlegung in die Ladungskanile vornehmen,
Tetztere sind dann nach Massgabe der oben eingefiihrten Ge-
wichte Pn zu zerlegen mit solchen Ladungskoeffizienten, die
durch Summation iiber alle mdglichen Ladungskonfigurationen

n,,n, ,n. normiert sind. Diese nennen wir Pﬂ*

(4.30) B,*(”-z,"w“-;f/fs)f- B (asnenj I23) /200 (1)

7umindest fiir hohere Teilchenzahlen wird das Verhalten von
P%* hauptsdchlich durch den am stirksten vertnderlichen
Symmetrisierungsfaktor bestimmt, so dass man grob erhdlt

(4.31) Bt ey may ) 2 DO

ﬂf ./"e [ 71__ .f
mit der Normierung

(4.32) 2 ék(m“?of ”*‘")Jk("f‘”—"f})l‘?,,*('“)= 4

My NRoMe
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Man sieht aus (4,31), dass bevorzugt in einem Rohquerschnitt
solche Endzustinde vorliegen, die eine gleiche Anzahl von
positiven, negativen und ungeladenen Pionen aufweisen und
dass Kandle mit unverh#ltnismissig vielen ungeladenen Me-
sonen z.B. stark unterdriickt werden. Die Koeffitienten Ph*
sind zumindest fiir hdhere Mesonenzahlen ndherungsweise von
I unabhingig, wihrend filr niedrigere Teilchenzahlen die
Verhiltnisse verwickelter sind, Hat man mehrere Teilchen-
sorten zu gleichen Isospins im Endzustand, so bleibt der
obige Gedankengang derselbe, nur miissen wegen der Unter-
scheidbarkelt von ¥ und ¢ z.B. andere Symmetrisierungsfak-

toren vorgesehen werden,

Wir konnen nun das so prizisierte Modell, in welchem alle
gemessenen (iiber die Winkel integrierten) inelastischen
Querschnitte berechenbar sind, testen. Das werden wir im
Abschnitt 6 durchfithren, Im nichsten Abschnitt studieren
wir einige allgemeine Folgerungen unseres Ansatzes.
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5. Qualitative Zilge des Modells

5.1 Verhalten der Querschnitte

Bevor wir unser Modell auf die Vernichtungsprozesse im pp-
System anwenden, wollen wir gewisse allgemeine Eigenschaf-
ten des Ansatzes (4.23) hier diskutieren. Dazu werden wir
das F,g,ﬂ,ﬁ— System als abgeschlossen betrachten, Der Wir-
kungsquerschnitt zur Erzeugung von N#-F—Mesonen, No —9- Meso—
nen, u.s.f. im pp~System hat dann nach (4,1) die Form

@(NFINEJNH) = F/T; I% é+%_) Hiw,3) ﬂi/édéy::;l;/fl) |

(5.1)

Darin ist L eine Summe lber die Phasenriume zu allen mdg-—
1ichen Endzustinden, Wie in (5.1) zum Ausdruck kommt, haben
wir die ¢-~lMesonen bei dem statistischen Ansatz als Elemen-
tarteilchen betrachtet (vergl. dazu auch 27 und 28), Diese
Betrachtungsweise verstehen wir als eine N#herung ,die im
limes verschwindender Breite der Resonanz oder im Hochener-
gielimes (ER) exakt werden sollte, Um das zu verdeutlichen,
gehen wir auf das Impulsraumintegral (B,-Erhaltung) des ko-
varianten SM zuriick und beschreiben phénomenologisch das
statistische Gewicht fiir die Erzeugung von N Teilchen der
Masse u , von denen Teilchen 1 und 2 eine "Resonanz" der
Masse M2 %u bilden, durch den modifizierten Phasenraum

Q) “w) = [ i (s < )

2P0 4 2Pr0 [Cpapa)-M2] €
Z P .1+ R —F
¥ ;113;2/0“}3 (Zpit R 5

Die eingeschriebene Impulsraumwichtung beschreibt das Massen-—
spektrum der Resonanz und W2£§2. Durch Substitution folg?t

daraus
M

(€ s
(.50 D, (W)= enst [dQ
2

a
£
[@1——M2]?{'62 'Y'Q/U"/ (W) /
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worin‘IlNgq(w) der kovariante Impulsraum filr N-2 Teilchen
der Masse'f{und ein Teilchen der Masse Q ist. Wir sehen,
dass bei endlicher Breite € der Gewichtsfunktion der Im-
pulsraum mit Resonanz sich ausdriicken l#sst als gewichtete
Uberlagerung von Impulsrdumen mit elementaren Teilchen, wih-
rend im Grenzfall €-¥0 offenbar |
(5.4) Q;lE(W) —b  Coust- _QNIVII (W)

€E-PO
gilt, Im limes hoher Energie WM wird in (5.3) 2,2, ()
praktisch massenunabhéingig, so dass wegen der relativ stark
konzentrierten Gewichtsfunktion im dQ-Integral ebenfalls
jlmﬁicw) an der Stelle Q=M vor das Integral gezogen werden
kann., Diese Uberlegung betrifft natiirlich auch in shnlicher
Weise den Isospinphasenraum. Um das kurz gusgzufithren, gehen
wir auf die Definition (2.47) zuriick und schreiben

(5.5) T - 7 I/I.? T T

T3¢ '
wobei wir ausfiihrlich die Einzelisospins Ii der zu koppeln-
den Teilchen mitgefiihrt haben. Der Projektor PI’I

auf definilertes I’IB’ sodass in der Bezeichnungsweise der
Gleichung (2.48) gilt

QN(I.’,}IM/'II3)
T 2
= Z Z /<I1131"‘LN130/T137N71 .
I3 v

Nun wihlen wir zweckmidssig als Entartungsparameter die Unter-

3 projiziert

(5.6)

isospins J, im 1,2-System, J, im (1,2)~3-8ystem u.s.f. und
erhalten daher mit den CGK der Drehgruppe durch Iteration

1,8 14332 Jor 4y L
s Dy )=2 2 1O Ot /*

Ig" 3/"“?”«-2 1;, -Z;z M’f M] ‘7}/ HZ M”.z Iw Ij ¢
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Wir setzen nun voraus, dass etwa Teilchen 1 und 2 die Iso-
spinresonanz j bildet. Mit anderen Worten, wir halten bel
der Konstruktion des Isoraums mit "Resonanz" Jj in der 7—
Summe den Unterparameter J1=j fegt und erhalten analog zu
der Schreibweise in (5.2)

' 2
0¥, 11,)= 2 2 &, lcek/
N1 M 3 Tt 3Ty 1)1

Z Z /CI; IzJ./z_ /CJISHZH /?.

]3[ 32"'3,\1-2, I?l 1}2?“ M I]3 ﬂ’
Dy Ty Tyj L Ts)

Der Phasenraum mit resonanter Festlegung eines Unterpara-
meters fiihrt also auch hier wieder auf eine Zustandssumme
mit N-1 "elementaren" Teilchen, was sich auch in den Rekur-—
sionsformeln fiir IlN(I) niederschligt, Ahnliche Uberlegun-
gen kann man auch zur Bestimmung der statistischen Gewichte
in der Ladungsanalyse benutzen, was hier aber nicht ausge-
fihrt wird.

Eine rigorose Durchfiihrung dieses Ansatzes (bei endlicher
Breite der Resonanz) liegt unter anderem auch wegen der Korre-
lation im Impulsraum, die die Anwendbarkeit unserer Nihe-
rungsverfahren in ¥rage stellt, bisher nicht vor. Daher wer-
den wir bei dem statistischen Ansatz Resonanzen in iiblicher
Weise als Elementarteilchen ansehemn.

Wir nehmen daher an, dass die mit obigem Querschnitt erzeug-
ten.9~Mesonen nach Verlassen des Wechselwirkungsvolumens mit
Sicherheit in zwel Pionen zerfallen, Das heisst, wir setzen
den Querschnitt zu der Erzeugung von z.B. drei Pionen im
Endzustand additiv aus zwei Tellen zusammen, und zwar

(5.9) Ses (37) = SCH 00 )+ & (11 T5.0 )

(5.8)

b

\

Daher zerlegt sich der gesamte Wirkungsquerschnitt der Pilo-
nisation.GP in zweil Teilec_:‘?P und GSP, wobei PP bedeutet: ohne
Beteiligung von Resonanzen (primire Pionisation).
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Wir betrachten nun einen durch die Besetzungszahlen Ng
beschriebenen Endzustand, Die Wahrscheinlichkeit fiir die
Erzeugung einer solchen Konfiguration setzen wir in einem
partiellen W,J,I-Kanal dem zur Verfligung stehenden Phasen-
raum proportional. Ohne weitere Annahmen wiirden wir damit
implizieren, dass die rélativen Erzeugungsstirken der be-
trachteten Teilchen nur von den jeweiligen Massen abhéngen.
Es ist aber a priori nicht sicher, ob im Sinne des ¥Feuer-
ballbildes die Bildungswahrscheinlichkeit der einzelnen
Teilchensorten im Wechselwirkungsvolumen gleich ist. Um

dem Rechnung zu tragen, fithren wir flir jede Sorte eine di-
mensionslose Konstante ein, die wir zukiinftig auch als Kopp-
lungskonstante Gg bezeichnen wollen und setze% die Wahrschein-
lichkeit eines Endzustands N; dem Produkt ?JGgfoPhasenraum
proportional.

Im iiblichen SM spaltet man von dem Phésenraum eine ent-
sprechende Potenz des Wechselwirkungsvolumens ab und fihrit
zur Anpassung an Experimente filir verschiedene Teilchensor-
ten unteréchiedliche Wechselwirkungsradien ein, Dort ist
also formal nicht zwischen "Kopplungskonstante'" und Radius
zu unterscheiden, Auch in unserem Modell geht nach (3.44)
das durch R bestimmte, verschmierte Volumen zur Potenz der
auslaufenden Teilchenzahl multiplikativ in den Gesamiphasen-
raum ein, Eine Anderung von R bedeutet hier aber auch eine
Anderung in der Drehimpulsabschneidung, so dass damit zwi-
schen R und GS unterschieden ist, Da wir nun annehmen, dass
das Volumen durch das einlaufende System definiert wird und
R nur die Reichweite der Kernkridfte beschreibt, erscheint

eine Einfilthrung verschiedener Radien unmotiviert.

Wir wollen nun anhand eines vereinfachten Modells einige
allgemeine Konsequenzen unseres Ansatzes fir verschiedene
Teilchensorten {zwecks analytischer Durchfilhrung bei hohen
Energien W) ziehen und setzen dazu filir die Phasenridume an:
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= 7 1 i4 (WegI)
(5'10) _QNI“Ng, N”(W!elr)ﬁ Np"[ NS"I { A’{u.’ } —QA"WA&(’UU ¥

wobei die angegebenen Fakultiten die Ununtersoheldbarkelt
der Teilchen gleicher Sorte beriicksichtigen, so dass JZ»,
frei wird von allen Symmetrisierungsfaktoren und Kopplungs-
konstanten,

Um nun das Verhalten der in (5.1) definierten Wirkungsquer-
schnitte als Funktion der Energie und in Abhéngigkeit vom
Endzustand zu diskutieren, geniigt es nicht mehr, nur den
Phasenraumguotienten zu betrachten, da Ja die Summe tiber
die Drehimpulse mit der durch die H-Funktion gegebenen Wich-—
tung die Verh#ltnisse verzerrt, Wir gewinnen Einblick in
diese Zusammenhinge, wenn wir die Phasenrdume benutzen wie
sie im ER vorliegen (3,49). Man kann dann zeigen, dass die
so abgeleiteten Ergebnisse auch den Hochenergielimes unse-
res Modells darstellen. Wir bemerken, dass es dann geniigt,
nur die in den Teilchenzahlen am stirksten verénderlichen
Teile der Zustandssummen mitzuberiicksichtigen. In diesem
Sinne geht der Einfluss der Spins 84 der auslaufenden Teil~-
chen nur durch die Multiplizitdt (2s, +1) {und der Isospin
nur durch den entsprechenden Faktor (2I +1)N‘ein. Der Grund
fiir dieses Verhalten ist die Form der Spinn und Isospin-
abhingigkeit in der zugehtrigen Zustandsumme (3.26)

N
(5.11) 3V exp §- 0+ St §

Daher bewirkt offenbar der Spin- und Isospineinfiuss nur
eine Modifikation unserer "Kopplungskonstanten", da die
Multiplizitdten zur Potenz der entsprechenden Teilchenzahl
eingehen, Die fiir unser Vorhaben relevanten Phasenriume ha-

2 — 3wt
J} W,3) = (ﬁﬂ (75);'3 Q [UMR‘U /aﬁ ]
(5.92) Yy o 4, W7 T RT s VO il bl Y

ben dann die Form

wobei N=N +Np+2ll, die Gesamtteilchenzahl, a=4/9 und M die
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Protonmasse ist. Gleichzeitig haben wir Gebrauch davon ge-
macht, dass fiir unsere asymptotischen Uberlegungen der
Zweiteilchenphasenraum irrelevant ist. Weiterhin nehmen
wir eine Normierung des inelastischen Querschnitts auf
21rR2 vor, indem wir die Hochenergiendherung der H-Funktion
(4,20) ohne Kontraktion ansetzen: H:exp(—12/2K2R2). Nach
Integralapproximation der l-Summe folgt dann aus (5.1)

2,2
262 [URiWe™ LWV
0 (GMR* W e™%4rW")
mit der Abkiirzung (BF) (?Ejﬁb

oo
(5.13) Sl Np )= L S Jdo'e

E? ( Aﬁ’ i }%7

Die Normierungssumme IZ ldsst sich im ER-limes in folgender
Weise n#hern (Multinomialformel)
2“€/A’/U
Nw,e) —» ¢ ZZZ .S [MRWe ]
My N My

(5014) Q412 N
o 3 Lyt [eMRW e e ]
N

mit G=gr+gg+gﬂ' Wir erhalten zudem12)

) 3 ¢x 7
(5.15) D(x) L @r)" 7 y

“%’ e

Nach Substitution im Integral gilt dann

-2q
6 (My, Ny ) = $7a R+ S+ [MRPW'] ™ %
(5.16) MR w2 {4 2a
arf ds. 2" 0 c62) ,

Fiilr hohere Gesamtteilchenzahlen, fiir die diese Diskussion
nur gilt, erhalten wir also im Grenzfall W+ O (hier sind

die Massen vernachlidssigt, daher Verzerrung an der Schwelle)
ein Schwellenverhalten, wihrend im asymptotischen Bereich
W-¢ oo (bel festem Kanal) ein Energieabfall des einzelnen
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Prozesses wie

- &7
(5.17) G”fNﬁ,NswU”)N9”"1//"”?3”/2] &
vorliegt, Die Verzweigungsverhdltnisse werden hier also
unabhingig von den Konstanten Gy agsymptotisch konstant7)12)
im Gegensatz zum gewShnlichen S, Um dieses Verhalten in
unserem Modell zu erkliren, wollen wir zundchst den mittle~-
ren Drehimpuls <1>N(W) in einem inelastischen Prozess mit

N auslaufenden Mesonen berechnen

e, w) = 6.:}-‘(-‘;,) Z e Gu(We)
(5.18) ~ 4 }:{eze_ze/j?zwl. /. —QNﬁ-(er)
GN,e0) 4 Lwe)

Wir fihren nun dieselbe Substitution durch wie in Gleichung
5,16 und erhalten das Zwischenergebnis

_ y7a R2[M93W2]~20 s 2N-1¥-2G v
<O W) = sy -5’-2}{2 ey fakWe 3

Man kann zeigen, dass im Integral die folgende Entwicklung
] I

der Wurzel vorgenommen werden darf Vin Wz/z ax Vln W (1 -

1n z/21n W2 ). Damit erhalten wir bei festem N fiir grosse 17}

(5,19) <€>N(W) —_ RWY?Q&W {14‘ Oi(é;jw)} :

Wir sehen, dass in den asymptotischen Kanidlen Partialwellen
hoher Ordnung 1 dominieren, denn der auf cjin bezogene mitt-
lere Drehimpuls wichst nur mit WR. Die grosse Zustandssumnme,
welche durch ihr starkes Energiewachstum im gewthnlichen SM
den schnellen Abfall asymptotischer Querschnitte (Normie-
rung des gesamten inelastischen Querschnitts) ergibt, wirkt
in unserem Modell mit wachsenden Energien bei immer hoheren
1/WR-Werten, Der effektive Wert von L) wichst dann also we~
gen der Drehimpulsabschneidung in den Phasenriumen schwdcher
und somit f#llt der jeweilige Querschnitt auch langsamer ab.
Je schwidcher die Feuwerballfunktion im Stossparameter abschnei-
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det, umso schwicher wird auch der Hochenergieabfall asymp-—
totischer Querschnitte. Zudem bleiben auch, wie wir hier
nicht im einzelnen zeigen wollen, die Verzweigungsverhilt-
nisse energieunabhdngig. Ganz andere Ergebnisse erh8lt man
allerdings bei schirferer Stossparameterabschneidung in der
H-Funktion, Wie man leicht sieht, ergibt ein dem optischen
Modell &hnlicher Ansatz filr H, und zwar

1 fir 1< const WR
(5020) H = { } /

0 sonsit

exponentiell verschwindende asymptotische Querschnitte in
unserem Modell, Auch die Verzweigungsverh8litnisse werden
nicht mehr konstant, sondern fallen mit W->e ab, wobel
das Energieverhalten dann noch von den bhetrachteten Teil-
chenzahlen abhingt.

Wir erwdhnen noch, dass die Energieabhéngigkeithder Quo- ,
tienten Gﬁ(W)/CFNKW), welche sich im iiblichen SM zu y 2R
ergibt7 , hier weitgehend unabhidngig von der Raumabschnei-
dung in unseren Phasenrdumen ist.

Obwohl die zu einem Endzustand (Nﬂ,Ng,Nu) gehdrenden Pha-
genrdume fiir Weoo divergieren, kommt ein asymptotischer
Energieabfall jedes Querschnitts zustande, da in der Normie-
rungssumme 12 in wachsendem Masse Kan8le mit grosseren Teil-
chenzahlen iiberwiegen. Fiir grossere Drehimpulse 1 verschiebt
sich der Hauptbeitrag in {2 mehr zu kleineren Teilchenzah-
len (Drehimpulsabschneidung), deren Beitrdge zum gesamten
Wirkungsgquerschnitt dann aber durch unsere Feuerballfunk-
tion stark unterdriickt werden, Demnach macht sich die Wir-
kung der H-Funktion am stdrksten in den asymptotischen Be-
reichen (Schwinzen) der einzelnen Wirkungsquerschnitte be-
merkbar, deren asymptotische FEnergieabhingigkeit dann eben
durch das Zusammenspiel von Phasenraum und Feuerballfunk-
tion bestimmt wird. Einen allgemeinen Eindruck des Verhal-
tens unserer Querschnitte (exakte GWS-Formeln vorausgesetzt)
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vermittelt die Abbildung 21. Zwischen dem Schwellgebiet und
dem asymptotischen Bereich nimm% jeder Querschnitt als Funk-
tion der Energie ein Maximum an., Dieses fullt mit wachsen-—
der Teilchenzahl und wird flacher, Daher erstreckt sich dexr
wegentliche Teil von (Sin bei hbheren Energien tiber eine
mehr und mehr wachsende Zahl von Kanélen,

Wir betrachten nun den Pionisationsquerschnitt (SP(W)

. P = 2 G(Np Mg, 0)
(5.21) Ny (8¢ )}

fiir den asymptotisch gilt

o 2 -f 2
(5.22) OTW) = ,kz {dee -2h [)(gHRW e 2y

Q(GCHRW e~ CarW?)

mit g:g"+gg; G=g+gN. Dieses Brgebnis kOnnen wir auch so

ausdriicken

P 2,y~9a E? 2a-1  ()(q2)
(5.23) G,s (W) = ¥ra” W oal?-z

L2(G2)

Wihrend slso die Gridsse des Querschnitts von der Form der
grossen Zustandssumme n abhingt, ist das Hochenergleverhal-
ten wiederum durch W —48 gegeben., Die Vielfacherzeugung von
Mesonen (ohne auslaufende Nukleonen) wird also im limes
hoher Energie unterdriickt durch Nicht-Vernichtungsprozesse.
Unsere numerischen Ergebnisse zeigen aber, dass wegen der
grossen Masse des NN-Paares die bisher erreichbaren Energlen
~im pP-System nicht ausreichen, um diesen Effekt zu studieren.
Wir sehen weiterhin, dass der Wirkunggquerschnitt o'(W) nur
von gyt abhingt, so dass hier nicht zwischen einem Mo-
dell mit und ohne Resonanzen unterschieden ist,
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5.2 Asymptotische mittlere Teilchenzahl

Wir wenden uns nun den mittleren erzeugten Teilchenzahlen
einer Sorte £ bezogen auf den normierten inelastischen Wir-

kungsquerschnitt zu
<N§>(W) —_ éiz(w) Z A/f G(/fo, /Vg/ /V)U)
(5.24) e - &% o
. s P Pl W
=_1 r S.::(P"’e -227‘?2“’2 Vo gl e S [MRWe ]
2k K% 5 DR GMRW e arW?)
Dag Ns in der Summe iiber die Teilchensorten wollen wir
durch Differentiation gf-gg-; erzeugen:

. &0 2
y d (in-2%22 320402
(5.25) W) = s 94 & _ofdee AW 6. Q(GHRIWe 72 )

Die mittlere Anzahl der erzeugten Teilchen der Sorte §

wird also praktisch der zugehSrigen Kopplungskonstante gg
proportional., Das ist konsistent mit dem Begriff der "Erzeu-
gungsstérke'", den wir zur Einfilhrung der Konstanten Ggin
Abschnitt 4 diskutierten., Um das Energieverhalten von (ND
einzusehen, braucht man die asymptotische Form von .2 aus
Gleichung (5.15)

(5.26) <N§>(W) wm—D coxst‘-W X gf/@%

Die hier mit g abgekiirzten GrSssen sind zufolge des An-
satzes (5.12) ndherungsweise proportional zu G(2s+1)}(21+1),
wenn 8,1 den Spln bzw,., Isospin der Teilchensorte bezeich-
net, Bei gleicher "Erzeugungsstirke" G haben also Teilchen
hoheren Spins und Isospins gréssere Multiplizitédten,

Abschliessend wollen wir noch das Verhalten der mittleren
auf GP bezbgenen Mesonenzahl bestimmen

P 1
(5.27) <N o (W) = P NZF M G(Nyp, 000 )
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Wir erhalten dann

2t 2 QUg,2)
A . A
L2@62)

Setmen wir darin (5.23) ein, so ergibt sich, dass im 1li-
mes W-dwo (Nh-)P konstant wird. Auch dieser Effekt liegt
ergt dann vor, wenn die Vielfachpionerzeugung durch die
Nicht-Vernichtungskanile unterdriickt wird und kann daher
noch nicht mit Experimenten verglichen werden.

W
P 1 2 ~Ya
(5.,28) <Nﬁ> (w) W—-—P_:b 6-*_—',5' ’317 ?ffaﬁw ;ng-g

Da wir gesehen haben, dass zur Beschreibung von Lxperimen-
ten genauere Berechnungen unter Beriicksichtigung der end-
1lichen Magsen bei kleineren Energien unumglinglich sind,
wollen wir diese in dem folgenden Abschnitt erdrtern.
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6. Anwendung auf Experimente am pp-System

6.1 Bereitstellung der Ausgangsformeln

Wir wollen unser Modell anwenden auf das physikalische _
System, welches am ehesten eine konsistente, erfolgreiche
Beschreibung mit statistischen Mitteln erhoffen 1lisst. Dazu
wéhlen wir die Vernichtungsprozesse im pp-System, da diese
einmal wegen der grossen Masse der Nukleonen sine relativ
hohe mittlere erzeugte Mesonenzahl aufweisen und zum ande-
ren "durchlaufende Teilchen" (im Sinne der Einleitung) hier
fehlen, Als experimentelles Material liegen Messungen der
wichtigsten Wirkungsquerschnitte iiber einen Energiebereich
von 1.6 bis 7.0 GeV/c (das entspricht einer CMS~Energie

von 16.6 bis 28,2m) vorso)n

Wir wollen nun Ausssagen sus unserem Modell fiir diese ge—
megsenen integrierten Querschnitte ableiten. Dabei beschrin-
ken wir uns auf drei Teilchensorten 7, ¢,N und N, Zu jedem
Satz von Besetzungszahlen Ni der Sorten { haben wir dann zu-
ndchst die Phasenrdume Jth(W,J,I) zu berechnen, deren In-
tegraldarstellung in Abschnitt 2 angegeben wurde, Mit den
in Abschnitt 3 abgehandelten GWS-Methoden gewinnen wir Nia-
herungsausdriicke fiir die Phasenrdume JQNi(W,J), die fiir
grosse Besetzungszahlen bei festem J und W/N exskt werden,
Den Isospinphasenraum Jle(I) berechnen wir rekursiv nach
den in Abschnitt 3 angegebenen Formeln, Die fiir unsere nu-—
merischen Rechnungen benutzten Ausgangsformeln der Zustands-
summen sind vollsténdig in Anhang A angegeben, wo auch die
wilchtigsten Formeln zur LSsung der transzendenten CHGL
(vergl, 3,10), die mit hoher Prizision behandelt werden
muss, stehen.

Fiir die in Abschnitt 4 eingefiihrte H-Funktion (Feuerball-
anregungsfunktion) kann man in dem hier betrachteten Ener-
giebereich als gute Niherung die folgende Formel verwenden
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2
~@+h) 2KR"
(6.1) Hw,3 ) = oust %{' e ’

wobei die Unitaritidtsschranke HZ1 (4.12) einzuhalten ist.
Hier bedeutet J,K jeweils Drehimpulsquantenzahl und Rela=
tivimpuls im CMS, wdhrend R,M Radius und Nukleonmasse be-
zeichnenj const ist dann eine dimensionslose, anzupassende
Zahl,

Mit dieser Funktion und den Phasenriumen JZ (W,J,I) kon~—
stpuieren wir nach (4,10) und (4.23) die inelastischen Wir~
kungsquerschnitte nach summation iiber den Isospin I in fol-

gender Weise

_.QN, (Wra’r..)
(6.2) G (W) = Z(z3+1) H(uz})z awTER IR

2ﬁf I3
Alsdann zerlegen wir den Querschnitt Gﬁf(W) gemdss der in
Abschnitt 4 ausgefilhrten Ladungsanalyse in die einzelnen
beobachteten Kandle und summieren iber die nicht beobach-
teten ungeladenen Teilchen. Da im Endzustand dlrekt keine
¢-Resonanzen gemessen werden, ersetzen wir die Wirkung-—
querschnitte z.B. (7t 7¢°) durech (2n7277) und addieren
alle moglichen Beitrige zu einem betrachteten Kanal auf.

Da (W,J, I)mgiﬁl (W,J,I) bei festgehaltenen J,I eine Summe
von in W stark anwachsenden Punktionen ist, erwarten wir,
dass ein Querschnitt bei hohen Energien unterdriickt wird
“durch dle konkurrierenden Prozesse grisseren statistischen
Gewichts, deren Zustandssummen in n eingehen., Andererseits
liegt fiir jeden Querschniti bei hinreichend niedrigen Ener-
gien ein Schwellenverhalten vor. In einem Modell identi-
scher Teilchen ohne innere Freiheitsgrade demonstrieren
wir dieses allgemeine Verhalten am Beispiel einiger Quer-
schnitte bei Normierung von ™ auf 2#R2 in Abbildung 21.

Auch die Experimente scheinen diese groben Zige im Energie-
verhalten widerzuspiegeln: Kanile mit wenigen (verglichen
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mit der mittleren Mesonenzahi) auslgufenden Teilchen fallen
mit der Energie W ab und kOnnen grob in dem Sinne als asymp-
totisch bezeichnet werden als ihr Energieverhalten durch

dle Formel (5,17) beschrieben wird. Geht man zu hbheren Me-
sonenzahlen iiber, so liegt erwartungsgem#ss ein noch nicht
asymptotisches Verhalten vor. Man gtellt die Andeutung eines
Maximums im Wirkungsquerschnitt als Funktion von W fest,
wihrend zu hoheren Energien die Einmiindung in das asympto=-
tische Geblet sich ankilindigt. Insbesondere zeigt dann der
Querschnitt zur hochsten gemessenen Teilchenzahl 3n+3ﬂﬁﬂ°
ein deutliches, weites Maximum, wie das grunds&tzlich aus
dem Energieverhalten der Phasenriume zu fester Teilchenzahl
(nach Normierung (4.23)) verstdndlich ist., Bei niedrigerer
Energie erwarten wir einen Anstieg der Querschnitte wie 1/K
mit dem CMS-Impuls der einlaufenden Nukleonen, so dass dort
eine Verzerrung des reinen Phasenraumverhaltens'vorliegt.
Das driickt sich dann insbesondere im Energieverlauf von & P
aus, der zu kleinen K-Werten hin ansteigt, w8hrend er bei
der hdchsten Einschussenergie nur noch etwa 40% des inelas-
tischen Querschnitts ausmacht.

Umgekehrt weist das Verhalten der Querschnitte filr Nicht-
Vernichtungsreaktionen GNV = G_in - G‘P durchweg einen
Anstieg iiber das ganze Energieintervall auf. Wegen der aus-
geprdgten Asymmetrie in der Winkelverteilung der Nukleonen
bei Prozessen ohne Vernichtung scheint der statistische
(vorwirts~riickwidrts—symmetrische) Anteil dieser Reaktionen
gering zu sein, wie sioh das auch in unserem Modell ergibt
(vergl. Abb.: 16).

In dieser Form enthidlt nun unser Modell noch einige Para-
meter, die festgelegt werden miissen, Wir stellen sie zusam—~
men: oonst, R, GV”GP’GN' Man sieht aus (6.,1), dass const
lediglich multiplikativ in die H-~Funktion und damit in alle
inelastischen Querschnitte eingeht, widhrend die Kopplungs=-—
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konstanten Gg nur in den Phasenrdumen stehen und die rela-
tive "Erzeugungsstirke" der Sorten beeinflussen (5.23). Der
Radius unseres Wechselwirkungsvolumens R erscheint jedoch
sowohl in der Feuerballfunktion als auch in den JQN . Zur
Vereinfachung der Anpassung vergsuchen wir den Ansatz Gy =Gp=
:GNzG und haben daher die Parameter const,R,G anzupassen.

6,2 Anpassung der Parameter

Wie aus Messungeﬂ der elastischen Streuung im pp-Systen

bei 1.6 GeV/c hervorgehtBo) erreicht die Opazitst praktisch
die Unitaritétsgrenze, d.h., es findet maximale Absorption

bei niedrigen Partialwellen statt. Daher wdhlen wir den Para-
meter const so, dass unsere H-Funktion bei dieser Energie

und J=0 ebenfalls maximale Absorption beschreibt und erhal-
ten const=0,7. Wir bemerken, dass wegen (6,1) die Wahl von
const zu dieser Anpassung unabhiingig ist von den verbleiben—
den Parametern R,G, Der gesamte inelastische Wirkungsquer-
schnitt

(6.3)

hdngt nun nach (4,2%3) lediglich noch von der multiplikati—
ven Konstante R2 ab. Aus unseren numerischen Ergebnlssen
folgt, dass fir die hier betrachteten Energien W< 50my der
inelastische Wirkungsquerschnitt unseres Modells praktisch
pur aus dem Pionisationsquerschnitt besteht, so dass R an-—
gepasst werden kann zur Festlegung des Querschnitts pp —s
Pionen bei einer Energie. Mit const=0,7 h#&ngt diese Wahl
des Parameters R nicht von G ab. Wir wihlten R=0.63my und
erhalten dann sehr gute Ubereinstimmung von CSP(W) von 1.6
bis 7.0 GeV/c wie die Abbildung 1 veranschaulicht,

¥

6 ¥pp) T 0.7 DR ¥ 6 Pepp)

Wir machen zur Bestimmung von R noch eine Bemerkung. Ob-
wohl die elastische Vorwidrtsstreuung im pp-System bei hohe-
ren Energien sehr gut als Diffraktionssireuung beschrieben
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werden kann30)31) - dabei wird analog zu unserer H-Funktion
bei einer Gaussfunktion im Stogsparameter fiir die lnelas-
tischen Partialwellen ein R von etwa O.Sm}'benutzt - haben
wir in diesem Modell nicht mehr die Mdglichkelt, die zu den
inelastischen Prozessen gehdrige Schattenstreuung auf das
Experiment anzuwenden, bas liegt daran, dass wir nur einen
Bruchteil aller auftretenden inelastischen Reaktionen zu
beschreiben beanspruchen.,

Zu kleinen Energien hin iiberwiegt aber der exotherme Ver—
nichtungsprozess in esin, so dass wir versuchen kdnnen,
wenigstens bel der Energie von 1.6 GeV/c die unserem Modell
entsprechende Diffraktionsstreuung mit dem Experiment zu ver-
gleichen, Wir finden dann gute Ubereinstimmung in der t-Ab-
héingigkeit von dsel/dt mit R;O.6m;, erhalten dann aber ein
um einen Faktor 2 zu kleines Verhdlinis von Gel/cstot'
Nach J.KokkedeeB1) wissen wir, dass dieser Quotient stark
abhdngt von der genauen J-Abhingigkeit der inelastischen
Partialwellen, so dass sich wechselseitige Absorptionskor-
rekturen zwischen Vernichtungs- und Nichtvernichtungskans-
len hier noch stark bemerkbar machen,

Es bleibt nun noch der Parameter G zu bestimmen., Da dieser
hauptsdchlich auf die Begchreibung der Multiplizitédt er-
zeugter Teilchen Einfluss nimmit, wollen wir G festlegen
durch Anpassung der mlttleren geladenen Mesonenzahl bel

5.7 GeV/c auf den experimentellen Wert. Dazu wihlen wir
G=20, Dieser Wert ergibt auch zugleich die glinstigste Uber-
einstimmung aller iibrigen Querschnitte wie wir an einem
Beispiel in Abbildung 18 demonstrieren, Mit diesem G erge-
ben sich auch etws die richtigen Resonanzproduktionsquer-
schnitte (siehe Tabelle auf Seite 68),

Nach dieser Anpassung der Parameter kidnnen wir jetzt dile
Berechnung aller gemessenen Querschnitfe vornehmen, deren
Resultate wir zum Vergleich mit Experimenten in den Abbil-
dungen angeben und in einer Abbildungsbeschreibung erléu-—

tern,
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6,3 Einfluss der Drehimpulserhaltung

Wir haben in Abschnitt 5 diskutiert, dass sich im Energie-
verhalten fester Querschnitte CSN(W) fiir hthere W die Dreh-—
impulserhaltung widerspiegelt und fithrien dies darauf zu-
riick, dass in solchen Querschnitten in zunehmendem Masgse
Partialwellen der Ordnung jD KR dominieren (5.19). Im Ge-
"gensatz zum Fall bei grossem N sollten also Zustdnde nie-
driger Teilchenzahl bevorzugt mit hohen Drehimpulsen er-—
zeugt werden ~ ein Sachverhalt, der mit den Experimenten
insofern im Einklang steht, als Konfigurationen hoher Teil-
chenzahl N» T mehr isotrop erzeugt werden, wdhrend in End-
sustinden kleiner Mesonenzahl stidrkere Anisotropie beob-
achtet wird. Wir demonstrieren dieses Verhalten an den par-
tiellen inelastischen Querschnitten (SN(W,j) in der Abbil-
dung 17, wo wir bel einer Energie die Beispiele N=3 und N=7
anfithren., Man erkennt deutlich, dass beide Kurven als Funk=-
tion von j kaum ilberlappen, weil der Prozess der Teilchen-
zanl 3 (N ist bei dieser Energie etwa 7) praktisch nur Dreh-
impulse j» KR enth#lt.

Insbesondere macht sich dieses Verhalten auch in der mitt-
leren erzeugten Mesonenzahl in Abhingigkeit vom Eingangs-

drehimpuls y
SNSW ) = Z NGy(Wi)
(6.4) 6] (WIJ) N
i : [, R —_ G w .
mit , G"(wi) N%Z w (Wi )

bemerkbar. In Abbildung 20 erkennt man, dass {>(v, ) eine
in j stark fallende Funktion ist. Wir haben dazu in Abbil-
dung 19 die Zerlegung des gesamten Pionisationsquerschnitts
in seine partiellen Anteille CFP(w,j) vorgenommen, Aus beiden
Darstellungen geht hervor, dass sich die beobachtete mitt-
lere Teilchenzahl bei der betreffenden Energie erst nach
gewichteter Mittelung {iber J} einstellt. Da im Gegensatz
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Zum Energie—Impuls—Vierervekfor Bu der Drehimpuls J im
allgemeinen vom einlaufenden System her nicht festgelegt
ist, verwischen sich jedoch solche Effekte. Jedenfalls
80llte die mittlere Teilchenzahl bei Vernichtungsreaktio-
nen zur Schwelle hin etwas angehoben sein, da dort ja der
Gegsamtdrehimpuls j auf O oder 1 festgelegt ist. Das zeigf
sich deutlich in dem Verlauf der mittleren Teilchenzahl
als Funktion der Energie in Abbildung 11. Auch die aller-
dings mit grossen Fehlern behafteten Messwerte lassen ein
solches Verhalten erkennen, Wihrend filir hShere W ein An-
wachsen der mittleren erzeugten Teilchenzahl‘ﬁﬂlwyaerwar—
tet wird (5.26), deutet sich in den Messwerten in der Nihe
der Schwelle eher ein stdrker als linearer Anstieg von ¥

mit W an,

Deutlich erkennbar ist der Einfluss der Drehimpﬁlserhal-
tung aber im Energieverhalten asymptotischer Querschnitte,
die nach (5,17) mit y4a unabhingig von der Anzshl der Me-
gsonen verschwinden, Daher wird fiir grosse Energien W jedes
_ Verzweigungsverhiltnis energieunabhéngig, was mit den Ex-—
perimenten verglichen werden kann, Wir erwdhnten schon,
dass dieses Ergebnis dem des #iblichen SM widerspricht. Die
numerischen Ergebnisse der Quotienten GN(W)/(?N(W), deren
Energieverlauf wir fiir die wichtigsten Beispiele in den
Abbildungen 12 bis 14 angeben, zeigen, dass zumindest fir
nicht 2zu grosse verglichene N die Verzwelgungsverhdltnisse
auch schon bei den bislang erreichbaren Energien wenig va-—
riieren, In den Abbildungen 22 und 23 haben wir unsere Lr-
gebnigsse den Aussagen des gewShnlichen SM (kovariante Form
mit Lorentz—KontraktionB)) gegeniibergestellt. Man stellt
darin eine sitHdrkere Energieabhingigkeit - wir erwarten einen
Energieabfall mit wmnwunaoh 7)- der Kurven aus dem iiblichen
SM (Kurve A) fest. Da aber die Messfehler der Quotienten
gross sind, ist mit den vorliegenden Experimenten noch keine
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sichere Entscheidung zwischen beiden Modellen méglich,

Sollten Experimente bei htheren Energien der Voraussage
konstanter Verzweigungsverhdlinisse widersprechen, so kann
man daraus im Rahmen unseres Modells Konsequenzen fir die
"Feuerballanregungsfunktion" H ziehen. Wie wir in Abschnitt
5 auggefithrt haben, xénnte eine solche Energieabhd@ngigkeit
- und ein stirkerer Abfall asymptotischer Querschnitte durch
eine mit der Energie schirfer werdende Stossparameterein~
schrinkung fiir die Feuerballbildung erkldrt werden,

Wir haben noch den Einfluss der Resonanzproduktion auf die
Giite der Ubereinstimmung mit den Daten studiert und sahen,
dass ohne g-Produktion eine ungiinstigere Beschreilbung der
speziellen Querschnitte (ohne aufsummierte 7 -Teilchen) re—
sultiert. Weiterhin ergab sich ein schwécherer Anstieg der
mittleren geladenen Teilchenzahl mit der Energie. Ersteres
ist eine unmittelbare Konsequenz der Ladungsanalyse, wih-
rend letzteres sich zwanglos ausg der relativ grossen Masse
der 9-Mesonen erkléren 14sst. Von den drei Ladungszustén-
den der 9-Teilchen filhren zwel bekanntlich zu Zerféllen

mit ungeladenen Mesonen. Wir erwarten daher, dass die
"Prong-Querschnitte" durch Berilcksichtigung der Resonanzen
zu Ungunsten der speziellen Querschnitte erhtht werden, wie

" sich das auch im einzelnen aus der in Abschnitt 4 erdrterten
Ladungsanalyse ergibt. Um bessere {bereinstimmung zu errei-
chen, scheint man noch weitere Mesonenresonanzen einbeziehen

zu miissen.

Wir geben in der folgenden Tabelle einen Vergleich der
experimentell abgeschitzten bzw, gemessenenug—Produktions—
guerschnitte mit unseren Ergebnissen an.
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Tabelle der Resonanzproduktion bei 5.7 GeV/c

Th. Exp.
¢-Beitrag in 2r*2r~1m® 20%  2645%
¢ -Beitrag in 2r*2r 1m® 26%  45%7%
g°~Beitrag in 3rt3y7 40% 90%
§° -Beitrag in  3pt 35 1m° 43% 34%
¢- ~Beitrag in 3 35 17° 35% 24%
¢°~Beitrag in 27* 27~ m227° 18% 13%
¢°-Beitrag in 3rt3a” m22y° 39% 20%

Die schlechte Ubereinstimmung in dem Kanal %p* 37~ sehen

wir im Zusammenhang mit der sehr ungilinstigen Reproduktion
des zugehbrigen Querschnitts in Abbildung 9. In Uberein-
stimmung mit Messungen der Resonanzproduktion bei niedri-
geren Bnergien stellen wir fest, dass die 3°—Produktion in
diesem Kanal nicht gut mit unserem Modell wiedergegeben wer-
den kann. Ein Grund dafilr kSnnte unser statistischer Ansatz

fir die Erzeugung der ¢ sein,

Abschliessend stellen wir fest, dass mit unserem phinome-—

" nologischen Ansatz im Zusammenhang mit den benutzten Nihe-
rungsverfahren fiir die Phasenrfume die Experimente im we-—
sentlichen richtig beschrieben werden. Zumindest das Ener-
gieverhalten der einzelnen gemessenen Querschnitte wird nach
Ladungsanalyse stets gut reproduziert.

Fine vordringliche Aufgabe scheint uns nun die Fortsetzung
unseres Modells zur Berilicksichtigung der einleitend disku-
tierten Effekte bei Nichtvernichtungsreaktionen (leading-
particles, Energieaufteilung unter den Sekundirteilchen) zu
sein, Das SM mit Drehimpulserhaltung wird dazu ein geeigne-—
ter Ausgangspunkt sein, da wir eine natiirliche Beschrei-
bung der Zentralitit eines inelastischen Prozesses haben
und weil spidter in einem erweiterten Modell eine Verkniip-—
fung der inelastischen Kan#dle iber die Partialwellen-Unita-
ritédtsrelation mit der elastischen Diffraktionsstreuung

mbglich sein wird.
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Herrn Professor Dr, H.Joos gilt mein aufrichtiger Dank fiir
den Vorschlag zu dieser Arbeit., Ich danke Herrn Dr, H.,Satz
herzlich fiir viele wertvolle Diskussionen und Anregungen.
Weiterhin bin ich dem Rechenzentrum vom DESY fiir die Be-
nutzung der IBM 7044 bzw, 360 zu Dank verpflichtet.,
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Anhang A

Wir stellen hier die fiir unsere numerischen Rechnungen
benutzten Ausgangsformeln fiir die Phasenrdume zusammen.
Dabel bhezeichnen wir mit NE die Besetzungszahlen der Soften
§ (von Teilchen der Masse my mit N=JNg). W,J,R sind inva-
riante Energie, Gesamtdrehimpuls und Radius, wihrend

Y =W/2M der Kontraktionsparameter (M=Protonmasse) ist.

Mit den Kopplungskonstanten G gilt dann

W Ng
{2y, (W 3) = const -3+1) e” él {(2 e Pac )}

@'(msa) 72 -
(Wt Ehedmi+ [ Gtn Iy )

¥ ( 2w+ ZNefmg })% (%+ %)

¥ exp { ~(3+ %) /([ 1-[1+Yy2] R )}

3
me) 2 Ky (mgal)
¥ g f"—?n?.'(_“" 'f“/("(”'f"”}

const = 32 [J'B/(Hd’z)a?é ](2”')_9 |

Darin ist &« die Ldsung der CHGL

_W+%N3F,(«)*—: o

2 2
= 4 W Mg
Fé @) X {3 * 2 + omg @(uMs) }

mit Py () = 7 % &

Q(x) = Ko(x)/K1(x) mit den Hankelfunktionen K  und K,.
Deren Rekursionsformeln erlauben zur Losung der CHGL ein
Iterationsverfahren (Newton), da Q/(x)z-(1-Q2—Q/x) sich
wieder mit Q ausdriicken lHsst., Wir benutzen ferner den
Zweiteilchenphasenraum

..3 1y 2
0,m,3) = (E)A’ @G+h)/26%2

KTU? fuf J= 1



- T =

Anhang B

Wir geben hier den Zweiteilchenphasenraum mit Richtungs-
festlegung der einlaufenden Teilchen an, den wir zur Kon-
struktion unserer H-Funktion benutzten, Ausgehend von
(2,40) erhalten wir nach Ausfiihrung elnlger Integrationen

Q.w3) ~(23+1)(~)35dp J(p,,)cf(pi)j‘d’?e R’<)’??3*?1+?2)

dr&z,ooﬁ.w) 50//(‘(“/9‘&, (COS}})E c?(ﬁgﬂ'\p _p)

Die d’pd-q-Integrationen sind elementar ausfiihrbar
Ap A —$KREUE
.QQ(W,B‘):: Coust 5&94(5{/9}) %(CQI‘/G) e ? R
3 o
coust 1(29-1-1)(%)3('2’5)/’ ,?3/3' , & =¢0,0 1)
e U< RUFR A -RTT TR

(o ) ) R = D@ D) Dy(y)

Wegen [ﬁa F] [D [']— 0 ist sofort iliber f zu integrieren.
Man erhdlt dann nach Ausfuhrung einiger Winkellntegratlonen

1 ~ A -3 ) 2(0!
,Qz(Wf.’! ) r(Qn—)Q(oVI/ JA/] Sl'u/] /'?;(COS/B ) e k?R (fh/]f’- .——g

Im Grenzfall Jzﬂ (ohne Kontraktion) folgt dann

S d? e’ (?) = lﬁ; I:J,;.(/Q (a)

ZRZ

0,w9) = coust (20)7" g Ty, (KR?)

Man leitet nun fir grdssere KR die Ndherung her 1k2 a2
¢
D, (w3) 2 wush(27)’ jmﬂ; ([#e414)e” 270 =
~(3+% )2/ 26"

ne

cowst 27 )° K’f\’z

“5)
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Im allgemeinen Fall gehen wir zur ndherungsweisen Bestimmung

aus von

e
Rz"‘(':»z)‘ 7—-(7-—3)(4+2)
0,(W,3) = (2rr)cous£§dz (2)e
Fiir grosse WR kommt der Hauptbeitrag im Integral von den
Stellen zz=1, go dass wir dann den term (1-2)2 im Exponen-
ten vernachlidssigen kitnnen .
2
1 - (1-2)
2
Q,(w3) @) oust [ de e &
-1

Es verschwindet also das Integral asymptotisch fiir gerade
- J, wdhrend sich fiir ungerade Werte von J dann das Doppel-
te des Ergebnisses ohne Kontraktion ergibt, Im Drehimpuls-
mittel entfdllt also der Einflues der Kontraktion in der

J=Abschneidung.
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Anhang c

Wir studieren hier den Einfluss der Ununterscheidbarkeit
der N Teilchen einer Sorte auf die Zustandssumme eines ge-
bundenen Systems. Wir wihlen als Potentialmodell den har-
monischen Oszillator, da dann die rdumliche Dichtevertei-
lung der station#ren Zusténde unserer verschmierten Orts-
' raumabschneidung #hnlich ist. Der Zustand eines Teilchens
wird definiert durch dreil Quantenzahlen 1i,j,k (Energie,
Drehimpuls, dessen %3-Komponente). Dann gelte nach Umnor-
mierung der Energieskala E=€l.,

Wir bezeichnen im folgenden die Zustandssumme mit

+ _ ' £ 3

DN(EIB) - 5_/%:;;; P
Darin ist‘&%ﬁ der Zustandsraum des N-Teilchensystems von
korrekt symmetrisierten (+) bzw. antisymmetrisierten (=)
Wellenfunktionen, wihrend PE’J einen Projektor auf die Ge~
samtenergie und auf den Gesamtdrehimpuls bezeichnet, Es
ist nun zweckmissig, das Basissystem durch einen vollstén-—
digen Satz von Besetzungszahlen zu charakterisieren. Dazu
sei LU die Anz%?l von Teilchen in dem Niveau i,J,k.
Die Spur liber Py~ ldsst sich nun umschreiben auf eine sol-
che iliber die Basisvektoren ’¥nijk}>>t" Wobei im Falle
(=) nijk£1 gelten soll,
Wir driicken nun in der Bezeichnungsweise des Abschnitis 3
"den Projektor in folgender Weise mit dem Hamilton- (H)

und Drehimpulsoperator J aus: =
T . He ¢ f0d

E/;3_ 23+ =y (e e
e e

P e (ducd) S dix

Dann nimmt unsere Zustandssumme dle Form ( &>¢ ) an

£ pgy= 23t ¥F g (T ECT s
QuEd) =@ Mu(m‘))((w)-i:(/e -S;l_a{se *
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L Hcae +0F) + o 7 4
*52}”%} M PR D
nr.jk

(7)
& o i 1
o S =7 i Z
Hier ist {ijk'}t (=e j=o K=~ m;y zo

Die Basiszustinde sind offenbar Eigenzustdnde zu H und J3
mit E—Zeln”k P Jg= 2 kn, i yx-Daher zilt

ik ijk
/e
z/Ur +

E
01 E3)=a3e) 5 *F (e x ) i/a(ge jdse :
e

E(ot 4'/)}’ — (WK =T

+ — (1-e” )
Gositpine)= T £ 7 o0 Ly
pik THE L (1t e ) )
fDJK—I falls v=3 ; |k|[Z]j ; (—)pz( ~)j und O sonst.
Man zeigt ferner, dass
- —E(Kr )P~ ~/s
: ? 2 S O [17e /
G- = e ik byx [

ist. Entwickelt man den 1n mit 1n(14x)= Zx/p ([x](ﬂ, S0
folgt nach elnlgen Umformungen

_ ’_ _f./u?‘f 1, —--r's/u /\
) ,l%o A 5/?;, GV e F~ }

~€(K+ f'f)/”’ sonGr1 )82 SinGo¢2) %’—‘
sin & " S G

e

n .
d Mg
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Bei festen Werten von t,0,& verhdlt sich

1 3 ¢
—p o
?/u €0 [(a(m e I €’

Man kann dann mit der Multinomialformel die zur Potenz
erhobene Klammer § « 1*  entwickeln, Dann gilt

T . |
%r_irdrelNSGt = X;L; ‘},,N f’h‘" O(Nzﬁg)}

Betrachtet man dieses Ergebnis fiur kleine Energieabstinde |,

so gilt als Niherung

: KE
i) = Her e fh@ i)y

/e o0 .

[ -—6(0(1'-'(()}) : W w N
. jdfe (EE { Z o Slh(f:’f"ftjz sjm(wz)z ;
~ e p= Sih 7+ S W

Wir verweisen nun auf 16), wo dieses Ergebnis erhalten wur-
de (bis auf den Faktor 1/N!) als quantenmechanische Zustands~
summe des Ausgangssystems fur unterscheidbare Teilchen. Wir

. gsehen also, dass im limes kleiner Energieniveaudifferenzen
der Einfluss der BE- und FD-Statistik verschwindet und die
sogenannte korrekte Boltzmann Abzihlung resultiert. Dieses
Ergebnis wird also nicht beeinflusst von der Drehimpulser-

haltung.
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Beschreibung der Abbildungen

Die folgenden Abbildungen zeigen die numerischen Ergebnisse
unseres Modells zu den in Abschnitt 6 festgelegten drei Para-
metern const, R und G, Alle Wirkungsquerschnitte (in mb)
sind iiber die Winkel integriert und enthalfen schon die aus
unserem Modell folgenden Resonanzbeitrédge. Sie sind gegen die
CMS—-Energie W in Pionmassen aufgetragen, Die zum Vergleich
eingetragenen Messpunkte haben wir 6) und %0) entnommen,

1: Dargestellt ist der Wirkungsuerschnitt der Reak-
tion pp —e Pionen, O‘P(W) .

2 bis 5: Angegeben sind die Querschnitte pﬁ-uonn?nn?ma1m°
fir n=1 bis 4, wie sie sich nach Summation ilber
die ungeladenen T° ergeben.

6 bis 10: Gezeichnet sind dle speziellen Querschnitte bei
Vernichitungsreaktionen ohne aufsummierte T°.

11: Dargestellt ist der Verlauf der mittleren gela-
denen Mesonenzahl gegen die CMS-Energie von der
Schwelle bis W=29m, .

12 bis 14: Verzweigungsverhdltnisse der wichtigsten Kanidle,
deren einzelne Querschnitte in den Abb, 6 bis 10

angegeben sind.

15: Angegeben ist das prozentuale Verh#linis der Quer-
schnitte pP—e Pionen mit mind, einer Resonanz (SP)
zum gesamten Pionisationsquerschnitt (SP+PP),

16: Statistischer Anteil des Querschnitts pp-—» pp+Pionen

17: Dargestellt sind die partiellen inelastischen Pioni~
sationsquerschnitte zu 3 bzw, 7 ausl, Mesonen als
Funktion des Drehimpulses j bei der Energie 25.8m,.

18 : Einfluss einer Abweichung in der Koppl.Konst. G
von dem in den i{ibrigen Kurven benutzten Wert 20
auf den Querschnitt pp~» %n 3w mx17W°
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Zerlegung des Querschnitts pp—s Plonen in seine
Partialquerschnitte definierten Drehimpulses j bel
W=25.8m,, Zum Vergleich ist KR der Wert des klassi-
schen Drehimpulses fiir einl. Teilchen des Stosspar.
R=0.63m; , wie er in allen Kurven als Parameter be-

nutzt wurde,

Mittlere erzeugte Mesonenzahl in AbhBngigkeit vom
Drehimpuls j bei W=25.8 fir die Quantengzahlen j=0
bis 30,

Das Verhalten der Querschnitte in willkiirlichen Ein-
heiten zur Produktion von N identischen Teilchen der
Masse 1 bei der CMS-Energie W.

Vergleich der Verzwelgungsverhdltnlisse unseres Mo=
dells (B) mit denen des iiblichen SM (A), Die einge-
zeichneten Punkte der Kurve A sind 5) entnommen, die
Interpolation erfolgte per Hand,
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