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Abstract

Calculations of radiative corrections to e-p-scattering are per-
formed for experiments in which the final particles are detected
in coincidence and both; the angles and energies of the outgoing
particles are measured . The dependence of radiative corrections
on angle and energy resolution parameters is discussed in detail.
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1, Einleitung

In niedrigster Ordnung der Quanten-Llektrodynamik wird die e-p-
Streuung durch den Graphen in Fig. 1 gekennzeichnet, und der die-
sem Einphotonenaustauschgraphen entsprechende Ausdruck fir den
Virkungsquerschnitt ist unter dem Namen Rosenbluth-Formel bekannt.
Bei den heute erreichbaren LEnergien

P, (%) e,(3) :
' : und Impulsiibertragungen ist es jJe-

doch mit der erzielten experimentel-
M len Genmuigkeit nicht zu vereinbaren,
sich bei der theoretischen Analyse
der Experimente auf die Rosenbluth-

P(2) (1) " .
! Formel zu beschrinken. len hoheren

Fig.4 N#herungen der (.L.D., den "Strah-
lungskorrekturen", kommt daher in hohem lMaBe Bedeutung zu. Fir
den Fall, daB bei'empuStreuexperimenten das gestreute Elektron
oder das RiickstofSproton allein registriert wird, sind Berechnun-
gen von Strahlungskorrekturen bereits durchgefiihrt worden}&bﬂ)*
Die Korrekturen liegen in der GroB8enordnung von 15 % bis 20 %

des Rosenbluth-Querschnitts.

Ein wesentliches Merkmal der Strahlungskorrekturen sind die

s0g. Infrarotsingularitéiten, die in den hoheren Ndherungen der
Q.L.D. auftreten, eine Folge davon, daB die Photonenmasse ver-
schwindet., Fig. 2 zeigt die Graphen der auf die niedrigste Ord-

+

P e p el P e |P ¢
(o) (b) () (d)
Fig.2
nung in Fig. 1 folgenden nichsthéheren Ordnung.

Die hier aufgefiihrten Graphen sind unter folgenden Wamen Lekannt:

a. Zweiphotonenaustausch
b. (elekiromagnetische) Vertexkorrektur am Proton

*Klirzlich ist eine Arbeit erschienenﬁ43)in der Strahlungskorrek-
turen berechnet werden fiir den Pall, daB nur die Energien der aus-
laufenden Teilchen nicht aber ihre VWinkel gemessen werden.

a
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c. (elektromagnetische) Vertexkorrekur am Llektron
d. Vakuumpolarisation

Vehrend das Ilatrixelement des Graphen d nach Beseitigung der
Ultraviolettdivergenzen durch Ladungsrenormierung frei von Sin-
gularitidten ist, sind die Matrixelementeaqb,c, nach Ausfiihrung not-
wendiger Renormierungen divergent. Im Gegensatz zu den Ultra-
v1olettd1vergenzen rihren diese Singularitiéten von der Integra~
‘tion in der Umgebung kleiner Photonenpropagatorimpulse her
(Infrarot31ngu1ar1tat)o Das Auftreten der Infrarotsingularitit
héngt damit zusammen, daB die durch die Feynmangraphen der Q.E.D,
nahegelegte Einteilung in elastische und inelastische Prozesse
beziliglich der Produktion von Photonen physikalisch nicht sinnvoll
ist. S0 sind Reaktionen geladener Teilchen stets mit der Produke—
tion von Photonen verbunden, deren Gesantenergie durch die immer.
vorhandene Energieunschirfe bei der experimentellen Festlegung
der ProgzeBkinematik bestimmt lbt( )°trenggen0mmen sind reine
Zusténde geladener Teilchen demndch keine verninftigen Zusténde
in der Q.E.D. (45)

Neben dem Querschnitt fiir die "elastiuche™ Streuung hat man stets
den Querschnitt 0 (AF)fiir die zusitzliche Erzeugung von Photonen
bis zu einer GesamtenergieAE zu beriicksichtigen. Nur die Summe
Oexp =03 TO0R (L E) ist eine physikalisch sinnvolle GroBe, und
es zeigt sich, daB diese GrdBe frei ist von Divergenzen, aller-
dings abhingt von der Energie AE, die durch das Auflosungsver-

mogen der experimentellen fAnordnung gegeben ist.

Fir den Fall der e-p-Streuung ist der Querschnitt 0 (AE ) niedrig-

ster Ordnung durch vier Graphen gekennzeichnet, die in Fig. 3 auf-
' | r |
P e)P ' e,pP » €)pP
Fig.3

Da einerseits Strahlungskorrekturen von 15 % bis 20 % recht hoch
sind, andererseits die Abhingigkeit von den experimentell gegeben-
en sufldsungsparametern betrdchtlich ist, ist eine Beschriénkung auf

gefihrt sind:
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die Graphen in Fig. 2 und I'ig. 3 sowohl vom praktischen als auch
vom theoretischen Standpunkt aus recht unbefriedigend. Von den
Lutoren U.i. Yennie, $.C. Frautschi, H. Suura und K.L. Eriksson
wurde daher eine neue Stérungstueorie formuliert, in der die
Infrarotanteile, die den tazuptbeitrag zur Strahlungskorrektur
bilden, in geschlossener Form aufsummiert werdaen und filir den
"Rest" eine gewohnliche PYotenzreihe in der Kopplungskonstanten
angesetzt wird, die man nach einer geeigneten Anzshl von Gliedern
abbrichi. Die Ergcbnisse dieser Theorie, in der Folge Y., F.S.-Theo-
rie genannt, werden in § 2 im Zusammenhang mit der e-p-Streuung

(4)

erliutert.

it den immer hoher werdenden Anforderungen an die lMeBgenauigkeit
ergibt sich fiir die e-p-Streuung zur Unterdrickung von Untergrund-
effekten die Notwendigkeit, Elektron und Proton in Koinzidenz zu
messen. Damit werden zwangsléufig Berechnungen von Strahlungs-
korrekturen fiir Koinzidenzexperimente erforderlich. Das Verhalten
von Strahlungskorrekturen in Abhingigkeit von den Aufl¥sunsspara-—
metern ist jedoch auch rein theoretisch von Bedeutung. Die Aussa-
gen der Y.F.S.~Theorie iilber die Abhidngigkeit der Strahlungskorrek-
turen von den Luflésungsparametern auf Grund der Infrarotstruktur
der Q.E.D. gehen bis zu einem gewissen Grade iiber die Storungs-
theorie hinaus, und es sollte deshalb die Mtglichkeit ins Auge ge-
faBt werden, die von der Theorie vorausgesugte Abhingigkeit ex-
perimentell zu prifen. Es wird sich spdter zeigen, daB Koinzi-
denzexperimente hierzu besonders geeignet sind.

In der vorliegenden Arbeit sollen daher im Rahmen der Y.F.S.-
Theorie Strahlungskorrekturen fiir Winkel- und Energiekoinzidenz=-
Experimente berechnet werden.

Lie kinematischen Grundlagen und das qualitative Verhalten sol-
cher Korrekturen werden in § 3 diskutiert, wihrend in § 4 Verfah-
ren zu ihrer numerischen Berechnung entwickelt werden., Die Ergeb-
nisse einer numerischen Auswertung fir charakteristische Auflo-
surnigsparameter, knergien und Streuwinkel sind in § 5 zusammenge-
stellt.



2. Theoretischer Teil

Die geschossene Darstellung der Infrarotteile von Strahlenkorrek-
turen wird dadurch ermdglicht, daB sich die Matrixelemente fiir mul-
tiple Emission bzw. Absorption weicher Photonen faktorisieren las-
sen. Zur Erliuterung zeigt Fig. 4a einen StreuprozeB mit einem
einlaufenden Spin -§ -Fermion i mit dem Viererimpuls p; . M, sei

das entsprechende»Mgirixelement und Teine 4 x 4 -Matrix im Spinor-
raum der U(pi). In Fig. 4b ist in die HuBere Fermionlinie einrF-v-F-
Vertex eingesetzt worden. Dabei ist offen gelassen, ob es sich bei

Matrirelement fur den Matrixelement mit

Grundprozep: Photonecike: i
M=o TP~ R M- - )

MHo=--T(FR)WU P
@\ YULRL) % X M (R U (P;)

g %

Fig.%a Fig. 4b
dem Photon um ein virtuelles oder reeles Teilchen handelt. Unter-
driickt man die entsprechenden Photonfaktoren, so erhidlt man das
Matrixelement . In der Ndherung fiir "weiche" Photonen erh#dlt
man nach einigen Umformungen, die von den Vertauschungsrelatio-
nen der ¥ -Matrizen und der Dirag-Gleichung Gebrauch machen wegen

R->0
— 1
Mo (%) r. (1,1)
fiir den "Konvektionsbeitrag" den faktorisierten Ausdruck:
(v ty P;' Y Dt o«
: f&ﬁﬁ”m;WTh*o (1,2)

Fiir n Photonen ergibt sich unter Berlicksichtigung aller Permu-
tationen

~ N P; . | | |
e '£=4(P_;%)6 M")h_’O (1,3)

A. Virtuelle Photonen

Beim Austausch virtueller Photonen treten fiir jedes ausgetausch-
te Quant 2zwei Photonvertizes und ein Photonpropagator auf. Die
vierdimensionale Integration ilber den Propagatorimpuls erstreckt
sich iiber den gesamten Impulsraum. Fiir einen Teil, d.h. in der
Umgebungh=0, gilt die Beziehung (1,3), und dort erhilt man fir
den Austausch von n (weichen) Photonen zwischen den PFermionen i,l
mit den Vierimpulsenp,& unter Beriicksichtigung eines kombinato-

rischen Faktors iﬁ *
4
(m) A Sdh P..P
_— ] 3 L e . 1,4
M '\"VL‘ %E‘f T Pihpa‘h)a Mo ( ’ )
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Nach Ausfiihrung von Vertex- und We11enfunktionsrenormierung(4)
folgt

" Y, . P, 12
M= et (T AR B mk] ML, k=0 (149)
¢ k]

Die Vorzeichenfunktion aﬁrxaﬁ)ist dabei definiert durch

Aigm(1,0) = EUZ e Oi- Oe (1,6)
mit z. T4 x“db”%'“h a-ten Farwiows > 0
"a{_4J oden 4 -ten Fivuwous < O
{1-4 4 Givloccfered

?

OL = 1-4, i cwolosfmat

Summation iiber n lie fert mit der Abkiirzung

B h | A
.o d &R rp P% 1
3.;:’3‘%’*(‘,”'8%5 S R [P;'h—F’; J ) e (1,7)
die Abspaltung der Infrarotanteile beim Austausch weicher Photonen

M =cep[aBe [Mo, R0 (1,8)

. . ()
Man kann weiter zeigen,
eine Aufspaltung der Form

existiert, bei der die durch Photonenaustausch bedingten Infra-

rotsingularitédten im Exponentfaktor enthalten sind, wihrend ™
von diesen Divergenzen frei ist.

Die Beziehung (1,9) ist der Ausgangspunkt zur Formulierung einer
modifizierten Stdrungstheorie in der Q.E.D.

Dem Matrixelement M wid durch

[T = 2otp [A(3.3)] M (1,10)

mit dem lorentz- und eichinvarianten Integral

d'k 2 0P~k ), ") 10
[( P~k ) (29 Pt hl]))\—)O (1.11)

$=3;a=-ﬁsw(i#)x REN (R-29p e RTrIgR R

dafl filr ein beliebiges Matrixelement

formal ein modifiziertes Metrixelement M zugeordnet. Wegen
2

20,P- 1)y, , (20ePet K k>0 & __Pe
- (R Gt e ] > i~ mek ] (1,12)

ist M ebenso wie M frei von Infrarotdivergenzen, die durch Pho-
tonenaustausch beding sind. Die eich- und lorentzinvariante Abtren-
nung dieser Divergenzen ergibt sich aus (1,9) und 1,10):

tep [A3] T = oatp [AB]H = H (1,13)
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Entwickelt man M nach Potenzen der Kopplungskonstanten &

—— <0 -‘[
M=Z '™ (1,14)
= O
so folgt aus der entsprechenden Entwicklung fiir W™
L]
(
M Z ) (1,15)
zusammen mit (1,12) die Beziehung
—_— ML Y T e ()
o, 4
M L:Z;ﬁ;%:ﬂ [38] ™ (1,16)

Die Relation (1,16), deren Beweis hier im Gegensatz zu Ref. (1)
unter Vermeidung von Komplikationen, die mit dem Auftreten von
"Uberlappungsdivergenzen" verkniipft sind, skizziert wurde, bil-
det zun#chst nur die Grundlage einer formalen Storungstheorie

mit infrarotregulédren Matrixelementen ¥ . Wie aus (1,12) hervor-
geht, fihrt jede Modifikation von 3, von der Art

Ve : N 4
3: AW(L‘EJ\% S‘Lg(h)

a3

mit der Eigenschaft - Pl Pe I
&Nh%_%le'mh] for k=0

zu einex¥ formalen Stdrungstheorie mit infrarotreguldren Metrix-
elementen ™M'. Die Extraktion der Infrarotsingularititen ist so-
mit nicht eindeutig. Die Auszeichnung der Form (1,11) durch ihre
Symmetrieeigenschaften hat in diesem Zusammenhang nur formale Be-
deutung.

Eine Inspektion. von (1,16) zeigt jedoch, daB die Glieder M ‘™)
rasch mit wachsenden m abnehmen; somit ist die Wahl von (1,11)
im Sinne einer brauchbaren Storungstheorie verniinftig. Wir wer-
den auf diesen Punkt in %E?zurﬁckkommen.

B. Reelle Photonen

Fur die Emission reeller Photonen gelten Zhnliche Uberlegungen wie
in Abschnitt A. Auch hier kann der Beitrag der Infrarotanteile in
Form eines Exponentialfaktors abgespalten werden. Im Unterschied
zum Austausch virtueller Photonen wird nicht das Matrixelement o
sondern der Wirkungsgquerschnitt faktorisiert, da erst hier iiber
den Photonimpuls integriert wird. Eine Komplikation bringt die Be-
rucksichtigung der Kinematik mit sich. Fir den Fall der e-p-Streu-
ung werden folgende kinimatische Beziehungen eingefiihrt:

Gesamtviererimpuls der einlaufenden Teilchen P = Pat P,y
Viererimpuls des auslaufenden Eleketrons rep. Protons Py TR, P,
Gewichtsfupktion der experimentellen Anordnung Ale,, P ]

Die Gewichtsfunktion Afley,R]projiziert aus der Phasenraumintegration
liber die Impulse der auslaufenden Teilchen e, P, ¥ zunichst den
Teil des Phasenraumes von € und © héraus, der durch die Messung
festgelegt wird und schlieBlich iiber die Kinematik auch den fiir
die emittierten unbeobachteten Photonen zuginglichen Phasenraum.
Der Wirkungsquerschnitt

~ S B
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fiir die e~p-Ltreuung 1iBt sich in folgender Form schreiben 3

&

3 3 5 At N _ _
%o~ 2 VASAR_ e myuplaa®e®] e TS s 7 () (11D

Spins
mit folgenden Definitionen:

b ~ 4 X7
= oo = (ann ) _ ' R = ..2:_3; (X)
Tu=-Z, Ty . Be Iz Fe | Sl = Zm S (1,18)
! §<£ t<¢

[ 2

o\‘e|p 'VZ_

~ ey (dk P P, 1. < ex T (1,19)
3““% S(E"‘u”ﬂ [P;k o ] € j)‘éoi IRl=Knlale )]

wobel Ky die obere Grenze der knergie eines einzelnen Photons ist,
die mit der Kinematik bei der durqgfﬁtez,ﬁ‘) gegebenen Anordnung
vertriglich ist. Die GroBe 3 (<) ™ist gegeben durch

) T - ~ 3 — 2 -4-9{ X
mit
ﬁ_««—= "“1“[" d‘—sl n««) (1,21)

wenn M. dus Hatrixelement fiir e-p-vtreuung unter zusédtzlicher Pro-
duktion vonm~ Photonen kennzeichnet.

Wahrend der TFaktorey [2«T 81 die durch Photonenaustausch bedingten
Infrarotsingularitidten enthilt, sind im Faktor exp e 3 (x1] die
durch Emission von Bremsstrahlung bedingten Infrarotsingularititen
abgespalten. lUie Kinematik wird hierbei implizite durch die vier-
dimensionale Integration iiber x Dbericksichtigt.

Das Integral (1,19) wird veiter zerlegt gemil3:

Juo -Bikma)+ Dl kel e KLul = Kn (1,22)

: . 3 2
Y (18) (o % P Pe ] P
5&{(‘([-&]) =o;?-';q {Kzﬂ?)‘ﬂi P R 'Pch / !h’lé K[&] (1,23)

(1,24)

wobei K Urb] eine noch zweckméfig einzurichtende Phasenraumbegren-
zung ist. Der Ausdruckd(ki«l), unabhingig von X , enthidlt keine
Kinematik, wohl uaber die Infrarotsingularititen der reellen Pho=-
tonen, Der AusdruckD(x,kfiwu] P:) dagegen enthélt Kinematik, ist
aber wegen des Faktorsaﬂh*-efxmmU4K|), der fiirk—=0 verschwindet,
nicht infrarotdivergent. it (1,21) , (1,22) , (1,23) 148t sich
der Streuquerschnitt (1,17) wie folgt unformen:

Nl CRRX_ (1,25)

3 3
dﬂdp i
Spins %*—E—E':—A(":,;PQE%QP[Q‘*(R‘?S*'»B(KL@]) —
>< 204 [24 P (x KISUT)] W (x )

=
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In (1,24) ist die Abtrennung der Infrarotsingularitdten vollstian-
dig durchgefiilhrt. Obwohl Re® und Fi(krez) im Limes »—= © ein-
zeln singul&r sind, ist ihre Summe fir KoxuI>o endlich, und es
gilt:

B +F K]l < O

Re B+ FKLou]] mo¥eny | oy g K212 0 (1,26)
Fir exaktelastische Streuung ist Ku=0 und damit Ki=l= O ; aus
(1,24) folgt daher wegen(4,25) % . =0 , im binklang mit den ein-

leitend erwidhnten Ergebnissen von Ref. (14) und Ref (15). Ahn-
lich wie bei (1,16) zeigt eine Inspektion der Glieder =™ )ix)
daB durch (1,183 y, (1,19) und (1,20) eine brauchbare infrarotre-
gulidre Storungstheorie formuliert wir, die von Anfang an die In-
frarotstruktur der (.E.D, beriicksichtigt, und die Diskrepanzen
der "alten" Version vermeidet.

§ 2 Approximationen zur e-p=Streuung

Das Ziel dieses Paragraphen soll sein, fir die GroBe ﬁ?(xj aus
(1,17) eine geeignete Naherung anzugeben.

Zunéchst wollen wir uns darauf besch:iinken, bei der Emission von
Bremsstrahlung nur "Konvektionsbeitrédge" zu briicksichtigen. Die-
ser Vereinbarung genéfB schreiben wir

~ - (2,1)

aus (1,20) folgt nénlich

3 _1.‘ ~ _ 2
S &d’h B e L 248 (O 1M (2,2)

= =

und somit enthidlt W ' (x)bereits Terme, die verschwinden, wenn
der Photoneimpuls verschwindet. Da diese Terme keine wesent-
lichen Beitrige liefern{ ~ 1 %) und durch geeignete e-p-Lnergie-
Koinzidenzancrdnungen weiter unterdriickt werden konnen, erscheint
die Annahme (2,1) gerechtfertigt.

Fir das Matrixelement M. , das elastische Ltreuung ohne Photonen-
emission beschreibt, ict im Hinklick auf die Graphen a, b, ¢, d
folgende Niherung angemessen:

T, o~ FL RS -
]

wobei M’ das dem Grarphen in Fig. 1 entsprechende Matrixelement



\]r) ™ ’ “-. I’a] bl E
! §ﬂo by 3 Any
:
= 1) L T ) 1) { 3
|\10 =M,;J_d\£j }\1 3 = M "—!\-R)i 'Q . ‘>2’4h‘
3
domnach 2ie carisation, die Eeitrige des
3 sl tremar*ﬂan e 7 Zi- Lilektromsg und nizhtinfrarot-
Nt e Anfﬁilo der Srapwoe 3,6 Die Bnruck%1ch*1gung der
nannien aAnteile ist nhni groie Vereinfachung {Vernachlis-
der binn-Nukiecun-iesnnensz en, vernachldssigung der Struk-
Heklgnﬂ»ru“mjix?wr?h auidsrhalb der Massenschale usw.)
iglich. Die nierbsi auftretenden Fehler erreichen vermut-
& §riéfie der zu berechne HQ°ﬁ‘Belfrdg9 Es igt daher im
ARl WeboU. wonmzsgusnt T ™'y nur Vakuumpolarisation und
m Y ¢ Momeant de= Blektrons zu heriscksichtigen.
iRt zungan g?Itﬁ
T sl M ; 2 mas 5
o My™ Moo M e T Vai pol My =mag Hom (2,5)
ACha
=t s Lty 3 / )
W M T R (N A ) "2,6
.§§3:¢+n=ang Gonrosminoumaation gestafiten folgende Umfosrmung
2. A T W= (A Re, 12— (Mpitlan £2,7) .
AP T 3puns =
o e 1 J7Y wavd ans Y 0T .
~ o3 P
C o~ A dTe d P, o~
2 ® N 3T f’* Ale Wi, \g/,,o I’u\f T ;:g {[_Ch nﬂr”../u"x

.
Y
0

r 5 y
BRI E 1o i . {4 fo 1l R
6 ’t_wr\J—_,_:f’:——LaEq. R u}d’w DA Rl R pep-roPy (2,9)

+ Phasenraumes, der mit
.,~‘~2/“ bel dar durchA(e:,er)
tragitch 1at, 30 lagt o,
auf die 2rste Ord-=

g ;F“"( o 9
\fP,; Adxe (’f’**?-"'\.D(}(;K,[ﬂ})E,B + O«
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folgende Umformung zu:
efluw'] =

3 e 2
TEE QI AR 5 = LN U
"

3

2. ve N
Sde R {S(P)*%ZL T )S#Tr:h P%](S(P k)-8 (e )) t0w)

Mit der Abkilirzung

R(d) =24 Z, ) ok b el (8(" %)-8 ()
ergibt sich

& [w]- (AR lz_uuea, R) © (p) ewep oa (R [k, [a11)] wr ()
(2,10)
*RE@) + O (&)

Die Groﬁe?.h&) beschreibt aui Grund des Faktors (8(p &)-€(P)) Rilck~
stoBeffekte bvei der EmlsSlOn von Bremsstrahlung und trégt selbsy
fir "harte" Photonen(EySs~ 46EV) weniger als 1% zum Rosenbluth-
Querschnitt bei. Eine entsprechende Aussage fiir O(*) kann nicht
allgemein bewiesen werden, da hier die Kinematik erhebliche Schwie-
rigkeiten bereitet. Die Inspektion der inO(al)auftretenden Terme
gibt wegen der Kleinheit der Kopplungskostantena& jedoch AnlaB zu
der Annahme, daB der Beitrag F (&*) die GrdBenordnung von 1 % bis

2 % nicht wesentlich iiberschreitet, so daB die Abhidngigkeit des
Querschnittso[w'l von den Aufldsungsparametern fiir K,[sw]— 0 durch
den Exponentialfaktor

220 [?Z,d\(Qa'B-r.QI},'[KJJL]])]
beschrieben wird.

Unter Vernachlédssigung der fir wachsende lmpulsubertragungen ver-~
schwindenden Korrektur A, 188t sich o—e P schreiben in der
Form ~

g'e‘p = %d&s.ﬁ?&@ )
(A&ms) 3
63 2,11
Z%‘?M(ea,a)l Lo Ue8ra)ga wop[S(K bl ] (2,11)
(K, keu]) = za\(ms»&,’(m@]))' P,
=0
Mit den Abkiirzungen
Y:%[S(Kﬂfﬁ‘])]
(2,12)

Sex = Y- 1

lassen sich die Formeln (2,11) auf die konventionelle Form
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d e, d6:
_‘_dmi.: = 1+ S““)d; Aley,R)| | (2,13)

3 P=0
bringen mit |

Sror = A+ Sex ¥ Y Spor (2,14)

§ 3 Photonphasenraum fiir den ProzeS €+pP —>e+pP +¥ und quali-
tatives Verhalten von Strahlungskorrekturen bei Koinzidenz-

Experimenten

Die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Berechnungen von
8(K,[n])beziehen sich auf Winkel- und Energie-~Koinzidenz-Experi-
mente, bei denen im Labor»Smtem folgende GroBen gemessen werden:

Flektron: . o

1. Die Richtung des gestreuten Elektrons & Kus mit den Win-
kelauflosungenx A®; in der Streuebene undfA §, senkrecht zur
Streuebene.

2. Die Energie des gestreuten Elektrons an der Stelle E;L'(‘,ﬁs)mit
einer relativen Auflosung + AE>

Ea

Proton: ° o o
3, Die Rkichtung des Riickstofprotons '15:63- ( ;‘;) = y 1in einem
O0ffnungskegel 5:4,.-1.3“ 2 oo A9, :

4. Der Impuls des Rﬁckstonrotons]ﬁ\"e‘(ﬁ)-] mit einer relativen
Auflésung + &|F] ' 1
| 2,1

Obwohl die Ansprechwahrscheinlichkeiten der fiir
die Messung erforderlichen Zahlapparaturen im Akzepanzbereich
im allgemeinen nicht konstant ist, 1&B8%t sich die Gewichtsfunktion
A(€3,Py ) fiir die unter 1. bis 4. beschriebeney Anordnunggp wie
folgt idealisieren: h

A3, R)=aka)A(5) A0 4R (3,1)
mit den Definitionen
Al2,)- {", W®36@3n(493»4\¢3)
0 OM" ' (3,2)
A‘E3)= G(IE;E(‘O';)'E:;\-AE}) (3’3)

A ) =O(BL(a)F, -cnab,) (3,4)

“

i®
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A(IB) = O(IR*)-IR[-AIRY) (3,5)
Die Berechnung von O<,p flir die durch (3,2) bis (3,5) definier-

te Anordnung kann gemdaB (2,10) in zwei Schrltten durchgefihrt wer-
den.

1. Unter den Bedingungen (3,3) bis (3,5) wird 2 vei festem<u
berechnet:

d & A6 5
a,ﬁ..;t. . 0!—@'%; A(ey?q)l " (IH g‘ro*r(@s,'”)) (3,6)

2. Das Hesultat (3,6) wird nach MaBgabe von A (<) iiber Ku; inte-
griert:

= {dony Af@ﬂﬂ{—@ﬁ% (3,7)
Zur Berechnung von 8~ T( -)wenden wir uns zunichst dem Fall
Q ,‘:L ZU. '
Bei,scharf definierter Primdrenergie gilt wegen (3,3) und der
Beziehung

-

E;L' (Cug) = Max(E, (uy))

-die Kelation

EY (@) -, () = AE, € A, (3,8)

Da das gestreute Elektron in den hier betrachteten Energieberei-
chen und Impulsiibertragungen extremrelativistisch ist

2.
ES~IR?; Ex~iRs|
folgt aus (3,8)

—a 3
| P2 (a3) |- Awad) | = alPlzae; (3,9)
Aufier den Bedlngungen (3,3) vis (3,5),(%,8) und (3,9) stehen uns
zur Bestimmung von K, L:h ] fir jedes <0, zwel weitere Gleichun-
gen zur Verfiligung, der Viererimpulssatz der elastischen e-p-Streu-
ung und der Viererimpulssatz fiir die zusdtzliche Produktion eines
einzelnen Photons, speziell fir .u, =.uf

3
el o2, o , 10
RS = P-Py () (3,10)
P, = P-P(=uy )= X (3,11)

Im physikalischen Bereich, E :> O , sind die Gleichungen (3,10),
(3,11) dquivalent mit

MT= (p-red)” B =B -FeR (3,12)
. —
M= (P-py- k)Y, B, = PRk (3,13)

Subtraktion der ersten Gleichung (3,1%) von der ersten Gleichung
(3,12) ergibt



(3,14)

Nach Einfihrung des Vierervektorsap -r%-p, , der sich nach (3,8)
und {3,9) schreiben 1laRt als

9

ar = (aE, BBy P)) (3,15)
wird aus (3,14)
N * _ — % -OA
Flowe AE(EIRIPE) (3,16)

ESvaE, -R (B + 48, 7))

Mit der Abklurzung

—_ \ A’E A —0_\
G{aE) = P+ AE, Py (3,17)
und der fir é&E; << VB gliltigen Ndherung
— .._:.U?
1@} A Py

kann (3,16) in folgender Veise umgeformt werden

A\

> AE, (3,18)
4~ B T (aE)

e A
Wik, AE)) =
. " £, .
wobei » und 3, durch

- = o,
~ , Coo @ nﬂ.z [ Pa., '
> = = g}‘ 3 wnd P Ef'

gegeben sind; (3,18} ist fur jedeszlE; die Gleichung einer be-
zuglich der itichtung von é% symmetrischen Ellipsoidschale. Trigt
nan den Vektor-%({w,®.%) vom Endpunkt des Vektors ® aus ab (Fig.
5), s0 gilt fiir die Resultante nach (3,13) und (3%,15)

(3,19)

-

A -
G-%-Bliap-k:=P-R-& = P

4 (3,10)

Lriegt man demnach dem Vektor
keine Beschrénkung auf, d.h. re-

istriert man das Elektron gemilB
%393) allein, so ist der fiir das
enittierte Photon sugdngliche
Phasenraum durch

XD Ey

04 W4 K au®)] = LB Es
1 - pq ) Piq'.‘!' R

(3,21)

F"La. &

2

BN N
fegeben, wenn flr diesen PFall in guter Ndherung Q@ % durch P &
#rsetzt wird. Von den Koinzidentbedingungen beriicksichtigen wir

[{]

“w ,
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-

zungchst (3,4). Dann ist der Endpunkt des Vektors- & , wie man aus

: Fig. 6 entnimmt, hei festem A€,
auf die durch

PP, 2 o4 9,

gegebenenFlachenstiicke der vol-
len £llipsoidschale beschrankt.
Bezeichnen wir die &Schar ser Off-
nungskegel mit [ &), 48] ,
so erfiillt die Schar dieser Fli-
chenstilicke ein schlauchartiges
Gebilde, dessen Mantelflidche
Kalwu(%) 7 durch die beiden
Gleichungen

e [u(R),AE ]« win(R) AE,]
(3,22)

K3 bou(®)) = wfa®), A8 (B)]

074,.,

Orientieru ngy
Fig.é

definiert ist. Der Phasenraum fiir den ProzeB e+tp > e+ o + ¥ unter

den Bedingungen (3,3) und (3,4) wird dsnn durch

K3 [ab®)] for A (R) < 45y

K. b i) 3:23)

w[n(i"))&ESJ {ZJ.,,,-AE;(%Q)Z.AEB

beschrieben (Fig. 7). Bei der Bedingung (3,5) unterscheiden wir

— = —
1. o=IPA- R | =417

2. 0<imI-IR%| < alB,

Die in dieser Arbeit betrachteten Ex-
rerimente sind charakterisiert durch

2 \\ )\AE 4 ';
wint®) a8,] y S alryd

+

~ daher ist die Bedingung (3,5) fiir den
< Fall ¢ stets erfiillt, und 63,5) redu-
ziert sich auf

Fig. 7

o — - KN - -, e 4 Y 2
0 = IRYY-1F 1< AlR,| owl!-rlRi“e'#[lulz*-w"—Ewlwlak]'i:d(w)iAquI (3,24)

Die Phasenraumbegrenzung }gﬂﬂq kann sonit in folgender Yeise ge-
kennzeichmet werden:

Kao hou (B)] i d (Ku) 2 A 1R
(3,25)

K, [ ()] = 4 o pir o (Ko) 2 415,

it d(wg) = 415



Durch die Gleichungen (3%,22)

h wAEL
~N~— E
— W(aeyk)
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bzw. (3,25) wird K,[eu] in einem

Koordinatensystem definiert,

Polarachse ist.

Prinzip méglich, K,[<u]

in dem
Es ist aber im
in einem

Koordinatensystem mit raumfester Po-

larachse, etwa mit

e,

als Polar-

achse anzugeben. Fiir jedes | auf K, [w]

ist némlich AE;) (R )

bekannt und da-

mit die relative Lage von

PLund &

Durch Koordinatentransforma

%ion erhalt

man die Richtung von & beziiglich <.
in der Form *

= P () (3,26)
oder Ll = iﬁ:(«ﬂi]
und damit
By =R (I () o REK, ] (3,27)

Wir werden bei der Konstruktion von K,[«u.] in & 4 allerdings nicht

von dem allgemeinen Verfahren (3,26),(3,27) Gebrauch machen, son-
dern die Gleichungen filirK,6[.oi] von Anfang an bezﬁglidhpﬁﬁe.auf-

stellen.

Eine wesentliche Eigenschaft des von K, ,begrenzten Phasenraumes

ist, daB er den Punkt ¥ =0 im Innern enthidlt; fir & ©, #0

liegt dieser Punkt von einem gewlissen AE:; = O ab nédmlich in-

nerhalb aller Kegel der Schar 2e[w«u, AR Jund wird somit von Ky -
umhiillt. Wir konnen daher diesen Phasenraum zerlegen (Fig. 8) ge-

m& R

Py, - e, t T 120

wobei K, [€u] die Oberfliche einer Kugel ist mit der Bedingung
Ko £ K, [=<u]

Der Zerlegung (3,26) fiir den Phasenraum

?ﬂ< entspricht eineg Zer-
legung von §[K,(«u) 1 in der Form: 1

€ (K Eeu]) = S(Ko) +F (REUT) (3,29)

Hierin ist sowonhl 8 (K.) als auchg(k[ﬂ]) endlich. Darstellungen
der Funktion & \K.)findet man in der Literatur ) , so daB sich

die Bestimmung von 8 (K,[in]) auf die Berechnung von 'g(}(1[@_,])re—
duziert.

Zunichst kann man anhand des durch (3,25) gegebenen Phasenraumes
eine Ubersicht iiber das qualitative Verhalten von &§(K,[«=u]) in Ab-
héngigkeit von den AuflOsungsparametern gewinnen.

Nach (3,25) wird der Phasenraum fiir fallendet AEj undAlS.,\ klei~ .
ner. Da |S(K,kxu1)| mit abnehmendem Phasenraumvolumen anwidchst, steigt .
R 1 e . ¢ -
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9K, [cl)iret festem “treuwinkel auch fiir fallence AE; und AIF,|

Line Eigenart der Winkel-Koinzidenz~-inordnung ist der Anstieg von
|8 fiir abnehmende Vinkelukzepianzen A0, ; fir Ac,—> (o reduziert
sich n#mlich der Thasenraum Pk, auf ein Kurvenstlick, so daf sein
Volumen verschwindet. Den gqualitativen Verlaif von g bzw.]Sex| in
Lbhingigkeit von den Auflisungsparumetern zeigen Fig. 9, rig. 1C
und FPig. 11.

4\‘ . * s
N -----1b| ﬁ\\ e 1
—_— \%Exl
E3 &ehhin. *
Fig-q Figd4

In Fig. 10 zeigt S fir 4xﬁ%l)>&fﬁlMln_einen konstanten Verlauf.
Lie Stelle AR luin. ist aurch

A[ﬁlmlmzﬁoiﬂ[d (K,O(SL))] (3:30)

gekennzeichnet, d.h. fur Akiﬁi!>¢3fﬁihﬁmstellt (3,5) keine weitere
Linschriinkung des Ppasenraumes dar, somit ist ® unubhingig von
AP > AlF Iy, . shnlich liegen die Verhdltnisse fir 4 0,>4 0w,
in Fig. 11. Die Stelle A Oy .., 18t dadurch charakterisiert, dall

fiir alle s euf  Kylou(-%)] in (3,23) die xelation
AE, 2 AE, gilt, so daB aus (3,23) folgt K,, = W (4E;3) ,
o Sy S,
&\,33&3 3 3“
A.Shl*zt.(l.i .g_.q:.ﬂ-li
R
3 Q
Fig. 42 Fig. A3
d.h. fiir 49,>40, . stellt (3,4) keine Linschrénkung des Phusenrau-
mes dar, somit ist % auch von A @, > 4 94, , unabhin-

gig-
. - . o o )
Vir wenden uns jetzt dem Fall Qugyy 3, +12, zu., Iabel ist zu be-
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achten, daB dem Bereich w3y ein Bereich <u, auf der Protonsei-
te entspricht. “Wir wollen uns hier auf solche 3y beschrianken,
fir die «©ow,, kleiner als der durch (%,4) definierte Bereich ist.
Welter konnen wir voraussetzen, duaB die explizite . Abhingigkeit
der Korrektur & von (L, ilber die Impulse p. im Bereich <., schwach
ist, so daB die lokale Abhingigkeit implizite durch die Auflbsungs—
bedingungen bewirkt wird. zu dieser Abhdngigkeit tragen drei Effek~
ve bei:z

1. Aus (3,3) folgt zundchst

B o) By o) = A, () € ABH(E a5 ) (3,31)

Fir Elektronenstreuwinkel ©,< 0, gilt demnuch
Max[AE (1] >AE,
und fir blektronenstreuwinkel @,> 9
Max [!.\E"3 leugd] < 4 E;
d.h. fir Ereignisse mit ©,<©, ergibt sich eine Lnderung von [§}:

|2 ) < B la)] (3,32)
fir Lreignisce nit o, > @,° dagegen:
18 (eu)| >8] (3,33)

2. ihnliche kffekte, jedoch in entgegengesetzter Richtung und in
den meisten Fiéllen schwicher als (3,32) und (3,33) ergeben sich
aus (3,5)

Max [dlu)] < Q1B for @, < O (3,34)
Max[dicus)] > AP, dir O3> O (3,35)

5. Die Bedingung (3,4) liefert einen beziiglich der Richtung
symmetrischen skzeptanzkegel. Firwa, +«u) , d.h.ou,+x’ ist dieser
Kegel beziglich wu, allerdings nicht mehr symmetrisch (Fig. 12), so
daB die durch (3,22) gegebene llantelfliiche modifiziert wira (Fig.
» 13). Die hierdurch bedingte

. Ab&nderung des Phasenraumes
hat eine VergrofSerung von sl
zur Folge. Den Verlauf von s}
in 4Abhiingigkeit vom Streuwin-

kel
- _ » A0, im Bereich 1406y x4 O,
zeigt Fig. 14
Fig-14
- == IS; A
— 1 8ex|

{
®

k4
[
’.6.‘

Fiy.As

L Y
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Fiir ©, >@, wirken die Effekte 1. und 3. in gleicher Richtung,

fir 0;< ©° in entgegengesetzter Richtung.

Die Abhingigkeit vom Azimutalwinkel $.=9°+ 4 §, im Bereichla§,(<ad,)
zeigt Fig. 15 . Die Effekte 1. und 2. treten hierbei nicht auf,

s0 dal wir einen bezliglich @; symmetrischen Verlauf erwarten.
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3. Numerischer Teil

§ 4a Konstruktion der Phasenraunbegrenzung

Fir die numerische Berechnung von 3[72[;L]] ist es zur Vermeidung
uberlanger Rechenzeiten #dulierst wichtig, die Phasenraumbegrenzung
K, [«u3 in moglichst expliziter Yorm anzugeben.

Tatséichlich 1EB8t sich das Hvstem (3,22) unter geeirneter Niherung
explizite lO0sen. Zunichsty kann nan in den Gleichungen fir die El-
11P501dscha1en w-K, Ay ) den Richtungskosinus £ § durch&«}
ersetzen; denn furAES«|Pd110t i
2 7 der Winkel zgwischen g« und Q@
#L sehr klein. AuBlerdem sind die

N

<]

N durch obige rrsetzung bedingten
ibweichungen am grofZten in der
N&ahe des Aphels, das aber durch
die Lnergie-koinzidenz-Bedingun-
cen (5,)? resp. (3,24) in den
meisten Fiallen weitgehend abge-
schnitten vird,

N / Veiterhin ist es im Bereich des

i ’ durch w(-%, aEy) charakterisier-

ten Lllipsoides moglich, die

> Schar der hegelabschnitte durch

& eine schar von Zylinderabschnit-

ten zu ersetzen, da in diesem
Fig. 49 Bereich der Kegelradius kaum

variiert, Fig. 16. Uie in § % Pig. 6 dargestellte Situation kann

demnach ndherungsweise durch die in Fig. 17 dargestellte oituation

Y begchrieben werden.

Einfiihrung von Polarkoordinaten
gemB Yig., 19 ergibt fir die
Gehar der Ellipsoidschualen

wla ) 4E,) -

Fig.20

v 3

Mir die Schara{fAE |§L(h)] 148t sich im Hahmen unserer Niherung
schreiben

(4,2)

2] - +(aE,, %)

o [aE, uiw) S

Wobe1 trey peces i voll f{‘a Ea, k’f )
aus Ifig. U @u willltuaen is', elenent-

L L

e
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tare Geometrie liefert:
2

2 T 2 2 T
AL =¢ tr -2even W ocde— ('r_g&_-;-b\_g) _— [‘%1_(%1Lg_4)]
I1it der Abkirzung

+4 %& i-ewn<k >o

Slr) =
-4 e T-ewg <O
folgt:
t=elg ragt T %
= [ (f)[“';z*(unq )] +CJ:J~Q‘§ (4,3)

Die GroBe 4 & in (4,3) ist mit dem Akzeptanzwinkel A © durch

aAé = l*l;‘;’ﬂ'\nx;m O, (4,4)

verkniipft, widhrend € sich in der Form

3
€= A’Es (4;5)

schreiben 1l&aBt, wobei wir fir & aus Fig. 6 die Beuiehung

A me i [§F4 FA)] (4,6)

entnehmen konnen. Die erste Gleichung (3,2¢) nimmt somit die
Form

3504k

L

tlogn)] et X ,.~
e At pL o em T (4,7)

an. Elementare Umformung ergibt wegen 51(r): 4

Y
AE(T9)- 5 (4+ﬁq&'w5’)i£iwﬁ"* %}QMW“E&'C‘”&)&D%

(3 '%.
+ (1t BE o) } (4,8)

Aus aer zweiten Gleichung (3,22) folgt mit (4,1) und (4,8)

* - %
K(U)8)= %Aé{:ﬁqﬁ - %}Mﬁ"%ﬁf‘m‘?’)m g+ (4 +i“>:e'cm8‘)1\§ *

Nach (3,<3) erhélt man aus (4,9) durch die Reflektion i{-;-ﬂ R
d.ha~g_>g+ ™ fiir K}o(a‘ﬁ) die Gleichungen:

P AR

(4,9) .
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iasg ol Pt pia P4 B Qp&)cmg

% - AE (D 4) < AE
K4L?[3?L§)= -1-(4 ,3 CO‘J-B") g T “)444'" J,‘?)-“-l 3

QAE - * (4,10)
A_p:dmﬁ, or aE (91) 2 A ’

Fiir die Phasenraumbegrenzung K., [sx]Jbezogen auf die raumfeste Polar-
achse P" 4.  ergibt sich schlieBlich das Gleichungssystem:
)

(378 for (B[R 2R e T

£ AT,
K, (79)= (4.11)
Wg (3,9) Pior (1B [T 1L Ko 2 B K, 00| *)
oy 2 417,
(,;w,,[,ﬁd,ﬁwg-aﬁmws e 1) = AR

Im Fzlle Su +#<0% , doha 4F,+#0,4A03 %0  haben wir den Bemerkun-
gen in § 3 gemaB die Gleichung (4,3) 2zu modifizieren,und zwar
durch Ersetzung der Art

33 AE = AE(YQ) (4,12)

— 3 Mit den Bezeichnungen aus Fig.
RE 21 gelten folgende Beziehurigen:

27%
A -[agHen 8,4)8" ] - A,
com 8, = 0o G + M K aden |

a2 A
ats A+ Dy }7‘0my=ﬁ(4a13)

Fig &1 Die GroBen 4~ und 4, sind
dabei mit den Parametern 493 und a @‘ verkniipft durch:

‘a /JAM@

Mit der Ersetzung (4,12) 1léBt dich Gleichung (4,7) nicht mehr
explizite nach Ak tﬁ‘ € ) auflosen; die Hantelflsiche Ky (7, %} kann
nicht in einfacher Veise angegeben werden.,

\
Fiir diejenigen a4 E; Jedoch, die der Relation Ak, <X Af geniigen,
fallen die Systeme %é(z) x 3‘!2‘)nahezu zusammen, und wir konnen
schreiben

ax~ B0 [20 (20D &

s> 8e(9) %~ (4,15)

((]

w
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—
Die Nzherung (4,15) ist gut zumindest in der Umgebung K =~ O s in
einem Teil duvs Phasenraumes also, von dem & [K.[«x}lempfindlich ab-
hangt,
Andererseits hat sich gezeigt, daB die Bedingung «4g,’ X4¢ fiir die
in dieser Arbeit bericksichtigten Energie-, Streuwinkel- und Para-
meterwerte in den meisten Fidllen sogar fir alle 415;,5.AE3 erfiillt
ist,

Die Ndherung (4,15) erscheint daher angemessen zur Beschreibung
von 8[Ke)]in Abhdngigkeit von ap,; und a0, o
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3, Lkl..¢ #2
Dieser Pzll 1&Bt sich durch llodifikation der in (1) und (2) ver-
wandten Mathode losen.

a) Wir schreiben $;, (D" €¥) aus (4,19) in der Form

- 1 4
SLQ(&I‘Q),Q‘(P;-&;Q-P{ﬁ)f {A-P;ﬁﬁi +/I-I3€‘%f{ k (4930)

A . .
fir nicht zu
(R, B +P.Pe) R

kleine Vinkel ®ie (PFig. 22)
L - hinreichend schwach variabel.
Iiit den Definitionen

Dabei ist die Funktion

(p;];:"‘ PE—P-;.)

() '
d i, Dot o
Fig a2 Hie (mp%:ﬁ“) T g (4,52)

verwenden wir deshdlb die Darstellung

()

T - ’Zte + R,

Ve

K, (U £
= {4} —— (1)
R = be =R Auy P (4,33)

v L "“3'?% *’732?’\2):6;:[5; %1
(2) A«l&iglﬁiﬁ A "mez
RLQ = ~ oW 9‘ —-(P& + pETSL)-‘R [D‘\g] b ) (4934)
Zur Auswertung des lHaBes A,y ;1) in (4,3%) drehen wir diePolar-

achse in die Richtung von g.

«9’=5“.‘”(9“‘. <)
2 =% (7,9

(4,35)

und erhalten
\ A
3:,,4 \gv‘+4

(1) w " niu.gﬂ
AVV"A;E = g \d‘g dD\ " — 53'00‘.)8"“ (4,36)

A

IO
Drehung der lolarachse in die Richtung voﬁé;n (4,34)

.
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)

[ (2} Vo
=0 (%) € =8, (7R) (4,37)
ergibt \ X
7-) 3:,,4;4 \gv‘w! \ b\\\
{ n "o AMA
Aywrhe \ \ dgda_n—%w&“ (4,38)
b) (A

Fiir den Falli=q oder£=4kann ein weiteres Verfuhren angegeben wer-
den, das flr Primdrenergien bis zu 6 GEV gewisse technische Vor-
telle bietet.

Zunidchst transformieren wir ius Rubmwyagem -0, des elastisch ge-
streuten Protons; es sel etwa £=4 , dann liefert diese spezielle
Lorentz-Transformation in Richtung % —f. folgende Formeln

4 T4

%‘L —_ %}) ) p"__)B:. (4)39)
- Y Y. By oV (4,40)
u&:{ e R ; Con pq&n§r’+«4
KoAl®) — K (0 q) = K%y 2 _ (4,41)
A+ BT
K, — Ko ®) = Ko e erqcma"\ (4,42)

mit der Abkilirzung

v < (4-p2)R

. i
Bei der Bildung vonﬂ4;%— f&éllt der Faktor 3 F B0 heraus, so dab
die Transformation g, _K. Ny %{ allein durch (4,40) gegeben ist.

o

Da in dem angegebenen Energiebereich fiir das gestreute Proton
A-By =~ 40~ % gilt, sind die Funktionen (4,40) hinreichend glatt,
so daB eine Summation der Lrt (4,22) angebracht ist. In Q, ist der
fusdruck (4-p.% % ) im Nenner von (4,19) winkelunabhingig. bine

Drehung der Polarachse in der Lichtung von B’

DR AND AN “

X (4,43)
) \ . !
R = Lgi(fT’Q )
ergibt fiir das Stieltsche Mafl das elementare Integral:
) L]
9\\,*4 L?\«!‘#AA - - ,3‘ ‘S:
AV\(‘ rtz \ K dD‘Q{\% A - 1&335" (4,44)
\
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