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Abstract

Calculations o£ radiative corrections to e-p-scattering are per-

formed for experirnents in which tiie final particles are detected

in coincidence and bothj the angles and energies of the outgoing

particley are measured . The dependence of radiative corrections

on angle and energy resolution parameters is discussed in detail
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o Einleitung

In niedrigster Ordnung der Quanten-KLektrodynanik wird die e-p-

Streuung durch den Graphen in Pig0 1 gekennzeichnets und der die-

sem Einphotonenaustauschgraphen entsprechende Ausdruck für den

Wirkungsquerschnitt ist unter dein Namen Rosenbluth-Formel bekannt„

Bei den heute erreichbaren Energien

und Impulsübertragungen ist es je-

doch mit der ersielten experimentel-

len Genauigkeit nicht zu vereinbaren,

sich bei der theoretischen Analyse

der Experimente auf die Rosenbluth-

Pornel zu beschränken^, l>en höheren

Näherungen der QoB 0D O J den "Strah-

lungekorrekturen% kommt daher in hohem Maße Bedeutung zu, i'ür

den Palls daß bei e-p~Streuexperimenten das gestreute Elektron

oder das Hückstoßproton allein registriert wird, sind Berechnun-

gen von Strahlungskorrekturen bereits durchgeführt worden* ' ' J*

Lie Korrekturen liegen in der Größenordnung von 15 9» bis 20 $

des Rosenbluth-QuerschnittSo

Ein wesentliches Merkmal der Strahlungskorrekturen sind die

sogo Infrarotsingularitäten, die in den höheren Näherungen der

QoE0I)0 auftreten, eine Folge davon, daß die Photonenmasse ver-

schwindeto Fig0 2 zeigt die Graphen der auf die niedrigste Ürd-

(O.) (b)
e

fd)

nung in Fig» 1 folgenden nächsthöheren Ordnungo

Die hier aufgeführten Graphen sind unter folgenden Hamen bekannt:

an Zweiphotonenaustausch

b Q (elektromagnetische) Vertexkorrektur am Proton

^Kürzlich ist eine Arbeit erschienen/'*3^ in der Strahlungskorrek-

t-uren berechnet werden für den Fall, daß nur die Energien der aus=

laufenden Teilchen nicht aber ihre Winkel gemessen werden»



c„ (elektromagnetische) Vertexkorrekur am Elektron
d0 Vakuumpolarisution

Wahrend das Ilatrixelement des Graphen d nach Beseitigung der

Ultraviolettdivergenzen durch Ladungsrenormierung frei von Sin-

gularitäten istä sind die Matrixelementeo, ,b }c nach Ausführung not-

wendiger Renormierungen divergent« Im Gegensatz zu den Ultra-

violettdivergenzen rühren diese Singularitäten von der Integra-

tion in der Umgebung kleiner Photonenpropagatorimpulse her

(Infrarotsingularität), Das Auftreten der Infrarotsingularität

hängt damit zusammen, daß die durch die Peynmangraphen der Q.EoD.

nahegelegte Einteilung in elastische und inelastische Prozesse

bezüglich der Produktion von Photonen physikalisch nicht sinnvoll
ist« So sind Reaktionen geladener Teilchen stets mit der Produk-

tion von Photonen verbunden, deren Gesantenergie durch die immer

vorhandene Energieunschärf e bei der experimentellen Festlegung
M*Oder Prozeßkinematik bestimmt ist, ' Strenggenommen sind reine

Zustände geladener Teilchen dannCteh keine vernünftigen Zustände

in der Q.EeD* ("^

Neben dem Querschnitt für die "elastische11 Streuung hat man stets

den Querschnitt tr̂  (AE)für die zusätzliche Erzeugung von Photonen
bis zu einer Gesamtenergie AE zu berücksichtigen, Kur die Summe

o*EJf = Q̂  -h G*p ( A e ) ist eine physikalisch sinnvolle Größe, und

es zeigt sich, daß diese Größe frei ist von Divergenzen, aller-

dings abhängt von der Energie AE, die durch das Auflösungsver-

mögen der experimentellen Anordnung gegeben ist»

Pur den Pall der e-p-Streuung ist der Querschnitt Q*p(£E) niedrig-

ster Ordnung durch vier Graphen gekennzeichnet, die in FigD 3 auf-

geführt sind s _ _ _____ _

V"r / \
•̂kX\XV-'V̂ vŝ 'w/ Ŵ*»̂_''''.'"''">kX\̂_̂v/

/ \ \p
Da einerseits Strahlungskorrekturen von 15-$ bis 20 y> recht hoch
sind? andererseits die Abhängigkeit von den experimentell gegeben-

en Auflösungsparametern beträchtlich ist, ist eine Beschränkung auf



die Graphen in Fig„ 2 und Fig. 3 sowohl vom praktischen als auch

vom theoretischen Standpunkt aus recht unbefriedigend. Von den

Autoren Dau Yennie, S„CC Frautschi, H0 Kuura und K,D* ErikssonH>

wurde daher eine neue Stürungstheorie formuliert, in der die

Infrarotanteile, die den uauptbeitrag zur Strahlungskorrektur

bildenj in geschlossener Form aufsummiert werden und für den

"Rest" eine gewohnliche Potenzreihe in der Kopplurigskonstanten

angesetzt wird9 die man nach einer geeigneten Anzahl von Gliedern

abbricht« Die Ergebnisse dieser Theorie, in der Folge Y.F.S0-Theo-

rie genannt9 werden in § 2 im Zusammenhang mit der e-p-Streuung

erläutert o

Mit den immer höher werdenden Anforderungen an die Meßgenauigkeit

ergibt sich für die e-p-Streuung zur Unterdrückung von Untergrund-

effekten die Notwendigkeit, Elektron und Proton in Koinzidenz zu

messen» Damit werden zwangsläufig Berechnungen von Strahlungs-

korrekturen für Koinzidenaexperimente erforderlich,» Das Verhalten

von Strahlungskorrekturen in Abhängigkeit von den Auflösunsspara-

raetern ist jedoch auch rein theoretisch von Bedeutung» Die Aussa-

gen der Y<,Fo So-Theorie über die Abhängigkeit der Strahlungskorrek-

turen von den Auflösungsparanetern auf Grund der Infrarotstruktur

der Q0E0DD gehen bis zu einem gewissen Grade über die Störungs-

theorie hinaus, und es sollte deshalb die Möglichkeit ins Auge ge-

faßt werden.9 die von der Theorie vorausgesagte Abhängigkeit ex-

perimentell zu prüfen« Es wird sich später zeigen, daß Koinzi-

denzexperimente hierzu beson-jers geeignet sind*,

In der vorliegenden Arbeit sollen daher im Hahmen der Y.P.ö.-

Theorie Strahlungskorrekturen für Winkel- und Energiekoinzidenz-

Experimente berechnet werden,»

Die kinematischen Grundlagen und das qualitative Verhalten sol-

cher Korrekturen werden in § 3 diskutierts während in § 4 Verfah-

ren zu ihrer numerischen Berechnung entwickelt werden* Die Ergeb-

nisse einer numerischen Auswertung für charakteristische Auflö-

sungsparameter, Energien und Streuwinkel sind in § 5 zusammenge-

stellto



2. Theoretischer Teil

1 Y»F.S.-Theorie

Die geschossene Darstellung der Infrarotteile von Strahlenkorrek-
turen wird dadurch ermöglicht, daß sich die Matrixelemente für mul-
tiple Emission bzw„ Absorption weicher Photonen faktorisieren las-
sen. Zur Erläuterung zeigt Fig. 4a einen Streuprozeß mit einem
einlaufenden Spin -^--Fermion i mit dem Viererimpuls p^ * M0 sei

das entsprechende Mätrixelement und Teine 4 x 4 -Matrix im Spinor-
raum derU(Pi). In Fig. 4b ist in die äußere Fermionlinie einF-r-F-
Vertex eingesetzt worden« Dabei ist offen gelassen, ob es sich bei

für cl«n
Grundpreis p ;

Hotrfc* a
P K o t o n

mit

n, 3,4-0, Fig.tcb
dem Photon um ein virtuelles oder reeles Teilchen handelt. Unter-
drückt man die entsprechenden Photonfaktoren, so erhält man das
Matrixelement . In der Näherung für "weiche" Photonen erhält
man nach einigen Umformungen, die von den Vertauschungsrelatio-
nen der W -Matrizen und der Dira$-Gleichung Gebrauch machen wegen

o* r„ (1,1)
für den "Konvektionsbeitrag" den faktorisierten Ausdruck:

.. *, * i>\.AM• ' r o (1,2)

Für n Photonen ergibt sich unter Berücksichtigung aller Permu-
tationen

M l (&)»«•. o (1,3)

A. Virtuelle Photonen

Beim Austausch virtueller Photonen treten für jedes ausgetausch-
te Quant zwei Photonvertizes und ein Photonpropagator auf. Die
vierdimensionale Integration über den Propagatorimpuls erstreckt
sich über den gesamten Impulsraum. Für einen Teil, d.h. in der
UmgebungH=o, gilt die Beziehung (1,3), und dort erhält man für
den Austausch von n (weichen) Photonen zwischen den Fermionen i,l
mit den Vierimpulsenp,p unter Berücksichtigung eines kombinato-
rischen Faktors 4i fc

(1,4)
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MNach Ausführung von Vertex- und Wellenfunktionsrenormlerung'

folgt

Die Vorzeichenfunktion *^~(l}t) ist dabei definiert durch

/o^U(<>) = H i - Z f O L O«. d

mit f t-t ( - ^ ^-tenVW-U^ > o

fc * [ - i,
r t- A

"l = 1 - ^ ,

Summation über n liefert mit der Abkürzung

die Abspaltung der Jnfrarotanteile beim Austausch weicher Photonen

M =• ***>!>$*] Mo } ̂ ^O (1f6)

IX)
Man kann weiter seigen, daß für ein beliebiges Matrixelement
eine Aufspaltung der Form

(1f9)
existiert, bei der die durch Photonenaustausch bedingten Infra-
rotsingularitaten im Exponentfaktor enthalten sind, während H
von diesen Divergenzen frei ist«
Die Beziehung (1,9) ist der Ausgangspunkt zur Formulierung einer
modifizierten Störungstheorie in der Q.E.D«

Dem Matrixelement H wid durch

(1,10)
mit dem lorentz- und eichinvarianten Integral

P« + feX* l * , ^ ,
ie^PtH J )X-»0 (1,11)

,

formal ein modifiziertes Metrixelement R zugeordnet« Wegen

fe Pt*2 (1,12)
«̂_> — ̂*

ist M ebenso wie M frei von Infrarotdivergenzen, die durch Pho-
tonenaustausch bedingt sinde Die eich- und lorentzinvariante Abtren
nung dieser Divergenzen ergibt sich aus (1,9) und 1,10);

T - "̂  [^^0h = H (1,13)
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Entwickelt man M nach Potenzen der Kopplungskonstanten <*.
CO _

M = z: n "~̂  (1,14)
TW= O *

so folgt aus der entsprechenden Entwicklung für ft
<S»Q

H * 2T n (^J M i(̂
'' ^0 U »15;

zusammen mit (1,13) die Besiehung

) _ _ d 1» '

Die Relation ( 1 , 1 6 ) , deren Beweis hier im Gegensatz zu Kef. (1)
unter Vermeidung von Komplikationen, die mit dem Auftreten von
"tlberlappungsdivergensen" verknüpft sind, skizziert wurde, "bil-
det zunächst nur die Grundlage einer formalen Störungstheorie
mit infrarotregulären Matrixelementen H * Wie aus (1,12) hervor
geht, führt jede Modifikation von J 0 von der

mit der Eigenschaft
S

zu einer formalen Störungstheorie mit infrarotregulären Metrix-
elementen M } * Die Extraktion der Infrarotsingularitäten ist so-
mit nicht eindeutige Die Auszeichnung der .Form (1,11) durch ihre
Symmetrieeigenschaften hat in diesem Zusammenhang nur formale Be
deutung»

Eine Inspektion, von (1,16) zeigt jedoch, daß die Glieder
rasch mit wachsenden /m abnehmen; somit ist die Wahl von (1,11)
im Sinne einer brauchbaren Störungstheorie vernünftig. Wir wer-
den auf diesen Punkt in £ 2 zurückkommen.o

B» Reelle Photonen

Für die Emission reeHer Photonen gelten ähnliche Überlegungen wie
in Abschnitt A* Auch hier kann der Beitrag der Infrarotanteile in
Form eines Exponentialfaktors abgespalten werden. Im Unterschied
zum Austausch virtueller Photonen wird nicht das Matrixelement *
sondern der Wirkungsq^uerschnitt faktorisiert , da erst hier über
den Photonimpuls integriert wird. Eine Komplikation bringt die Be-
rücksichtigung der Kinematik mit sich. Pur den Fall der e-p-Streu-
ung werden folgende kinimatische Beziehungen eingeführt:

Gesamtviererimpuls der einlaufenden Teilchen p =• p^ + p?

Viererimpuls des auslaufenden Eleketrons rep. Protons p -»*̂ f&. p
O *

Gewichtsfujiktion der experimentellen Anordnung AEe^jP^]

Die Gewichtsfunktion A [ê pjpro jiziert aus der Pha-senraumintegration
über die Impulse der auslaufenden Teilchen e, p , är~ zunächst den
Teil des Phasenraumes von e und P heraus, der durch die Messung
festgelegt wird und schließlich über" die Kinematik auch den für
die emittierten unbeobachteten Photonen zugänglichen Phaaenraum.
Der Wirkungsquerschnitt

O - ° + Ö^P (A E)



für die e-p-^treuung läßt sich in folgender i'orm schreiben

mit folgenden Definitionen

wobei K n die obere Grenze der Energie eines einzelnen Photons iat,
die mit der Kinematik bei der uurch A ( $\ P, ) gegebenen Anordnung
verträglich Die Größe ^)"ist gegeben durch

mit

- *»*f»f- , (1.21)
wenn H^ das liatrixelement für e-p-^treuung unter zusätzlicher Pro-
duktion von "T. Photonen kennzeichnet .

Während der Paktorwfa f'̂ 'Rt 31 die durch Photonenaustauach bedingten
Infrarotsingularitäten enthält, sind im l'aktor **f r*.«* 3 (*> J die
durch Emission von Bremsstrahlung bedingten Infrarot Singularitäten
abgespalten l>ie Kinematik wird hierbei implizite durch die vier-
dimenaionale Integration über x berücksichtigt»

Das Integral (1,19) wird weiter zerlegt gemäß:

'
t .; ) ^ K h

/ ̂  K

(1,1-2)

(1,24)

wobei K L̂ tj] eine noch zweckmäßig einzurichtende Phasenraumbegren-
2ung isto Der Ausdruckt f K c-ftl) , unabhängig von A- , enthält keine
Kinematik, wohl aber die Inf rarotsingulari täten der reellen Pho-

) dagegen enthält Kinematik, ist
der f ür £ -* o verschwindet,

23) läßt sich

tonen,, Her Ausdruckt*,
aber wegen des Faktors (e-
nicht infrarotdivergent o ilit (1,21) , (1,22) , (1
der ßtreuquerschnitt (1,17) wie fol^t unformen



In (1 ,24) ist die Abtrennung der Infrarotsingularitäten vollstän
dig durchgeführt« Qbwohl'Re.B und » (KC^I ) im Limes > -* o ein
zeln singulär sind, ist ihre Summe für K D^l > o endlich, und es
gilt:

-H 3 fKC^n < O
3 [KC^Ü] •~*-*a^-> . oo fu- K [^1->0 (1 ,26)

Für exaktelaatische Streuung ibt K h=öund damit K t«* 3 * O ; aus
(1,24) folgt daher wegen (»,2 s1) o îF = o , im Einklang mit den ein-
leitend erwähnten Krgebnisaen von Hefn (14) und lief (15)* Ähn-
lich, wie bei (1.16) zeigt eine Inspektion der Glieder •̂̂ vv'l{jo ,
daß durch (1,18; , (1,19) und (1?20) eine brauchbare infrarotre-
guläre Störungstheorie formuliert wir, die von Anfang an die In-
frarotstruktur der Q0E0D» berücksichtigt, und die Diskrepanzen
der "alten" Version vermeidet 0

§ 2 Approximationen zur e-p-Strjruung

Das Ziel dieses Paragraphen soll sein, für die Größe u? (*) aus
(1,17) eine geeignete Näherung anzugeben«,

Zunächst wollen wir uns darauf beactü sinken, bei der Emission von
Bremsstrahlung nur "Konvektionsbeiträge" zu brücküichtigen« Die-
ser Vereinbarung gemäß schreiben wir

aus ( 1 , 2 0 ) folgt nämlich

= MJ ^ (ÄJ^- n j \ - 2 M 0 (2 ,2 )
J l -K l

und somit enthält vr "MO bereits Terme, die verschwinden, wenn
der Photoneimpulü verschwindet o Da diese Terme keine wesent-
lichen Beiträge liefern ( ̂  .( %) ̂ möL durch geeignete e-p-Dnergie-
Koinzidenzanordnungen weiter unterdrückt v/erden können, erscheint
die Annahme (2,1) gerechtfertigt»

Für das Matrixelement M0 , das elastische otreuung ohne Photonen-
emibsion beschreibt, iht im Hinblick auf die Graphen a, b? c, d
folgende Näherung angemessen;

( 2 > 3 )

wobei M0 < 0 ) das dem Graphen in Pigc 1 entsprechende Matrixeleraent



"1 ?.r'h- o j- ̂  ^̂ ri'̂ T̂ c'"1" :i"̂ ~ s a. "t Ion - d i 6 jBe"* "tpaffe ds s.̂  * - _ — .*-. 'j $ . —- -.. ̂
:?»̂ .oma\n msgnet i P ehe s "-". 'T.ent:: ''•; '.- El ektrons und nicht-infrarot-
oivergente Anteile der G-̂ .â '̂ -5̂  a » b . Die Berücksichtigung der
1 e t 2%er?,:inn.l-er* Anteile i?t ':hrx.? groüe Vereinfachung i Vernachläs-
•. ;.gurxg der H^n-Nukleon-uesonsnsen, Vernachlässigung der Struk-
tur von ,Nekl^on--.?''-rmfaktoren außerhalb der Massenschale usw.)
kaum möglich,, I'le hic-rbei auftretenden Fehler erreichen vermut-
lich die Uröße der i-u "berechnenden Beiträge, Es ist daher im
Rühmen der \^.1), k^rj,3eouent :n M '^ nur Vakuumpolarisation und
^nomH"1 €•." ^a^n^-t- 7-h^e H^'n-^t -1,^^ Elektrons zu berücksichtigen.

, p

•-- '» T =^ ; >•! 4-'- -

:̂a_:xt •;-•' n gestalten folgende Umformung

"<-
i' P 7 %)«, ü j r /v1

> P v n s

. •» 7 i

,H MP-P,-P,)V

'

(2,8)

|e5)pq)wi>/j\olx - p U p - P 3 - P H (? ,

igf u Tnaoenraumes , der mit
^5-!p,-^.^- b*?i der durch4(c3,

v. ^^ö/,^; Vfcrtra^' i ioh IL^T, so läßt ; " .
.pr^ I^ p ( Y ) J -iuf d ie erste Ord-'

<Ti iK-^



folgende Umformung zu

^̂ fe-̂ 8lpl-k)-ê Äwff̂

Mit der Abkürzung

ergibt sich

(2,10)
t a c*

Die GrcßeTl(^) beschreibt aui' Grund des Faktors
stoßeffekte bei der Emission von Bremsstrahlung und trägt selbst
für "harte" Photonen(Ef 5̂  4Gsv) weniger als 1# zum Rosenbluth=
Querschnitt beio Eine entsprechende Aussage für <J(cO} kann nicht
allgemein bewiesen werden, da hier die Kinematik erhebliche Schwie-
rigkeiten bereitet^ Die Inspektion der in CT(cO auf tretenden Terme
gibt wegen der Kleinheit der Kopplungskostanten •*. jedoch Anlaß zu
der Annahme, daß der Beitrag G" (°̂) die Größenordnung von 1 % bis
2 % nicht wesentlich überschreitet, so daß die Abhängigkeit des
Querschnitts<rCwM von den Auflösungsparametern für H^D^j^-0 durch
den Exponentialfaktor

beschrieben wird.

Unter Vernachlässigung der für wachsende Impulsübertragungen ver-
schwindenden Korrektur AAM läßt sich Ô  p schreiben in der

)

(2,11)

P'-O

Mit den Abkürzungen

Y-l
(2,12)

lassen sich die Formeln (2,11) auf die konventionelle Form
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.P', o "'"
bringen mit

S-pOT ~ ^ "*" ^e-* "*" i 'opou

3 Photonphasenraum für den Prozeß 6 t P _ ' — ^ g t p + f r ^ u n d quali-
tatives Verhalten von Strahlungskorrekturen bei Koinzidenz-
_Experimenten

Die in der vorliegenden Arbeit durchgeführten Berechnungen von
B(K^tcu])beziehen sich auf Winkel- und Energie-Koinzidenz-Experi-
mente, bei denen im Labor-S^tem folgende Größen gemessen werden;

Elektron;
1 = Die Richtung des gestreuten Elektrons R £ uTU 3 mit den Win-
kelauflösungen i A ©3 in der Streuebene und±A $3 senkrecht zur
Streuebene.
2. Die Energie des gestreuten Elektrons an der Stelle E*L' (p1) mit
einer relativen Auflösung ±_£_I_i *

Protons ^ 0 o

3 o Die Richtung des Rückstoßprotons ^ee- ( ̂  ) = ̂ û ̂  in einem
Öffnungskegel *̂..p?- > coo A O4 H

\ .. o

4= Der Impuls des Rückstoßprotons l p *̂ '( p ) l mit einer relativen
Auflösung ± Alp^l H '

i Pj

Obwohl die Ansprechwahrscheinlichkeiten der für
die Messung erforderlichen Zählapparaturen im Akzepanzbereich
im allgemeinen nicht konstant ist, läßt sich die G-ewichtsfunktion
A(C3l F\ für die unter 1 . bis 4- beschriebene^ Anordnunggp wie
folgt idealisieren;

4l) , (3,1)
mit den Definitionen

A ̂ }=
O ô «oT (3,2)

(5l4)



(3,5)

Die Berechnung von 3̂ ,p für die durch (3,2) bis (3,5) definier
te Anordnung kann gemäß (2,10) in zwei Schritten durchgeführt wer
den*

1. Unter den Bedingungen (3,3) bis (3,5) wird S bei
berechnet:

2. Las Resultat (3,6) wird nach Maßgabe von A (̂ >5 ) Über »£U3 inte-
griert s

(3,7)
Zur Berechnung von STOT(^--- Wenden wir uns zunächst dem Fall

zu*
OT

'

Bei, scharf definierter Primärenergie gilt wegen (3,3) und der
Beziehung

E*' (̂ 3) -Ma<(E3(^s))
die Kelation

(3,8)

Da das gestreute Elektron in den hier betrachteten Energieberei-
chen und Impulsübertragungen extrem iBlativistisch ist

Ef ** IP^I . E^ä^i

folgt aus (3,8)

l ̂ -(^-3)1-1^(^)1- A |pa|̂  A ei (3.9)
Außer den Bedingungen (3,3) bis (3, 5), (3, 8) und (3,9) stehen uns
zur Bestimmung von K-, [̂ -̂  IJ für jedes uru3zwei weitere Gleichun
gen zur Verfügung, der Viererimpulssatz der elastischen e-p-Streu
ung und der Viererimpulssatz für die zusätzliche Produktion eines
einzelnen Photons, speziell für

)-̂  (3,11)

Im physikalischen Bereich, E^ > O » sind die Gleichungen (3,10),
(3.11) äquivalent mit

M*= (p-r*-f • ~r^- =P-P^- (3,12)

MMp-^V-M*, PH =P-P,-^ (5,13)

Subtraktion der ersten Gleichung (3,13) von der ersten Gleichung
(3.12) ergibt



H

Nach Einführung des Vierervektors
und (3,9) schreiben läßt ala

wird aus (5,1

(3,14)
' = P^--p | der sich nach (3f8)

(3,15)

(3,16)

Mit der Abkürzung

u (3,17)

und der für «l

U

M l gültigen Näherung

kann ( 3 »''6 ) in folgender V/eise umgeformt werden

^ X A F.\
UJ

(3,18)
A ~ er

\?wobei > und P ' durch

E - l"? und (3,19)

gegeben sind; (3,18) ist für jedes A Es die Gleichung einer be-
züglich der liichtung von ̂  symmetrischen Üllipaoidschale0 Trägt
man den Vektor-Ttf^-fe-^) vom Bndpunkt des Vektors S* aus ab '""-" -
9),, so gilt für die Hesultante nach (3S13) und (3915)

(3,10)

Lrlegt man demnach dem Vektor
keine Beschränkung auf9 d0h0 re-
gibtriert man da& Elektron gemäß
(3,3) allein, so ist der für das
emittierte Photon zugängliche
Phasenraum durch

3,21

gegeben, wenn für diesen Fall in guter Näherung«"-k durch P,,*- 3T
ersetzt wird* Von den Koinzideritbedingungen berücksichtigen wir



-̂ **

zunächst ( 3» 4) _«_ Dann _ist der Endpunkt des Vektors - -fe , wie man aus
Fig0 6 entnimmt, hei festem AE
auf die durch

Ot-ient i

gegebenenFlächenstücke der vol-
len Lllipsoidschale beschränkt«,
bezeichnen wir die Schar aer Uff-
nungske^el mit dC u^b( ̂  ) t ̂ 1F^ ] ,
so erfüllt die Schar dieser Fla-
chenstücke ein schlauchartiges
Gebilde, debsen Mantelfläche
Kgl^^MlS") J durch die beiden
Gleichungen

(3,22)

Rj.6
definiert ist0 Der Phasenraum für den Prozeß e-*p
den Bedingungen (3,3) und (3,4) wird dünn durch

unter

(3,23)

beschrieben (Fig. 7)0 Bei der Bedingung (3,5) unterscheiden wir

Die in dieser Arbeit betrachteten Ex
perimente sind charakterisiert durch

daher ist die Bedingung (3,5) für den
Fall 2 stets erfüllt, und (3,5) redu-
ziert sich auf

0 * IP^S-IP,!^ 4lp4!
Die Phaaenraumbegrenzung
kennseichiet werden:

kann somit in folgender V/eise g

(3,25)

1t S
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Durch die Gleichungen (3,22)

K,

bzw. (3,25) wird K-i [>&->] in einem
Koordinatensystem definiert, in dem
"Öf Polarachse ist« Es ist aber im
Prinzip möglich, K-i L̂ "1-1 3 in einem
Koordinatensystem mit raumfester Po-
larachse, etwa mit "££*&• als Polar-
achse anzugeben* Für jedes"j£ auf K„ Ê ]
ist nämlich A Ê  ( Ĵ ) bekannt und _da-
mit die relative Lage von ft^.und Öf
Durch Koordinatentransformation erhält
man die Richtung von 7? bezüglich p*2-
in der Form *

oder
und damit

(3,26)

(3,27)

Wir werden bei der Konstruktion von K^tfllJ in £ ̂  allerdings nicht
von dem allgemeinen Verfahren (3,26),(3,27) Gebrauch machen, son-
dern die Gleichungen fürK^D-^l von Anfang an bezüglich p̂ " tg. auf-
stellen **

Eine wesentliche Eigenschaft ctes von K^begrenzten Phasenraumes
ist, daß er den Punkt 7t = O im Innern enthält; für A ©^?tq
liegt dieser Punkt von einem gewissen AE^ ̂  0 ab nämlich in-
nerhalb aller Kegel der Schar ae C-̂ ^ > AF,]und wird somit von K-t
umhüllt» Wir können daher diesen Phasenraum zerlegen (Fig. 8) ge-
mäß

K, .K. + TH ^
wobei K0 L̂ J] die Oberfläche einer Kugel ist mit der Bedingung

K n < k" fcO-*1
I \  —  '  \ i *- J

Der Zerlegung (3,26) für den Phasenraum j^ entspricht eine^ Zer-
legung von £rK*(^) l in der Form; 1

g ( K (3,29)

Hierin ist sowohl S(K0) als auch 3 CRt^Wl) endlich« Darstellungen
der Funktion 6 ̂ Ko)findet man in der Literatur H) , so daß sich
die Bestimmung von S ( K,, t^r^l) auf die Berechnung von§'(K[t£\j]) re-
duziert D '

Zunächst kann man anhand des durch (3,25) gegebenen Phasenraumes
eine Übersicht Über das qualitative Verhalten von ß(K.,[>sV]) in Ab-
hängigkeit von den Auflösungsparametern gewinnen=

Nach (3,25) wird der Phasenraum für fallendet A E3 undA | p^jklei-
ner. Da |S(KtG*v3) l mi-t abnehmendem Phasenraumvolumen anwächst, steigt
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[nT)|"ei fes tem r.treuwinkel auch für fallende und A l

Mne Kigenart 6er Vinkel-Koin^idenz-Anordnung ist der Anstieg von
|S[ für abnehmende VinkelukKep^anzen A ©t, ; fürA©H-^Q reduziert
sich nämlich der Phasenraum *$* K ., auf ein Kurvenstück, so daß seir_
Volumen verschvindet 0 I>en qualitativen Verlauf von l £ l baw0|Sejr| in.
Abhängigkeit von aen Auflübungsparametern zeigen Fig. 9» Pig» IC
und iniga 11 e _ _ __ . _ _

i r* i
Fi

einen konstanten Verlauf«In Figo 10 zeigt S für ̂  l ̂  l > A

Die Stelle .A I p l « , - ^ . iat aurch

(3,30)

gekennzeichne 1 9 d^ho für ^̂ (p-̂ ! > A { p [n^ a t eilt (3,5) keine v eitere

Linschränkung des P^aöenraumes dar9 somit ist B unabhängig von

AiFV>A'^lM;n „ ^hnlich. liegen die Verhältnisse für A 0̂  >A Öq H:n_

in Fi

für alle

11. Hie btelle A 0

>
•£
E*

n ^-J3"t; dadurch, charakterisiert, daß
^

auf KB[^x.(--fe in (3,^3) üie Relation

gilt daß aus (3,23) folgt t< ^

* JTU,

Ftg. -4 A Fig. A3

d,h„ für ̂ 0(f>̂ 0I(M-ti stellt (3,4) keine Einschränkung üea Phasenrau-

mes dar sonn t ist S auch von A© > A 0 - unabhän

gig-

Wir wenden uns jetzt dem Fall

S h-

zu. Sabei ist zu be=
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achten} daß dem Bereich *£Xi 3^ ein Bereicheren auf der
te entspricht „ V/ir wollen uns hier auf solche r̂̂  3 rt beschränken,
für die J^4M kleiner als der durch (3?4) definierte Bereich ist0
Weiter können wir voraussetzen, daß aie explizite*. Abhängigkeit
der Koijrektur & von uCl*j über ciie Impulse p- im Bereich ̂ ^^ schwach
ist? so daß die lokale Abhängigkeit implizite durch die Auflösungs-
bedingungen bewirkt wird« im dieser Abhängigkeit tragen drei Effek-
te bei s

K Aus (393) folgt zunächst

.rf.
(3,31)

Für Klektronenstreuwinkel Q± < O/ gilt demnach
M <**• [£ £3 t^i) H > A E 3

und für Llektronenstreuwinkel Q> Q*
j

d 0 h 0 für ilreigni^se mit e>3< o^ ei-gibt sich eine Änderung von | S | :

(3,32)

für Ereignis;., e mit O > G-..0 dagegen:

(3933)

2o Ahnliche Effekte, jedoch in entgegengesetzter Richtung und in
den meisten Fällen schwächer als (3,32) und (3S33) ergeben sich
aus (3,5)

O,0 (3,34)

03> ®l (3,33)
30 Die Bedingung (3,4) liefert einen beaüglich der Richtung
symmetrischen Akzeptanzkegel0 Für^^^-^^^l , doh.̂ .̂̂  ist dieser
Kegel bezüglich t£i*4 allerdings nicht mehr symmetrisch (Pigo 12), so
daß die durch (3,22) gegebene lUintelfläche modifiziert wira (Pigo

13)0 Die hierdurch bedingte
Abänderung des Phasenraumes
hat eine Vergrößerung vonis
üur Folge, Den Verlauf von l
in Abhängigkeit vom b
kel

im Bereich l ^
zeigt I'ig0 14

0
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Pur 0S ̂  Q° "wirken die Effekte 1 0 und 3= in gleicher Richtung,
für 0 ̂  0° in entgegengesetzter Richtung«_

Die Abhängigkeit vom Azimutalwinkel $3^<j>/ t- ̂  $3* im Bereich|4^
zeigt Pig0 15 • I'ie Effekte 1 0 und 20 treten hierbei nicht auf,
so daß vir einen bezüglich 3>° symmetrischen Verlauf erwarten,

* A
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3o Numerischer Seil

§ 4a Konstruktion der Phasenraumbe/yrenzunig _ _

Für die numerische Berechnung von J'f'R [.r\,3 7 ist es zur Vermeidung
überlanger Rechenzeiten äußerst wichtig^ die Phaberiraumbegrenaung

in möglichst expliziter Form anzugeben,

Tatsächlich läßt
explizite losen,
lipsoidwchalen L.

sich das
Zunclchst

variiert, '̂ig0 16«
demnach naherungyweise

Eiyutem (5,22) unter geeigneter ifjiherung
kann man in den ü-leichun^en.o für die El-
) den liichtungskoöinus 3t 0? durch p-**-;

ersetzen; denn für4Es«tT*d-\t
der Winkel awiachen i*%*t. und Jf
sehr klein0 Außerdem sind die
durch obige Ersetzung bedingten
Abweichungen am größten in der
Nähe des Aphel«, das aber durch
die Ünergie-Koinssiöenz-Bedingun-
gen (3»5y respo (3)̂ 4) in den
meisten Fallen weitgehend abge-
schnitten vird „

Weiterhin ist ee im Bereich des
durch ̂ ^^,^£5 ) chtirakterisier
ten LllipüOideü möglich^ die
Schar der kegelabychnitte durch
eine bchar von Zylinderabachuit-
ten zu ersetzen^ da in diebem
Bereich der Kegelradiue kaum

o 6 dargeütellte Situation kann
in Fig0 17 dargetstellte Situation
böychrieben "werden«

in § 5 Fi<
durch die

Einführung von Polarkoordinaten
gemäß Figc 19 ergibt für die
bchar dtjr Ullipsoidöchalen

A E

+ P,.
(4,1)

Pur die Schar
schreiben

laßt sich im Kahmen unserer Näherung

(4,2)

vj o b e i (•
aus j; ig L,L-j;.it 11 -'(,, eleuerit-



tare Geometrie liefert:

I

Mit der Abkürzung

i -t-^f ^V -r - c ÄOO ^ >o

- 4 ^UV -r - e Ccn ̂  < o

folgt;

Die Größe A £ in (4,3) ist mit dem Akzeptanzwinkel A O durch

A i - P - j

verknüpft» während e sich in der Form

e = * AE^ (4,5)
schreiben läßt, wobei wir für <J\s Figo 6 die Beziehung

(4,6)
entnehmen können0 Die erste Gleichung (5»2LJ) nimmt somit die
form

(4,7)

an0 Elementare Umformung ergibt wegen £̂ (" ~ ̂

Rtfi.
P,. OTWJ Y (4,8)

Aus aer zwei ten Gleichung ( 3 , 2 2 ) folgt mit ( 4 , 1 ) und (4,8)

u g)
Mach ( 3 , ^ 3 ) erhält man aus ( 4 , 9 ) durch die Keflektion ]£->- Jk >
d » h a - > + ir f ü r K ^ v P d i e Gleichungen:
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K10

.1.

(4,10)

Für die Phasenraumbegrenzung K„ fr^-Jbezpgen auf die raumfeste Polar
achse i** **-* . ergibt sich schließlich das Gleichungssystem;

4 >

(4,11)

Im Falle ü̂ 3*̂ i.\ d0ha A ̂ ^ + o t A ©a * o haben wir den Bemerkun-
gen in § 3 gemäß die Gleichung (4,3) zu modifizieren,und zwar
durch Ersetzung der Art

Ai ->- *£(<?) (4,12)

Mit den Bezeichnungen aus Fig.
21 gelten folgende Beziehungen;

Kig . 8k. l

dabei mit den Parametern

A

Die Größen und sind
und * verknüpft durch:

(4'14)

Mit der Ersetzung (4,12) läßt dich Gleichung (4,7) nicht mehr
explizite nach A E^ (̂ , ̂  ) auflösen; die Hantelfläche KB ̂( ̂  ) kann
nicht in einfacher Veise angegeben werden 0

Für diejenigen «o«, E^ jedoch, die der Relation <<A£ä <JC ̂ i£ genügen,
fallen die Systeme (HÄfY 2). (* ä1,?') nahezu zueacunen, und wir können
schreiben ' J

A (4,15)
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Die Näherung (4,15) ist gut zumindest in der Umgebung fc - O , in
einem Teil dt^s Phasenraumes also, von dem S [Xr^Hempf inälich ab-
hängt „

Andererseits hat sich gezeigt, daß die Bedingung ̂ ^E^' <£ 4£ für die
in dieser Arbeit berücksichtigten Energie-, Streu-winkel- und Para-
meterwerte in den meisten Fällen sogar für alle -AEj ̂  ̂ E^ erfüllt
ist 0

Die Näherung (4,15) erscheint daher angemessen zur Beschreibung
von SfK̂ to)! in Abhängigkeit von £$' und ̂  0



- 26 -

Dieser Fall läßt sich durch Modifikation der in (1) und (2) ver-
wandten Mathode lösen.

a) V;ir schreiben S^lö1, ̂  ) aus (4,19) in der Form

A A \i ist die Funktion
\)

für nicht zu

kleine Winkel ÖL£ (Fig. 22)
hinreichend schwach variabel«
Hit den Definitionen

( 4 , 3 1 )

(4 ,32)

verv;enden vir deshalb die Darstellung

(4,35)

-(P

l

Zur Auswertung des Mäße a AW K ; t
achüe in die Richtung von -p.

^ (V, ̂ ^

• i i

> J ( 4 ,34 )

in (4 ,33) drehen wir diePolar-

(4 ,35)

und erhalten

M) öl V'
- P; (4,36)

Drehung der Polarachae in die Hichtung voripin (4934)
t
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(4,37)

ergibt >

v -M

(4,38)

b , «v
Für den Fällig oder-fc-'tkann ein weiteres Verfahren angegeben wer
den, das für Primärenergien bis zu 6 GSV gev/isbe technische Vor-
teile bietet«

Zunächst tranaf ornieren wir ins Thilijffn njnni 0̂  des elaötisch ge-
streuten Protony; es sei etwa JL~ *t j dann liefert diese spezielle
Lorentz~Transformation in Richtung -s" =T̂ e£. folgende l'ormeln

(4,42)
mit der Abkürzung

Bei der Bildung von.-^- fällt der Paktor ^ -t-fit«fr> heraus, so daß
die Transformation Qf, K° _ . ̂L K 1̂ allein durch (4,40) gegeben ist0

Ko Ko*
Da in dem angegebenen Energiebereich für das gestreute Proton
i - p^ «* -4 o ~ l gilt» sind die Punktionen (4,40) hinreichend glatt,
SD daß eine Summation der Art (4,22) angebracht ist» In 04 ist der
Ausdruckt- P«. p£ 7t ) im Nenner von (4,19) winkelunabhängig0 tine
Drehung der Polarachse in der Richtung von ̂ ' ;

(4,43)

ergibt für das Stieltsche Haß das elementare Integral
\ *

fr •? / —1 / ^ J . j J V - V I . ~
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