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ZUR BERECHNUNG DES POLSCHUHPROFILS BEI MAGNETISCHEN
QUADRUPOLLINSEN

Es wird die Form der Stromspulen berechnet,; die in einer
magnetischen Linse ein exaktes Quadrupolfeld erzeugen.
Weiterhin wird eine Methode angegeben, nach der das zur
Erzeugung eines mbglichst guten Quadrupolfeldes erforder-
liche Polschuhprofil berechnet werden kann, wenn eine bestimm-

te Spulenform vorgegeben ist,



1. Die "klassische " Quadrupollinse

Als magnetisches Quadrupolfeld bezeichnen wir ein Peld mit

dsn Komponenten

(1) B, =~ By, By =~ B x; B, = 0.
Ein solches Feld 1#Bt sich niherungsvwelse erzeugen durch
die in Fig. 1 dargestellte nklassische" Quadrupellinse.

Bei dieser Linse gelten die Gl. (1) pur im Gebiet
2 2

¥x° +y = r<o,;8 ro in guter Niherung, wogei %gge
y . : 9Bx 9Ly
Niherung eine Konstanz des Feldg’racheni;en,a:)r =5y = BO

bis auf Fehler von 1 % bedeutet. In der Nihe der Polschuhe

und der Stromspulen sind die Fehler sehr groB.

¥
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Die Pehler rilhren her

1s)

3. )

von der Form der Stromspulen. Die Form der Strom-
spulen ist unwesentlich, wenn sich die Stromspulen
in geniigend groBer Intfernung von der Linsendffnung
befinden. Aus Intenaititsgriinden mdchte man aber

die Stromspulen mdglichst dicht an die Apertur legen.
Dann ist zur Erzeugung eines exakten Quadrupolfeldes
eine bestimmte Form der Stromspulen notwendig. Mei-
stens 1iBR+t sich die vorgeschriebene Spulenform aber
aicht susfithren. Wenn die Spuien z.B. aus quadralbi-
schen Kupfersidben aufgebaut werden sollen {bei
groBeren Linsen sind Kupferstidbe von ca. 1 cm2 Quer=
schnitt mit Xihlwasserbohrung iblich), so ist es

zweckmdBig, den Spulen eine Rechteckform zu geben.

vom Profil der f’olschuhe° Am Quadrupolfeld muf das
Bisenprofil eine Hyperbel xy = ri/? gein. Da aber
die Stromspulen doch schon Fehler liefern, widhlt

man statt der Hyperbel oft ein filr die Herstellung
der Polschuhe einfacheres Profil, z.B. einen Kreis
oder einen Kreis mit angestiickelten Geraden. Die
dabei noch freien Parameter (Radius des Kreises,

r = 1,15 rs 1)9 Anstiickelungspunkt der Geraden 2 )
wihlt man so, daB die von den Stromspulen herriithren=

den Fehler so gut wie méglich korrigiert werden.

treten Pehler durch die magnetische S&ttigung des
Eisens bei zu groBen Stromdichten in den Spulen und
Abbildungsfehler der Linse infolge der Streufelder
an den Linsenenden (bei 2 = % %9 1 = Lynge der Linse)

auf.



Theoretische Untersuchungen iiber die klassische Quadrupol-
linge, insbesondere Berechnungen der fiir ein mbglichst
gutes Quadrupolfeld erforderlichen Polschuhkontur

liegen nicht vor. Meistens werden die Linsen nach
Messungen an einem Analogmodell (elektrolytischer Trog,
stainless steel model) gebaut. Bei groBeren Serien wird
das Polschuhprefil eines Prototyps durch Shims korri-

glert und danach die Serie gebaut.

1) Dayton, Shoemaker und Mozley, Rev, Sc. Instr, 25,
485 (1954)u Study of a Quadrupole Magunet,

2} CERN, PS/Int. EA 60-5. Magnetic Measurements on
the Beam Transport Quadrupoles for the CERN PS.



2., Berechnung der Stromspulenforn

a) Quadratische Lingentéffnung

Die magnetische Induktiongiergibt sich in bekannter Weise

aus einem Vektorpotential Of durch

(2) B = rot o, AUZau/uof,
“’7 VS
wobei / = 47¢ ¢« 1o i die Induktionskonstante und g die

Stromdichte bedeutet. (Wir benutzen das MKSA-System). Hatj
nur eine z-=Komponente, so gilt dies auch von (I

ot o4
(5) A = A = 09 AZ = A(XP}T); BX Sﬁ;g By = aﬁg BZ = 0o

Im Gebiet - a S x S ay; = agy_f.- a 80ll ein exaktes Quadru-
polfeld erzeugt werden. Wir fragen nach der Form der dazu
erforderlichen Stromspulen., Zur Rerechnung der Spulenform

3)

benutzen wir eine von M, H, Blewett angegebene Methode v

Wir setzen /uLuft = /uKupfer = 1., Die Permeabilitidt des

Eigsens nehmen wir als undendlich groB an. Dann gilts An
Grenzfldchen zwischen Luft und Kupfer sind Bx und By stetig.
Auf der Eisenoberfliche steht das ¥-Feld senkrecht. (Aus

dem Berechnungsgesetz fiir die magnetischen Feldlinien

- 3 OL: - 11 wPOOOL.-P
bgds tg Bisen /u ¥ /uEisen folgt fix /uEisen 0.)

3} BNL Report MHB-8, An Anlaytical Method for Designing
Multipole Magnets.,



Die Blewett’sche Methode besteht aus den folgenden drei

Schrittens

1) Man denke sich in der ganzen xy-Ebene das Quadrupol-
feld (1) erzeugt. Da die Feldstirke mit dem Abstand
vom Nullpunkt zunimmi, sind zur tatsdchlichen Erzeu-
gung des Feldes (1) unendlich starke Stréme im Un-

endlichen notwendig.

e
~—

Man addiere zu (1) ein (iberall stetiges) Feld mit
B_w B_ = 0im Gebiet « a S x Sa, ~a Ty Ta und

AN = = /uoj {x,y) wobei j(x,y) die in Fig. 2 an-

gegebene Stromdichtevertieilung ist.

Ay
470 %ef.% Ge;?I:jISI
////,

////////////// Sebiej@}o/ c,}:/?/etﬁ ’// 9

Ein solches Feld ist (aus Symmetriegriinden kann man

gich auf den 1, Quadranten beschrinken)

Gebiet I 8 A = 0,04 =0, B_.wB =0
/¢4 roo 7
Gebiet II s A =-22¢(3.2)%, AL = - /u Jy B, = 0,

(1) e § (x-a)

Gebiet III ¢ _+/%d(yba) AL w4 /u 3y By = pagd (y-a)

Gebiet IV

o

A= /L"J{y«a) ~{x= a)} AA .a 0,

X = /U_OJ (yua), ¥ = /'Llo,] (:x-ua.)e



3) Man berechue die Orthogonalschar zu den Feldlinien.
Dabei ergibt sich eine Schar von geschlossenen Kurven,
Im AuBlengebiet einer dieser Xurven denke man sich die
Stromverteilung und die Feldgr weggeschnitten, Da das
& -Feld senkrecht auf der Kurve stehty, kann man im
AuBengebiet der Kurve Eisen anbringen, ohne das Feld
im Inneren abzuéindern. Das Eisen dient dann, wie bei
der klassischen Quadrupollinse in Fig. 1 angedeutiet,
zur PFihrung des Induktionsflusses im AuBenraum. Die
Eisenstdrke ist so zu widhlen, daB die FluBdichte im

Eisen den Sattigungswert nicht liberschreitet.,

Bedeutet d#'das Bogenelement einer Kurve der Orthogonal-
schar, 50 ist (& dif) = Bx dx + By dy = 0. Die Orth0g0ﬂ§lw
schar ist also Lisung der Differentialgleichung y! =TT e
Wir suchen die Kurvs durch den Punkt x = a, y = b =
Aus Symmetriegrinden beschrdnken wir uns auf den 1. Cktan-
ten O §x<0"9 Yy £ x.

Flir b<a verliduft die Kurve durch das Geblet 14)0 Da in

I ein exaktes Quadrupolfeld herrscht, ist die Orthogonal-

kurve eine Nyperbel:

(5) you g e
Im Gebiet II setzen wir zur Abkiirzung

(6) A
Bo

0« p=?,

F

=7 =

4) In der Blewettischen Arveit tangiert das Eisenprofil die
Linsendffnung. Der Vorschlag, Profilkurven zu wihlen, die
durch die Apertur laufen,; stammt von K. G. Steffen; er
geht von der im folgenden Abschniti behandelten Panofsky-
Linge aus und schneidet diese mit durch die Aperiur laufen-
den Hyperbeln ab., Als Spulenrand widhlt er die sich aus Gl.
"(8) fiir p = 2 ergebenden Qeradenj s.Fig. 6 und 5b. Vergl.
hierzu auch H. Hultschig, Desy-Notiz A.2,73: Zur Entwick-
lung der Quadrupollinsen,
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Die Differentialgleichung lautet dann

. By J
(7) ylo= = g; “~Tip) x+pa !’
ihre Losung ist ’
(1-p) x + p a $=T
y=D5 . - fir p ¥ 1
(8) |
- X2 fir > = 1
¥y =Dbe o r p = 1.

In #ig. 3 sind die Kurven (8) in Abhingigkeit vom Para-

meter p angegebegé Fiir p >1 schnei@gnadie Kurven die

¥-Achse bel x = §j1 « Der Punkt x = EZT’ ¥y = 0 ist singulérer
Punkt der Diffgl. (7); das heifit es ist hier Bx = By = 0,

und die Tangentenrichtung ist unbestimmi. In unserem Fall

ist der singulédre Punkt ein Knotenpunkt; alle L&sungen der
Diffgl., miinden in ihn ein, u. 2. in jeder Richtung genau

eine Losungskurve. (Vergl. hierzu auch die Konturkurven im

1o Quadraniten der Panofsky-Linse in Fig, 6)e

Fir p 59 gibt es keinen Schnitipunkt mit der x-Achsej die
Kurven gehen mlt x— o2 nur noch asymptotisch gegen die
x=-Achge. Da die Kurven stidrker als T eegen Null gehen, ist

auch fiir p £ 1 die Spulenfliche endlich.,

Ay

Zur Berechnung der Spulenfliche
F bilden wir§(oﬂ alw) ;/uoj ¥
(s. Fig. 4). Lings der x-Achse

und auf der Eisenkontur ist

(& dW) = 0, so daB Fie,
(]

§(&dﬁ)z _5 By(asy) dy = Boab,
B, ab b

(9) P = o 22 wird,
/Mo’ P 2 X



Die zur Deckung der Ohmschen Verluste in den Strom-

spulen erforderliche lLeistung ist

1¢ B, .2
(10) L =8 ;% F° "ié'z 8ablQ (7§~ ) p,
Q

wobei 1 die Li#nge der Linse und € = 1,9 - 10"% 2 m
der spez. elektrische Widerstand des Kupfers bhei 400 c
ist. Pir p—0 geht L —0 und F —=>2% Die Bisenkontur
geht dg%n auch im Gebiet II gegen die Hyperbeln

yo=E£ Fir den anderen Grenzfall p— ©? geht

L —> o2 und F—>0; die Spule entartet zu einem Fléchen-

strom auf x = a, -~ b £ ¥ Z b,

Bei den fiir p T 1 ins Unendliche verlzufende Siromspulen
kann man in geniligend groBer Entfernung von der Linsen-
&ffnung von der exakten Spulenform abweichen und die noch
fehlende Spulenfliche z. B. als Rechteck an die exakte
Spule anfiigen; das Feld in der Linsentffnung wird dabei
praktisch nicht gedndert,

In Fig, 5 sind Quadrupollinsen mit % -4 fiir p = 1, 2 und
3 dargestellt, Fiir p = 1 ist die Exponentialfunkiion bei
x = 1,5 a durch ein Rechteck fortgesetzt. Dlie angegebenen
Zahlenwerte fiir Leistung und Stromdichte gelten fiir
a=20c¢cm b=5cmy L =1 mund B = 4,85 i% (die bei

X = a,zy = b ins BEisen gehende Induktion ist dann gleich

2 8 )
BO a + b =1 3 = 1o k (auss).

Die im Gebiet II ins Eisen gehende Induktion ist
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1-p) X + pa} 2 [ ' ]
2 P o [ ( 2
B _-f B + By = B, ]/L [ ~ i (1-p) x + pa .

Fir p>1 nimnt B mit wachsendem x monoton ab und wird

pa
im singuldren Punkt(———, 0) gleich Null. Fiir p <1 geht
p=1’

mit X-—=o2auch B — oo,

b) Die Panofsky-Linse

Die gleichen Rechnungen lassen sich fiir eine rechteckige
Linsensffnung - a € x $a, - b §y £ b durchfithren, Die
Gl. (4) sind entsprechend abzuindern; der vom 2. Schritt

der Blewett-Methode herrilhrende Anteil wird jetzt

Gebiet III: Bx

[

u 3 (y=b), B, = 0

Gebiet IV : B

b

/ol (=), B, = ju, (x-a) .

Wir erwvdhnen einen Spezialfall, bei dem die Eisenkontur
nicht wie bisher nur durch die Gebiete I, II und III,
sondern auch durch das Gebiet IV verlduft., Dieser Spezial-
fall hat wegen seiner einfachen Spulenform als Panofsky-

5) praktische Bedeutung erlangt.

Linse
Bei der Pm ofsky-Linse besteht die Eisenkontur aus den
Geraden x = + ka und y = + kb mit k >1. VWenn x = ka und
¥y = kb senkrecht auf dem & -Feld stehen sollen, so muf}

5) Hand und Panofsky, Rev. Sc. Instr. 30, 927 (1959},
Magnetic Quadrupole with Rectangular Aperture,
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u

in IT und IVs B, (ka, y) ~B_ka + /uoj(kawa) = 0

i

in III und IV:  B_ (x, kb) ~B kb + /uoj (kb=b) = 0,

L | k
0
das heifBit p = lﬁ_, = %7 sein, Die Parameter k >
oder 1L p<o? sigd zundochst beliebig. Sie werden so

gewdhlt, daB die Leistung der Linse minimal wird. Es ist

(mit den Bezeichnungen von Gl, {10))

B 2 2
2 2 19 .2 o p
L =8 j°F 5 = 8abl¢ j°(k-1) = Bable¢ (7;:) o7 ¢
aL
Die Forderung E; = 0 liefert p = 2, k¥ = 2, Die minimali-

sierte Panofsky-Linse ist in Fig. 6 dargestelli. Im

1. Quadranten sind weitere mdgliche Konturkurven einge-
zeichnet; dabei liefert die Gerade bei halber Leistung
dasselbe Feld im Rechteck; allerdings auf Kosten einer

schwieriger zu realisierenden Spulenform.

Der Nachteil der Panovsky-Linse ist ihr hoher Leistungs-
bedarf. Der Grund hierfiir sind die Felder in den Gebie-
ten IV, die zusitzlich erzeugt werden. Wihrend man bei
klassischen Linsen durch VergrdBerung der Stromspulen die
Leistung kleiner machen kann, gilt dies bei der Panofsky-
Linge nur bis k = 2, Ein weiteres VergréBern der Spulen
ist dann sinnlos, weil der gréfite Teil der Leistung in

die nicht nutzbaren Gebiete IV gehit.

- 11 -



c) Ellipgsenfdrmige Linsendffnung

In der Blewett'schen Arbeit werden die Stromspulen fiir
eine kreisfdrmige Linsendffnung berechnet. Die Methode
ist immer anwendbar, wenn sich die Linsenbegrenzung in
einem geeignet gewihlien Koordinatensystem u,v durch

u = uo= const. darstellen 1HB8t. Als Beispiel filhren wir

die Rechnung fiir eine ellipsenfdrmige Linsend{fnung durch.

Wir fiihren Koordinaten des elliptischen Zylinders eint

X = ¢ cosh u cos v 0%y < 02
. . < < g
¥y = ¢ sinh u sin v 0=v =21,
u=u = oonst., gibt die Ellipse
%2 y2
+ = 1
02 cosh2 u 02 sinh2 u

mit den Halbachsen a = ¢ cosh uo und b = ¢ sinh u e

- 12 =
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b
Sind a und b gegeben, so ist u, = Ar tgh Py und

¢ = a2 - b2 o V=V o= conste gibt die Hyperbel

Das Bogenelement ist

o
(11) as? = 5 (cosh 2u - cos 2v) ( av? + dv2);

und es ist

° 2% D2
Ab = = (== + =),
¢“(cosh 2u - cos 2v) du v
(12)
o4 oA
1 12 &
B = ev 9 B: — e o .

u '

} - 1
Q]/cosh 20 = cos 2v c]/cosh 20 = ¢co0s 2v

Der Ubergang zum Kreis erfolgt durch ¢— 0, u—> 02,
c
derart, daB ¢ cosh u = ¢ sinh v = 5 el = r und v = Myird,

Bs ist dann u = 1n r und du = %% o

Aus Symmetriegriinden brauchen wir nur das Intervall
Ogvé'it

5 2 betrachten (s. Pig. 7). Das Quadrupolfelad
ergibt sich aus dem zum Feld (1) gehbrenden Vektorpotentials
B B 02

A1 o (X2=¥2) = *%" (008h2 u 0052 v o= sinh2 u sinzv)
2

(13) B o2

(1 + cosh 2u cos 2v),

1% e
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Dem Quadrupolfeld ist ein Feld zu iiberlagern, das fir

u s ug gleich Hull 1ist. Piir u’?‘uo soll

2 2
2 o AQ 2] Ag
Aby =3 (7 2
c (cosh 2u - cos 2v) o av

)

- pagd ﬁiroéoé%
, ip < IF
+ /uog fir ) v = >

gein. Eine Losung ist

- 1 . 2 ‘
A2 = 5 /uog c (cosh 2u + cos 2v)°
Mit diesem A2 sind allerdings die Forderungen
oA OA
2 2
(14) (75) = ) - 0
ou u = u CA u=1u
o] 8]

(Stetigkeit von Bu und Bv bei u = uo) noch nicht erfiiilt,
Wir miissen also noch eine Lssung der Gl. & A = 0 addieren,
derart, daB die Gl. {14) gelten., Die partikuliren Losun-
gen der Gl.AA = 0 sind

= :A es
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Zur Erfiillung der Forderungen (14) machen wir den Ansatz

g £ .
A = + 5 /qu c {rcosh 2u + cog 2v +

2u

(ae + bem2u) cos 2v + cu} o

Hiermit wird

dA
2 =1 . 2 . 2u -2u
T m 8 /qu c {2 ginh 2u + Q(ae = be ) cos 2v + ?}
a4
2 =1 . 2 . 2u c2u) }

37 t 3 /qu C {32 sin 2v - 2(ae + be sin 2v ! .
Die Gl. (14) sind erfitllt; wenn wir

i _-2u _ A 2u . .

a = =75 € 0, b = = 5 € 0, C = 2 sinh 2u0
setzen, so daB
(15) A, = + d v o3 02 cosh 2u + cos 2v -~
2 8 / 0

cosh 2 (u - uo) cos 2v = 2u sinh 2“0}

wird.

-~ 15 =



Addition der Poteniale (13%) und {15) und Bildung der
Feldstdrken nach Gl, (12) ergidt

¢ sin 2v
Bu = = | {nBO cosh 2u
1/2(cosh 2u-cos 2v)
P _t: .
5ol (1 - cosh 2 (u—uo))—}
(16)
o .
B = - " { BO sinh 2u cos 2v
M ‘V2(cosh 2u-cos 2v)

¥ % /uoj (sinh 2u-sinh 2uo=sinh 2(u=u0)cos ZV)}

Fir u = v verschwindet der von der Stromdichte herriihrende
Anteil, so daBl das Teld auf der Ellipse stetig ist. Fir
u 2 Uyy Vo= % , das heiBlt auf der Hyperbel x2 - y2 = %; 5
berithren sich die Stromdichtegebiete mit + J, und Bu und
Bv sind unstetig. Die Eisegﬁpntur dar{ also nicht durch

it

einen Punkt mit u.7uo, V=3 gehen; dies bedeutet, daf

es kein Analogon zur Panofsky-Linse gibt,

Die Spulenform ergibt sich sus (&?cﬁk) =

c !
] = B + v =
2 VCOSh u cos 2V ( du B _4d ) 09

B
. du v . .
das heifit v - Bu « Die Diffgl. lautet
(17)  du _
dv

sinh 2u cos 2v + % {sinh 2u ~ sinh 2u0 = sinh 2(u=u0)cos EV}

sin QV'{cosh 2u 1 g (1 - cosh 2(u=u0))}

- 16 -
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Wahlt man als Anfangspunkt fiir die Integration den

Punkt (uo, %5, so hat wegen Bv (uo,'z) = (0 die Eisen-
kontur dieselbe Tangentenrichtung wie die Ellipse,; so
dafl die Kontur nicht durch das Innere der Ellipse ver-
14uft. Die Integration von G1. (17) (numerisch, nach dem
RungemKutta»Verfahren) liefert Stromspulen von der in

Pig. 7 angegebenen Forme.

Der Ubergang zu einem Kreis mit dem Radius ry bedeutet,
b . .

o tgh u— 1, u—>0° , Wenn wir fiir u>uo, woeou
endiich, dle bei Gl. (ﬁ2) angegebenen Formeln benutzen,

so geht Gl, (17) iiber in

2
Ty

cos 2%+ £ 5 (1 - r* —5-)

sin 2 J%

= e T

(18)

QHDA
Colts

Dies ist die von H, M. Blewett in 3) angegebene Diffgl.
filr die Stromspulen einer Quadrupollinse mit kreisfdrmi-

ger Offnung.,

Wenn die Stromspulens wie in Fig. 7 angegeben; bei (ujgﬂ)
und (u2 =-*) Spitzen haben, sco sind diese Punkte singulire

Punkte der Diffgl. (17); sie lassen sich aus B, =B =0
" , Yy _
bestimmen, Die Forderungen B (u 1,O) = B, (u g 2) = 0

fithren nach einigen Umformungen auf

cos u, = p sinh u_ sinh (u1 - uo) =0

1

sinh u, - p cosh u_ sinh (u2 - uo) = 0,

2
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d) Synchroltronmagnete

Mit AG-Synchrotronmagneten werden Ausschnitte aus Quadru-~

polfeldern erzeugty flir DESY ist dies im D-Sektor der in

Fig. 8 angegebene Ausschnitt a Tt x s b6)°

Wir berechnen die Form der Stromspulen, die im Intervall

a < X < b ein exaktes Quadrupolfeld erzeugen. Fir x Z v

gilt die Cl. (8); mit den Bezeichnungen von Fig. 8 ist

1
(1-p) x +13b§ =1 o
Y=ﬁ{ 5 fir p £ 1

(19a)
- X=b
y 2/3 e b fir p = 1.

Fir x £ a, Stromdichte - J, ist

uJ
2 ; :
A2 = Z—%= (x-a) ,ziAQ = /uog, ng = 0; B = = /uog (x=a).

Die Piffgl. lautet

fn — b .
YR T Gie) x -pa

die Losung durch (a,ol) ist

1
(19v) y = otf(“"P)ax = Pa)}“" P+ 1

6) s. W, Hardt, DESY-Bericht A 1.5
Uber die Gestaltung des DESY-Magneten.

18 =
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AuBerdem steht wegen By (Eﬁfi? i ¥) = 0 die Gerade

1
(19¢) X = wmo

senkrecht auf dem=2¢=Feldo

PMir p = 2 ergibt sich die in Fig, 8 dargestellie Spulen-

form. Die Leistung ist {bei Gleichstrombetrieb)

2

B
O
(20) Lo=4x 5, 1¢ (/uo ) p oo
Mit B o« 1,88 Vs/m3 (die Induktion bei (x89 0) wird dann

gleich 0,85 Vs/m2 = 8,5 kGauss) und 1 = 1 m ergibt sich
: 2
L = 3,4 p kW und j=1,5p A/mn",

In FPig., 9 sind die Stromspulen des in Fig, 8 fiir p = 2 an-
gegehbenen Magneten abgedndert, u. z. 8ind sie aus Recht-
ecken aufgedbaut. Zu einer Abidnderung der linken Spule

kommt man, wenn man fiir y>° = 5,0111 die Stromdichte - j

durch
_ 4“03 2 . B .
A5 = = 2 (.Y'=0(') ¥ AA5 = = uOJﬂ Bix = = /uOJ (y&o{')ﬁ
B = 0
3y



- 19 -

wegkompensiert und vom Punkt (a,%%) = (39,65 5,0111)

ausgehend die neue Eisenkontur berechnet., Aus

(1 + p) y = pot

vy = =
(1 + p) x - pa

ergibt sich als neue Xontur die Hyperbel

(21) ((1t +p) x -pa) ((1+p)y-pk)=adc,

wihrend die Gerade x = ZMEQT ungeidndert bleibt.
Vir schneiden die Hyperbel (21) bei x = 34,6 ab. Im Inter-
vall 26,4 © x $ 34, ist dic noch fehlende Spulenfliche

= 1/3 der Gesamtfléche) als Rechieck angefiigt.

Die rechte Spule hat ebenfslls T-Form. Die Berechnung der

Eisenkontur im Intervall 50,6 $x< 56,6 wird im folgenden

Abschnitt 3 behandelt,

- 20 -
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In entsprechender Weise 148t sich die Spulenform fir
andere Ausschnitte aus Quadrupolfeldern berechnen. Als
Beispiel geben wir die Spulen fiir den zwischen den
Hyperbeln y? - x2 = cf und y2 - x2 = 02 und den Geraden
¥y =+ ax+ b liegenden Ausschnitt a,n??o (s. Fig. 10}

Drehung des bisherigen Keoordinatensystems um 4509)

Im 1. Quadranten ist

Ay = B, xy,AA1 =0, By = Bx, B, =~By.
Fir y > -~ax + b ist
u_j 2
o a 2 1 .
Azmm; (—2=x t Ty +axy=abx-=by),AA2=wuo,],

Das Feldgﬁé verschvindet auf der Geraden y = - ax + b. Fir
y<-ax + b ist A, = B, = B, = 0, Zwischen den Geraden

2 2x 2y > >
steht das o -Feld auf den Hyperbeln ¥ - x = const. senk-

recht. Als Diffgl., fir den Spulenrand ergibt sich

- 21

7) Nach miindlicher Mitteilung von Herrn K. G. Steffen wird
mit einem derartigen Synchrotronmagneten die Strahlungs-
entddmpfung der radialen Betatronschwingungen, die beil
Magneten des in IFig. 8 angegebenen Typs aufiritt, besei-
tigt.



(22) y' = 5 5 y 0p =
-pa X + (1mpa+a ) y + pab

¢

2 .
1-pa+ - + pb u
( pata”) x by Y %Qi(oa
o}

Der singulére Punkt (xo, yo) der Diffgl, (22), in dem
die Spitze der Stromspule liegt, ist

Phb
X = = 3y ¥ = ax o
i =2 pa + a2 °

2

Fiire® > p > izi.é_ liegt der singulére Punkt im Inter-
' . 1 + 8

b . .
vall 5 <1&)4 oo , Fir p oo liegt er im Unend-
lichen; die Stromspulen erstrecken sich bis ins Unend-

liChE‘o

Die Diffgl., (22) 1#Bt sich allgemein integrieren; aller-

dings ist die LOsung nur im Spezialfall 1 - pa + a2 = 0O,

2
P = i’i“é* , Ubersichtlichs
‘!.
v
a
ex = b
y=b+(y1"’b)( ) °
ax, = b
1
Fiir a = 1, p = 2 liefert dies die schon aus Gl. (8) bekann-

ten Geraden. Im allgemeinen Fall wird die Diffgl. (22) am

einfachsten numerisch integriert.

In Fig. 10 sind zwei Spulen fir verschiedene p angegeben.
Die Spulen haben an der Aperiur anndhernd Rechteckform,
so daB man sie ohne groBere Fehler durch Rechtecke gleichen

Fldcheninhal ts ersetzen kann.

- 29 .
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3,  Berechnung des Polschuhprofils bei vorgegebener

Spulenform

Die bisher angegebenen Spulenformen waren berechnet unter
der Voraussetzung, daf unmittelbar an der Spule das Eisen
beginnt, Wir machen uns Jetzt von dieser Voraussetzung

frei und lassen zwischen Stromspule und Eisen einen Luft-

spalt zu.

Vir bringen zunichst ein Beispiel. Im Gebiet II der Fig. 2
ist der Spulenrand buw. die Eisenkontur gegeben durch

Gl. (8). Wir dndern den Spulenrand ab. Hierzu iiberlagern
wir itber die vom 1.) und 2,) Schritt der Blewett-Methode
herrihrenden Felder&ﬁﬁ und55é

3.) das Feld eines Kreiszylinders mit der Stromdichte - Jo
Der Mittelpunkt des Kreises seil (xo, yo), und der
Xreis gehe durch den Punkt (a, b) s. Fig. 11. Inner-
halb des Kreises ergibt sich fiir x >a aus 2.) und
5°) die Gesamtstromdichte Null,

40) das Feld eines Drahtes, der im Kreismittelpunki
(xo, yo) liegt. Der Strom im Draht sei gleich dem

Gesamtstrom im Kreiszylinder, flieBe aber in umgekehr-

o 2222

ter Richtung.

&
(o tsa8)

& (a,b)

-~

X= O.+ZS

X0 Pig, 14

\\\\\\\\\\\

- 2% -
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AuBerhalb des Kreises kompensieren sich die Felder &
undciy4, so daB hier weiterhin die Gl. (5) und (8) gelten.
Innerhalb des Kreises ist die durch (a, b) gehende Bisen-
kontur neu 2zu berechnen, Dabel muB der im Kreismittelpunkt
liegende Draht vom Elsen weggeschnitten werden. AuBlerdem
darf die Induktion auf der Eisenkontur den Sattigungs-
wert nicht Uberschreiten; dies bedeutet, daB die Kontur

nicht in die Ndhe des Kreismittelpunktes laufen darf.

In Polarkoordinaten ist (mit dem Kreismittelpunkt als

Nullpunkt)

-3 4 4 r,
u 3 r2
B =0, By = - [o” (r - =2).
2 r

(x=x)%+ (y-7.)°
2

r
o}

-

[P0 2 | 2 2
- § e x )T (y -y )7 - rg In

Bildet man hierauns die Feldstdrken und liberlagert alle
Felder, so ergibt sich fiir die Eisenkontur im Innérn des

Kreiges die Diffgl,

- 24 -
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2
r
o)

v o= %(yﬂyo) (X‘”Xo)g + (y»aro)2

(23) ¥yt = -
2

r

O

X - (xNa) B X=X ) 1 -
’ "2 (X=xo)2+ (y=yo)2

In den Fig. 12 und 13 sind die durch (a, b) = (205 5)
gehenden Konturkurven y(x) fiir Xq = 22, ¥, = 5,76,

r, = 2,14 {die unterhalb der Gergden y = 5 liegende
Kreigsflidche ist dann gleich 4 om”™, das heiBit gleich der
Flache des Rechtecks 2o 3 b d < 24, 4 < y-é 5) und p = 2
bzw., p = 1 angegeben. Die Higenkontur liegt {liber der

durch Gl. (8) gegebenen Kurve und auch idlber der Hyperbel
ab 100

= = °

X X SR

Nach dem eben angegebenen Verfahren kann die Eisenkontur
néherungsweise berechnet werden, wenn eine bestimmte
Spulenform vorgegeben ist. Wir wdhlen eine Spule wvon
Rechteckform oder von der schon in Fig. 9 angegebenen

T-Form. Entsprechend dem obigen Beispiel ist (s. Fig. 14)

30) durch einen Leiter von quadratischem Querschnitt
die Stromdichte im Gebiet a < X < a + 2 s,

oL £ y S+ 2 8 zu kompensieren,

4.) durch eine im Mittelpunkt des Quadrates liegende
Multipolentwicklung das von dem quadratischen
Leiter im AuBenraum erzeugte Feld zum Verschwinden
2w bringen. Dies ist bei der hier angegebenen Methode
nicht mehr streng, sondern nur noch niherungsweise

méglich.

w 25 =
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Sodann wird die durch den Punkt (a, b) gehende Eisen-

kontur y (x) berechnet, Dabei darf die Eisenkontur in

a $x f a 4+ 2 s nicht in die Stromspule laufen,; das heiBt

es muB y{(x) > ol sein, AuBerdem darf das Eisenprofil

nicht in die Nihe des Quadratmitielpunktes laufen,

In geniligend groBer Entfernung von der Linsendffnung
kann man von der berechneten Eisenkonitur abweichen
und die an der Gesamtfliche (9) noch fehlende Spulen-
fldche als Rechteck {Querbalken des T) anfiigen; dabei

sitzt das Eisen wieder unmittelbar auf der Spu1e8 .

Wenn man den Nullpunkt des Koordinatensystems in den
Mittelpunkt des Quadrates legt,; so lautet die Diffgl.

fiir die Eisenkontur

=B0(y+o(+s) + Byt By,

(24) y' = - ‘ o
- Bo(x+a+s) + /uoj(x+s) + Bﬁy + B4y

Wir berechnen die Feldergﬂz undégaoééé ergivbt sich aus

£

[HIFAN
AN

/uoj im Quadrat = s X

fl
4]
o
)
w

A1A5 =

0 auBerhalb.

8) Das Profil ina S x Sa + 2 s entspricht den von

H. Hultschig, Desy-Notiz A 2.76, Zur Entwicklung
der Quadrupollinsen II, in Fig. 3¢ vorgeschlage-
nen Korrekturnasen,

- 26 -
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Mit der Greenschen Funktion "t in 7/(}&-11) + (y=v)2 wird

8 8

-
5 y in 7/(x==u)2 + (y=v)2 du dv .
=8 -8

Mit 2 = x + iy, w = u + iv ergibt sich

s &
u_J
A5 = % Re 5 § 1n (z-w) du av
=5 =8

H = 8 V = 8

u
- L==O= Re i (z=w)2{1n (zew) - %%
47T

- 8 - 8
Y
aix
wz‘:Re ‘f' L
. AT :
7 7 wq:sﬂs;‘\ﬁseﬂf‘ =Re£,_|ir
3 /%% "u)',{:Re-ji:—T
w;Re *
FPig. 1

- 27 =
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Mit den Begeichnungen von Fig. 15 wird

4
Re 1 25;: (=1)k (mek)z = 0 und

k=1
: 4
v 3 .
(25) Ag = Lo Re i E_ (-1)* (zﬁ-wk)z 1n (z=wk) .
47? k=1

Wegen A5 = Re i f(z), wobei f(z) eine analytische Funk-
tion ist, wird AA5 = 0, s0 daB Gl. (25) zunichst nur
auBerhaldb des Quadrates gilt.

Die Felder sind

: . 4
u_j
By, = - LZ%? Re éé; (=1)k (z«wk) in (z=wk)
(26)
4

u_J
B o= - [0t Re 1 é{j (»1)k (zﬂwk) In (z=wk) o

k=1

Die Bildung des Realteils ergibt

- 28 -
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. 2 2 2 2
. - /Rod 9 N (y+s) “+{x+s) ) 1 . (y-8)“+(x+s)
BT By = o |3 o eny? 2 o)

y+s y+8 ¥
+ (x+s)-{arctg — arctg o xbs){iarctg = —grcig “w“{u »
+8 X=85

Fir B3X erhilt man aus (26) einen entsprechenden Ausdruck,
bei dem ebenfalls arctg %E% auftritt. Wir bemutzen stati

dessen
v d | (x+s)2+(y+s)2 1 (x=5) 24 (y+8)°
(27p) Byy = + Lo~ =(x+s)1ln 5 5 - —(x~8) 1n 5 3
2 [ 2 (x+8) “+(y-s) 2 (x-8)“+{y-s)
X+8 X=8 X+s X=8
+ (y+8){ arctg — - arctg ———-f ~(y-s) {arctg — - arctg — (.
y+8 y+8 y=8 y=8

Dies ergibt sich aus (27a), wenn man x und y vertauscht und
das Vorzeichen von J umkehrt; Spiegelung an der Geraden
¥y = x #&ndert nidmlich nur das Vorzeichen von j. Die Gl. (27a,b)

gelten auch im Inneren des Quadrates., Zum Bewelis bilde man

/uoj innerhalb des Quadrates
B SB
Aﬁﬁaﬁxﬁ 3y
> 2y  Ox
0 auBerhaldb .
vy + 8 x*tg
Fir die arctg ;ﬁ%?g“ und arcig ;“:“g ist immer der Hauptwert zu
nehmens - -
T = <
=7 = archtg ccoes = 5 ¢

o 29 =
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Beim Fe1d2@4 machen wir fir die Multipolentwibklung

den Ansatz

o 4n

. L2 .
u J R T a R

(28) A4=uL%__{aoln§'=E _E'(“) cosd,n'l%o
=1 4n r

Mit Ausnahme des Nullpunktes istZ&.A4 = 0, Aus (28)
erglbt sich

. L2 4n
34 R R
(29) By (mo) - b Ll £ o)
Or I. T o r

Die a, erhilt man durch Koeffizientenvergleich mit

6. (26), Mit der fir [z [ > / wk}= R geltenden Entwick=

lung
o2 n
1 Wy
1n(z-wk)=1nz-£-—(‘——)
n 2
n=1
wird
. 4 o n
n_J 1 W
BSyg.ﬁL—Q- Rei% (-1)kwk£-—-—-——-(-}5 .
2T Y e n{n+y) =

Auf der x-Achse;, z = X, ergibt sich mit w, =R et Tk

und denlgk von Fig. 15

.#.30‘:
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R 4n
B (X,O) L___ E_
3y x
n=0
mit
50) (-1)" |
30 a =
B o(ona D(4n+ 1)
so daf
. ol i 4n
u J R T a R
(31) A, = = é“%:’“” in — = %;: & (=) cos An ~H
4 k 4n T

Nn=1

wird., Die Entwicklung (31) konvergiert nur fiir r > R und
liefert hier das PFeld =563. Wir wollen sie auch fiir
r<R verwenden, Die Konvergenzschwierigkeiten vermeiden
wir, indem wir die Reilhenglieder mit n > N weglassen,
Allerdings stellt{ die abgebrochene Reihe das Feld _aﬁﬂ*
fir r 7 R nur niherungsweise dar, Der Fehler 1i6t 51ch

abschétzeny er nimmt sehr stark mit N ab,

Zur Fehlerabschitzung bilden wir aus (31)

oo 411
1 D4
B:—a—EZ}-—BZ———— 2‘ sin4n”q.

=l

- 31
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Fir v 2 r > R 148% sich der Fehler | AB_|durch eine

geometrische Reihe majorisierent

g AN+
(32) ol X ! =)
32 AB TR D .
} rf < T, (2043) (48+5) 1 -(5)

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir I AB . g / .

Unter der Voraussetzung, daB die Fehler IASI%?qﬁlklein
)
gegen das in der Linse herrschende Quadrupolfeld sind,

konnen wir nidherungsweise setzen

N 2n
w2 (1 Py a R? y
A = - Lo ) 1n - —= ) cos(4n arctg — )
4 T 2 Rz 4n x2+ 2
v X
n=1
N 2n
(33) P B R’ y
N B, = - a_( ) vy cos{4n arctg =)
4x T2 2 n* 2 2
(X +y ) n=0 X +y X
+ x sin{4n arctg =)
X
N 2n
ua j R R2 Yy
B, oLt a_ ( ) x cos(4n arctg =)
by © o 2.7 : n ‘2 2
w(x +y ) =0 X +y X

y
~y sin(4n arctg ~)p ;
x

- 32 w
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dabei dist - > = arctg vl

A
Wil

Zur Berechnung der BEisenkontur sind die Felder (27) und
(33) in G1. (24) einzusetzen, Als Beispiel fihren wir, 3
die Rechnung durch fiir a = 20, <X =4, s = 2 und p = BO = 1
Berechnet wird die Kontur durch den Punkt (-2; -1); °

in dem vorher benutzten Koordinatensystem ist dies der

Punkt (20; 5). Dieselben Zahlenwerte wurden bei der Eisen-
kontur in Fig. 1% zugrunde gelegt; statt in dem dort ange-
gebenen Kreisabschnitt fehlt jetzt die Stromdichte unter-

y < 5.

nn

halb der Geraden y = 5 im Rechteck 2o €£x< 24, 4
Die Multipolentwicklung liegt im Punkt (225 6).

In den Fig. 16 und 17 sind die Eisenprofile fiir ¥ = 0, 1,
2, 3 und 5 dargestellt. Fir N Z 2 laufen sie in den
Quadratmittelpunkt, so daB diese Profile zunichst nicht

zu gebrauchen sind. Man kann aber ein Profil benutzen, das
anfangs der Kurve fiir N = 3 folgt und dann, wie in Fig. 17
gestrichelt angedeutet, in die Xurve fiir N = 1 iibergeht.
In geniigend groBem Abstand von x = 20 kann die Kontur

80 abgedndert werden, daB sie auf dem vorgegebenen Spulen-
rand (Rechteckspule bzw, T-Spule) verl#uft. Die Spulen-

fléche ist 2%9 = 200 cm2.

Auch fiir x £ 20 fithrt das Stb‘rfeldoﬁ*3 + Bﬁﬁ zu kleinen
Abweichungen des Profils von der exakten Hyperbel. Fiir

N = O ergab sich bei x = 15 eine Abweichung von 5/100 mm
nach unten. Fiir N2> 0 waren die Abweichungen kleiner {z. B.
fir N = 3 2/1000 mm nach oben) und lagen innerhalb der

Genauigkeit des Runge-Xutta-Verfahrens,

- 33 =
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Der relative PFehler im Feld auBerhalb eines Kreises um
den Quadratmittelpunkt mit » = 1,25 R ist nach Gl. (52)

kleiner als

AB 7/}ABT/2 +| A.5/° 0,8 44

= < 0,086 °
B B a (2N+3) (42+5)

Wenn wir filir das in Pig. 17 angegebene, aus den Kurven

fiir N = 3 und N = 1 zusammengesetzte Eisenprofil N = 2

setzen, wird é%ﬁ <70 1077, Fiir N = 1 wird é%ﬁ L 3o 10u4o

D. Lublow
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Fig. 5 b1
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Fig. 6
Panofsky - Linse

flm 1. Quadranten sind weitere mogliche
Korturkurven eingezeichnet.)
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Fig. 8
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