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UBER DAS SPEKTRUM UND DIE WINKELVERTEILUNG DER SYNCHROTRON-
STRAHLUNG

I. EINPUHRUNG

Die in einem Synchrotron umlaufenden Elektronen emittieren
nach klassischen Gesetzen elektromagnetische Wellen und ver-
lieren somit stédndig Energie, die zusidtzlich zum Energieauf-
wand flir die Beschleunigung der Teilchen durch die Arbeit des
elektrischen Feldes gedeckt werden muf.

Nach Schwinger wird die Emission elektromagnetischer Wellen
durch geladene Teilchen, dlie sich auf einer Kreisbahn mit dem
Radius R bewegen, durch folgende Gleichungen beschrieben
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{'BER DAS SPEKTRUM UND DIE WINKELVERTEILUNG DER SYNCHROTRON-STRAHLUNG

Der Faktor in Gl. (26) auf Seite 14 bzw. 18 muB ersetzt werden

.
2 pi

durch e

Gl. (26a) auf Seite 14 erbHlt auf der rechten Seite den Zahlenfaktor
-i-l—éo AuBerdem ist die Funktion ( /‘S 2+ Y 2} im Integranden ins Quadrat
zu erheben,

Die in Fig. 2 und 3 und in Anhang 11 angegebenen numerischen Werte
filr die Funktion X LB (x, Y) bleiben von der Korrektur unbertihrt.

Gerhard Ripken
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Dabei ist ¢ der Winkel zwischen der Emissionsrichtung und
der Bahnebene, und P (y,A,f) bedeutet die Strahlungslei-
stung pro Wellenlingen- und Winkeleinheit.

Angewandt auf die Theorie der Zirkularbeschleuniger, geben

die obigen Formeln die Synchrotronstrahlung zu einem festen
Zeitpunkt t bei einer Elektronenenergie £(t) an. Da E(t)
jedoch in einer Beschleunigungsanlage rasch mit der Zeit an-
widchst, kann im allgemeinen diese "momentane Ausstrahlung!
nicht beobachtet werden. Einer Messung zuginglich ist dagegen
die iiber ein hinreichend groBes Zeitintervall at gemlttelte
Strahlungsleistung. Daher ist es zweckm8Big, die obigen Strah-
lungsformeln noch ilber die Zeit, wihrend der die Elektronen
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beschleunigt werden, zu integrieren. Unter der Annahme,
daB die Energie der Elektronen nach dem Zeitgesets -

anwdchst, wurde diese Zeitmittelung bereits von Tomboulian
und Bedo fiir die Funktion F(A,f} durchgefiihrt und anhand
der gemittelten Punktion

t,
= 4
(6) P(a;t,t,) = ?/ Pat)dt
| y

die Abhingigkeit der Strahlung von der Wellenlinge diskutiert
(3). Das Ziel der vorliegenden Arbeit soll nun sein, im An-
schlufl an die Uberlegungen von Tomboulian und BRedo die Punk-
tionen fj(?,t) und P(y,at) unter Zugrundelegung des Zeit-
gesetzes (5) zu mitteln:

t,
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| /

um neben Aussagen iiber die schon untersuchte A -Abhidngigkeit
AufschluB Uber die Winkelverteilung der Synchrotronstrahlung

2u gewinnen.



IT. BERECHNUNG DER FUNKTION ﬁ(W}.

Wir beginnen die Untersuchung der Winkelabhingigkeit und

des Spektrums der Synchrotronstrahlung mit der Berechnung

der Funktion P(g) . Zu dem Zweck haben wir Py t) aus(2) in
Gl. (7) einzutragen und erhalten nach Einflilhrung der Inte-

grationsvariablen
TTt)

p - i (1

die Funktion P {y;t4,tz) in der PForm

2z 5
(9) ﬁ(vitd.tl) = ;Tf;‘i- (mig’-) L(%td,tz)

mit
(10) L(y;tht1}= ‘%? L4(y;ﬁhp1)+ f%,gle(ﬁ;ﬂhﬁz)
(100) : s /
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./ﬁd y
(100) Lalgifu po) = | dp
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Dabei wurde zur Abkiirzung

(11) cLwy
4 m,ct
gesetzet.



Aus den Gln. (9, 10, 11) ist ersichtlich, daB die Winkel-
verteilung bis auf einen konstanten Faktor, der von der
Maximalenergie EM der Elektronen und dem Krimmungsradius

R der Elektronenbahn abhingt, allein bestimmt ist durch
die Punktion l.(75t4¢1) , die fiir alle Kreisbeschleuniger
den gleichen Verlauf zeigt. Diese Punktion zu berechnen,
mufl daher unsere weitere Aufgabe sein.

Bir lyl < 4 kann L (?it“fz) bestimmt werden, indem
man den Integranden in (10a, b) in eine Reihe nach Potenzen

von 7 entwickelt:
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und anschlieBend diese Reihen unter Anwendung der Formel (4)
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gliedweise integriert. Bei Vernachlédssigung hoéherer als
guadratischer Potenzen von 7 ergibt sich dann die fiir
}@J & A giiltige Gleichung
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wobei die in {13%) aufiretenden Integrale aus (12) zu ent-
nehmen sind. Insbesondere erhilt man bel Mittelung iber

die volle Beschleunigungsperiode ( t,=0, t.=T  und damit

nach ( 10¢) for=, fo= 4 )3

"

(138)  L{y;07) - £ - LT,

196 32, 20438

Ll

0,338 L4276 — 0,544 123217 Jf"

Aus (13) bzw. (1%a) geht hervor, das8 L(v) bei 7=0 ein
Maximum besitzt, so daB die intensivste Ausstrahlung bein
Synchrotron in der Bahnebene V =0 erfolgt, wdhrend L(q)
fiir kleine ?.aWerte quadratisch abfdlit.

Zu einer allgemeinen Integration von (10a, b) fiir beliebige
? -Werte gelangen wir durch den Ansatz (4)

afs .
(14a) fﬁ(/5“?1)1,},%’“(/31%1), -

Qa0+ O fs + anﬂ + aué
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Dabei sind die Koeffigienten w4y,QZy,/1,,By, C, Zu-

ndchst unbekannte GrofBen, die berechnet werden kinnen, in-
dem man (14a, b) nach ﬁ differenziert und anschlieBend
Koeffizientenvergleich nach Potenzen von /5 durchfithrt. Auf
diegse Weise erh8lt man ebenso viele Bestimmungsgleichungen,
wie Unbekannte vorhanden sind, mit der Lisung

4
HA 55 ay ﬁz T 7 Gy
. -4 . 4
(158.) 54 " Z 0'43 57- -_T a'ls
¢, = —;’}’-—; ¢, = -7;-;
0 {?z _,___42 Ly 8
A0 b z z
(15b) /? +14)
2 _ Myt
b ’f byt et)?
y 404"+ b
dla'y é(?z%/’)l



-8 -

4 _ _Jyt+ 5

e 4 é—{{‘;“t_ﬁn—i
(15b)

2o, JL e 3304 P42 y* e 484 4"
%204 6004+ y?)" ’
ooyt o= - 7é+z,’7'7,{4 +353M .,,,;5714
u'f éﬂ(/!wj
oy - ’70+Z5944 +3‘?044 +/15/1é4
n 504+ 47)"

¢ 55+%0644 +2731;9+Mg,¢4
ey 04+ 42"

P R 4 ¥ ‘LZW? 443314"
bovf 00 (/mf)‘f
0 b %MNMJ + 136 ? + MA ?ﬁ
55 60(44?1)‘*

Die auf den rechten Seiten von (14a, b) vorkommenden Inte-
grale ergeben sich zu (4)
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wo F{p %), Elpk) und T(?,a,ﬁ) die elliptischen
Tntegrale erster, zweliter und dritter Gattung bedeuten, flr
die die Reihenentwicklungen
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(22) *

: J
bestehen, und die GrigSen ¢, A2, &, b, &, v berechnen
gind aus den Begziehungen '

(2%a) A= “'j‘_’_”,c"’w‘"?" | (0&y¢ &T)

(230) A= s’ it Bg 2 =yl (0427 4T)

_ Vs u® -4

N el (h20)
(23c) a = /g/-fng*W”/I
(23d) »:/@/-ﬂgmmm ’
(2%e) o0 = A4 /H”?l
(e30) - AL - 1)

N R e a?ﬂi;ﬁfw .
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Durch die @Gleichungen {10), (14) bis (23) ist aber die
Funktion 1'{?ithtJ eindeutig festgelegt, und wir sind
damit in der ILage, durch eine numerische Auswertung dieser

Formeln bei Vorgabe des Zeitintervalles

t

S
fir~

t, s

iiber das die Strahlungsleistung gemittelt werden soll, den
Verlauf dieser Funktion in Abh#ngigkeit von der GroBe ,?
(bzw., dem Winkel ¢ ) zu bestimmen.

Wir wenden diese Formeln insbesondere an zur Berechnung der
iiber die volle Beschleunigungsperiode (t4=0,tz=7"} gemit-
telten Strahlungsleistung. In diesem Falle wird nach (10),
(14) und (15a)

2) Ly 0,T) = F Ly lueod) + 4 Ly ly; o)

oo 4/
{25) LV(?’ ,/I) Hy]y(ﬁ‘/”(ﬁz{"‘}’i

He foﬁ A1 4

- 1B,. (im nRYa) [
- K V-]

(v =12) und nacnh (16), (17), (18), (23)

7. _ (a+b)
(25 ) /!fy(ﬂp/’)(ﬂi-}’%z)' j/‘ F(ﬂ;h) i
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“M;_[“(a,}b)b F{?’,&) +(a;lr) E(}P,k)}

p=

e+ ) b {aet)®
- _m—zf F(T 4) +——2‘}, E(r4) ,

wobei daie Grésen F(m4) , E(ma) wa TT(7«n)

aus (19) bis (22) mit = entnommen werden ké&nnen.
Y

Eine graphische Darstellung von L,(g) ist in Pig. 1
wiedergegeben; die zugehdrigen Zahlenwerte finden sich in
Anhang I. (Da L(?) in 4 symmetrisch ist, wurden die
FPunktionswerte nur iiber der positiven ?quchse sufgetragen. )
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Aus dieser Darstellung ist nun ersichtlich, daB L(?;OTT)

vom Maximum bei = {} monoton mit wachsendem ? abnimmt

und sich asymptotisch dem Werte § mndhert. Das Maximum
selbst hat eine Halbwertsbreite von der GroBenordnung

73& & qg . Dem entspricht ein Winkelbereich von

IR ”E: 04

/

auf den im wesentlichen die Synchrotronstrahlung konzen-
triert ist. Plir DESY ergibt sich der Wert

G & 1077 wit E, - b Gel/ .

- 14 =



- 14 =

III. BERECHNUNG DER FUNKTION P (¢, ).

In Kap. II wurde die Winkelvertelilung der Synchrotron-
strahlung allein untersucht. Um auch Aufschluf} liber die
Winkelverteilung in Verbindung mit der Wellenléngenabhingig-
keit zu gewinnen, so0ll jetzt noch die PFunktion Fs(q),l)
bestimmt werden.

Zur Berechnung dieser Funktion setzen wir Gl. (1) in (8)
ein und bekommen, wenn wir p==¢a{z(%%J als Integrations-

variable einfithren,

(Em )1,%1.&.... x”(x,g,-i,,iz)

m,ct

3] , .S
(26) P ((IV:;{': tutz) ZIT"'

mit

B
260) X" Lttt = K[ dp 75-]/—_;%7 (§+4*)
/o

x [Kz;(f) +72{¢—})—; K;(f)] }

F- 3 (mey)™

ra
=3

b= i (] (v-a2)

wo X eine dimensionslose GriBe bedeutet, die die Wellen-
lénge der Strahlung charskterigiert:
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(26b) (- Ae

23
a5 e v
m s

Piir die weitere Untersuchung konnen wir uns wieder auf die
Ermittlung einer einzigen Grofe, der Funktion X*L(K,q}thtz)
beschrinken, die ebenso wie die Punktion L(,?;thtz) unab-
héngig ist von den Maschinenparametern und gomit filir alle

Kreisbeschleuniger den gleichen Wert besitzt.

Als Anwendung betrachten wir wiederum den Spezialfall der
Mittelung iiber die volle Beschleunigungsperiode:
t, =0 £ =T

!
ﬂﬁ-zoo ! ﬁz’ A

In diesem Pall wird zwar der Integrand in (26a) an der unte-
ren Grenze ﬁ1:1 gingulédr, doch kann diese Singularitdt

durch eine partielle Integration unter Benutzung der Formel

i

T“V—d/ﬁ—_'ull_v /5 {2&#5#?/]/7_"27}*’2%07’?]//5 ﬁ ,

1
2 2 L
= {/}»";»2471) [/(,h[f) + ﬂ_fz%—é'? K%[f)]
behoben werden. Berilicksichtigt man noch die Beziehungen

t Ky- () Kvsa
K (2) = - 422+ (z) |
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s0 ergibt sich nach einigen Umformungen die Gleichung

(27) XQL(X,Ay} = X‘*[dﬁﬁfﬂﬂffﬁ”-dxfd% pedx
1
Py ) Kl

in der die Punktion XVL(Kig) in Integralform angegeben
ist.

Eine graphische Darstellung der Grofle XQL(K,%) als Ergob-
nis der numerischen Auswertung von (27) wird schlieBlich in
Fig. 2 und 3 gezeigt. Dort ist die Punktion X¥L (X u4)

fiir verschiedene X -Werte tiber der Koordinate ?, (Pig., 2;
Winkelverteilung der 3ynchrotronstrahlung in verschiedenen
Spektralbereichen) bzw. fiir verschiedene g ~Werte iiber X
(Fig. 3%; Spektralverteilung der Synchrotronstrahlung unter
verschiedenen Beobachtungswinkeln) aufgetragen. Zahlenwerte
sind in Anhang II aufgefiihrt.

Aus Fig. 2 erkennt man, daB das Maximum der Strahlungslei-
stung in jedem Spektralbereich beil y-sﬁ , also in der
Bahnebene liegt. Die Halbwertsbreite dieser Kurven nimm%b

mit abnehmendemn )( ZU .

Pig. 3 zeigt, dafl das Maximum der Spektralverteilung, gemes-
sen unter festem Beobachtungswinkel ¥ o sich mit wachsen-
dem Y zur langwelligen Seite des Spektrums verschiebt. Fir
? = 0 befindet es sich bei

xmmm ~ LS
A’m&.\( ~ Olti"(l'w.

fir 4 ~ 08  (Halbwertsbreite der Funktion L(x?)- ) bei

= 17 =
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xnwx MQ ]

A\M&XR’ 0|8' hd\M, i

so daB innerhalb der Halbwertsbreite der Punktion L {u) ,
die die Gesamtausstrahlung unter festem Winkel beschreibt,

eine Verdoppelung von A ,.x auftritt.
Fiir DESY gilt

Ao = 082034 4077 w

und damit

Pax & 334077 we fiv =0

)
Amax ™ Qéb-df” wm Fir 3=Q3 ,

das heiBt, das Spektrum liegt zur Hauptsache im Bereich der

harten Roéntgenstrahlung.

AbschlieBend sei noch erwghnt, dafl man die iiber ?/ integrier-
te Punktion P by,&; OIT‘) nach Tomboulian und Bedo in der

Form

Pla.om) = [Plya;0T)dy

3% o' (En )T ot
s (macl) X' L)

L(x) =f{(/5"3 =AY (BT 1) Key (Xp) dfs

schreiben kann (3), wobei die Funktion XY¥L(X) bis auf einen

konstanten Faktor die reine Spektralverteilung der Synchro-

tronstrahlung wiedergibt und in Fig. 4 graphisch dargestellt
ist. Zahlenwerte fiir X“L{(X) finden sich in Anhang TII.

- 18 -
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IV, ZUSAMMENFASSUNG

B

Das Zlel der vorliegenden Arbeit ist die gzeitliche Mittelung
der Strahlungsformeln

F (9/,Z,t ) = Strahlungsleistung pro Wellen-
li3ngen—~ und Winkeleinheift,
P ly,t) = [ Ply,a,¢t)da

fiilr die Emission elektromagnetischer Wellen durch geladene
Teilchen, die sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius K
bewegen (siehe G1l. (1) - (4)), unter Zugrundelegung des
Zeitgesetzes

E(t) = E, i (T5)

das den Beschleunigungsablauf der Teilchen in einem Synchro-
tron beschreibt.

Tn Kap. II und III wird gezeigt, daB die gemittelten Strah-

lungsformeln ,
ﬁWﬁJJ=%/PMUM
+ /
—_ -iz
Plyditat) - & | plyat)d

7] _ e‘¢ Em d
) Plptit) = €& B ) Lyt

(26) P_(%’lttut?—) = ! (&) _eR;L X*L(xn"jftutz)
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mit
y - L
fnoci i
_ Am
X r
1 3
1. = ¢ TR (Mac )
m 3 Em /
WO L (7;t4ﬁ1} und Xt L(X,?;t4,t1) Punktionen

bedeuten, die fiir alle Kreisbeschleuniger den gleichen Ver-

lauf aufweisen, w8hrend die Paktoren

et ¢ ( EFm )s
TTR?' mocz

und

__3__ (Em )1_6: ¢
42 \mec*/ R Aw

in (9) und (26) von den Maschinenparametern

R
E

Bahnradius
Maximalenergie der Elektronen

i

abhéngen.

Die Funktionen L (4 ctate) und qu,(X!%;tditl)
selbst konnen nach G1., (10), (14) -~ (23) (fir L”(ﬁf) } und
Gl. (26a) bvaw. (27) (fir X“L[Xlﬂ) } berechnet werden. Fine
numerische Auswertung dieser Gleichungen erfolgt fiir den
Spezialfall, daB die Mittelung iiber die ganze Beschleuni-

gungsperiode

durchgefiihrt wird. Graphische Darstellungen von L(%) und
XY L{Xy) sind in Pig. 1 - 3 wiedergegeben.
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Der Fig. 1 entnimmt man nun, daB die Strahlungsintensitit
bei =0 ein Maximum besitzt und die Ausstrahlung um so
schwicher wird, je grioBer der Winkel gegen die Bahnebene

ist, unter dem man die Strahlung heobachtet,

Aus PFig. 2, in der die Funktion Xq[,(Xtﬂ) fiir verschie-
dene Wellenlingen R,=-J§ﬁ iiber der Winkelkoordinate q
aufgetragen ist, geht hervor, daB diese Abnahme der Inten-
sit8t mit wachsendem y nicht nur bei der Gesambausstrah-
lung auftritt, sondern sogar fiir jeden Spektralbereich
charakteristisch ist. Bemerkenswert ist die Zunahme der

Hazlbwertsbreite der Kurven

KLU ) K e koust.

mit fallendem X .

Aus Fig. 3 ist schlieBlich ersichtlich, daB das Maximum
der Spektralverteilung, die unter festem Winke} Y gegen
die Bahnebene gemessen wird, sich mit wachsendem ¥ nach
der Seite der langen Wellen hin verschiebt derart, daB in-
nerhalb der Halbwertsbreite der PFunktion lv(%) bow. P (y)
eine Verdoppelung der Wellenlénge

A v

X LS 4

A =

max

suftritt.

Bine graphische Darstellung der reinen Spektralverteilung
F{a,0T) , die aus. p (y.n; 0, T) durch Integra-
tion tiber den Winkel s entsteht und bereits von Tomboulian

und Bedo untersucht wurde (3):

Pajo.T) - Ak (‘32‘:)( E’“’,,)VX”L(X)

Nk R3 [ \m,c |

LX) = fm{(/f”h/:)“”z (" r1)] Kpy (X2 3,

- 21 =



zeigt Fig. 4.

Die den Tig. 1 - 4 zugrundeliegenden Werte fir . (q ) ’
X% L (X,4) wnd X*L(t) konnen dem Anhang I, IT und III
entnommen werden. Zahlenwerte fiir DESY sind am Schlufl von

Kap. II und III angegeben.

- 22 -
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ANHANG I

Zahlenwerte fiir L l@)

4 L (4] 4 Ly
0 0,338 1,6 0,0313
0,1 0,333 1,7 0,0260
0,2 0,318 1,8 0,0217
0,3 0,296 1,9 0,0182
0,4 0,267 2,0 0,0153
0,5 0,235 2,1 0,0129
0,6 0,204 2,2 0,0109
0,7 0,173 2,3 0,00931
0,8 0,145 2,4 0,00795
0,9 0,121 2,5 0,00682
1 0,0999 2,6 0,00588
1,1 0,0822 2,7 0,00508
1,2 0,0676 2,8 0,00441
1,3 0,0556 2,9 0,00%84
1,4 0,0458 3,0 0,00335
1,5 0,0378




AF
<

ANHANG II

Zahlenwerte fir X L(Xl@) :

0,5 1 1,5 2 2,5 3 4 5 6 7

~-» » -

-

W M e w e e w s
W = O W O30

~ s s OO O OC O 0O O O o0

-

0,0303 0,103 0,171 0,212 0,224 0,214 0,160 0,103 0,0594 0,0321
0,0302 0,102 0,169 0,207 0,217 0,206 0,153 0,0962 |0,0549 0,0292
0,0300 0,0997 | 0,161 0,194 0,199 0,184 0,131 0,0789 |0,0430 0,0219
0,0296 0,0952 | 0,149 0,173 0,171 0,152 C, 100 0,0561 |0,028% 0,0133
0,0290 0,0888 | 0,132 0,145 0,136 0,115 0,0679 |0,0340 |0,0154 0,00648
0,0280 0,0804 | 0,111 0,114 60,0397 |0,0783 |0,0400 |[0,0173 [0,00675 | 0,00245
0,0266 0,0702 | 0,0890 |0,0834 | ©,0662 |0,0474 |0,0201 |0,00721 {0,00233 |0,000703
0,0249 0,0588 | 0,0666 |0,0557 | 0,0394 |0,0252 |0,00846 | 0,00241 {0,000618 | 0,000148
0,0227 0,0470 | 0,0464 |[0,0337 | 0,0208 |0,0115 |0,00293 | 0,000629 '
0,0202 0,0355 | 0,0297 |0,0183 | 0,00956 | 0,00449
0,0174 0,0253 | 0,0174
0,0145 0,0169 | 0,00927
0,0117 0,0105
0,00909 '




ANHANG

I11

zahlenwerte fur XYL {X):

X LX)

0,1 1,77 « 1077
0,2 6,83 » 1072
0,4 2,35 « 107
0,5 3,25 + 107
0,6 4,20 + 107
1,0 7,76 + 107
1,5 1,05

2,0 1,12

2,5 1,05

3,0 8,98 + 107
4,0 5,78 » 107
5,0 3,36 + 107
6,0 1,79 + 107
7,0 8,88 . 10°°
10,0 8,80 + 1077




