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Abstract

The theory of AG-Synchrotrons as developed by Courant, Livingston and
Snyder is extended to optical systems with x—z-coupling. The beam and
angular envelopes of linear and circular accelerators are determined

by considering a 4-dimensional ellipsoid in the x - x' - z - z' - space.
This ellipsoid is generated by 4 linearly independent trajectory vectors.
In order to obtain the envelopes, the projections of the ellipsoid onto
the x - x' —,.z - 2z' - and x - z - planes are considered. The eigen-
vectors arnd eigenvalues of the transformation matrix which are necessary
for the determination of fhe periodic envelopes are calculated rigidly.
Instabilities due to distortions in the bending field and errors of the
focussing fields are investigated. In Appendix III the 4-dimensional

envelope formalism is extended to a 5-dimensional ellipsoid in the
x - x' -z-2z2"'"-22_ space for studying the effects of a relative

. . . L. A
particle momentum deviation 7?.
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I. Einfihrung

In der vorliegenden Arbeit soll die Teilchenbewegung in Linear- und
Ringbeschleunigern sowie Storage-Ringen untersucht werden, und zwar

unter strenger Berﬁcksichtigung einer Kopplung der Betatronschwingungen,
die bisher lediglich als Stdrung behandelt worden ist. Wir schliefBen

uns dabei eng an die Arbeit von Cour ant und Snyder (I) an,
indem wir auch fiir das gekoppelte System Amplituden- und Phasenfunktionen
defiﬁieren, die wiederum Aufschluf geben iiber das fokussierende Verhalten
des Linsensystems und bei Entkopplung der Betatronschwingungen in die
bekannten Funktionmen 8(s) und‘ ¢(s) der linearen (ungekoppelten)

Maschinentheorie iibergehen.

In Kap.II.) werden zunichst die Bewegungsgleichungen der Teilchen ange~
geben und die sog. L a g r an g e sche Invariante eingefiihrt, die bei

der Diskussion der Fokussierungseigenschaften eines Beschleunigers eine

wichtige Rolle spielt.

AnschlieBend stellen wir in Kap.III.) die Ergebnisse'def Maschinentheorie
fir ungekoppelte Betatronschwingungen zusammen, die auf Systeme mit Kopplung
erweitert werden sollen.

Um ein anschauliches Bild von der Teilchenbewegung zu-gewinnen, betrachten
wir in Kap.IV.) die Transformation eines beliebigen vierdimensionalen
Ellipsoides im x - x' - z - z'-Raum (x,z = horizontale und vertikale
Schwingungsamplitude; x', z' = Steigung der Bahntangenten) durch das Linsen-
system und diskutieren an Hand der Projektionen dieses Ellipsoides auf die

X - x'-, 2z~ 2'- und x - z-Ebene den Verlauf der Strahl- und Winkel-
enveloppen, mit deren Hilfe der Platzbedarf des Elektronenstrahls in der

Vakuumkammer abgeschidtzt werden kann.

Zur Charakterisierung des Bewegungsablaufs einer Teilchengesamtheit, die im
x = x' = z - z'-Raum das vierdimensionale Ellipsoid ausfiillt, werden fiir das
gekoppelte Linsensystem charakterische Funktionen, insbesondere die ver-

allgemeinerten Amplituden- und Phasenfunktionen, definiert.

In Kap.V.) erfolgt die Berechnung der peribdischen Strahl- und Winkelenvelop-
pen auf Grund der Periodizitdtsbedingung, daf das Ellipsoid nach einem Umlauf

in einem Ringbeschleuniger seine urspriingliche Gestalt wieder annehmen soll.




Es zeigt sich, daB diese Bedingung stets erfiillt werden kann, wenn das
FloquetscheTheorem fiir Stabilitdt erfiillt ist, die Eigenwerte des Umlaufs-

matrix also den Absolutbetrag ! besitzen.

Den EinfluB von Linsenfehlern auf die Teilchenbewegung und ihre Stabilitit
' behandelt Kap.VI.). Fehler dieser Art haben eine Verschiebung des Eigen-
wertspektrums der Umlaufsmatrix zur Folge, die wir durch eine StOrungs-
rechnung ermitteln. Aus den allgemeinen Eigenschaften der Umlaufsmatrix
und ihrer Eigenwerte ergibt sich, daB eine Instabilitdt der Teilchenbewegung
auf Grund der Linsenfehler (= Fokussierungsfehler) genan dann eintreten -

kann, wenn das Spektrum der Umlaufsmatrix (nahezu) entartet ist.

In Kap.VII.) berechnen wir die closed-orbit-Verschiebung, die durch Fehler
im magnetischen Fiihrungsfeld am Ort der idealen Gleichgewichtsbahn bedingt
ist. Es wird gezeigt, daB auch bei Kopplung die von der linearen (unge-
koppelten) Maschinentheorie her bekannte resonanzartige Auswanderung der
Gleichgewichtsbahn in einem Ringbeschleuniger auftritt, wenn die Eigenwerte

der Umlaufsmatrix ganzzahlige Werte annehmen.

Schlieflich betrachten wir in Kap.VIII.) den Grenzfall der ungekoppelten
Betatronschwingungen. Dort wird nachgewiesen, daf man im Falle der Entkopplung
die bekannten, von Courant und Snyder angegebenen Formeln

der linearen Maschinentheorie zuriickgewinnt.

Zusammenfassend kann man somit zeigen, daB die vorliegende Arbeit eine Er-—
weiterung der bisherigen Maschinentheorie unter strenger Beriicksichtigung

einer Kopplung der Betatronschwingungen darstellt.
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II. Die gekoppelten Betatronschwingungen und ihre Bestimmungsgleichungen

A, Die Differentialgleichungen der Teilchenbewegung

Den Ausgangspunkt zur Berechnung der Teilchenbahnen und zur Diskussion der
fokussierenden Eigenschaften des Linsensystems eines linearen oder zirkularen

Beschleunigers bilden die Bewegungsgleichungen der Teilchen in der Form (2)

. 3 - b : t .
X‘ + .i—n_,. X = g .__B_j_, 2 _.,_g_Bs.z )
?1 pre 2z p-c (2.1)
o 3 4
y R L - LA B,
?" pec PR p-e

Dabei bezeichnet n den Feldindex und p den Krimmungsradius der Gleichge-

wichtsbahn, wihrend e und P Ladung>und Impuls der umlaufenden Teilchen

bedeuten.

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:

N e ('aax _*as,)';

L

IF.C ox o2
R = i 4 » B ;
L opee g
(2.2)
1-n
X, = ——
? £
141
kL T
¥
Berlicksichtigt man dann noch die Beziehung
N B D, PD]
divg = § @ © @5, 3>+N’=a
: DEN Ds vz f
so entsteht aus Gl.(2.1)
‘ i
X"+ K x = = (N4R)2 - 2R3
(2.3a)

(M -R)-% ¢ IR-x".

Ne
+
=
N
!
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In Matrixschreibweise lautet diese Gleichung

w' o+ Oy - 0 (2.3b)
mit
X
X' .
kN 2 i (2.4)
2! |
g - 1 0 0
X, 0 (N+ ) 2R (2.5)
0 = 7 5 0 4 )
(N-R]  -2R X, 0

und ihre Ldsung kann in der Form

aglst = W50 49050 (2.6)

angegeben werden, wobei ¥ (s,%,) die Ubertragungsmatrix des Linsensystems

bezeichnet.

Gl.(2.1) bzw. (2.3) stellt ein System gekoppelter linearer Differential-
gleichungen dar mit den "Kopplungsfunktionen" N(s) wund R(s), und zwar
liegt sowohl eine Kopplung in x und z vor, bedingt durch die Feld-

funktionen
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als auch in x' wund 2' , hervorgerufen durch ein Magnetfeld B, in
Richtung der Bezugsbahn. Die von Courant und Snyder
untersuchten Differentialgleichungen der ungekoppelten Betatronschwingungen

(1) ergeben sich, wenn N und R identisch verschwinden.

Wir bringen einige Beispiele fiir Linsensysteme, deren Fokussierung durch

diese gekoppelten Differentialgleichungen beschrieben werden:

1. Die um 45° gedrehte Quadrupol-Linse mit den Bestimmungsgleichungen

XY o+ kex o= 0,
2+ hex = 2.7
fir die
Kﬂ ~ X =0, R-0,
Nis) = & = howst
gilt.

2. Die spiralfdrmige Quadrupol-Linse mit den Linsenfunktionen

K, Ls) - - ke w 2as
7&(57 = + k- up lqyl (k- houﬂf)

und dem Kopplungsglied N(s) =k o sin2as :

ke [ Xewlee - m2ar ]

y SURE Y }'x- mlas 2'00)2..‘15}‘ -(-2'8)

3. Das Solenoid (in linearer Niherung) mit

Ak_’ = 7{‘ - (y ; N =
R = &Lo«.éf.

1 t

(Kopplung in x' und 2z' durch des homogene Feld BS ; das Glied R'
in G1.(2.3), welches eine Kopplung in x' und 2z’ ergibt, erfalt den
EinfluB des "Streufeldes').

4. Ringbeschleuniger und Speicherringe, deren Linsenfunktionen K, K2 s

N und R die Periodizitétsbedingungen

Y




Kl(S+C) = K, (s)
Kz(s + C) = Kz(s)
N (s +C) =N ()
R (s + C) =R (s)

(C = Umfang der Sollbahn)

erfiillen. Die Kopplungsglieder N(s) und R(s) dieser Linsensysteme

sind bedingt durch

a) Aufstellungsfehlér der Magnete;

b) Feldfehler;‘

c) Magnetfeld der Erde;

d) Einbau von Quadrupol—Linsen, die um 45° gedreht sind;
e) Einbau eines Solenoids (Beispielﬁ Detektorsolenoid im

Speicherring).

Ein Beschleuniger mit Kopplung ist z.B. die Sigurgeirsson-=
Maschine (4), fiir die

N(s) £ 0, R(s) =0

gilt.

B. Die Hamiltonsche Form der BéWegungsgleiéhungen

Zur Untersuchung der fokussierenden Eigenschaften eines Linsensystems ist
es von Bedeutung, daB sich die Gln.(2.3)in kanonischer Form schreiben lassen

mit der Hamiltonfunktion (I1)

R AT R TN 5 TR SN
v (e ¢ RS T

(px > P, = verallgemeinerte Impulse).

Die zugehdrigen Hamiltonschen Gleichungen lauten



ex . oH - ,
ds Vo P k2 !
s o L2 L % x - e - (g RX)RS
ds RS (2.!0)
TP VI |
v s P, + RX ;
do, 2H TS ~ _ )
-().T. = - “,2 = - ‘K&Z Nx t (Px Ri) p\
oder in Matrixschreibweise
wis) = = T Bls) a(s (2.1
mit
X
a = i ; : (2.12a)
Pa
(K, ¢+ RY) 0 N R
g - o -k S IR PIR PR
N “R O [%,¢RY @
R 0 1
0 -4 0 0
1 0 00
T - ) ] 0 -1 (2.12¢)
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Eliminiert man in Gl.(10) die GroRen Py und P, » so erhilt man die

Gl.(2.3) zuriick.

C. Die Lagrange—Invariante

Die Hamiltonschen Gleichungen (10) und damit auch die Bewegungsgleichungen

(2.3) bzw. (2.1) besitzen eine quadratische Invariante ((1), (2)):
W= o, () 'ﬁ'w,(&) ;
( Ay, 8y = L¥sungsvektoren der Gl.(10) bzw. (11)).

Man beweist leicht, daR W eine Konstante der Bewegung darstellt, indem

man die Ableitung nach s bildet:

il—\;”l- = (w17 Ta, + %L'qu'. : |
TR Tw, v % T (-Thw) aeck 000
I Fre, - R T
- 0, wal T %, T =-T, T e 4
Da W' verschwindet, muB
Vs ow T, = ket S a3

gelten.

Mit dem in Gl.(2.4) eingefiihrten Vektor

X

Xl

2

2I

kann die Lagrange-Invariante (2.13) auch in der Form

4(3-

V(""J1."‘9Ll) = ‘1:)1 &TR N, | ' (2'“’,)

mit



(2.15)
Ris1 =

oy O © A
Ao O o

geschrieben werden, da nach Gl.(10) fiir x' and 2z' die Beziehungen
x"= p, - Ra2
2! Py + RX

gelten und somit zwischen # und ) der Zusammenhang

(2.16)

o= 0149
besteht.
Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, in Anschluf an die von
Courant und Snyder entwickelte Maschinentheorie filir Be-
schleuniger ohne Kopplung an Hand der Bewegungsgleichungen (2.3) die
Strahlfiihrung fiir allgemeinere Maschinen zu untersuchen, in denen eine
Kopplung der Betatronschwingungen auftritt., Bei diesen Betrachtungen

wird die L a gr an g e - Invariante eine wichtige Rolle spielen.

I1I. Strahlfiijhrungstheorie bei fehlender Kopplung

A, Die allgemeinen Enveloppen

Zur Vorbereitung behandeln wir zunichst die Theorie der Strahloptik bei
fehlender Kopplung (5),und zwar in einer Form, die filir die Erweiterung auf

den Fall gekoppelter Betatronschwingungen geeignet ist.

Bekanntlich ist es in der Strahlfiihrungstheorie fiir '"ungekoppelte"
Maschinen tiblich, zur Veranschaulichung der fokussierenden Eigenschaften '
des Linsensystems den Strahl an der EinschuBstelle niZherungsweise durch

eine Phasenellipse in der x - x' - bzw., 2z - z' - Ebene zu beschreiben,

-wobei x die Amplitude der horizontalen, z die Amplitude der vertikalen

Schwingung angibt und x' bzw. z'

die Steigung der Tangente bedeutet.
Diese Annahme einer ellipsenfdrmigen Begrenzungskurve bringt den Vorteil
mit sich, daB die am Startpunkt s = S, vorgegebene Phasenellipse

wdhrend der Bewegung der Teilchen zwar fortlaufend ihre Form and Lage in

' - Phasenebene #ndert, jedoch auf Grund der .

der x - x' - bzw., z - z
Linearitit der Bewegungsgleichung ihre geometrische Gestalt als Ellipse

beibehilt. .
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Fiir die Phasenellipse am Anfangspunkt s = S, kénnen wir nun schreiben

noe Ve FHGawd R I (3.1
(¢ £ § < Ln)

Y y o .
49-1 = (y: ) i 4’91 = (Y:‘) ; \,‘ = X‘ sdew 1'. .

Diese Ellipse, welche wir uns mit Teilchen ausgefiillt denken, wird auf-

gespannt von den beiden linear unabhingigen Phasenvektoren ‘w1(¢|und
My ($s7 o die so normiert sein sollen, daB die "Wronskl-Determlnante

gleich | wird:

A

3.2
5, (3.2)

’A.
a o
i
S A
L g
D
-3
W
-
1Y

Dann nimmt der Flicheninhalt der Ellipse den Wert 0 € an.

Wihrend der Teilchenbewegung geht jetzt die Ellipse (3.1) iber in eine

andere Ellipse der Form

N I U I AR e 3 (3.3a)
mit
{;5] = m( (;y) ’
kL d (3.3b)
M sy = (s, 50 Mylssl,

wobei nach dem Liouvilleschen Satz der Ellipseninhalt konstant bleibt

(d.h. die Normierung (3.2) bleibt bestehen).

Die "erzeugenden Vektoren' der Ellipse (3.3a) stellen nach Gl. (3.3b)
zwei spezielle Teilchenbahnen dar. Diese beiden Teilchenbahnen bestimmen
somit bereits den gesamten Bewegungsablauf der durch die Ellipse (3.1)

erfaRten Teilchengesamtheit.
Um den Platzbedarf des Elektronenstrahls in der Vakuumkammer abzuschidtzen

und die fokussierenden Eigenschafteh des Linsensystems zu untersuchen,

interessiert man sich nun fiir die Projektionen der Phasenellipse auf die
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y- und y'-Achse, die die groftmdgliche Schwingungsamplitude und die
maximale Steigung der Bahntangente an einer festen Stelle s angeben.

Zu dem Zweck formen wir Gl.(3.3a) um, indem wir die sog. Amplituden-

und Phasenfunktion_ 8 und ¢ einflihren:

2 2 .
ﬂ * Y1 t Yz ' & 4)

Yor VB wé i oy, = VB wmd (3.5)

-

Weiterhin bendtigen wir noch die Funktionen

y - V;( ) yL¢{ ; (3.6)
£ = - ;%- ﬂ‘ = - ( Ya¥, ot Y. VL‘) . (3.7)

Dann entsteht aus (3.3a)
2 = (Y) d VAR w4 -8) (3.8)

Y ‘/?"s/? m[+—'§]

Mit G1.(3.5) geht die Normierungsbedingung (3.2) iber in

[34’1,4.’4,,‘(_4[3_5‘ (3.9)

Ferner folgt aus Gl.(3.8) unter Berlicksichtigung von (3.7), wenn die
erste Komponente von 4) nach s differenziert und mit der zweiten Komponente
verglichen wird, daf zwischen den Funktionen o, B und y der Zusammen-

hang
1 4+ 4 ) ‘
J S S (3.10)
. besteht.

Aus G1.(3.8) ist jetzt ersichtlich, daB die maximale Teilchenauslenkung

gegeben ist durch

E - VeV = Yoy eyt (3.11)
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die fiir 6 = ¢ angenommen wird. Fir die zugeharige y'-Komponente

findet man nach (3.3a)

Yo¥a' ¢ YoV , £ _ g ,
~e s = -vVe = F (_3-12)

Yyt oyt {F

Entsprechend bekommen wir fir die maximale Steigung

R = \/—E—l»r}—l -~ Ve ‘\}y,"‘ 4 y&"' ) (3.13)

Mit den Enveloppenfunktionen E, E' und A kann die Phasenellipse (3.3a)
auch in der Form
2 2 2 e
[= Il yL - 1 EE‘"'Y\]J + E ,Y‘L = ¢ (3.14)

mit € = E ne - E'*

geschrieben werden. Dabei gibt E die Strahlenveloppe, E' ihre Steigung
und A die Winkelenveloppe an (siehe Abb.1). Diese Enveloppenfunktionen
sowie die Funktionen a, B, Y, ¢ errechnen sich nach Gl.(3,4,5,11,12,f3)
in einfacher Weise aus den Komponenten der beiden "erzeugenden Teilchen-

bahnen" ", 5] und 49;[s)'~

Abb. 4 | ‘
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B. Die periodischen Enveloppen

Zur Bestimmung der Teilchenbahnen w1~(s) und *01(5) miissen nun die
Anfangsvektoren %, (so) und 191(50), die die Phasenellipse am Start-
punkt s = s, festlegen, bekannt sein. Bei einfachen Transportsystemen
richtet sich die Wahl dieser Vektoren nach den Einschufbedingungen des
Strahls. Dagegen hat man bei Ringbeschleunigern zu beachten, daB die bei

s =s_ vorgegebene Ellipse nach einem Umlauf in sich ilibergeht. Schreiben

wir die Ellipse (3.1) in der Form

vid T
§ (4, - im)e b ln,ig)ee 1 6as

19 =z

mit der Normierungsbedingung

I

b -1
("91-“31)* (4 )(4{), th 24, (3.16)

so besagt diese Periodisitdtsbedingung, daR der komplexe Vektor

4‘-)1 ("D] = i‘ “);(397

die Eigenwertgleichung

-i:ln ay

Mls,40,5.) $ 4,060 = imlent = e B LATR -tm(s;‘;}o'”)

mit dem Eigenwert

-1 ln Qy

le = 4, 48 Qy teell (3.18)

erflillen muB., In der Tat ergibt sich dann

. . . i i(§-21nt
™m{s, + C, 5,1 M = —{f——‘g(tgd-luh)‘.t.et( ny'*

¢+ Koni. Kowmpl. §

!
so daB lediglich der Parameter & durch die GrdBe (§ - 2n Qy) ersetzt
wird, die wiederum das ganze Periodizitdtsintervall von O bis 2n

durchliuft.

Um die periodischen Enveloppen zu berechnen, braucht man somit lediglich

die Eigenvektoren
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0, = M -

P PR N
der Umlaufsmatrix 1M (so + C, so) aufzusuchen, die nach Gl.(3.16) zu
pormieren sind, wobei man zu priifen hat, ob die Forderung (3.18) tat-

sichlich erfiillt ist.

Gl.(3.18) selbst besagt, daB die Periodisititsbedingung der Strahlenvelop-—
pen nur befriedigt werden kann, wenn die Eigenwerte kl und A, der

Matriz W) (so + C, so) auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene liegen.

Nun besitzt das Eigenwertspektrum der Umlaufsmatrix allgemein folgende

Eigenschaften (3):

(2) mit ) 1ist auch A¥ Eigenwert (da'nlreell ist).

Daraus folgt aber, daf der Fall (3.18) tatséchiich auftreten kann, also

nicht mit der Bewegungsgleichung der Teilchen im Widerspruch steht.
Daneben gibt es jedoch noch die Méglichkeit, daf

Il 2 4, I = 1 (3.19)

wird. Dann miissen Al und Az auf der reellen Achse liegen, und zwar

ein Eigenwert innerhalb, der andere auBerhalb des Einheitskreises.

Bedenken wir jetzt, daB die Teilchenbewegung nach dem Floquetschen Theorem

in der allgemeinen Form

#,00 = W, “v‘-,tﬁ)'e—;‘zn'oy -;- RO crl-an'y%
mit
Bolse C) = wmils) ;o (e 2]
A, = e-‘;"zna"
it Lo @y
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dargestellt werden kann (Qy gibt also die Zahl der Betatronwellen #ro
Unfang an), so erkennt man, daB bei Giiltigkeit der Bedingung (3.18) die
Schwingungsamplitude beschrdnkt bleibt, wihrend sie fiir den Fall (3.19)
exponentiell anwachsen muB. Somit stellt G1.(3.18) ein notwendiges

Stabilitidtskriterium dar.

Fiir den einwandfreien Betrieb des Beschleunigers ist die Bedingung (3.18)
allein allerdings nicht ausreichend. Weitere Einschrinkungen ergeben sich
bekanntlich, wenn der EinfluB von Fokussierungsfehlern und Fehlern im
Fiihrungsfeld beriicksichtigt wird, und zwar gilt (1): o
Fokussierungsfehler werden gefihrlich, wenn die "Schwingungszahl" Qy

ganz— oder halbzahlige Werte annimmt.

Bei ganzzahligen Qy-Werten tritt auBerdem unter der Einwirkung von Fehlern
im magnetischen Filhrungsfeld eine resonanzartige Auswanderung aller .

Teilchenbahnen auf.

Mit der Berechnung der Strahl- und Winkelenveloppen und der Untersuéhung
des Einflus;es von Fokussierungs- und Feldfehlern auf die Stabilitdt des
Strahls ist die Teilchenbewegung in Beschleunigern und Storage-Ringen bei
fehlender Kopplung bereits vollstlndig beschrieben. Unser weiteres Ziel
muf nunmehr sein, diese Uberlegungen auf den Fall gekopplter Betatron-

schwingungen zu iibertragen.

IV, Berechnung der Strahlenveloppen fiir gekoppelte Betatronschwingungen

A, Die allgemeine Methode der Enveloppenberechnung

Wir beginnen unsere Untersuchungen zur Teilchenbewegung in Beschleunigern
-und Storage-Ringen mit der Berechnung der allgemeinen Strahlenveloppen

fiir gekoppelte Betatronschwingungen.

In Falle einer Kopplung ist es jetzt nicht mehr m8glich, die in der

x = x' - und z - z' - Ebene vorgegebenen Ellipsen unabhingig voneinander
durch das Linsensystem zu transformieren, weil sich die Betatronschwingungen
in der x- und z-Richtung gegenseitig beeinflussen. Will man daher die in
Kap.III) verwendete Methode der Enveloppenberechnung auf gekoppelte Betatron-
schwingungen ibertragen, so muB der Bewegungsablauf im gesamten vier-

dimensionalen x = x' - z — z' - Raum beschrieben werden. Zu dem Zweck hat ,
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man wiederum zu untersuchen, wie ein geeignetes, im x - x' -z - z' - Raum
abgegrenztes Gebiet, das wir uns mit Teilchen besetzt denken, sich wdhrend
der Teilchenbewegung verformt, wobei folgende Bedingungen erfillt sein :

miissen:

(I) Der im vierdimensionalen x - x' = z - z' — Raum vorgegebene
Bereich darf zwar wihrend der Bewegung der Teilchen seine Form
und Lage indern, muR jedoch seine geometrische Gestalt beibe-
halten, damit der Bewegungsablauf an jeder Stelle s der Be-
zugsbahn durch eine einheitliche Parameterschar beschrieben

werden kann.

(II) Es muB mbglich sein, den- Bereich so zu wihlen, daR er nach
cinem Umlauf seine urspriingliche Gestalt wieder annimmt. Diese
Periodisititsbedingung ist bei Zirkularbeschleunigern und

Storage—-Ringen anzuwenden.

(III) Im Fall der ungekoppelten Betatronschwingungen soll das all-
gemeine Verfahren der Enveloppenberechnung iibergehen in die
schon besprochene Methode, die in der Transformation der

Phasenellipsen besteht.

Hat man einen solchen Bereich im x - x' -z - z' - Raum gefunden, so kann
man wiederum Projektionen dieses Gebietes auf verschiedene Ebenen betrach-
ten, insbesondere auf die x - x' -, z-2z'- und x - z - Ebene. Diese
Projektionen k&nnen dazu dienen, den Bewegungsablauf der durch das vier-
dimensionale Gebiet erfaBten Teilchengesamtheit zu charakterisieren, und

zwar geben die Projektionen auf die x - x' - und z — z' - Ebene AufschluB
iiber die Fokussierungskridfte des Linsensystems, wdhrend die Projektion auf
die x - z - Ebene unmittelbar den Strahléuerschnitt liefert und auf diese
Weise wieder den Platzbedarf des Elektronenstrahls in der Vakuumkammer ab-
zuschitzen gestattet. Als Strahlenveloppen fir gekoppelte Systeme konnen
dann die Projektionen des Ellipsoids auf die x-— bzw. z—-Achse oder allgemeiner
auf eine beliebige Gerade durch den Nullpunkt der x-z-Ebene angesehen werden,
die die Ausdehnung des Strahls in der betreffenden Richtung angeben. Diese
Enveloppen stellen die Einhiillende aller Teilchenbahnen dar, die durch den

vierdimensionalen Bereich im x — x' - z = z' - Raum erfafit werden.

s
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B. Das vierdimensionale Ellipsoid im x - x' - z - z' = Raum

Es zeigt sich nun, daR alle Forderungen (I)-(III) erfilillt werden kdnnen,
wenn man am Startpunkt s = s als Bereich im x = x' - z - z' - Raum

ein vierdimensionales Ellipsoid vorgibt, das wir in der Form

oo o x o Vg TG w4 w s 0mSc Y

+ x-‘\rs? 5493(5»7“»% t (5.1 9am 51} U“I‘)

schreiben.

Dieses Ellipsoid wird von den vier linear unabhinigigen Vektoren

(k = 1,2,3,4,) , (4.2)

2,
aufgespannt, die paarweise normiert sein sollen gemdf
0 RTQ 4, 1 4.3)
My R TR g, 1,

im tibrigen jedoch zun#dchst wieder beliebig gewdhlt werden kdnnen.

0

4

Wihrend der Bewegung der Teilchen geht jetzt das vierdimensionale Ellipsoid

(4.1) iiver in
9o @y Ver Tty 4 ) ok o

) o (4.4)
t X ﬁ; i"‘h‘” Un S.II + 4'0;((5)%'».8]1'}

5] = MC&,S‘?)”—‘)&(S“],
- (4.5)
(k=’l,2,3,»|"|)l

behdlt also seine geometrische Gestallt als Ellipsoidvbei. Damit ist

bereits die Gililtigkeit der Bedingung (I) nachgewiesen. DaB mit dem

Ansatz (4.1) auch die Forderung (II) und (III) erfiillt werden kann, soll

in Kap.V.) und VIII.) gezeigt werden.

Die "erzeugenden Vektoren" W (s), die das Ellipsoid an der Stelle s

bestimmen, stellen nach Gl.(4.5) wiederum spezielle Teilchenbahnen dar
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zu den Anfangswerten

’LQL - 41“.‘(50') fliir s = CR .

Somit wird der gesamte Bewegungsablaqf der durch das Ellipsoid erfaften .
Teilchengesamtheit nunmehr durch vier Teilchenbahnen festgelegt. Ins-
besondere miissen sich daher die Strahlenveloppen aus den Komponenten der

Vektoren (4.5) berechnen lassen.

Da G1.(4.3) die Formder L a g r an g e — Invarianten (2.14) hat, bleibt
die durch (4.3) festgetzte Normierung der Vektoren»40h wihrend der Teilchen-

bewegung erhalten:
~ “~ ;.
19{(5) ag‘ﬂﬂqu) = 4‘

3 (4.6)
#0500 TR w51« 4.

Diese Tatsache wird sich bei der Untersuchung der fokussierenden Eigenschaf-

ten eines ringfdrmigen Linsensystems als bedeutsam erweisen.

C. Einfiihrung der verallgemeinerten Amplituden- und Phasenfunktionen

]

Zur Berechnung der Strahlenveloppén ist es nun zweckmifig, analog zu
Gl.(3.4) und (3.5) des ungekoppelten Falls verallgemeinerte Amplituden-

und Phasenfunktionen

., = X1’~ A »xLl ; ﬁzzx' . xsa X qu (4.7a)

X, * by, cady, ; X, = ‘[F,:‘ - bry

Xy = ‘\/_[32 o g, g Xy = m 2o bpy (4.82)
und

P, * 2" 2:; Brs = 2, + 3,0 :(4.7b)

2, % ‘}—fi: g, 2,007 ‘/E: W by

Y
L

7 'ﬁn whh? 2, = Vﬁrzz 7";4’112 © (4.8b)

einzufiihren. Definiert man dann weéiterhin in Analogie zur Gl.(3.6) die

Funktionen
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t2 X 1 2
XIX = X' + X{ i a/ﬂ)( - X} 4 x‘f !

L (IR

REEEE TR SO SR C(4.9)

fre = 2

so kdnnen wir fiir das Ellipsoid (4.4) schreéeiben

X = owmyx Veg Yoo, w (dpy-81) 49y Yy, W“’(%;Sﬂ ;

Xt s cax Ver Vg on (4p-55) 2 vy Yeg Vigy wn(dg,5q) |
2 = wX- Ve VB @ (41,-01) + Wy Ve Vg v (g -05); 4419
@ x-Ver Vi w(ﬁ‘jr) *”‘;X"E;W“”(‘*nz"gxl .

N
L]

Mit (4.7) und (4.8) geht die Normierungsbedingung (4.6) lber in

1« (+Ix]l' ﬂ’Ix ¢ ("”Ii).'ﬂ'ra - 1”&—1;:@ ™ H“Ix""’ji)?
o . (4.11)-

4’(+F%)" f}“ ¥ “M"ﬁn - ZR.{P_D;'{Q_IZW[“*’M""’M)-

Diese Gleichungen kdnnen geometrisch gedeutet werden, wie im nichsten

Abschnitt gezeigt werden soll.

Setzt man schlieflich wieder

t

P~ - 2, (4.12)

so erhdlt man aus (4.8) und (4.9) vier Relationen der Form

(B4 s ot

e
#

(4.13)
mit

Bor Piy s %07 dik, 37 Yk, 42 4

(:- I,n)
!
ko= X, 2
die eine Verallgemeinerung der Beziehung (3.10) darstellen.

D. Geometrische Deutung der Lagrange-Invarianten

Aus Gl.(4.10) ersieht man nun, daB bei der Betatronschwingung fiir Systeme

mit Kopplung zwei verschiedene Schwingungszweige
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X; = J Pix © ( +ix " 3 )
2 = iﬁ;z oo (4i2- 8i)
(v« I,1I) (4.14)

auftreten, die voneinander unabhingige Emittanzen €; und £p besitzen.

Fiir die Untersuchung der fokussierenden Eigenschaften des Linsensystems
ist es aufschluBreich, diese beiden Schwingungsformen getrennt fiir sich
in der x = p,  ~ und z - P, ~ Phasenebene zu betrachten, wobei die ver-

allgemeinerten Impulse Piy und P, nach Gl.(2.10) gegeben sind durch

Pix ‘Xfl t R 2
‘ (4.15)
Piy = 2 -~ R-X;

Durchliuft dann 6, das Periodisititsintervall 0 <, < 2n , so be-

schreibt der Phasenvektor

) e
) baw. :
plx_ ' pi!

in der x - p, ~ bzw. z - p, ~ Ebene eine Ellipse. Der Inhalt dieser

Phasenellipsen errechnet sich zu

~

fﬁr die x - P, Eben; (4.16a)

bzw. ' '

GRS R EINPRN fir die z - p, - Ebene (4.16D)
mit |
th - B ) ‘
E(*:Px) i (‘+;l) ﬁ]‘ - R i p‘l'& ' p"ci L ("1’]7.-"".:") /
| 4.17)

2“‘ = (4’:2)‘ p“'z = R {ﬁ_;: m Tn (4"{"-4"1!) .

(2, pq)

Aus Gl.(4.11) ergibt sich jetzt, daB

(i) ' (i} (4.18)
ECV,P':‘) ! Eil(?t‘ 4

und damit entweder
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oder
. . (1) (i)
gilt, je nachdem Eiﬁp,l und Efz.h)

besitzen. Daraus folgt aber, daB die Flidcheninhalte Fii und Fiz der

gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen

beiden Phasenellipsen und somit auch die Amplitudenfunktionen 8,

ix
L .. ’ [X) ' L‘
und 8, beschridnkt bleiben miissen, wenn beide GrdRen Gf" und 5,')
1z til gy 0 . e
positiv ausfallen. Wird dagegen € oder ¢ an einer
Ky Pal (2, py)

beliebigen Stelle s negativ, so kdnnen dort Fix und Fiz sowie Bix

und B:, (z.B. bei kleinen ZuBeren Stdrungen) im Prinzip beliebig groR

werden. Von physikalischen Interesse ist daher allein der Fall, daRf
, Gl 2L
Expat . U0d £y 0

im folgenden beschrinken wollen.

stets gleiches Vorzeichen haben, auf den wir uns

E. Die Projektionen des vierdimensionalen Ellipsoids

Um die Strahlenveloppen zu bestimmen, betrachten wir nunmehr die Projektionen

des vierdimensionalen Ellipsoids auf die x - x' =, z - z' —und x -2z =

Ebene.
1. Projektion auf die x - x' — Ebene
Die Projektion des Ellipsoids auf die x — x' - Ebene ergibt eine Ellipse,

von der wir leicht folgende Bestimmungsgrdfen ermitteln kdnnen (siehe Abb.2):

a) Projektion auf die x-Achse

Zur Berechnung der Projektion auf die x-Achse, die die grdRtm8gliche
Teilchenauslenkung in der x-Richtung angibt, schreiben wir die erste

Gleichung von Gl.(4.10) in der Form

X = e l(x-x ) = | (4.19)
* .V e‘I pIx c"" (‘i’Ix'SI) + F11 ﬂ’ﬂ‘( ‘;“L(“’nx"sﬁ)‘
Dann folgt (mit 81 = dix Sg° +gx, X, = %)

%

M

xi\.ﬁz E'& * hl EI {sIX _+ eﬂ ‘Bﬂx
P & i
Y e- (XX ) v ep- (%70 xp) ;) (4.20)
fsvaékleuv1[40ppz):
Flir die zugehSrige x'-Komponente findet man durch Differentiation der

"

Gl.(4.19) unter Beriicksichtigung von (4.12)

i

E1- (XX ¢ X0 ) 4 £ge (x ¢ XX £
E T

x*

41
S (e g v ag,)
EX
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(4.21)

Projektion auf die x'-Achse

In ahnlicher Weise erhdlt man durch Umformung der zweiten Gleichung

in (4.10)

Vervn o hix o 4.

L]

L) -
X'par * Ry

1)

Tz (e 251+ €g0 (¥t ¢ %4
(\Jiul<lckvtloaa‘=‘.
Mit den Parameter Ex’ Ex', AX ist aber die Form der Ellipse bereits

eindeutig bestimmt. Ihre Gléichung lautet

L

Y. xb - LEE o Xx' + ESox' s

x .
- (E.A - E0), (4.23)

wobei die auf der rechten Seite auftretende GroRe

, . 2 PEYL '
€, v Eg- J-Py - E (4.24)
die horizontale Emittanz bedeutet, die bis auf den Faktor w den

Inhalt dieser Ellipse angibt.

Rbb. 2 F
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2. Projektion auf die z - z' - Ebene

Entsprechend bekommt man durch Projektion des Ellipsoids auf die

z - z' - Ebene eine Ellipse der Form

I3 b . ' 1] i L
Ry - 2" = L E Epr22 0 By 20~ g, (4.25)
mit den Bestimmungsparametern
Lyax ° Ez = v>€I ﬂrz t € ﬁﬂz (4.26)
x '{&‘I-('z.,"+ 2t) o+ £p (20 ¢+ 240)
i 4 (4.27)
E, = E, (&-Iz"(Iz4 fnz‘(ﬂi) ? '
o fre(2,2, 4 2,2,') ¢ € 2yt e g2y
E.
! = - > )
2y 2 Fa o= U TREI

= Ve (20t 200 ¢ gy -(aghe gty g (4.28)

((vestikale Emittanz) ¢  (4.29)

€, = E ¥Rt - Eft

3. Projektion auf die x — z - Ebene

—3

™
(¥

( Stfaklcdvclvppz)

RS 4
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Durch Projektion des Ellipsoids auf die x - z - Ebene erhdlt man den

Strahlquerschnitt mit der Gleichung

elext - ZE 6 X2 o+ E o2 cog, (4.30):

X

EX}. = E.‘ 1} EZL_ Gil . Ez 1‘ Eil - G)_l , (4.31)

wobei Ex und Ez aus G1.(4.20) und (4.26) zu entnehmen sind und der
Parameter G (bzw, Gz) die zu x = Ex (bzw., z = Ez) gehdrige

z-Koordinate (bzw. x-Koordinate) bedeutet.

Zur Bestimmung der GriRe GX bedenken wir, daB das Maximum von X .in

Gl. (4.10) fir

% £ -

dr » ti., ‘m +nx i

o X = JFIEBI'( ; ,)&;. x = V ‘lEi ﬂﬁx
b3 . £

angenommen wird. Setzt man diese Werte in die dritte Gleichung von (4.10)

ein, so bekommt man

6, - _ig- fog (0e, ¢ X200+ g (%2, + %2} 4a322)
x
Entsprechend ergibt sich Gz zu

G, - _;_ ey Oxony v X)) v g (2 0 g2 | 40320)
. 2 ’

d.h. es gilt

6. E, = G, .

x =X

Fiihrt man noch die Funktiomen

o= X, 2, + X, 2

I [ 2 3

. (4.33)
JE = X3 '25 + x“ 2q
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ein, so kann der in GL.(4.30) auftretende Koeffizient GxEx auch in der

Form
G E, = G, E, = €,9; + €, 7% (4.34)
angegeben werden.

Aus Gl.(4.30) ist ersichtlich, daR der Strahlquerschnitt nicht mehr wie
bei fehlender Kopplung symmetrisch zur x~ und z-Achse liegt, sondern

um einen Winkel & gedreht ist, der sich zu

t, 20 = _____{zmxz
E- - E, - (4.35)
errechnet. Der Drehwinkel hingt also ab vom Verlauf der Funktionen

JI und JE .

V. Die periodischen Strahlenveloppen

A. Die Periodizitdtsbedingung

In Kap.IV.) haben wir die allgemeinen Strahlenveloppen ermittelt, die sich
bei Vorgabe eines beliebigen Phasenellipsoides an der Stelle s = s_er-
geben. In dieser Form kann das Verfahren der Enveloppenberechnung un-—
mittelbar auf einfache Transportsysteme angewandt werden, bei denen die
Bestimmungsparameter des am Startpunkt vorgegebenen Ellipsoides allein den

Einschufbedingungen des Strahls anzupassen sind.

Umn nun die periodischen Strahlenveloppen fiir Ringbeschleuniger und Storage-
Ringezu bestimmen, muR zunichst nachgewiesen werden, daB mit unserer Wahl
eines vierdimensionalen Ellipsoides als Bereich im x - x' - z - z' - Raum,
welches durch das Linsensystem transformiert wird, die Bedingung (II) aus
Abschnitt IV A.) erfiillt werden kann. Wir haben also zu zeigen, daf es

" bestimmte Ellipsoide gibt, die nach einem Umlauf in sich {ibergehen.

Zu dem Zweck formen wir in Anlehnung an Gl.(3.15) die Bestimmungsgleichung

(4.4) des Ellipsoides um, indem wir setzen
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i It -iJ
¢9-—1-(,(,1X~v/;1_ ge T ) I-w: +

2 1 T
; (5.1)

i N -~ " L\} -i E .

17wy Ve ) oe e Hp o+ R . ujf }
mit .
'wr(s} = w1(n - 1 -qzls) :

(5.2)

Mg Gt = 4y Gl - i (8]

Dann schreibt sich die L agr an g e - Invariante (4.6), die die

Normierung der Vektoren Y festlegt, in der Form

1 tox .
L_:wf R?R@I 4

(5.3)

]
-

+~
—21_‘— w, R TR

und die Gleichungen (4.7), (4.9), (4.12) und (4.33) fir die "charakteri-
stischen Funktionen" 8, y, o, & gehen iiber in

O - %
v Vet Vi

0, *

i T Vi v

(¥4 2 Vie” Vi + U‘” Vil]
PR _i{v.. % Ay (5.4)
P2 1 130 Viy 'y Un‘(] *

*
e & Vit Vi

mit

1 ' - Wi
Vi - {E?: [ fix ¢ Yoy n\x ]' Q
= c = 1
ERERETY .
Uiy pix ¢
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Aus G1.(5.1) ist aber ersichtlich, daB das am Startpunkt s = s, vor-
gegebene Ellipsoid gerade dann nach einem Umlauf in sich {ibergeht, wenn
die Vektoren ¥, (so) und 4&E(so) wieder Eigenvektoren der Umlaufs-
matrix Vn(so + C, so) sind:

—i«ln(lr
MO, e €8 4y 051 = e ©oWr ()

, ' o -i-An Ly )
W Cs,a 0l Hplsei = e oW Gs,l

1

und die zugehdrigen Eigenwerte den Absolutbetrag | besitzen:

-i.1n GI
4

=1 2n {J}E
4

(5.6)

d'arz (/:I‘ OH ’TC!”.

Um die periodischen Strahlenveloppen zu gewinnen, hat man also wiederum

die Eigenvektoren 4%(80), 1%(80), UQ(SO),‘NQ(SO) und die zugehSrigen Eigen-
werte Xh (k = 1,2,3,4) der Umlaufsmatrix M (sO + C, so) aufzusuchen.

Ist dann die Bedingung (5.6)

AL = A
erfillt, so kdnnen die Vektoren 4, (SO) zu Paaren konjugiert—-komplexer
Eigenvektoren
i %
Cog, ")
A
(W‘EI WH)

zusammengefalt werden derart, daR 1. (so) und 4, (so) die Normierungs-—
bedingung (5.3) erflillen. Aus W, (so) und Wy (so) gewinnt man weiter-—

hin durch Anwendung der Ubertragungsmatrix m)(s,so) die Vektoren Y, (s)

und 4pa(s), mit deren Hilfe sich nach Gl.(5.4) die Funktionen o, B, y, S
und schlieBlich nach G1.(4,20), (4.22), (4.26) und (4.28) die Strahl-

und Winkelenveloppen E(s) und A(s) errechnen.

GL.(5.6) selbst besagt, daR die periodischen Strahlenveloppen nur in
dem Falle existieren, wenn simtliche Eigenwerte der Matrix 7] (sO + C, so)

wie bei ungekoppelten Linsensystemen auf dem Einheitskreis der komplexen

Ebene liegen. Zur physikalischen Deutung der Forderung (5.6) miissen wir
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nunmehr die Eigenschaften des Eigenwertspektrums der Umlaufsmatrix be-
stimmen. Diese Betrachtungen leiten wieder unmittelbar auf Unter-

suchungen zur Stabilitdt der Teilchenbewegung lber.

B. Das Eigenwertspektrum der Umlaufsmatrix. Floquet'sches Theorem.

Die Untersuchung des Eigenwertspektrums von‘ﬂl(so + C, so) filhren wir in

mehreren Schritten.

1) Bildet man mit zwei beliebigen Eigenvektoren 4, (so) und 432(50) die

L‘J w v 1-“ = w Q, 3 < '10 I

so ergibt sich aus der Tatsache, das W eine Konstante der Bewegung dar-

stellt, die Beziehung

0, 0o TR w Gl s Ay (s, 0 C) RTR w0, (5,4 C)

‘:‘Ln l«\e ~ ~ -i'L’\D‘

LN 4 . w<t5‘,]' RTR' 4 h'wh_(’p]
~i-ln (b, ¢ &y ) v o ~ )

=t s le TR G, (5.7)

. wobel wir die Eigenwerte Xn der Vektoren %, (so) mit

-1 2lnl,
A, = o o (5.8)

bezeichnet haben. Da die vier Eigenvektoren #, (n = 1,2,3,4) zusammen
den ganzen vierdimensionalen Raum aufspannen, kann die GrdRe M/(44R,44e)
bei fest vorgegebenem Vektor #, nicht fiir alle Eigenvektoren M,

(£ = 1,2,3,4) verschwinden. Somit folgt aus Gl.(5.7):

Die Eigenvektoren wk(so) konnen so klassifiziert werden, daB

Q., i az = C,

(5.9)
Ry + @y =€
gilt und gleichzeitig die Relationen
! A aR
—L—i-n’*glr'kw‘:-ll ﬂ,&rﬂ%L=1‘
Ao Rrewe - - L& ATQRuw -4, (5.100
Li L] ) Li 3 . Y {
A

, RTRY, = 0 senst

i

erfiillt sind (g),
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In Matrixschreibweise lassen sich die Gln. (5.10a) zusammenfassen zu

L YRTAW = T (5.10b)

i

wobei I} die Matrix
W= (%, w,6 % u)
bezeichnet.
2) Gl.(5.9) besagt, daB die Eigenwerte der Matrix nl(so + C, so) Stets’

in reziproken Paaren
T Y T B O VD VAW

auftreten.

Da weiterhin Ei(so + C, so) eine reelle Matrix darstellt, ist mit X} auch

A* Eigenwert von ﬂl(so + C, so).

Fir die Form des (nichtentarteten) Eigenwertspektrums der Matrix

(s +C, s ) ergeben sich damit folgende vier Mdglichkeiten (1, 2):
o o - =

a) Alle vier Eigenwerte sind komplex und haben den Absolutbetrag 1, liegen

also in der komplexen Ebene auf dem Einheitskreis (Abb.4a):

Px, b= 4 fie nos 4,2,30y
Dann gilt
xL = 1/>'1 = )IKI
AH € 1/{\5 = %3‘ .
b) Ein reziprokes Paar ist reell, das andere hingegen komplex und liegt

auf dem Einheitskreis (Abb.4b):

YOI Y VEE D W TE S YRR VO

L

Iy ] Pagb = 4wt Xy = A% 7/).3

oder
I N R A T W N O
T N T B VAT S Y 4/,\3‘

c) Die beiden reziproken Paare sind reell (Abb.4c):

A, =Nt U SO Y L2

1 1 [ S

T T VR B 1/')\,'

q !



OV

bl

d)

Abb. 4
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d) Ein Eigenwert, z.B. Al y ist komplex und liegt nicht auf dem
Einheitskreis (Abb.4d):

AL = 4 N % A,

Dann muf gelten R PR ‘1/%,
und

); = )1-“ !

Aq x 4/1\1‘
oder :

As 2 1/)1" .

AT SR P

Von diesen vier Mdglichkeiten ist nur im Fall a) die Periodizititsbe-
dingung (II) aus Abschnitt IV A,) realisierbar. Wir ersehen jedoch daraus,
daB die Forderung (5.6) wiederum nicht im Widerspruch steht zur vorgegebenen
Bewegungsgleichung (2.1) bzw. (2.3), da die in (5.6) verlangte Form des

Eigenwertspektrums tatsichlich auftreten kann.

Im Fall b), c) und d) kdnnen keine periodischen Strahlenveloppen existieren.

Es wird sich zeigen, daB in diesen Fillen die Teilchenbewegung instabil wird.

3) Mit
-i.Lan'
U, (s, ¢ ] = e w0, (s (5.11a)
gilt allgemein
) -l"Zﬂ&n
# lse C)1 = & © W, (sl (5.11b)

fiir alle s.

Beweis:

(s ¢ C) Mmis . C, s, 0 C) Mls, e €50 1, 05,0

= M s 50 Ms,o €50 a0, (5,7

de M54 Co5,4 C) = M5, 5,7
= e-i. lnah . m(."‘,fu) w;\(‘oi rach Gl' (;'41“)
-i.lnGh

4. ¢ &,

i

x € . Mk(s)
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¥, (s) 1ist also Eigenvektor der Umlaufsmatrix M(s + ¢, s) -und hat den

gleichen Eigenwert wie ¢oh(so).

4) Wir setzen

Siolal, =
o h
M (s) = w51 e ¢ (5.12a)
Dann gilt
By (s v C1 o= Wy (5] (3.120)
Beweié:
Setzt man Gl.(5.12a) in Gl.(5.11b) ein, so folgt
: , , | ;
. ~i g, 2L s lag, ~i 1o, =
Auh(srC]‘e ¢ = ¢ .uh(s]e boe

Gl.(5.12b) erhdlt man jetzt, indem man auf jeder Seite den Faktor

sisln (44 =)
k
0 Soc

kiirzt.

Mit Gl.(5.12) haben wir nun bereits das Floquet'sche Theorem (6) gewonnen.
Die Vektoren 4, (s) sind spezielle L3sungsvektoren der Bewegunsgleichungen
(2.1) bzw. (2.3), die sicﬁ als Produkt einer periodischen Funktjion 42k(s)
und einer (i.a. unperiodischen) harmonischen Funktion

~i-lnk, -ZT
darstellen lassen. Dabei kann die Grége Qk als Zahl der Betatronwellen
pro Umfang interpretiert werden fiir einen Schwingungszustand, der durch

Gl.(5.12) beschrieben wird.

5) Die allgemeine L3sung der Differentialgleichungen (2.1) bzw. (2.3)
ist eine Linearkombination der speziellen L8sungsvektoren (5.12), 1iBt
sich also in der Form .
y -i. = :
1,9(;1 = 3 Rh &k(;). e ! 2nak ¢ (5.13)
ha1
schreiben. Aus dieser Gleichung kann man aber wie im ungekopbelten Fall

(Kap.III.) leicht ersehen, daB die Bedingung (5.6) ein notwendiges Stabili-
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titskriterium fiir die Teilchenbewegung in Ringbeschleunigern und Storage-

Ringen darstellt:

Sind alle Eigenwerte vom Absolutbetrag 1, d.h. die GrdRen Qk reell
(Abb.4a), so bleibt der Ldsungsvektor (5.13) beschridnkt, und die Teilchen-
bewegung ist stabil (wenn wir vom Einfluf der Feldfehler und Fokussierungs-

fehler absehen).

Ist dagegen wenigstens einer der Exponenten, etwa Q], komplex
(Abb.4b,c,d), so besitzt nach G1.(5.9) entweder Ql oder Q2 einen
positiven Imagindrteil, In diesem Falle wachsen die Komponenten von 4 (s)
und damit die Amplituden der Betatronschwingung exponentiell an, und es

liegt eine Instabilitdt der Teilchenbewegung vor.

6) Im folgenden setzen wir nun allgémein voraus, daf die Stabilitdts-
bedingung (5.6) erfilillt ist. Dann sind nach G1.(5.7) und (5.8) die
Eigenwerte AI und AZ bzw. A3 und AA und somit auch die Eigenvektoren
wl(so) und wz(so) bzw. 10 3(so) und w4(so) (nach geeigneter Wahl des
freien Phasenfaktors) zueinander konjugiert-komplex, so daR man

setzen kann

= A s - . A
Q4 - {AI ¢ L(J. ~ QI
. e
Ry = Q@ |, Q = - @ , (5.14)
Wols,l 2 wp0siy, wls,1 5 ap (80,

wylsa = g Usol, o, (s g (s,
AuBerdem ist mit G1.(5.10) auch die Normierungsbedingung (5.3) erfiillt,

womit wir wieder den Anschluf an die im letzten Abschnitt verwendete Be-

zeichnung gewonnen haben.

7) Fiir die charakteristischen Funktionen o, B8, y, 6 zeigt sich jetzt,
daR der Verlauf dieser Funktionen in Ringbeschleunigern und Storage-Ringen
.auf Grund der Periodizit#itsbedingung (II) in Abschnitt IV A) unabhéﬁgig
ist vom Startpunkt S, (im Gegensatz zu den entsprechenden Funktionen bei
einfachen Transportsystemen, in denen das E111p501d am Startpunkt belleblg
vorgegeben werden kann), da die Vektoren 19 (s) und 1011(5) durch d1e
Eigenwertgleichung (5.11b) und die Normlerungsbedlngung (=Lagrange-
Invariante) (5.3) bereits bis auf einen beliebigen Phasenfaktér bestimmt

sind, der in den Gln.(5.4) wieder herausfillt.
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Die Phasenfunktion Yo, und Y, (i = I, II) liegen nach Gl.(5.5) bis auf

eine gemeinsame additive Konstante fest.,

8) Fir spdtere Untersuchungen zu den fokussierenden Eigenschaften des
Linsensystems leiten wir noch eine Beziehung {iber den Zuwachs der Phasen-

funktionen y ix und Y, (i =1I, II) pro Umlauf ab:

Der Phasenvorschub der Funktionen v Ix Y v Iz bzw. v ITx ©° LrIIz

betrdgt fir einen Umlauf

L}-'IX(Sf'C) - \PI!(S) = Zn er
Yr: (5 ¢ C) - W) = 1n Uy (5.15a)
bzw.
b [ s+ C) = w_ (s)] = 2ng
Tx Tl | I (5.15b)
Yra (s ¢ €)= wp,(s1 = ln g,
Beweis:

Schreiben wir die x- und z-Komponente der Vektoren.izlc(s) in der Form

- (s]
U, (51 = Fug (] "

S (%)
¢ Nia

[}

Wia (81 = ] uy, (9] -
so folgt durch Vergleich von (5.12a2) und (5.5)

i s o=y (s ¢ 2n a;
Y, 00 = ., (4] 2 La &

(}Im r‘.c]u:.

Daraus erhdlt man die Gln.(5.15), wenn noch die Periodizitidtsbedingungen

(5.12b) beriicksichtigt werden.

C. Die Bedeutung der Amplituden- und Phasenfunktionen fiir die

fokussierenden Eigenschaften des Linsensystems

Mit Hilfe der Gln.(5.10) und (5. 15) 51nd wir jetzt in der Lage zu entschelden,

ob ein Teilchen, das an der Stelle s = S, mit dem Anfangsvektor

X(&
Xl

[

45051 = - (5.16)

™

Y]
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startet, das Linsensystem (im Sinne der Strahloptik) durchlaufen kann
oder durch Aufprall gegen die Kammerwand fiir den Beschleunigungsprozef

verlorengeht.

Zu dem Zweck entwickeln wir den Vektor 4 (so) nach den Eigenvektoren
‘“k(so):

wobeli sich die Entwicklungskoeffizienten A und B auf Grund der
"Orthonormierungsbedingungen" (5.10) zu

M= L ' RTRuis

Ll I v u) LI} .

(5.18)

+ ~
B = —27 g (6 QT Roages,)
errechnen. Die zugehdrige Teilchenbahn lautet dann
@(n = )T?WICH ' B%ﬁ(9T§~f ?auj %0grh : (5.19)
Setzen wir nun
¢ ‘¥
R = .\r—; 4 '
* : (5.20)
B - ‘JE‘H E‘\?I . )
7] ]

so erhalten wir insbesondere fiir die x- und z-Komponente der Bahnkurve

X(sl = Ve V By, G oo [y, (51 - ]+

t Vg Vho ) wo Dygets) - g1 (.21
2(s5] = Ye; m wa [owp, sl - pr] v

¢ Veg Vigats) wolwg, (5) - 97 1,

und ¢ aus (5.18) und (5.20) zu entnehmen sind.

wobel die GrofBen FI 11

Aus diesen Gleichungen geht aber hervor, daf wihrend der Teilchenbe-

wegung stets

X (s

Ver VPGl Vep Vg, 00
bactsrl 2 Yeg Vg, (s 4 m\}r}m(s)

gilt, und zwar fir beliebig viele Umldufe, da die Amplitudenfunktionen

11 3

(5.22)

Bix und Biz (i = I, II) (nach Konstruktion) periodisch sind.
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Wesentlich ist jetzt, daB sich die Phasenfunktionen Vi, Us])  und

(S

.y (131 (1 = I, II) an einer -beliebigen festen Stelle s nach jedem

Teilchenumlauf sprunghaft dndern, wie aus Gl.(5.15) hervorgeht, und zwar
fir i =TI und i = IT um verschiedene Werte (die Fille Q; = n,%- und

QI - QII = n, n = ganze Zahl, miissen aus Stabilitdtsgriinden ausgeschos-

sen werden; siehe Abschnitt V A.1). Daher kann man erwarten, daB die

in G1.(5.22) fiir lx(s)]‘ und Iz(s)| angegebenen oberen Schranken im .

Laufe der Zeit einmal (beliebig genau) angenommen werden:

Maxr IXtstl - '\’_-1 \’{3 (51« Wl?gismfﬂ Y (5.23a)l

Mex J205)] = F Vi, sl 4 w/a—,'zw)[&h(s) . (5.23b)

Fiir den stbdrungsfreien Bewegungsablauf'eines Teilchens mit dem Anfangs-
vektor*& (so) haben wir somit zu beachten, daBf die in (23) angeggbenen
oberen Grenzen fiir [x(s)| und |z(s)|, welche die gréftmbglichen
Projektionen der Teilchenbahnen auf die x- und z~Achse darstellen, kleiner

ausfallen als die Ausdehnung der Vakuumkammer in x=- und z-Richtung.

Die Gln.(5.23) kdnnen noch verallgemeinert werden auf den Fall, daB nach

der griftmSglichen Auslenkung des Teilchens lings einer Achse, die mit

" der x-Achse den Winkel § einschlieBt, gefragt wird. Fiihrt man nimlich ein i
um den Winkel § gegeniiber dem x-z-System gedrehtes X - z~Koordinaten-

system ein:

X{d;s1 = wad o X{s) + wmd . 209
r
= 3 T wd Ve, Vh, 61wl -y, ]
+ m & F\) ,(s w[q»;l(ﬂ—%]’f

I i | S
= E v "‘,‘ . i, W‘) J’ 1/ ;,, (/0’)[- gx f\';:z 2 ' * V,. l‘f.‘]
ix 1

, 74145'{}57:00‘)[ wa,"r‘i;.u'lﬁ’a _ t«’u’]\‘i’;r ]}

i -
- Z Ve f o Brta (VFT ws 4 VB 024 ) -

Wig t Wi, = Z'f',
yl

- w220 (VR wd - NG, 9w d) s

%

1A

W 4 Yip =~ 27
4‘1;, ;

3
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21
g
+(7[_:un8—'),(3—;:0:%5) Y, * lw‘zglx
()

Wi t Yig
by

nach jedem Umlauf wieder springt, wihrend die Funktion
(T B Yia

und bedenkt, daf die Phase

2
nach Gl.(15) ihren Wert beibeh#lt, so ergibt sich die Beziehung

L R
S AT (T s AT )

Mex ‘Q(5;a)l

o+ T .

4wt Yoo = Yia
-l
— A
+ (' Py wnd - Y Py 2“;6\) *
LT Bl 11 1’
£ I __".L— ? 2
(5.24)
I
t'?r i gjl_[‘ﬁ‘f‘ﬂ‘l‘l*

| Y
_% [-ﬁi'«— ﬁ;l]“mla t &I'Qxlg} L’

die fir § = 0 bzw. M/2 tatsichlich in Gl.(5.23a) bzw. (5.23b) iibergeht.

In &hnlicher Weise, wie wir die GrdRen
Max 1xC)l wnd Maz L2als)l sowie Max IXUd, 51l
ermittelt haben, kann auch die Abschitung der maximalen Steigung
Max I X'Csil wnd Moz [20]
fir ein Teilchen mit dem Anfangsvektor 0 (s ) erfolgen. Betrachten
wir z.B. die Ableitung x'(s), so ergibt 51ch aus G1.(5.21) unter Be-

riicksichtigung von (5.4) und (5. 5)

X't o= Ve 3o w L, -5.1 .
L‘E'II V.. "f“[fﬂx-‘%jfl

Ex
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Folglich errechnet sich (analog zu Gl.(5.22) die gréftmbgliche Steigung

x'(s) zu
Max | X' (81} = VFE: ¥ T ¢r;; J’;;: (5.25a)

Fiir die Steigung in z-Richtung bekommt man entsprechend

Max [2'cal = Ve Vi, + Ve Vi, . (5.25b)

Aus G1.(5.22) und (5.25) ist ersichtlich, daB fiir die maximalen
Amplituden die Funktionen Bix und Biz , flir die maximalen Steigungen
dagegen die Funktionen Yix und e (i = I, II) maRgebend sind. Die

in G1.(5.20) eingefiihrten Phasen ¥ und f 11 sind in (5.22) bzw. (5.24)
und (5.25) wieder herausgefallen, so daR Max | %(3’5)1‘ Max | xtcs)l

wad Max]2'cs)] nur von den GréRen ¢, und £ abhédngen.

Abschliefiend bemerken wir noch, daB bei allen Rechnungen stets die Giiltig-
keit der Beziehung (5.6) vorauszusetzen ist. Wie schon erwdhnt, stellt diese
Gleichung eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitdt der Teilchenbe-
wegung dar. Diese Bedingung ist jedoch (ebenso wie in ungekopéelten
Systemen) nicht hinreichend filir ¢ie Stabilit#t des Strahls, weil beim Bau
eines Beschleunigers unvermeidliche Abweichungen vom idealen Entwurf auf-
treten, die die Stabilit#t gefihrden kdnnen. Die beiden Typen von Fehlern,
die wir im Sinne einer vollstindigen Beschréibung der Teilchenbewegung

betrachten miissen, sind wiederum

a) Fokussierungsfehler,

b) Fehler im Fithrungsfeld,

deren Einfluf auf die Stabilitidt in den folgenden Kapiteln untersucht

werden soll.

VI. Einfluf von Linsenfehlern

A, Die zusHtzlichen Stabiliti#tsbedingungen

Wir behandeln zunichst die Fokussierungsfehler, die in einer Abweichung

der "Linsenfunktionen" Kl’ K2, N und R von ihren Sollwerten bestehen.
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Zu dem Zweck denken wir uns den Verlauf der Linsenfunktionen K],-Kz, N‘
und R stetig gedndert unter der Voraussetzung, daB am Anfang Stabilitit
vorliegt., Dann werden die Bildpunkte der Eigenwerte zun#chst in einer
bestimmten Weise auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene wandern
(Abb.4a), wobei sie stets spiegelbildlich zur reellen Achse bleiben, bis

sie bestimmte Punkte des Einheitskreises erreichen, bei denen eine Ver-
zweigung der Ortskurve auftritt und die Bildpunkte den Einheitskreis ver-
lassen k&nnen. Aus Abb.4b,c,d) ist nun ersichtlich, daR diese Verzweigungs-
punkte an solchen Stellen liegen, bei denen zwei Eigenwerte zusammenfallen.
Demnach werden die Fokussierungsfehler genau dann flir die Stabilitit ge—:

fédhrlich, wenn das Eigenwertspektrum (nahezu) entartet ist, also

)\,, = )\L 3 {\i D >‘4 a 1 4‘ QI Fuur- odes l‘albzt“l-‘;
. A
oder Ay v Ay oz i\- ) ')l = 11 Q_u gant = odes hulbaalliy
™3 .
od ey A, e ,\3 S (GI - Qn) gduzzallij
Od(f A? = A“ '=> (QI ¢ Qu] ?q,ul 1.;‘5[(.7

gilt, so daB wir neben (5.6) noch folgende zusitzliche Bedingungen fiir

eine stabile Teilchenbewegung zu beachten haben:

( QI + QE ] = n ; (6.1)

(n = ganze Zahl) .

Fir die Stabilitdt selbst ist es vorteilhaft, wenn die Eigenwerte )h

(k = 1,2,3,4) weit auseinander liegen.

B. Storungsrechnung

Die Verschiebung des Eigenwertspektrums der Unlaufsmatrix WT(SO + C, so)

auf Grund der Linsenfehler soll jetzt im einzelnen durch eine'StBrungs-
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rechnung ermittelt werden, indem wir fiir die gestdrte Matrixlm2(so + C, so)

Misves] = M50 0 5] + 5M
’ (6.2)

( oM = Stérmatrix)

die Eigenwerte (), + & »,) n#herungsweise aus den entsprechenden Eigen-
werten l‘ der ungestdrten Ubertragungsmatrix?nu(so + C, so) zu bestimmen
suchen. Aus den StSrungen BXR der Eigenwerte kSnnen dann die Anderungen
£Q, = - §¢,
Gy = - 184y
der "Schwingungszahlen'" Qk unter Berilicksichtigung der Beziehungen (5.8)

nach der Gleichung

dNy + O\,
L‘nt.')-v;.lna1

dA v S (6.3)

’ : Hoowln R,

berechnet werden.

Die Bestimmungsgleichung fiir das gestdrte Eigenwertproblem lautet nun

Cm, v em)(my e S, ) = (A« SN (v 510, (6.4)

Entwickeln wir die Vektoren 51%L nach dem normierten System der ungestdrten

Eigenvektoren 40, :
Y

Sw, = 2 a, - H, (6.5)

W q
und bedenken, daB die Vektoren W, der Gleichung

M, v, = A, -0

genligen, so entsteht aus (6.4) in erster Ndherung der Stdrungstheorie

L3

a‘k“ ( )\,\‘ - }\,,,)wn , (6.6)

N+

5}\’(,1% . S(m,wk .

-

=4
~ o~
Durch Linksmultiplikation dieser Gleichung mit der Matrix 21- 0, RIR
[ :
erhdlt man aber, wenn man noch die "Orthogonalititsrelationen" (5.10)

beachtet,

S AR S S - R ATR SR

(6.7)

il KN

§), = L RETRSMwy, Ohyr - LA RTR S0,

I~

t




- 40 =~

(6.7)

Setzt man (6.7) in (6.3) ein, so findet man schlieBlich (wir verwenden

die in (5.14) eingefiihrten Bezeichnungen, beschridnken uns also auf die

stabile Teilchenbewegung)

4 ,.', ¢ vt ¢ m, 7.

g, - —m T i'WI RIR.-om 'wlil
(6.8)

T N L L)

Diese Gleichung gibt die Verschiebung (5521. $Qq ) des Arbeitspunktes
(QI, QII) unter dem EinfluR der St&rung ¢ M an und kann als Ausgangs—

punkt fiir weitere Betrachtungen dienen.

C. Berechnung der Strmatrix éM und der Verschiebung des Arbeitspunktes

Zur weiteren Auswertung der Gl,(6.8) bendtigt man die Stdrmatrix Sﬁﬂil

die wir nunmehr ermitteln wollen unter der Annahme, daB Abweichungen

Ak, (st o K. ls) und 4 M{s) der Linsenfunktion K., K, und N
. © . (0 (0) e

von ihren Sollwerten Kl , K2 und N auftreten. (Wir

vernachldssigen der Einfachheit halber Fehler A R, A R' im Feld Bo»

die physikalisch und technisch von geringerem Interesse sind).

Zu dem Zweck schreiben wir die Bewegungsgleichung (2.3b) in der Form

w'oe (0, +nly = 0 6.9)

wobei(}lo die 'Fokussierungsmatrix" der idealen Maschine bedeuten soll

(siehe G1.(2.5)), wihrend die Matrix

0 0 0 ]

o 4X, 0 AN 4]
0 0 Y 0 (6.10)
AN 0 1%, ©

den EinfluB der Linsenfehler A KI s A K2 und AN wiedergibt.,
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Eine St8rung % (s) sei vorhanden in den Intervallen

so daB wir setzen kdnnen

. -1,

MCs, o ¢ 5,) = M(s, ¢ C 5,0 M, (s, 0835, 5) M(3,4 035, 3;)
. -1 , ‘

X mbtsfi‘p-‘l)'mo (‘P'1 "‘ As‘,-q:‘p—i)m(",“A’P-ﬂt sr-1)

-

x My (5ypy 82 M (50 05,600 Mot 25, 8)

o(’l.u ‘4] ! m;,(.sﬂ t 4, 54] 'M(54+ 4541 ’4)

| (6.11)
X mhLS,, SD.) . ’

Auf Grund der Bewegungsgleichungen (6.9) gilt jetzt

19(54 As) 4{)(5) '-& A$'1-0‘(9‘)

]

.19(5) - A> 0“5)-153

]

"Ms « a3, 5) yis,
also

M(s + as,35) = § 1 - m(s]-AS}

und weiterhin
-1 (]

= i 1 -0, 0s,) as, }4- fﬂ - 0, 0s0 48, - Dt(fy)ds"}

v

W
(.

~ nls,) a3
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Damit geht Gl.(6.11):liber in

m(s;* C' SD) L moisu‘ C‘ SP)' 51 ""Ulcsl)‘]'oslag

x
=1
.
-
13
<
—

und es folgt in erster Niherung

5.4 L ‘
fmo= - [ de M, 5,4+ C,oelulod M, (e, 5,) . (6.12)
S

L4

" Durch G1.(6.12) und (6.10) ist nun die Stdrmatrix {M bestimmt, und wir

sind in der Lage, mit Hilfe der Gl.(6.8) die zugehdrige Verschiebung des

Arbeitspunktes zu ermitteln.

Zundchst folgt durch Einsetzen von (6.12) in (6.8)

S 0= - —1 &
‘ Yn. i ln,
(6.13)
. . v, v C .
x '7»-.58“'2"(2‘, J le. w:('c)&TQm(c)w;(c)} :
i
(v = T I).

!
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Zur Herleitung dieser Gleichung bendtigt man die Beziehung

mETA®M = QRTAR, (6.14)
die man leicht aus Gl.(5.10b) und der Gleichung
Mls, 5,0 Wie,i = Wis1, Mls, s, = Wis) W s,

gewinnt.

Beriicksichtigt man noch Gl.(6.8) und (5.5), so erh#dlt man schlieBlich aus

(6.13) fiir die Verschiebungen &&; und EQH der Schwingungszahlen Qr und

QII

50, = 2 [ as. [ pr (a1 a%k (8) v By, (o) aKle) 0 23006 Nin1

(6.15)

-
~,

o - == [ do- f,,rsl,‘(a).nwa) t Prale) a% (64 235 (e) e Nis)]

wobei die Funktionen Bix’ Biz’ ei,( i=1I, II ) aus (5.4) zu entnehmen

sind.

Aus dieser Gleichung geht hervor, daR die Betatronschwingungen um so
expfindlicher auf die Linsenfehler reagieren, je gréBer die Amplituden-
funktionen Six und Biz sowie die Funktionen v : (i =1, I1), die die

Drehung des Strahls festlegen, an der StSrstelle s ausfallen.

Ist die ideale Maschine entkoppelt, so trdgt in erster Ndherung nur die
Stérung 2 K] bzw., A K2 zur Frequenzinderung bei, wdhrend der EinfluB
der Kopplung A N(s) in dieser Ndherung wegen ‘)I[‘) . Jn (3 = 0

vernachldssigt werden kann.

Bei einer Maschine mit Kopplung kann hingegen die Frequenz der Betatron-
schwingung schon in erster Niherung der Stdrungstheorie durch Quadrupole
verschoben werden, die um einen beliebigen Winkel gedreht sind. Damit
ergeben sich fiir die gekoppelte Maschine gegeniiber der ungekoppelten

weitere Korrekturmdglichkeiten zur Verschiebung des Arbeitspunktes.

i
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VII. Fehler im magnetischen Fiihrungsfeld und ihre Auswirkung

Wie wir in Abschnitt VI A.X gesehen haben, kann unter der Einwirkung
von Fokussierungsfehlern die Teilchenbewegung instabil werden, indem
die Amplitude der Betatronschwingung beliebig stark anwdchst. Eine

weitere Instabilitdt, jedoch von‘anderer Form als bei Linsenfehlern,
tritt bei Fehlern des magnetischen Fiihrungsfeldes am Ort der idealen

Gleichgewichtsbahn auf,

Fehler dieser Art fiihren mathematisch zu inhomogenen Zusatzgliedern
in den Bewegungsgleichungen derart, daB die rechten Seiten der Gl.(2.1)

zu ergidnzen sind durch die Glieder

75?:‘ D, (v, 3¢ fiir die x-Richtung

- P?c B(vs, 0 flir die z-Richtung,
wobeil Bx(O, s, 0) und BZ(O, s, 0) die Komponenten des Stdrfeldes am

Ort der idealen Gleichgewichtsbahn (x = z = 0) bedeuten. Verwenden wir
wie in Gl.(2.3b) die Maprixsch:eibweise, so ergeben sich damit die neuen

Bewegungsgleichungen

49‘ t 0 19 x 4.-]’

7.1)
U
. . - 4 . Bi(‘). ’,()‘
mot 45 o< ¢ Fl
-8‘(‘)‘5.0)
deren allgemeine L&sung in der Form
. . RS . 1, . .
Hisl - M(s,s,1 iag(s.l + ‘fm (¢, 6,1 o) do ? (7.2)

geschrieben werden kann.
In der Maschinentheorie ist es nun {iblich, die allgemeine Teilchenbahn unter

dem Einflufl von Feldfehlern darzustellen als Superposition einer freien

Betatronschwingung

Mis) = m(s,s,l.;gt;,;, (7.3)
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-~ diese Schwingungeri geniligen der homogenen Gleichung (2.3b) und kinnen

als bekannt vorausgesetzt werden -, und einer nach einem Umlauf in sich
geschlossenen Bahn 4?) (s), welche den noch zu bestimmenden "closed orbit"
angibt, der an die Stelle der idealen Gleichgewichtsbahn der ungestdrten

Maschine tritt.

Zur Berechnung dieser neuen Gleichgewichtsbahn bedenken wir, daf 13 (s)

auBer Gl.(7.1) und damit (7.2) noch die Periodizitdtsbedingung

A . A .
4 (3, + €l CIEN 7.4)

erfiillen mu, die in Verbindung mit Gl.(7.2) eine Bestimmungsgleichung fiir
den Anfangsvektor't% (so) liefert mit der L&sung
.. -1
Risi = [ 1 - Ms.a ¢330 ML Cshn (75
ISy -
" "[' m " (a, 5.0 4 6] ds
Die sich beim Einsetzen von (7.4.) in (7.2) ergebende Gleichung fiir 4‘5 (s)

schreibt man zweckmidfigerweise in der Form

Bt = Mssa §01 - Mse¢ sl - Mo 80 + 1]
x fm"(c. s, i lelds v (7.6)
‘3

so
= -

e MG L4 - MsiC,500) - WMls o (50l fc M e+ € s, yle)de.

s-
Zur weiteren Umformung der Gl.(7.6) beachten wir, da8 die Umlaufsmatrix

.m(so + C, so) mit Hilfe der Matrix _
Wis, 1 = ( w, Lo, 4 05,), W 3,1, Welsi )1

die die Eigenwertgleichung

MCsy v ¢ 8] Wis) = el - 2

mit

e-itln Gy ¢ ¢ 6
o ef‘l ln Gr o 0
» -i-AnQ
A 0 0 e LI
vielalp
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erfiillt, auf Hauptachsen transformiert werden kann:

20 s, MOs, o ¢ a0 We) = D

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen
.‘ -1 -1 -1
[1 '.7'771(5.9(,5-7-] = [W(so)-(i-ﬂ]-w (s,1]
= W (4-2177 B (s,

Wia) = Mle,s,) Wis,a, aleo Mo sl = W(al W s,
WieeC) = Nic) &

ergibt sich dann der closed orbit zu

sl e W L4 -1 T W e yla ae

. - ' -1
mt [1-321] - R (7.7)

(Dabei kann die in (7.7) auftretende Matrix W —](o) nach Gl.(5.10b)
noch in der Form v g '
wn-1 4 Noa
W - BTy rHRtre
]

angegeben werden).

Insbesondere erhdlt man fiir die x~ und z-Komponente des closed orbit die

Beziehungen
: s (
Xls) » YPBzelsl pac f&c- BRGE Vh, () m[?“(u)—\khtsl—uu;]
TR s | '

- Bx(‘)i' J.ﬁn(") wy [y, (5] = ¥, Ls) - nur]}

s¢ C
. VP, (s L {Bzfc)"’(‘n“’ w;[v“(s)-\r“(s)—nun]

1 9w 0 an p-t )

-’Bx(cl-fpm(e) w [qum(c) il SR G («’31}2

(7.8a)
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s+ €

2051 = Prale) | e j‘dc- f-Bxhﬂ-iﬁIJc)qn[4&Jc]- Wy, (s - nQI]
y .

1‘7";\’7&1 p-e

+ D060 Vpr (6] w Dy lel - Yy, (51 - naI]Z

3+ C
e _
+ 1 Bm(; . p?g f de { MACE Mﬂz(‘)“"[‘*’m“’ B T -4, ]
M 0y $

+ 3,001 p (o o g le) = vy (1 = n @1},

die fiir den Fall der Entkopplung in die bekénnten, von Courant

und Snyder angegebenen Gleichungen
$¢C
xio « YBLL e [ac. 3 Vp0 wlwle - vl - 00,1,
. $ . .

Limanl, P

) r———- s+l '
2(8) = - Bsls) ., _e - j do - B‘(c) \J{S;(d ""’[‘*’z“) -, - nﬂ;l
s .

Limnl, P

iibergehen (vgl. Kap. VIIIL.)

. A
Aus G1.(7.7) und (7.8) ist nun ersichtlich, daB die Komponenten von ¥ (s)
unendlich werden, wenn mindestens eine der beiden Schwingungszahlen Q
und QII Vganzzahlige Werte annimmt, sofern das Integral nicht gerade ver-

schwindet. In diesem Resonanzfall existiert also kein closed orbit mehr.

Physikalisch kann man leicht einsehen, daR bei ganzzahligem Qi(i = I, II)

eine monotone Auswanderung aller Teilchenbahnen auftreten muB, bei denen
der Schwingungszustand

#is) = R o#, e e
(siehe G1.(5.13)) beteiligt ist, wenn man bedenkt, daf das inhomogene
Glied &f(o) der Gl.(7.1) als Stdrung aufgefaft werden kann, die an einer
festen Stelle bei jedem Teilchenumlauf in gleicher Phase durchlaufen wird,
g0 daB sich die einzelnen Wirkungen der Stdrung fortwdhrend superponieren,

wdhrend sie sich bei nichtganzzahligem Qi im Laufe der Zeit kompensieren

wiirden.
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VIII. {bergang zum Sonderfall der ungekoppelten Betatronschwingungen

Mit der Bestimmung der periodischen Strahl- und Winkelenveloppen und der
Aufstellung von Stabilitdtskriterien haben wir gleichzeitig nachgewiesen,
daB die Bedingung (II) aus Abschnitt IV A.) tatsdchlich befriedigt werden
kann. Zum Schluf miissen wir noch zeigen, daB auch die letzte Forderung
(III) in Abschnitt IV A.) erfiillt ist, indem wir priifen, ob die allge-
meine Methode der Enveloppenberechnung, die in der Transformation eines
vierdimensionalen Ellipsoides besteht, im Sonderfall entkoppelter
Betatronschwingungen auf das in Kap.III.) angegebene Verfahren (Trans-

formation von Phasenellipsen) zuriickgefiihrt werden kann.

Zu dem Zweck schreiben wir jetzt fiir das an der EinschuBstelle s = sj

vorgegebene Ellipsoid (4.1)

& X, (3, X, (5.1
X, (3, e
(glsag, = - w So 4 ; L PP "\)EI w X
| 0 ' 0 8.1)
L4 } 0
0 0
+ Uﬂs! + '.14;5][ : ')EE Y -

Da die Ubertragungsmatrix W (s, So) im ungekoppelten Fall

‘mi(sl ,-o) 0

wls, 51 =
0 M Cssa (8.2)

lautet, geht dieses Ellipsoid widhrend der Teilchenbewegung {iber in

-

")(1(5] X((s)
= X, X!
&) ‘ v (8l w St + X (s 1 b1 . V&'I w Y
0 0
0 0
(8.3)
0 0
0 0 . , .
e Sy * = o1 &g X
2,(¢) 24081

2, (9) 24'(4)
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mit

—

xi(‘) X;(’v}
= W, e sl . Cie 1,2)
X,'(9) ‘ ' Xi's,]

2, (3) 214, '
= M, (¢80 ‘ o Ci= 34)
2, (3) 23,0

behilt also seine besondere Form, in der jeweils zwei Komponenten der

Vektoren 4 ! und # 2 bzw. 4 3 und 4 4 verschwinden, bei.

Diese spezielle Form besitzt auch das periodische Ellipsoid, da wegen der
Diagonalgestalt der Umlaufsmatrix'ﬁ?(so + C, so) bei den Eigenvektoren

4, von W\(so + C, so) ebenfalls zwei Komponenten gleich Null werden.

Betrachten wir nun die Projektionen des Ellipsoids (8.3) auf die x - x'-
und z - z'-Ebene, so erhilt man aus den Gleichungen des Abschnitts IV E.)
als Bestimmungsparameter fiir die Projektionsellipsen

in der x - x'-Ebene:

E,

"
N
H]
<
P
Fad
-
>
~
~

E ¢ €1 (X, %' v % %)
* Ex ‘ (8.43-)
n“ x "E’I ﬂx.‘L ' X‘IL ;

in der 2z - z'-Ebene:

E, = Ve, V2t o+ o0

E‘ x f!‘(ze ' ¢ 2, 2)) ,
z 'EE | ! (8.4b)

fel' '\/23" + 2;“‘1 R

Zu den gleichen Ergebnissen gelangen wir jedoch -auch, indem wir nach

=
"
L]

der in Kap.III.) beschriebenen, im Qngekoppelten Fall iiblichen Methode



die Phasenellipsen

X, X |
i S ﬁ§(.x,)m81 + (;,) 1«;8;}
¢

1

- - (1)

durch das Linsensystem tranformieren und die zugehdrigen Projektionen

(8.5)

\

auf die x- und x'-Achse btw. z- und z'-Achse ermitteln.

In diesem Sinne kann man sagen,'daB unser allgemeines Verfahren zur Be-
stimmung der Strahl- und Winkelenveloépen, welches auch bei Kopplung
angewendet werden kann, bei Entkopplung der Betatronschwingungen zur
speziellen Methode der Ellipsentransformation dquivalent ist, womit wir

in der Tat den Nachweis fir die'Gﬁltigkeit der Bedingung (III) erbracht

haben.

-

Aus Gl.(4.33) und (4.35) ergibt sich noch, daf der Strahlquerschnitt fir
das Ellipsoid (8.3) eine zur x- und z-Achse symmetrische Ellipse darstellt,
wihrend Gl.(4.16, 17, 18) den Liouvilleschen Satz des zweidimensionalen

Falles liefert:

Ex = konst.,
(8.6)

€_ = konst.,
z

Weiterhin reduziert sich die Bestimmungsgleichung

lWl(s.,s(‘,s,‘) - 3,1' = 0

flir die Eigenwerte der Umlaufsmatrix, die eine Gleichung vierten Grades

in ) darstellt, auf die beiden quadraﬁisthen Gleichungen
P R S e YL A B

lm;(sv*c,s.' ';\1| = c:

so daB die GrbRen QI und QII im ungekoppelten Fall iilbergehen in die

bekannten Schwingungszahlen Qx und Qz aus Kap.III.).

' AbschlieBend kdnnen wir somit sagen, daB die in der vorliegenden Arbeit
entwickelte Theorie der Teilchenbewegung in Beschleunigern und Storage-
Ringen als eine echte Erweiterung der "ungekoppelten' Maschinentheorie
anzusehen ist, die es ermdglicht, auéh bei Kopplung der Betatronschwingungen
Aussagen iiber den Verlauf der Enveloppen und der Stabilitdt des Strahls

zZu gewinnen.
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ANHANG 1I.

Berechnung des mittleren Strahlquerschnittes

3

Nach dem Floquetschien Theorem (siehe G1.(5.13)) kann die L8sung der
Bewegungsgleichungen (2.1) bzw. (2.3) in der allgemeinen Form (wir

setzen Stabilitdt der Teilchenbewegung voraus)

i 2al L +io Lla@Q £
; = I e X o 1
49 = R, w0l e c + R w;(s) e ¢

. Silnly = v -y si-ladg & (1
* Rt (sie € v Bwg e C

angegeben werden. Insbesondere erhdlt man fiir die x—~ und z-Komponente

der Betatronschwingung

X -7, - ar .e-i-llnﬂr:—, , nq.“‘ uI: eoi'lnar%
+R -« oug, c‘i‘znan% + H: u;1 e inly é ;(Za)
2 - R, - s g-i.z-nQI% *~ H,"'- M;3 e“ anIE
A, “g, e-i'lnan'% s RL* QH; e*t'lnkl % 2

mit (siehe G1l.(5.5))
l b Jﬁ}x H ’“33"' J{}‘.l ki- I,K.).

Durch Mittelung iiber viele Uml#ufe ergibt sich aus (2a,b)

| ui,

<xt> = 2 1m0t (51;(, ' ZII),\IL‘fS“;
cat> 2 2 Amt e By, o 2R Bg @

cya> = 20RO v IRt Ip .
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Allgemein errechnet sich durch Einfiihrung eines gedrehten X = z-Koordina-
tensystems

X (sl = X+ wd b3
PO A BRSSP Y- S B

(4)

das mittlere Amplitudenquadrat der Betatronschwingung l&ngs der x—Achse,

die mit der x—Achse den Winkel & einschlieft, zu

~ - .
< X5 > - 42 w28 [ «xt> - <2t ] 4
A .
wobei die GrdBen <x2>, <z2> und <xz> aus (3) zu entnehmen sind,

Der mittlere Strahlquerschnitt wird nun beschrieben durch die Amplitude

n(8) = .4 PENATRS I
die die Projektion dieses Querschnitts auf die X-Achse angibt.

(6

Daraus folgt aber, daR der mittlere Strahlquerschnitt eine Ellipse dar-
stellt mit der Gleichung

x| L _A  exts )
(1) T<xH §(<¥1>.) o

° Jerd
! (Wra:x‘v- Cats> - <xast | ™t [

(Man zeigt leicht, daf die Ellipse (7) die durch (5) und (6) gegebene
Projektion auf die x—-Achse besitzt).

Durch Elimination der GrdBen cos ¢ und sin ¥ entsteht aus (7)

< at>. xt

- 2 & Ka>. Xa ¢ <X">-i‘= E,‘(:
- rum | 8b
£, - 1!<Y1><z“> - <xadt o, _( )

Vergleicht man nunmehr die Ellipse (8) mit dem Strahlquerschnitt (4.30) des

vierdimensionalen Ellipsoids (4.4), so sieht man, daR beide Ellipsen
{ibereinstimmen, wenn

-, 1
I, 7

It -

r~ |
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(9

gesetzt wird.

Somit kann auch der mittlere Strahlquerschnitt durch Transformation

eines vierdimensionalen Ellipsoides gewonnen werden.

ANMERKUNG: Auf Grund der Strahlungseffekte stellen sich in einem
Zirkularbeschleuniger oder Storage-Ring mittlere, aus der Strahlungs-—
theorie zu bestimmende Werte fiir die Koeffizienten lAll2 und |A2|2 ein,
die wir uns in (9) eingesetzt zu denken haben, um den mittleren Strahl-

querschnitt im Strahlungsgleichgewicht zu bekommen.

ANHANG II.

Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Umlaufsmatrix’

D1e Eigenwerte X und Elgenvektoren Ry der Umlaufsmatrix W?(s +C, s )

kdnnen in expliziter Form angegeben werden, und zwar auf Grund der Be-

ziehung

miram = ATR, (n

die in Abschnitt VI C.) abgeleitet worden ist (siehe Gl.(6.14)).

Zur Vereinfachung der Rechnungen untersuchen wir zunichst anstelle von {71

die Matrix 2.
no- ema’, 2

welche (da ' zu I &dhnlich ist), die gleichen Eigenwerte )k wie TN und

die Eigenvektoren
marﬂw

( W, = Eigenvektor von I ) besitzt. Dann geht'(l) {iber in die Gleichung

hrm - T, 3

die besagt, daB Ul eine "symplektische" Matrix darstellt .

1. Die Eigenwerte

Aus Gl.(3) ist ersichtlich, daB die inverse Matrix Tﬂ_1 in der Form

nt o= -T07r | (%)
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geschrieben werden kann (es gibt T =-1), oder, wenn

bl D (5)

T (f’gg) ST (7 .a)lh“t 7,((:

-3
e

-

gesetzt wird ( 01, €, L, J = zweireihige Untermatrizen),

]

, -y dy -"if‘l) ( a ‘Z‘)
n '(-7:‘27 TR Pt ®

wobei ( 614 E’/ zodu J') die Matrix

=¥
[ 4

bedeutet.

Da %h *r U ist (siehe Abschnitt V B.)), gilt neben der Eigenwertgleichung

Nw » Nw

(8)
bzw.
(0 - M) ¢ B = 0y (92)
Ly + (¥ -N10%, = 0 (9b)
/
mit M = \:f‘)
X:
noch die Beziehung :
-1
T = L (10)
bzw. !
(@ - A" 1)4{‘+IY1= V. | (1ta)

T, v (§F - V"1)a, =~ 0. " (11b)
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Addiert man die Gln.(9a) und (lla) sowie (9b) und (11b), so folgt

(Spm - l\)*{1 + (‘f, ‘E)»{{L » 0" (12a)
(L o+ D) 4a ¢ (Sp8 - DYooy = € (12b)

mit ) |
A= N » N (13)

Durch Elimination von 4, bzw. ¢, entsteht aus (12a,b)
St o BN 2) - 4-(spi' - DV(SpY - AT, = 07 (142)

S (L +B1(%+8) = 4-(sp@ - D)(5p¥ - D) F .~ £. (140)

Nun gilt ..

. d:tv(ﬁrt 2]

[P

(¢ + L)L+ ‘Z) S
(L+ ) (Re ) =

1 .
. - (15)
det (¢ + X)

LN

wie man durch Einsetzen von (7) in die linke Seite von (15) leicht be-

stdtigt.

Damit wird aus (14)

idd(ttf) - (Spm -'A)(S,J‘-L\)’}m- 0, (16)

und als Bestimmungsgleichung fiir die GrdRe A gewinnen wir die Beziehung
(sp@ - AY(SpY - &) = det (£ 1)
mit der L&sung

Dy = %: g (Spin + $p ) 1

‘ -4
s T(sem - 5p5)° » Waet(g D107, @7

Diese Gleichung wurde bereits von Courant und Sny d e r ange-

geben (1).
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Aus Gl.(17) errechnen sich schlieBflich die Eigenwerte Ak unter Beriick-

sichtigung von (13) zu

)4'%5"1* A““-q};
Mo %il\.'m}:
A, = %;le TS YT (18)
TR L PRI

2. Die Eigenvektoren

Da die Eigenwerte Ak jetzt bekannt sind, kdnnen die Eigenvektoren
", - R N nunmehr nach Gl.(8) bzw. (9) berechnet werden. Dabei
ist es zweckmiBig, Gl.(9a) durch Gl.(12a) zu ersetzen, aus der sich

sofort

(_‘Go E)'?x (19)
(Spﬂ - o)

ergibt, wobei A aus Gl.(17) zu entnehmen ist. Setzt man (19) in (9b)

e ™ =

ein, so wird

.I('Lff')*h ’_(J _x,i]A(L:O'
($p00 - &) .

oder mit £ L = 1 - detL
f’[f:&[3-(azti,’o)\)-i]-(spm_[\)'}QL,'Q‘I
und wir erhalten als Bestimmungsgleichung fiir den Vektor

’ ) L (20)

L]

N, ( :

den Ausdruck

f-Crg), ¢ [0y - detk =21 (spm-A)fuy - (KR uy = O

mit der Ldsung

s M€Y, G b)) 21)

Wy - N i(cu B'H' Cubu) - ('041 - det L - k) (SPm -A)}‘
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Nach Ermittlung von 4, kann dann der Vektor

Ah" (':t)

nach G1.(19) berechnet werden.

Damit haben wir den zum Eigenwert A gehdrigen Eigenvektor

Y.

"
der Matrix Tl bzw.

-1 23
der Umlaufmatrix M bis auf einen Normierungsfaktor N bestimmt. Der

Faktor N ist schlieBlich durch Gl.(5.10) festgelegt.

Abschliefend erwihnen wir noch, daB fiir die Giiltigkeit der Gl.(19)
(sp 0 - D) » 0

vorausgesetzt werden muB.

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so k&nnen die Gln.(12a) und (9b) durch
(12b) und (9a) ersetzt werden. Aus (12b) folgt dann sofort

.‘“5”?« ' (26)
('Sp«’.'[")

. -

falls
($p>y - 0) ¥ 0 «
ist, und Gl.(9a) liefert in Verbindung mit Gl.(24) eine Beziehung zur

Berechnung des Vektors 4g, .

Gilt sowohl

( Sp 01 - nY) = 0.
als auch a

(sp& - &) = ©,
so ergibt sich nach Gl.(17)

und somit
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d.h. das Eigenwertspektrum ist entartet und die Teilchenbewegung
folglich (entweder entkoppelt oder) instabil. Diesen Fall kdnnen wir

auBer acht lassen.

 ANHANG III.

.

Berechnung der Strahlenveloppen unter Beriicksichtigung der Dispersion

Bei der Berechnung der Strahlenveloppen in Kap.IV.) und V.) ist die
Dispersion auBier acht gelassen worden, die auftritt, wenn die Sollbahn
gekriimmt ist (Kriimmungsradius = p(é))'und die Teilchen eine Impulsab-
weichung Ap von Sollimpuls P, besitzen. Diese Aufspaltung der
Teilchenbahnen nach Impulsen k&nnen wir jedoch in einfacher Weise in

unseren Formalismus einbauen, wie anschlieflend gezeigt werden soll.

Im Falle einer Impulsabweighung lauten die Bewegungsgleichungen der

Teilchen
X" ¢ KX ¢ (Mo RY-2 ¢ LR-2"» :lg_if;’l
. _ , ]
2 ¢ ke o (W-REX - 2R.x' s T (1a)
oder in Matrixschreibweise
IO A
. ‘
LRI (1)
kf T 7 sl
0

wobei die Matrix 01 aus G1.(2.5) zu entnehmen ist.

Ein solches inhomogenes Gleichungssystem ist bereits in Kap. VIII.) bei

der Bestimmung des closed orbit aufgetreten, und die dort angegebene

Ldsung in G1.(7.7) und (7.8) kann {ibernommen werden, indem wir - Bz
ap P

durch 4 40 und B durch O ersetzen.
¥ or x

Der L8sungsvektor von (1) ist in der Form

‘.(" . A wis,) '
K )- m(s,,,;(w ) : . (2)

ap
\ ' /p /H’/'s

darstellbar mit
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~ mis, 5. AUs 5.
m(s,5.] = ; (3)
c 1

-

wobei TN die‘Ubertragungsmatrix des homogenen Systems

4g‘ + 0 Y = [

bedeutet und « (s, so) eine spezielle L3sung des inhomogenen Systems

(9b) fiir Ap/p = 1 mit der Anfangsbedingung

(s, %) = 0 (4)

angibt.

Um nun allgemein den Strahlquerschnitt bei Dispersion zu ermitteln, er-
weitern wir unsern Amsatz in Gl.(4.4) fiir die Teilchengesamtheit, deren
Bewegungsablauf untersucht werden soll, indem wir zum fiinfdimensionalen

x — x' - z - z'—- Ap/p-Raum iibergehen und dort ein Ellipsoid der Form

‘ ; NETEEAIRE YCA L
43(5.;‘(. X.9r, 9 ) -~ m‘f"“% imxﬁ:[( : ‘)t r,(";_“»‘)e‘r]

o toglea)) i3z [0 -i8
s [ () ()],

NEEE -%1. (*v:m)

mit
Wy = M, -ifﬂhl
Mg = My - By
vorgeben, das von den fiinf Vektoren %), (v =1,2,3,4,5) aufgespannt

wird.

Dieses Ellipsoid geht widhrend der Teilchenbewegung liber in

a

. A 4
Wls; ¢, x, EI'SII) = M, s, ¥ x, sr.5.n)

= 5. 4 wn s .-'ﬂr(ﬂ isr . 'MI‘(‘)_ ,';SI
“r v Ve [N e \ )

—

v [y

() ()]
. ’ 0
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]

4z <4l MCs, 5,0 47 Cs,)

!

1]

0y (51 M, 6 Wy (6,1 (7)
M (sl = M(ss00 495 0s) 4 apts, 5010,
behdlt also wiederum seine geometrische Gestalt als Ellipsoid bei.
Fiir Linearbeschleuniger und Transportsysteme setzt man dabei z;eckméﬁiger-
weise |
;080 = (0 ' (8)

wihrend die Vektoren 40 I und ¥ 11 ‘nach G1.(5.3) zu normieren sind.

'Fiir Zirkularbeschleuniger dagegen muB auBler der Normierung (5.3) noch
die Periodizitdtsbedingung, daB das Ellipsoid (6) nach einem Umlauf
seine urspriingliche Gestalt wieder annimmt, erfiillt sein. Dies ist

genau dann der Fall, wenn neben den Eigenwertgleichungen fiir die Vektoren

wI und wH
M s, 0 Cosu) w0t = A W (s,
( T ¢ v., T © Ar I ..) (9)
m (sa ‘ C, s, 1 'wE (‘u] = )ﬂ- Wg [i.i
noch die Bedingung
A o [ Hs Usad M (s,
. ‘(( i = K Y0 .
m( >, ¢ ' ’.] ( 1 ) ( p ) (]Oa)

oder

Mo, o Co) M 0s,0 ¢ (6,0 Cu,) a s (0 op)
befriedigt wird.
Um nun die zum Ellipsoid (6)'geh6rigen Strahlenveloppen zu bestimmen,
" formen wir Gl.(6) um, indem wir wieder die Amplituden—- und Phasen-

funktionen nach Gl.(4.7) und (4.8) einfiihren.

Dann erhélt man insbesondere fiir die x- und z-Komponente von

‘% (¢: ¢, x, 5,5z ) analog zu Gl.(4.10) ugd (4.19)




- 61 -

X = oy wly-xy 1«
(l1a)

‘.-V?I B.Tx' Wl(*’rx'sx] + t‘n(\“-m‘(}-Sl) + g

2 v war [awx Verpn wl4,- 30 o (11b)
+ X Veg By w (#34 - Sn) + "";‘?'Epﬁ"g-

Aus Gl.(lla) ist aber ersichtlich, daBR die Enveloppe in x~-Richtung

gegeben ist durch

Ex'.‘lsrﬂr‘x*fnpux*(,, - X
o (12)

1/. C fu i Ap\¢
o Yokt e XS e Oxgt e X)) e (_pz)"‘s‘ .

Dieser Wert wird angenommen fir

IR L (13a)

Y £: B2y

“/Tr ,‘in ¢ irpﬁux (]31))

V 2 Pux

X o~ X, it @y =

){‘x‘ = y
‘ffr Pry + €¢ Pox
'\Ff:r Pzx + Za bnxl - Xg Ap
o p Tr Pome T T e (130)
' % . x

Setzt man (13a,b,c)'in (11b5 ein,'so errechnet sich die zugehbrige
z-Komponente (d.h. die z-Koordinate des Ellipsenpunktes, der zur

X = Ex gehdrt) unter Beriicksichtigung der ‘Gln. (4.7) und (4.8)'zu

x .
op\* (14)
o Pt
Entsprechend findet man fiir die Enveloppe in z-Richtung
. T
S R LR
| ‘ (15)

- . 1 g . Y Apy' 2
'Jtr(L‘ t2,) 4 tu(z)l+1.,]~o (-P-)-!, ,
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und die zugehdrige x-Koordinate des Ellipsenpunktes lautet

6

3

x -%— { €q ( Xy 2y 4 K 2] v € (!, 2, + Ky 2}
3

(16)
* ('i,—")l Xy 25 T,

d.h. es gilt wieder

EC = Ei Cl' (17)

¥ [

Mit den in G1.(12), (15) und (14) bzw,.'(16) ist der Strahlquerschnitt

wieder eindeutig bestimmt.

Aus den in Kap. VIII.) gewonnenen Ergebnissen kdnnen wir schlieBen, daB
die in Gl.(12) und (15) angegebenen Enveloppen Ex und Ez unendlich
grofl werden, wenn die in Gl.(5.9) definierte Gr&Be QI oder QII ganz—
zahlige Werte annimmt. In diesem Fall wird die Teilchenbewegung instabil,

und ein Strahlquerschnitt kann nicht mehr definiert werden.

Fiir Ap/p = O erhdlt man aus (12) und (15) die in Kap. IV.) angegebenen.

"Enveloppen ohne Dispersion" zuriick.

Flir Diskussionen und Anregungen mdchte ich Friulein J. Borchardt,

Herrn Dr. K. G. Steffen und Herrn Dr. H. O, Wiister recht herzlich danken.
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