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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll die dynamische Akzeptanz von Protonen-
beschleunigern untersucht und ihre Beschrankung durch chaotische
Bewegung festgestellt werden.

Filr die Simulationen ist das Teilchenbahnsimulationsprogramm
RACETRACK (Wrulich /2/) verwendet worden, das auf einen sechs-
dimensionalen symplektischen Formaiismus erweitert worden ist, um
Energieschwingungen zu beriicksichtigen.

Durch nichtlineare Feldfehler kann die Teilchenbewegung in einem
Beschleuniger auf sogenannten chaotischen Bahnen verlaufen. Teilchen
erreichen nach einer gewissen Verweildauer in einem solchen
chaotischen Bereich groBe Schwingungsamplituden und gehen dann an der
Vakuumkammerwand verloren. Um eine Akzeptanzgrenze zu definieren, die
sich aufgrund der chaotischen Bewegung ergibt, braucht man deshalb
ein Verfahren, um chaotische von regularer Bewegung unterscheiden zu

konnen. Dazu wird der charakteristische Lyapunov-Exponent bestimmt.

Da fiir die Untersuchungen Rechnungen lber lange Zeiten ausgefiihrt
werden, sind die Rundungsfehler, die bei der grofen Zahl von

Rechnungsoperationen (< 1011) auftreten, studiert worden.

Als Anwendungsbeispiel sind Rechnungen fiir HERA gemacht worden. Neben
der Bestimmung der Akzeptanz ist auch die Arnold-Diffusion untersucht

worden.

Ein anderen Anwendungsbeispiel ist die Bestimmung der Akzeptanzgrenze
fur DESY III. Das Simulationsprogramm beriicksichtigt dabei die
adiabatische Energieerhdhung von einem Bereich mit kleinen Geschwin-
digkeiten (v << ¢) bis zum ultrarelativistischen Grenzfall (v = c).



Abstract

In this thesis the dynamical acceptance of proton accelerators and
its reduction because of chaotic motion is studied.

The particle tracking code RACETRACK (Wrulich /2/) is used for these
studies. This code has been extended to treat the sixdimensional

motion including synchrotron oscillaticns in a symplectic manner.

Because of nonlinear field errors the motion of particles in an
accelerator can be chaotic. Moving in such a chaotic region for some
time the particles eventually will reach large amplitudes of

oscillation and will finally hit the wall of the vacuum chamber.

To define a border of acceptance caused by chaotic motion it is
therefore necessary to have a mean to distinguish between regular and
chaotic motion. This can be done by evaluating the characteristic

Lyapunov-Exponent.

Since the simulations are taken over a long period of time, the
rounding errors are studied, that occure during the very large amount

of operations (< 1011).

As an example simulations for HERA have been performed. Besides
finding the border of acceptance, the Arnold Diffusion has been
studied.

DESY III has been used as another tracking example. The extended code
can consider adiabatic energie rise from low velocities (v << ¢) up

to the ultrarelativistic case (v = c¢).
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Einleitung

Bei DESY wird die Hadron-Elektron-Ringanlage HERA gebaut, mit der man

die Wechselwirkung von Elektrornen mit Protonen untersuchen kann.

Die 6.3 km iange Anlage =i ausgelegt, um Elektronen auf 30 GeV und
Protonen auf 820 Gev {Iniektionsenergie 14 bzw. 40 GeV) in zwei LUber-
einanderliegenden Ringen zu beschleunigen und in drei der vier geraden
Stiicken zur Kollision zu bringen. Mit diesen Energien der beiden Teil-
chenstrahlen 13t sich eine Schwerpunktsenergie von 314 GeV erzielen.

Die erreichbare Luminositat wird dabei bei 2x10°tem™%s™! Tiegen.

Diese Schwerpunktsenergie und Luminositdt reichen aus, um in ein neues
kinematisches Gebiet jenseits der Massenskala (MW’ MZ = 90 GeV) der
schwachen Wechselwirkung vorzustofen.

HERA ist als Speicherring konzipiert worden, das heiBt, daB die Teil-
chen nach Erreichen der gewiinschten Endenergie (Beschleunigungs-

dauer etwa 10 Minuten) ubev iange Zeit im Beschleuniger gehalten wer-
den sollen. Da die Teilchen in HERA 20 us fiir einen Umlauf brauchen,
bedeuten 10 Stunden Speicherzeit somit = 2xlO9 Umtaufe (die Teilchen
legen dabei eine Strecke vcn ca. 1010 km zuriick). Bei einer derart
grofen Umlaufzahl konnen selbst kleine Fehler der Magnete, die den
Strahl ablenken und fokussieren, zu Instabilitaten der Schwingungen um
die Designbahn fiihren. Bei Elektronen werden jedoch diese Schwingungen
gedampft, da durch Synchrotronstrahlung abgegebene Energie dem System
standig wieder zugefiihrt wird. Bei Protonen hingegen ist diese
Abstrahlung der Energie auf Grund der etwa 20600-fach groBeren Masse
und bei Berlicksichtigung der entsprechenden maximalen Energien um den
Faktor 107 schwacher. Da den Protonen im Speicherbetrieb also kaum
Energie zugefiihrt wird und damit die Dampfung entfallt, kann die Bewe-
gung der Protonen als ein ungedampftes konservatives System aufgefaBt

werden.



Findet man mit den linearen fehierfreien Elementen, den Driftstrecken,
Dipolen und Quadrupolen eine optische Losung, so ist die Bewegung in
einer solchen idealen Magnetstruktur stets gebunden. In einer realen
Maschine Tassen sich jedoch Nichtlinearititen nicht vermeiden; zum
einen lassen sich Quadrupole und Dipole nicht fehlerfrei herstellen
und vollig exakt im Ring positionieren, zum anderen miissen Sextupole
in die Maschine eingefiigt werden, um die chromatischen Fehler, d.h.

die energieabhingige Fokussierung der Quadrupole zu kompensieren.

Diese Nichtlinearitdten konnen sowohl starke Resonanzen als auch eine
schwache Instabilitat auf Grund vom determinitischen Chaos anregen.
Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, Methoden zur Bestimmung der
Akzeptanzeinschrankung fir Protonenbeschleunigern auf Grund dieser

chaotischen Bewegung zu entwickeln.

Bei Beriicksichtigung aller Nichtlinearititen der magnetischen Elemente

wird der Rechenzeitbedarf schnell sehr groB, so daB bisher nur Kurz-

2, 103 Umlaufe) gemacht werden konnten. Fiir die

Berechnung eines Umlaufes in der HERA-Struktur werden ca. 2x105 Re-

chenoperationen bendtigt, bei 106 Umlaufen sind dies bereits 10ll Re-

zeitsimulationen (10

chenoperationen. Bei DESY standen bis zu sechs Spezialrechner

(D. Notz /1/) zur Verfiigung mit Jeweils etwa 1/6 der Rechengeschwin-
digkeit der bei DESY benutzten [BM-GroBrechenanlage. Mit diesen Rech-
nern dauert die Berechnung eines Umlaufs eines Teilchens etwa 0,5
sec., so daB fur 106 Unildufe ca. 150 h (6,3 Tage) Rechenzeit bendtigt
werden,

Mit dieser Rechengeschwindigkeit (ein gerecnneter Umlauf dauert

25 000-mal langer als die tatsdchliche Umlaufzahl in HERA) 1ist somit
bei maximalem Aufwand gerade ein Promille der Speicherzeit in HERA
berechenbar. Ein wesentliches Zie! dieser Arbeit besteht deshalb dar-
in, eine Methode zu finder, mit cer man mit mdglichst geringer Umlauf-

zahl die Akzeptanzgrenze bis auf werige Prozent genau bestimmen kann.



Folgende Themen mdchte ich in dieser /rbeit behandeln.

Im ersten Kapitel werden die Eigenschaften von integrierbaren Bewegun-
gen diskutiert. Es wird skizziert, wie man mit storungstheoretischen
Methoden fast integrierbare Systeme behandelt. SchlieBlich wird das
Verhalten der Bewegung in der Ndhe von Fixpunkten untersucht. Anhand
eines einfachen Beispiels einer linearen Struktur mit einem Sextupol
werden dann die Ergebnisse der Storungstheorie erster und zweiter Ord-

nung mit den Teilchenbahnberechnungen in der Nahe von isolierten Reso-

nanzen verglichen.

Das zweite Kapitel behandelt die Entstehung von chaotischer Bewegung.
Es existiert ein wichtiges, nach Kalmogorov, Arnold und Moser benann-
tes Theorem, das angibt, unter welchen Bedingungen ein System mit
kleiner Storung noch integrierbar ist. Sind die Bedingungen des
KAM-Theorems erfiillt, so verlauft die Bewegung auf einem mehr-
dimensionalen Torus, im folgenden KAM-Torus genannt. Andernfalls ist
die Bewegung ungebunden oder wird chaotisch. Es wird genauer erldu-
tert, was in diesem Zusammenhang unter beschrankter Instabilitat und
globalem Chaos zu verstehen ist. Als Konsequenz gibt es drei Stabili-
tatsbereiche:

Im ersten Bereich ist die Bewegung im wesentlichen regular und somit
stabil. Dort gibt es aber feine chaotische Schichten, aus denen Teil-
chen in den zweiten Bereich diffundieren kdénnen (Arnold-Diffusion). Im
Bereich mit mittlieren Amplituden Uberlappen mehrere Resconanzen (globa-
les Chaos) und die Bewegung verweilt in diesem chaotischen Bereich fir
eine bestimmte Umlaufzahl bis der dritte Bereich erreicht wird. Dort
ist wegen der grofen Amplituden der EinfluB einer starken Resonanz
dominierend, so daf die Amplituden unbegrenzt und schnell anwachsen.
Mit dem einfachen Modell einer linearen Struktur mit einem Sextupol,
das auch im ersten Kapitel verwendet wird, wird demonstriert, daB die

Bewegung im EinfluBbereich mehrerer Resonanzen chaoctisch wird.

Im dritten Kapitel werden die Simulationstechniken vorgestellt. Zu-
nachst wird das verwendete Teilchenbahnsimulationsprogramm RACETRACK
(A. Wrulich /2/) kurz beschrieben. Dies Programm ist erweitert worden
auf einen sechsdimensionalen symplektischen Formalismus, um die Syn-
chrotronschwingung beriicksichtigen zu kdnnen. AuBerdem kann die Ge-
schwindigkeit der Teilchen beliebig gewdhlt werden und es besteht im

Programm die Moglichkeit, diese Teilchen adiabatisch zu beschleunigen.



_/l-

Im Anhang 1 ist die Herleitung des sechsdimensionalen symplektischen
Formalismus skizziert und im Anhang 2 sind die besonderen Schwierig-
keiten bei der adiabatischen Beschleunigung erortert. Es wird genauer
untersucht, inwieweit Rundungsfehler bei der grofen Anzahl der Rechen-
operation die Ergebnisse verfilschen. Die Rundungsfehler fihren bei
IBM-Rechnern zu einer systematischen Dampfung der Amplituden, die sich
mit einem einfachen Verfahren gut kompensieren 13Bt (siehe auch

Anhang 3). Zur Unterscheidung von regularer und chaotischer Bewegung
wird der charakteristische Lyapunov-Exponent bestimmt, der angibt,

wie der Phasenraumabstand zweier urspriinglich eng benachbarter Tra-
jektorien mit der Umlaufzahl anwdchst. Bei reguldrer Bewegung wachst
dieser Abstand linear, wahrend er im chaotischen Fall exponentiell
anwichst. Es wird gezeigt, dap der Anfangsabstand der beiden Teilchen
einen bestimmten Mindestwert nicht unterschreiten darf, um Verfal-
schungen durch Rundungsfehler zu vermeiden. Dann wird ein Verfahren
angegeben, mit dem sicher und schnell ein linearer Anstieg von einem
exponentiellen Anstieg unterschieden werden kann. Ein solches Verfah-
ren ist niitzlich, um mit moglichst kleinen Umlaufzahlen die
Akzeptanzgrenze bestimmen zu konnen.

Als nichstes werden Methoden angegeben, die es erlauben, detaillierte
Untersuchungen im Phasenraum durchzufiihren. Damit kann in vier und
sechs Dimensionen festgestellt werden, ob eine Bewegung auf einem
unaufgebrochenen KAM-Torus (die Bedingungen des KAM-Theorems sind er-
fiil1t) verlauft oder ob ein Aufbruch eines solchen Torus vorliegt
(weitere Untersuchungen im Phasenraum siehe Anhang 4, 5).

Diese Verfahren zusammengenommen (Kapitel 3.6) erlauben die Bestimmung
der Akzeptanz in einem Beschleuniger. Schlieplich wird erlautert, in-
wieweit sich die Ergebnisse der Langzeitsimulationen mit einem Teil-
chen mit den Kurzzeitsimulationen vergleichen lassen, bei denen

16 Teilchen iber 100 Umlaufe verfolgt werden.

In Kapitel vier werden diese Methoden fir HERA angewandt und unter-
sucht, ob die Ergebnisse von der Dimensionalitdt der Bewegung abhangt.
Fiir zwei unterschiedliche Optiken werden die Akzeptanz nach dem in
Kapitel 3.6 angegebenen Verfahren bestimmt. Die Simulationen werden
mit und ohne Multipolfelder der Dipole, aber stets mit den zur
Chromatikkorrektur notwendige Sextupolen durchgefiihrt. Zusatzlich wer-
den Sollbahnabweichungen und physische Aperturbegrenzungen beriicksich-
tigt.



In Kapitel 5 werden die Simulationen Fiir den Protonenvorbeschleuniger
DESY III vorgestellt. Die dabei verwendeten Multipolkoeffizienten der
Magnete sind gemdB Anhang 6 bestimmt worden. Da die Protonen nur eine
kurze Beschleunigungsphase von 1,7 sec. in DESY III durchlaufen, kann
der gesamte Beschleunigungsvorgang mit der erweiterten Version des
Teilchensimulationsprogramms RACETRACK simuliert werden. Kritische
Arbeitspunkte werden untersucht im Q-Wertebereich, der auf Grund der
Raumladungseffekte iiberstrichen wird, die Abhangigkeit der Akzeptanz
von der Verteilung der Magnete um den Ring herum wird getestet und
Simulationen mit Sollbahnabweichungen und physischen
Aperturbegrenzungen werden durchgefiihrt.
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Kapitel 1: Vergleich der Simuiationen von Teilchenbahnen mit den

Resultaten der nichtlinearen Storungstheorie

1.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel mochte ich anhand eines einfachen Modells einer Be-
schleunigerstruktur mit einem Sextupol als einziger Nichtlinearitdt
die Resultate der Storungstheorie erster und zweiter Ordnung mit Simu-
lationen der Teilchenbahnen in einer solchen Struktur vergleichen.

Im Abschnitt 1.2 und 1.3 werden die Eigenschaften von integrierbarer
und fast integrierbarer Bewegung erlautert und die wichtigsten Ergeb-
nisse der Stérungstheorie angegeben, mit deren Hilfe fast integrier-
bare Systeme niherungsweise beschrieben werden kdnnen. Ich stitze mich
dabei auf das Buch von Lichtenberg/Lieberman /3/ und einen Bericht von
Chirikov /4/; fiir die Behandlung der Stérungstheorie zweiter Ordnung
wird einer Arbeit von Willeke /5/ gefolgt. Diese Ergebnisse der
Storungstheorie werden im Abschnitt 1.4 mit der simulierten Teilchen-
bahnbewegung verglichen. Verwendet wird daflir das Simulationsprogramm
RACETRACK (A. Wrulich /2/). Wie im zweiten Kapitel gezeigt wird, ist
die Bewegung storungstheoretisch allerdings nur dann beschreibbar,
wenn die Bewegung von nur einer einzigen Resonanz dominiert wird. Die
Arbeitspunkte im QX—QZ—Diagramm werden deshalb so gewdhlt, dap die

Bedingung einer isolierten Resonanz annahernd gegeben ist.

1.2 Integrierbare Systeme

Zunichst mdochte ich an einige wichtige Eigenschaften der Trajektorien

erinnern.

1.2.1 Eigenschaften der Trajektorien

Die Bewegung eines N dimensionalen Hamiltonsystems verlauft auf Tra-
jektorien im 2N dimensionalen g-p Phasenraum, wobei g, p Orts- bzw.
Impulsvektoren eines Systempunktes sind. Drei wichtige Eigenschaften
gelten im Phasenraum:

1. Trajektorien sind durch die Anfangsbedingungen vollig determiniert,
sie konnen sich deshalb nicht zum gleichen Zeitpunkt kreuzen. Tref-
fen sich zwei Trajektorien zur gleichen Zeit, so ist ihre Bewegung

im weiteren identisch.



2. UmfaBt eine "Flache" Cl bei tl eirien Satz von Anfangsbedingungen,

so wird zur Zeit t2 die transformierte Flache C2 den gleichen Satz

von Anfangsbedingungen einschliefen.

3. Wir betrachten die Dichte D im Phasenraum:

dN Anzahl von Systempunkten pro
D(Cf P t):—dN
d Volumenelement dV

(1.1)

Nach dem Liouvilleschen Theorem gilt eine Kontinuitdtsgleichung
d D _ ( ID _
—dt Z G, 7/ )'f' (1.2)

Dies bedeutet, daB der FTuB im Phasenraum inkompressibel ist.

1.2.2 Integrabilitatshedingung

Ein System mit N Freiheitsgraden ist integrierbar, wenn die Hamilton-
Jakobi-Gleichung separiert werden kann in N unabhangige Gleichungen.
Fiir die Separationskonstanten (Invarianten der Bewegung) gilt paar-

weise:

N
,2(32‘3?,( 3 ot sp,) [qél J O (1.3

Dabei wird die Poissonklammer mit[ ]bezeichnet.

Damit ist gewahrleistet, daB man einen kompletten Satz an Invarianten

hat, z.B. sind die Wirkungsvariablen Ji ein solcher Satz.

1.2.3 Winkel-Wirkungsvariablen

Die Wirkungsvariablen sind definiert als:

:_?§B dq,,= konstant (1.4)

wobei sich die Integration uber eine Schwingungsperiode erstreckt. Ein

integrierbares Hamiltonsches System 138t sich auf



Winkel-Wirkungsvariabie {J, 8 ) transformieren, so daB die neue
Hamilton-Funktion k nur ven der Wirkung J und nicht von der Winkel-

variablen # aphangt:
H (4, p ) ——H(F)
éi =—3—j—;—= W = Ksnstant

..
> 0,503,173 (Winkelvariable) (1.5)

Als Beispiel mocnte 1cn hurz den eindimensionalen harmonischen Oszil-

Tator behandein.

1 A2 i 2 r~
= At “ oz L
H(q,p)=—5 #=p't 74§ = fo (1.6)
Damit errechnet man sicn die Wirkung:
Drmax P
.2 /5 _ Nz - rn
J—T (Jrn Eo A 7} CZ,;/‘CO V—Z— (1.7)
)

und damit die neue Hamilton-Funktion:

f:i=w(]=7/gd7=‘> w=/§; (1.8a)

Die alten Variablen sina gegeben durch:

24 o+ 13
[]: l—n_(,—)- sth (\.UL [ﬁl)

p :7(§Z?;Izs7cos (Qat +/3)

Die Wirkung J hat noch eine weitere wichtige Bedeutung, es handeit

(1.8b)

sich namlich um eine adiabatische Invariante der Bewegung. Wenn also
die GropenE, m und k (z.B. in (1.7) adiabatisch geandert werden, die
Anderungen miissen dabei langsam im Vergleich zur Schwingungsperiode
sein, bleibt J konstant. cbwohl die GroBenE,, m, k nach sehr langen
Zeiten groBe Anderungen erfahren haben konnen. (Siehe Diskussion lber

adiabatische Bescnhleunigung in Anhang 2).



1.2.4 Poincare-Abbildung

Um den Aufwand bei den Untersuchungen von Teilchenbewegungen in einem
Kreisbeschleunigar mogiichst gering zu halten, beschrankt man sich
darauf, die Koordinaten und Impulse der Trajektorie an einem festen
Ort zu studieren. Als Beispiel betrachte ich eine Bewegung mit zwei
Freiheitsgraden: der Gewegung um den Beschleuniger herum (ps,s) und

einer horizontalen transversalen Bewegung (px = x', x) {siehe Figur
1.1): Aufgrund der Energieerhaltung findet diese Bewegung in einem

dreidimensionalen Raum statt.

/_/ (PXIXIFSIj):E (1.9)

(p.0,0)

Zentrum der Krummung

(-R,00)
Maschinenzentrum

Fig. 1.1: Koordinatensystem des Beschleunigers

Die x-Koordinate liegt in der Beschleunigerebene, die z-Koordinate ist
senkrecht zu dieser Ebene. Beide Koordinaten sind von der Sollbahn-
position gerechnet, langs deren die Koordinate s verlauft. Der Kriim-
mungsradius wird mit » bezeichnet (dessen Wert negativ ist) und der
mittiere Maschinenradius ist R.
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Allgemein &Pt sicn zeigen (LichtenbergsiLieberman /3/), daB ein auto-
nomes (zeitunapnangiges) System mit N Freiheitsgraden ( in unserem Fail
N=2) sich auf ein zeitaphangiges System mit N-1 Freiheitsgraden (hier
2-1=1) reduzieren 1aBt. Daflir wird der Impuls P als neue Hamilton-
funktion una die Kcordinate s als neue "Zeit"-Koordinate gewahlt, so

cap P oK explizite Funktion der "Zeit"-Koordinate s sind.

Die Entwicklung aer Bewegung wird nun bei konstanter "Zeit" s im
2(N-1) Unterraum petrachtet: Figur 1.2 zeigt einen solchen 2-(N-1)

dimensionaien Unterraum (Poincaré-Flache) Ex fur unser Beispiel mit 2

Freineitsgraaen.

Figur 1.2: Poincaré-Abbildung fiir die Bewegung in einem Beschleuniger

Dabei wurde vorausgesetzt, dap die Bewegung jeweils integrierbar ist,
man also eine weitere Invariante findet, so daB die Bewegung im vier-
dimensionalen Phasenraum auf konzentrischen Tori verlauft, um die Ach-
se x=x'=0. In der zweidimensionalen Poincaré-Flache Ex verldauft die
Bewegung somit auf konzentrische Ellipsen um den Punkt x=x'=0. Aufein-
ander folgende Schnittpunkte der Bewegung mit einer solchen 2(N-1)
Poincaré-Flache (hier zweidimensional) werden durch sympiektische Ab-
bildungen (gleichbedeutend mit kanonischen Transformationen, siehe
Goldstein /6/) ineinander iiberfiihrt. Statt eines kontinuierlichen
Hamilton-Systems mit N Freiheitsgraden wird also die symplektische

Abbildung in 2(N-1) dimensionalen Unterraum untersucht.
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Wird zusatzlich die vertikale Bewequng (z,z') betrachtet, wodurch das
System drei Freiheitsgrade erhalt, so wird neben der Poincaré-Flache
EX die entsprechende Fldache EZ bei gleichem s untersucht. Wenn eine
Kopplung zwischen beiden Schwingungsebenen besteht, werden in den

Poincaré-Flachen Ex, 22 nicht Kurven, sondern Flachen liberstrichen
(siehe z.B. Abschnitt 1.4).

Figur 1.3 zeigt noch einmal die Poincaré-Flache EX, in den Winkel-

Wirkungsvariablen (Jl,Ol). Sukzessive Eintrage (xl,xz,x3...) liegen

auf einem Kreis mit dem Radius Jl.

zwei Anfangsbedingungen
(A,O) mlt m=6

Q
"
Sl

ist a rational:

Q
i
sk

1
m

Wy
—>m-6;-_
wobei 1, m ganze
Zahlen ohne gemein-

same Faktoren sein

sollen.

a irrational

Figur 1.3: Eintrdge in der Poincaré-Flache mit rationalem bzw.

irrationalem Frequenzverhdltnis
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Bei der Belegung der Kreise unterscheidet man zwei Falle. Ist das Ver-
haltnis der beiden Frequenzen a = %% irrational, so werden die Kreise

dicht belegt. Ist dieses Verhaltnis rational bei einem gewissen Jl’ o)
gibt es filir jede Anfangsbedingung m Eintrédge. Bei fast integrierbaren

Systemen hat das Verhdltnis a eine entscheidende Bedeutung fur die

Integrabilitat des Systems (siehe Kapitel 2).

1.3 Fast integrierbare Systeme

Nach der Behandlung der integrierbaren Systeme mochte ich jetzt zu den
fast integrierbaren Systemen libergehen.

Fast integrierbar bedeutet, dap die Hamilton-Funktion aus einem inte-
grierbaren Anteil HO(J) und einem Storantei] zHl(J,¢) besteht, wobei

die Storung als klein angenommen wird (e << 1).

A (J/(p):Ho (7)+ € H, (;7 (}b) (1.10)

Die Bedingungen, unter denen das fast integrierbare System (1.10) sich
als integrierbar erweist und sich somit eine Transformation auf neue
Winkelwirkungsvariablen finden 14Bt: H(J, o )->H(J,®) = H(J) werden im
KAM-Theorem angegeben (Kapitel 2). Diese Integrierbarkeit ist die

Grundvoraussetzung dafiir, die Stdorungstheorie anwenden zu kdnnen.

1.3.1 Storungstheorie

Die Storungstheorie ist zum ersten Mal von Delaunay im 19. Jahrhundert
fiir die Himmelsmechanik eingefiihrt und spater von Poincaré (1892) wei-
ter entwickelt worden. In jingerer Zeit (1960-66) haben Untersuchungen
von Kolmogorov, Arnold und Moser zum KAM-Theorem gefiihrt (siehe Kapi-
tel 2). Der Kontakt Mosers zu CERN fihrte zur Einfiihrung der Storungs-
theorie in die Beschleunigerphysik durch Hagedorn /7/ und Schoch /8/.

Ein durch die Hamilton-Funktion (1.10) beschriebenes System soll nahe-
rungsweise mit Hilfe der Storungsrechnung behandelt werden. Dazu wird
eine kanonische Transformation auf eine neue Hamilton-Funktion K durch-
gefiihrt, die nur noch konstante und resonante Terme enthdlt, wodurch
die Beschreibung der Bewegung erheblich vereinfacht wird. Daraus
folgt, daB diese Methode am besten funktioniert in der Nahe isolierter

Resonanzen. Problematisch wird es jedoch, wenn zwei oder mehrere
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Resonanzen einen ungefahr gleich grofer Einfiuf auf die Bewegung haben
(siehe Kapitel 2). Bei der Storungsrechnung werden die Terme nach Po-

tenzen des kleinen Parameters & geordnet. Der hdochste vorkommende Ex-

ponent n kennzeichnet die Ordnung der Stdrungsrechnung. In diesem Ab-

schnitt mochte ich die wesentlichen Schritte dieser Entwicklung skiz-

zieren, soweit sie fiir diese Arbeit notig sind. Fiir eine detaillierte

Beschreibung siehe Schoch /8/, Willeke /5/.

Bei der stdrungstheoretischen Untersuchung treten drei Typen von Ter-
men auf:
- konstante Terme, die unabhangig vom Phasenwinkel ¢ sind.

Diese fiihren zu den amplitudenabhangigen Frequenzverschiebungen.

- Jangsam veranderliche Terme:

Diese Terme werden, wenn sie einzeln auftreten, in sakularer Sto-
rungstheorie behandelt.

- Schnell variierende Terme:

Der einfachste Ansatz besteht darin, diese Terme zu vernachlassi-
gen, da sie schnell variieren und sich im zeitlichen Mittel weg-
heben (z.B. Guignard /9/ bei der Herleitung der Resonanzbreiten).
In einer weitergenenden Behandlung (siehe Schoch /8/) werden diese
Terme durch eine Koordinatentransformation beriicksichtigt. Die 1.
Ordnung entspricht dabei der Vernachldassigung dieser Terme. Die
Stérungstheorie 2. Ordnung flihrt dann zu Resonanztermen haoherer
Ordnung. Dieses Mittelungsverfahren ist allerdings problematisch,
da dadurch stets die Integrierbarkeit eines Systems erzwungen wird.
In Kapitel 2 wird jedoch gezeigt, daB gerade die durch die Mitte-
lung vernachlassigte Terme die Bewegung in der Nahe der Separatrix

chaotisch machen.

Anfangspunkt der Untersuchung der Bewegung in einem Beschleuniger ist
die lineare Optik ohne jede Nichtlinearitaten. Die Hamilton-Funktion
dafiir lautet:

H =

12 i 12 2 _
=3 x Pt 525 K (s x° - K

2
(5) Z (1.11)

PN

¥4

Kx’ KZ - Quadrupolstarken



_14_

Die Losungen der Hamiltonschen Gleichung sind die pseudoharmonischen

Betatronschwingungen:

X=[2 Ex 3, cos (¢x (5)"“95%) )
2 /2,3, cos ($2 9+ ¢, )

Ex, Eg ‘¢&d ¢§o sind Konstanten der Bewegung

(1.12)

/31' /i sind die Betafunktionen

Gestort wird dieses System durch die Nichtlinearitaten, die unvermeid-
Tich in einer realen Maschine auftreten oder sogar eingebaut werden
missen. Diese sind zum einen fiir die Chromatikkorrektur notwendige
Sextupole, zum anderen Multipolkoeffizienten der Dipole, welche aus
konstruktiven Griinden, sowie durch Fertigungs- und Aufstellungs-
toleranzen entstehen.

Der Storanteil der Hamilton-Funktion kann geschrieben werden als

~ h_m
EH =2 a, () x"2 (1.13)

Damit diese Storung gering ist (vergleiche 1.10) miissen die Koeffizi-
enten anm(s) klein sein. Diese Koeffizienten hangen mit den bekannten

Multipolkoeffizienten (an’bn) der Magnete wie folgt zusammen:

m = gerade, "regularer" Multipol

;A
a (5)= - (-4) m AN . —(n+m-4)
i ( nl bn,un-,, >
o - Referenzradius
m = ungerade, "gedrehter" Multipol der Multipol-
entwicklung
(n-4) (nym-1)! “(n4m-4)
Cam (5) = (-4) 2 nlm: sm-1" T (1.14)

Durch eine kanonische Transformation wird sHl auf die Winkel-Wirkungs-
variablen des ungestdrten Problems transformiert, statt der unabhangi-
gen Variablen s wird nun © verwendet. AuBerdem wird die Kosinusfunk-

tion in Exponentialform dargestellt.
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iy - R 5 () (e) 0y o0 (B (G2)%

nmya \" 37

. fxg 524-(’ /ZB(¢"(G)*?x)*ﬂ(fz(e)""}’i)]

(1.15)

Der Skalierungsfaktor R (mittlerer Maschinenradius) stammt vom Wechsel
der unabhdngigen Variablen.

v, U sind ganze Zahlen mit v

]
I+

n, (n=2),...

I+

m, + (m=2),... (1.16)

=
1]
I+

Der Phasenvorschub wird nun in einen mittleren und einen fluktuieren-
den Anteil aufgeteilt:

‘#’x (0): 47)( (6)+06Q,
¢, (6)= ?fz(e) rGQ, (1.17)

Damit 1aBt sich die Hamilton-Funktion in einem ringperiodischen Anteil

(Periode 2m) und einen unperiodischen Anteil faktorisieren.

EHZT b, ERET b bt DOru @) Of

4 n Mok nm% x 2

n

hromsp (6= R (L'TL) (ﬁjﬁ} %m(‘%}f(ﬁ‘)%e@ b@mfrod | g

2

Gesucht wird jetzt die kanonische Transformation zu einer neuen
Hamilton-Funktion K, die nur langsam variierende und konstante Terme
enthalt:

K= L 22 i[oPtuy, +(0q, + Q,)6] (1.19)
B Ao I i € e
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Dafiir setzen wir eine erzeugende Funktion in folgender Form an

$Terdy b 8=, & e byt N Jerds ¢x.¢z.9) (1.20)

Die Transformation zwischen der alten und neuen Hamilton-Funktion ist
gegeben durch:

- 3.5
K=EH 53 (1.21)
und flir die Variablen gilt:

AT« ! x> (1.22)

Fir 0 (),,),,9.,9, ,6) wird folgender Ansatz gewdhlt:

g (JX "71“/ ¢X /4)2, G) - % dnmw (O)JXTJ;}T e’.ﬁ)cﬁxf/“‘#zf'("ax +/4~03)(-)]

(1.23)

Da die Bewegung im wesentlichen durch die linearen Krifte bestimmt
wird (anm klein) dirfen sich auch die Variablen-Paare (J,¢¥) und (e,9)

nur geringfiigig unterscheiden. Die GroBe o muB deshalb klein sein.

Die Koeffizienten knmvu und onmvu sollen nun naherungsweise bestimmt
werden. Dazu werden die Gleichung (1.18), (1.19) und die Ableitung von

S (Gleichung (1.20)) nach O in Gleichung (1.21) eingesetzt und £x§.62-7:
und die Exponentialfunktion e_"ﬁ"f’x Tyt (P&, +u Q;)g] (der Zusammen-
hang mit ngf-Jeg siehe Gleichung (1.22)) in einer Taylorreihe ent-

wickelt. Durch Koeffizientenvergleich kann dann Oanau,a1s eine Funk-

N

tion der alten und neuen Koeffizientenfhnnqau und «éﬂnqeﬁL angegeben
werden. Zudem wird noch die Kreisperiodizitit des Beschleunigers ge-
nutzt, um die Funktionenﬁnm)}u ) &,,,m}u , dnmv/kdurch jhre Fourier-
komponenten auszudriicken.
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2
9 4 -iqe 1.24
’A’nmv}i =Z_Trjde’;”nm”/“ (6) ¢ | X
0
5 . A = Bimse
nmyu (VQy + 183 +9)

1w et ! ot .
> i (Lot Slmivis = Ay Sl

l'(UQx'f'/,“Ql"l?} _J

(1.24b)

Beim Koeffizientenvergleich ergeben sich folgende Bedingungen fiir die
einfach und doppelt gestrichenen Indizes; (I, II) beziehen sich dabei
jeweils auf die Summe. die durch die Taylorentwicklung von (gx’¢k)
bzw. (& ,¢2) entsteht:

z
I  Summe (sx,¢x) IT Summe (az,¢z)
n=n"+n"-2 n=n"+n"
m=m"+ m" m=m"+m" -2
V=Vl +V" V:VI +V“
u = ul + “II u = ul + HIl

Fir das in Abschnitt 1.4.2 behandelte Beispiel der horizontalen Bewe-
gung mit einem Sextupol ergeben sich dadurch folgende Resonanzen durch

die Storungstheorie 2. Ordnung:



Effekt der Storungstheorie entwickelt bis zur zweiten
=o'+ vl
Ordnung
0 Nichtlineare Frequenzverschiebung zweiter Ordnung
2 Resonanz zweiter Ordnung
4 Resonanz vierter Ordnung
6 Resonanz sechster Ordnung

Zum Vergleich flihrt ein Sextupol in erster Ordnung der Storungstheorie
zu Resonanzen erster und dritter Ordnung, wadhrend ein Oktupol (n=4) in
erster Ordnung eine Freguenzverschiebung und eine Resonanz zweiter und

vierter Ordnung bewirken kann.

Interessant ist die Tatsache, daB bei der Storungstheorie zweiter Ord-
nung ein Sextupol neben den Resonanzen (n=4), die auch bei einem
Oktupol in der ersten Ordnung der Storungstheorie auftreten, die Reso-
nanz sechster Ordnung (v=6) anregt.

9 7
Mit Gleichung (1.24) kann nun iterativ sznrgu und ”6nnwwu als
Funktion von Mé:ﬂqgﬂ(bestimmt werden. Durch die Transformation enthdlt
die neue Hamilton-Funktion K nur resonante (VQX+uQZ+u=O) oder konstan-
te Terme (v=u=g=0).
Als Startwert fir o wird gewahlt:

7(0)  _
dnmv/ =0 (1.25)
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In erster Ordnung ergibt sich:

i {1.)
D b D
Somva = TGt a Tav el R T Armonpy(1.26)

Der Index r kennzeichnet resonante und konstante Terme.

I o
Der ndchste Interationsschritt 1iefertcﬁq( : und,kq ) der Sto-

nmvm nmyp
rungstheorie in zweiter Ordnung (fiir eine detaillierte Ableitung siehe

z.B. Willeke /5/).

1.3.2 Resonanzbreitenberechnung

Wenn die Betatronzahlen Qx’ QZ rationale Werte annehmen, konnen Mul-
tipole passender Ordnung zu einer Bewegung mit einem resonanzartigen
Anwachsen der Amplitude filhren. Ein Sextupol fiihrt in der Storungs-
theorie erster Ordnung wegen n=3 und somit v=1,3 zu einer Resonanz-
anregung, wenn die Q-Werte ganz- oder drittelzahlig sind. Das unbe-
grenzte Anwachsen der Amplitude tritt aber nicht nur auf, wenn die
Q-Werte exakt den rationalen Werten entsprechen, sondern auch wenn sie
sich in hinreichender N3dhe befinden. Der Bereich des Q-Wertes, in dem
eine Resonanzanregung auftritt, wird Resonanzbreite genannt. Es sollen
nun die wesentlichen Schritte der Guignardschen Herleitung dieser Re-
sonanzbreiten ir der Storungstheorie erster Ordnung angegeben werden.

Der Abstand e zur Resonanz wird wie folgt definiert:
€=v QX i/“ Qz +? q ganze Zahl (1.27)

Je nach Vorzeichen handelt es sich um Summenresonanzen (+ in 1.27)
oder Differenzenresonanzen (- in 1.27). Die Resonanzbreite gibt bei
Summenresonanzen an, wie grof der Bereich im Q-Wert-Diagramm ist, in-
nerhalb dessen die Amplituden unbeschrankt anwachsen. Die Bedeutung
der Resonanzbreiten im Falle von Differenzresonanzen wird in Abschnitt
1.4.1.2 gegeben. Behandelt werden allerdings nur isolierte Resonanzen,
von den unendlichen vielen Fourierkoeffizienten in (1.24b) wird also
stets nur eine beriicksichtigt. Dies hat natiirlich zur Folge, daB im
Bereich, in dem mehrere Resonanzen wirksam sind, die hier berechnete

Resonanzbreite keine zuverldssigen Aussagen liefert.
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Ausgangspunkt ist Gleichung (1.18). Zundchst wirdAﬁ’7”7eudurch seine

Fourierkomponenten ausgedriickt:

2 m . .
E H,, =% ,/an‘%7 6; 522’ C/@¢X+/a¢2] C/ZBQX"'/LQZ-\‘-QQ (1.28)

Ich mochte mich auf die in Abschnitt 1.4.1 untersuchten Summen- und
Differenzenresonanzen beschranken. Sextupole filhren in Storungstheorie
1. Ordnung nicht zu frequenzverschiebenden Termen. AuBerdem werden nur
Resonanzen betrachtet, bei denen die Resonanzordnung N = n + m der
Multipolordnung entspricht, dies schrankt die Werte von v und p ein:
v=+n, p=+m. (Flr eine detailliertere Untersuchung siehe

Guignard /9/.)

Beil resonanten oder langsam variierenden Termen gilt fiir den Abstand
zur Resonanz (1.27): e = VQX + uQZ + g = 0. Damit reduziert sich die

Hamilton-Funktion auf die Form:

EH, = Ml eFef @E”‘*‘““*’Z*‘#K”@+e“5’4’x*/*4’z+4>K+c@

(1.29)

mit x = h $, = V$;+uaé komplexe Phase von k (siehe 1.18)

nmvuq;

Mittels der erzeugenden Funktion F:
F(éx.¢x,g;, 2%&(4&*#’7/7 e@)+ Ex(%w‘;ﬁ—ﬁz cG) (1.30)

wird zu den neuen Winkelkoordinaten ilbergegangen:

- hY% =
Y""‘#’x*m e O j %:4)2“—54“:—% e@@ P € TE £Z=£z(1.3l)

Damit wird die Hamilton-Funktion unabhangig von © und somit konstant.

Der Realteil der Hamiiton-Funktion hat dann die Form:

_ h)]
C =6H1 +§_g_:$¥;/? E£X+ﬁz ccc_zf,ZIhfIE: 6?’ cos (v‘f’x“f'//."rz*(#,()"

(1.32)
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Mittels der Bewegungsgieichungen:

ol Ly
J&-—je :ZV‘HI&)(J' E? ‘Sln\F ; Y:p\rx +/A\’UR+¢K

(-4 W
g%n = v\9+/w €+ VIR]E, &, cos Y

_P__I
Z

W
i_%s_: Z/thflf;X & sinY

1]

| L
#z e+ i/utlfilé,?lé{; l)cosY (1.33)

dé

1dBt sich eine Konstante der Bewegung finden:

M dr =V g (1.39)

Durch Integration erhdlt man:
C,=ubx= v (1.35)

Bei Summenresonanzen haben u und v gleiches Vorzeichen, dies bedeutet
bei Erfillung der Resonanzbedingung ein gleichzeitiges Anwachsen bei-
der Amplituden. Bei Differenzenresonanzen haben p und v unterschiedli-
ches Vorzeichen, so daf3 immer eine Amplitude auf Kosten der anderen

Amplitude wachsen wird und somit ein unbegrenztes Wachstum der Ampli-

tuden nicht moglich ist.

Mittels (1.35) 1aBt sich entweder €, oder £, aus der Hamilton-Funktion

(1.32) eliminieren.

b
PECE C; se &, +2v HIET (HE, - %)%ucos (o Bt pu'ty ?K)

. N
MG Gl 1 2ulklE 6,1 5)% € cosls Bubt ) e
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Die Auswertung von (1.36) liefert (siehe Guignard /9/) die Resonanz-

breiten fiir Summen- und Differenzenresonanzen:

Summenresonanz Ae 2“'{15 #ZZ[ &, tu 6]

-2 2
Differenzenresonanz A e =2 ”{)E.Xz’ E;HI_IPI f;ﬂ/ﬂfJ
(1.37)

1.3.3 Stabilitatsuntersuchungen von Fixpunkten

Als nachstes mdochte ich die Bewegung in der Nahe von Fixpunkten unter-
suchen. Die Fixpunkte der Hamilton-Funktion (1.37) lassen sich wie

folgt bestimmen:

s
p=dYy -3¢
d 8 3¢5%
dE¥ e CF
Osq6 *~3Y,
y bedeutet x oder z (1.38)

Fir die in Abschnitt 1.4.1 untersuchten F3lle machte ich die Werte fiir

€ , £_ nach (1.38) bestimmen:
x’ "z

- Summenresonanz Q +ZQ -p=e
,M,F@#lﬁlé (1.39)

+ Differenzenresonanz Qx ZQZ p=e

Bei der horizontalen Bewegung nimmt die Hamilton-Funktion G in (1.32)

die Form an:

M

]
s £ &, +21KI €7 cosY

)
o-dY g a2 et s

Fixpunkt- d 0 ot fi)
bedingung 0 =‘j‘(£;—’:2“{l£;’ ,sm\‘l/=>\l}=0,?/ (1.40)
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In einem solchen Fall erhdlt man “3mit folgenden Wert fiir £

TfZZ: =t T horizonale Resonanz 3Q,-p=e (1.41)

Stabilitatsuntersuchungen lassen sich einfach in zwei Dimensionen
durchfiihren: (siehe Lichtenberg/Lieberman /3/). Wir betrachten dazu
statt der Hamlitonfunktion die symplektische Transformation T, welche
die Koordinaten (x,x')=y in der Poincaréflache (siehe Abschnitt 1.2.4)
abbildet. Ist die Resonanzbedingung (1.40) erfiillt, so wird ein sol-
cher Fixpunkt Y, nach v Abbildungen in sich selbst uberfuhrt.

5
jO=T;jo (1.42)

Die Bewegung in der Ndhe eines solchen Fixpunktes (y=yo+x;x<<yo) wird

linearisiert:
x = /A x (1.43)
wobei /A wie T eine symplektische Matrix ist.

Am Eigenwertspektrum 1&B8t sich das Stabilitatsverhalten eines solchen

Fixpunktes ablesen.

[st N\ ein Eigenwert einer symplektischen Matrix /M so sind auch

(A%, % , %; ) Eigenwerte dieser Matrix. Figur 1.4 zeigt die mdglichen
Paare von Eigenwerten. Stabilitat liegt dann vor, wenn die Eigenwerte
auf dem Einheitskreis in Figur 1.4 liegen.

ImA

4 Tupel

PAal=1

imA=0
O——# Re A

A

Figur 1.4: Paare von Eigenwerten einer symplektischen Abbildung
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In zwei Dimensionen lassen sich nun drei Falle unterscheiden:

1. komplex konjugiert auf den Einheitskreis

Ay ° € (1.44)

mit SP/A=Z (s © und |5p/A!<2 (1.45)

2. beide reell und reziprok
PUEI N PUN LR (1.46)

und

[spal= 12 coshal> < (1.47)

Es gibt somit eine anwachsende und eine schrumpfende Ldsung. In

diesem Fall gibt es noch eine zweite Unterscheidungsmoglichkeit:

normaler hyperbolischer Fixpunkt: Sp/A > 2 (Al>1)

reflektierender hyperbolischer

Fixpunkt: Sp A <2 (A1<-1) {1.48)

3. Gleiche Losung N oT AT 1

Figur 1.5 zeigt die Bewegung fir die verschiedenen Falle.



2
1
3
1 2
3
4
4
elliptischer Fixpunkt hyperbolischer Fixpunkt
Fall1: stabile Bewegung Fall 2a: normal hyperbolisch

><
IA
1

Fall 2b: reflektierend hyperbolisch

Figur 1.5: Bewegung in der Nahe von Fixpunkten

Im ersten Fall ist die Bewegung stabil und auf Ellipsen um den ellip-
tischen Fixpunkt; im zweiten Fall ist die Bewegung in der Regel insta-
bil (auBer bei Resonanzstabilisierung!) und auf Hyperbeln in der Nadhe
der instabilen Fixpunkte. Interessant ist die Bewegung in der Nahe
eines reflektierenden hyperbolischen Fixpunktes. Die Koordinaten sind
abwechselnd auf gegeniiberliegenden Hyperbeln (Figur 1.5). Im Fall 3
handelt es sich gerade um den Ubergang von stabiler zu instabiler Be-
wegung. Die Untersuchung dieses dritten Bereiches fiihrt zu den inter-
essanten Phianomenen der Bifurkation, die von MacKay /10/ ausfiihrlich

behandelt worden sind.
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Ein solches Beispiel ist in Kapitel 2 zu finden. Die Stabjlitats-
untersuchung in vier Dimensionen ist von MacKay /10/ durchgefiihrt wor-
den. Hier mochte ich auf einen anderen Punkt hinweisen, daB namlich in
vier Dimensionen neben Fixpunkten haufig Fixlinien vorkommen (siehe

Kapitel 3.5 und Anhang 5). Dazu betrachten wir die Resonanzbedingung:
v *uQy-p =0 (1.49)
Nur wenn zusdtzlich die Bedingung:

v Qx =Py ng - gemeinsamer Teiler von v und p

u QZ =P, (1.50)

erftillt ist, gibt es %éﬁ Fixpunkte. In den meisten Fdllen aber ist die
Bedingung (1.50) nicht erfillt, dies fiihrt dann zu den erwahnten Fix-
linien.

1.3.4 Poincaré-Birkhoff-Theorem

Dieses Theorem gilt in zwei Dimensionen fiir fast integrierbare Systeme
vom Typ (1.10). Es sagt aus, daB fiir vorgegebene Amplitude von den un-
endlich vielen Fixpunkten der Periode m lediglich 2km (k=1,2,...) Fix-
punkte librig bleiben (s. Fig. 1.3). In der Regel ist k=1. Diese 2km
"Poincaré-Fixpunkte" sind abwechselind elliptischer und hyperbolischer
Natur (siehe oben). Beispiele fiir diese sich abwechselnden Fixpunkte
sind in Abschnitt 1.4 und in Anhang 4 zu finden.

In vier Dimensionen (siehe Kapitel 3.5) findet man ein @hnliches Pha-
nomen: Dort sind es Fixlinien, die abwechselnd elliptisch und hyperbo-
1isch sind. Es ist deshalb anzunehmen, daB sich dieses Theorem auf

hoherdimensionale Systeme verallgemeinern 13Bt.
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1.4 Vergleich der Resuitate der Storungstheorie erster und zweiter

Ordnung mit Simulationen am Beispiel einer linearen Struktur mit

Sextupolfeldern

In diesem Abschnitt mochte ich zeigen, daB die Storungstheorie in er-
ster und zweiter Ordnung die Bewegung in der Nahe isolierter Resonan-
zen sehr gut beschreiben kann. In Abschnitt 1.4.1 wird die transversa-
le Bewegung in horizontaler und vertikaler Richtung mit der Storungs-
theorie erster Ordnung verglichen. Als Tineare Struktur wurden 10
FODO-Zellen (der HERA FODO-Struktur dhnlich) gewahlt, bestehend aus
zwei 20 m langen Dipolen und sich jeweils abwechselnden fokussierenden
und defokussierenden Quadrupolen. Ein Sextupol mit typischer Starke,
um die Chromatik hei HERA zu kompensieren, wurde als einzige Nicht-
linearitdt verwendet: m, = 7.5-10—2[;%J (vergleiche (1.14)). Dieser
Sextupol wurde in die Mitte eines der Dipole gesetzt und die Simulati-
onen wurden an dieser Stelle gestartet. Durch die Wahl der Posi-

tion des Sextupols sind die beiden Betafunktionswerte Bx und BZ unge-
fahr gleich groB und die relativ groBe Lange der linearen Struktur
fiihrt zu einer geringen Abhangigkeit dieser Betafunktionswerte von der
Wahl der QX—QZ—Werte.

An dieser Stelle maéchte ich darauf hinweisen, daf es im Abschnitt 1.4
lediglich um den generellen Vergleich von Simulation mit der Storungs-
theorie geht und deshalb Details der verwendeten Magnetstruktur irre-
levant sind. Die errechneten Amplituden skalieren mit der Starke der
Nichtlinearitat.

Es wurde deshalb nicht der Versuch gemacht, die gleiche Magnetstruktur
fiir den Vergleich der Simulationen der rein horizontalen transversalen
Bewegung mit Storungstheorie zweiter Ordnung in Abschnitt 1.4.2 zu
verwenden. Denn flir diesen Vergleich wurde das Programm CANOL von
Willeke /5 / benutzt, das speziell flr einen solchen Vergleich kon-
zipiert werden ist und mit dem man am einfachsten mit folgenden Werten

der Parameter arbeijten kann:

ﬂx=400 ,- m, = 4 €5 x /fo_j[#] (1.51)



_28..

1.4.1 StOrungstheorie erster Ordnung

Durch die Wahl des Startpunktes der Simulation an der Stelle des

Sextupoles vereinfachen sich die storungstheoretischen Gleichungen

\y* - (#x
Ya2 0
! (1.52)

Durch den EinfiuB des Sextupoles werden horizontale und vertikale Be-
wegungen gekoppelt. Dies bedeutet, dap statt einfacher Kurven in der
horizontalen und vertikalen Projektion des Phasenraumes aufgeweitete
Ringe entstehen. Durch eine Einschrdnkung der Phase ¢, (bzwd,) auf ein
kleines Intervall 13Bt sich die Bewegung in x~ (z-) Richtung strobo-
skopisch betrachten. Die Bewegung verlduft auf einer Linie, wodurch
Einfliisse von Resonanzen. wie zum Beispiel die Anzahl der Fixpunkte,
sichtbar werden. Der Fldcheninhalt, der durch diese Linie eingeschlos-

sen wird, entspricht auBerdem der Invarianten dieser Bewegung (siehe

Brinkmann, Willeke /11, und Kapitel 3.7).
Horizontale Phasenraumprojektion: H’—J VAN (#2 ~ 0104
Vertikale Phasenraumprojektion: ’éx, < A ¢)<;5 q 0/ (1.53)

Die GroBe der Intervalle in (1.53) ist dabei so gewdhlt, daB zum einen
genigend Simulationsdaten (bei 50 000 Unlaufen) in diese Intervalle
fallen, zum anderen die durch diese Intervalle bedingten Aufweitung

der Eintrdge der Simulationsdaten gering bieibt.

Wie oben erwahnt, mup die Bewegung im EinfluBbereich einer isolierten
Resonanz verlaufen. damit sie mit der Storungstheorie zu beschreiben
ist. In Figur 1.6 sind die Q-Wertepaare der in Abschnitt 1.4.1.1 und
1.4.1.2 untersuchten Summen- und Differenzenresonanzen eingetragen

(Punkt 1 und 2 in Figur 1.6). Die Q-Werte werden dabei sehr nahe an

die Resonanzlinie gesetzt, so daB der Abstand zu diesen Linien in Fi-
gur 1.6 nicht aufzuldsen ist. AuBerdem sind die Q-Wertepaare 3 und 4
jeweils in der Nihe eines Schnittpunktes zweier Resonanzen eingetra-

gen. die in Kapitel zwei untersucht werden.
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Figur 1.6: Wahl der Arbeitspunkte im QX—QZ Diagramm

Die untersuchten F3lle liegen nicht exakt auf den Resonanzlinien, der
Abstand zu diesen Linien ist jedoch so gering, daB er in der gezeigten

Auflosung nicht erkennbar ist.
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1.4.1.1 Summenresonanz Qx+2ing

Als erstes wird das Verhalten in der Nihe der annihernd isolierten
Resonanz Q +2Q,-4=e mit Q,=1.1; Q,=1.449; e = 241073 studiert.

Figur 1.7 zeigt die horizontale und vertikale Phasenraumprojektion fiir
Anfangsamplituden von Axo = 1 mm und ﬁ&) = 1.4647 mm. Die zweite An-
fangsamplitude ergibt eine Bewegung gerade auBerhalb der Separatrix.
Wie oben beschrieben, werden in den Projektionen des Phasenraums durch
die Kopplung der Bewegung statt geschlossenen Kurven Flichenbereiche
eingenommen, was die Interpretation dieser Simulationsdaten sehr er-
schwert.Erst durch die Einschrankung des Phasenwinkels ¢Z oder by in
der jeweils anderen Projektion (Figur 1.8) gemdf (1.53) 13Bt die
Struktur der Summenresonanz mit einem Fixpunkt in der normierten

(x, x

Bxx‘+axx)-Projektion und zwei Fixpunkten in der normierten

(z, ' Bzz'+azz)—Projektion erkennen. Bei kleiner Amplitude ist die
Deformation der geschlossenen Kurven der Trajektorien gering, diese
Deformation wird aber fir groBere Amplituden sehr ausgeprigt. Die in-
stabiien Fixpunkte sind deutlich an der Hiufung der Simulationsdaten-
punkte zu erkennen. Wie im letzten Abschnitt erwdhnt, liegen die in-
stabilen Fixpunkte auf Linien (Fixlinien) und zwar in den normierten
Projektionen (x,x'), (z,z') auf Kreisen. In beiden Fillen ist die
Ubereinstimmung der Stdrungstheorie (durchgezogene Linien) mit den
Simulationsergebnissen (Punkte) fast perfekt, wobei kleinere Abwei-
chungen in der Nahe der instabilen Fixpunkte besonders deutlich her-
vortreten.
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Figur 1.7: Bewegung in der Nihe der Summenresonanz QX+ZQZ=p

Teil a und b zeigen die horizonale und vertikale Projektion des Pha-
senraums einer Bewegung mit kleiner Amplitude. In Teil ¢ und d sind
die Projektionen des Phasenraumes einer Bewegung gerade auBerhalb der
Separatrix gezeigt.
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Figur 1.8: Vergleich der Storungstheorie mit den Simulationsdaten

Teil a und b zeigt den Vergleich bei kleiner Amplitude und Teil c und
d fir die Bewegung in der Nahe der Separatrix. Die durchgezogenen Li-
nien sind die Kurven der St@rungstheorie, wahrend die Punkte durch die
Einschrankung der Simulationsdaten gemdf (1.53) gewonnen wurden.
Leichte Abweichungen zeigen sich in der Nihe der instabilen Fixpunkte.
In Teil ¢ und d sind auBerdem die Startpunkte eingetragen und die
zeitliche Abfolge der Eintridge durch Pfeile angedeutet.
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Flir die Summenresonanz Qx + ZQZ = p gilt gemdB (1.35%), wobei die
£

):

Anfangsemittanzen gleich gewahlt sein sollen (sx =€,
o [o]

Cl = ye -v s =g (1.54)

Wahrend der Teilchenumlaufe dndern sich die Emittanzen (ex: ex +Aex)

(e;:e,,+0€;) aufgrund des Resonanzeinflusses. GemaB Gleichung (1.35)
gilt fur die Anderungen:

2Ate =Acs (1.55)
X Z

Fiir die beiden untersuchten Anfangsamplituden ist in Figur 1.9 die
Entwicklung der Emittanzen zu sehen, einmal als Funktion der Umlauf-
zahl N, zum anderen im £, - sX-Diagramm. Bei kleiner Amplitude oszil-
liert die Emittanz zwischen ihrem Maximal- und Minimalwert, wobei ent-
sprechend Gleichung {1.55) die Eintrdge im sz-sx-Diagramm auf einer
Geraden der Steigung m=2 liegen. Gerade auBerhalb der Separatrix wird
beim Annahern an den instabilen Fixpunkt lber 1500 Umlaufe ein nahezu
konstantes Emittanzenverhdltnis erreicht, beim Entfernen vom instabilen
Fixpunkt streben dann beide Emittanzen gegen Unendlich, wobei jedoch
Gleichung (1.55) erfiillt ist. In beiden Fallen liegen die Daten jedoch
nicht exakt auf einer Geraden. Die beobachtete Aufweitung 1dpt sich

auf den EinfluB der vernachlassigten ilibrigen Resonanzen zuruckfihren.

Figur 1.10 zeigt den Phasenraumabstand d(N) zweier zunachst eng be-
nachbarter Teilchen (do = d{N=0) = 10_6mm) als Funktion der Umlaufzahl
N fiir die Amplituden innerhalb und gerade auBerhalb der Separatrix.
Flir die kleine Amplitude ist nur ein sehr schwaches lineares Ansteigen
des Abstandes zu verzeichnen, wahrend aupferhalb der Separatrix der
Abstand sehr stark anwachst. Hierbei handelt es sich jedoch um eine
ungebundene Bewegung und nicht um den fiir chaotische Bewegungen cha-
rakteristischen exponentiellen Anstieg. Die Bestimmung des
Lyapunov-Exponenten ist somit auBerhalb der Separatrix nicht sinnvoll.
Aufgrund der Existenz anderer Resonanzen gibt es im Prinzip auch in
diesem Beispiel in der Nihe der Separatrix einen chaotischen Bereich.

Dieser Bereich ist in dem hier gewdhlten Beispiel kleiner als 10_6 mm.



a.)

€ [mm-mrad]

0‘01‘75 ———T—T T T T . T "l E T T l‘! T T IVITV rrrroorv
:, 1 n 10.00 e 3
: i g i ]
: .
0.012% 1.00  k : E
.10 = 3
0.0075 TS S N G SO I s 0.01 T
c.0 5000.0 10.0 ¢.0 1000.0 2000.0 3000.0
£Q3
~ ——- S
Ax, = 1 mm N Axy = 1.4647mm N
€2 [mm-mrad] €2 [mm-mrad]
‘i 0.0175 ' T T — \ 0.2 B e B e e e e (LI A s R
! ]
'
| ? | :
0.0125 - 0.1 -
0.0075% L 0.0 [t Y G S SN YU NN E U WY DU U S SN S
0.0075 0.0100 0.0125 0.0 0.05 Q.10
———— - ——

E€x [mm-mrad] Axg =1.4847mm Ex[mm-mrad]

Figur 1.9: Einflup der Summenresonanz auf die Emittanzen

Bei kleiner Amplitude (Teil a, b) schwingen beide Emittanzen in regel-
mdBigen Abstinden zwischen den Extremwerten. GemdB (1.55) ist die
Steigung im & _-¢_-Diagramm (m=2). Im Falle der Bewegung knapp auBer-
halb der Sepa%at%ix bleibt das Emittanzenverhdltnis bei Ann&herung an
die instabilen Fixpunkte konstant. Nach dem Passieren der Fixpunkte
setzt ein rasches Anwachsen der Emittanzen ein, wobei die Steigung
(m=2) (Teil d) beibehalten wird.
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Figur 1.10: Abstand im Phasenraum zweier zunachst eng benachbarter
Teilchen

Bei kleinen Amplituden (Teil a) bleibt der Abstand annahernd konstant.
Wie die Amplituden so wdachst auch der Abstand nach dem Passieren der
instabilen Fixpunkte (Teil b) filir die Bewegung auBerhalb der
Separatrix rasch an.



Mit der Oszillation der Emittanzen geht auch eine Verdnderung des

Q-Wertes einher. Figur 1.11 Zeigt die Phasenvorschiibe fijr beide Ampli-
tuden, eingetragen ist Jeweils die Resonanzlinie von Qx+2QZ=4. Es sind
keine weiteren Resonanzen bis zyr 9. Ordnung in unmittelbarer Nahe, so

daB in guter Naherung eine isolierte Resonanz vorliegt.

Eine Mittelung der Q-Werte iiber 1000 Umlaufe ist eine niitzliche Metho-
de, um die nichtlineare Q-Wertverschiebung durch Resonanzen zy bestim-
men.

Die Mittelung der Q-Werte bei der kleinen Amplitude ergibt eine ge-
ringfigige Verschiebung in Richtung auf die Resonanz, wihrend bei der
groBen Amplitude die Q-Werte auf die Resonanzlinie geschoben werden,
Wenn man sich der instabilen FixTinie nihert.

1.4.1.2 Differenzenresonanz Qy:gngg

Als zweite annihernd isolierte Resonanz wird die Differenzenresonanz
QX-ZQZ+1=2xlO-4 untersucht, mit Qx=l.185; QZ:l.O924 (siehe Punkt 2 in
Figur 1.6). Der Abstand zur Resonanz ist hier einen Faktor 10 kleiner
als im Falle der Summenresonanz, es ist deshalb anzunehmen, daf die
Bedingung fiir eine isolierte Resonanz hier noch besser erfiillt ist.
Die Differenzenresonanz st weniger gefdhrlich als die Summenresonanz,
da kein unbegrenztes Wachsen beider AmpTituden méglich ist. Wie in
Kapitel zwei gezeigt wird, kann Jedoch auch eine Differenzenresonanz
Zu einer deutlichen Akzeptanzverringerung fuhren, wenn gleichzeitig
eine Summenresonanz wirksam ist.

Auch die Differenzresonanz fihrt zu einer Kopplung der horizontalen
und vertikalen Bewegung, wobej sich die Emittanzen € €, nun gemap
(1.56) verhalten.

QAE=-A¢,

wie in Figur 1.12 a, C zu sehen ist. Wiederum wird der Resonanz-
effekt deutlich sichtbar, wenn in der jeweils anderen Projektion die
Phase ¢X (bzw. ¢Z) auf ein kleines Intervall gemaB (1.53) einge-~
schrankt wird. Figur 1.12 b, ¢ zeigt die so reduzierten Simulations-

daten. Sie stimmen gut mit der Storungstheorie uberein.
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Figur 1.11: Variation der Q-Werte
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Teil a zeigt die Variation der Q-Werte bei kleiner Amplitude, wobei in
Teil b diese Variation iiber 1000 Umlaufe gemittelt worden ist. Teil c
und d zeigen die Q-Wert-Variation im Falle der Bewegung in der Nahe

der Separatrix. Die gemittelten Q-Werte (Teil d) laufen auf die Reso-

nanzlinie zu, solange die Bewegung sich auf die instabile

Fixpunktli-

nie zu bewegt, auPferhalb der Separatrix konnen starke Schwankungen der
mittleren Q-Werte auftreten. Im Falle mit kleiner Amplitude ist ein

deutlicher Abstand zur Resonanzlinie festzustellen.

o
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Figur 1.12: Bewegung in der Nahe der Differenzenresonanz Qx~2QZ=p

Teil a und ¢ zeigen die horizontale und vertikale Phasenraumprojek-
tion einer Bewegung mit kleiner Amplitude. Die Ubereinstimmung mit der
Storungstheorie (durchgezogene Linie in Teil b,d) mit den durch die
Einschriankung der Phasen ¢_ (bzw. ¢_) in der jeweils anderen Projektion
des Phasenraums gewonnenen Simulatibnsdaten (Punkte in Teil b,d)

ist nahezu perfekt.
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Ein Sonderfall ist der stabile Fixpunkt x=x'= 0. Ist dies der Start-
punkt fur die horizontale Bewegung, so bleibt x=x'= 0 fiir alle Zeiten

und die vertikale Bewegung ist vollig ungestdrt, also erwartet m=:

einen Kreis in der vertikalen Phasenraumprojektion. Die Separatrix ist bei
Differenzenresonanzen gerade die Bewegung bei der im horizontalen Pha-
senraum gerade der stabile Fixpunkt erreicht wird und im vertikalen
Phasenraum der Kreisradius der ungestdrten Bewegung. Im Gegensatz zur
Separatrix der Summenresonanz trennt die Separatrix der Differenzen-

resonanz zwei Bereiche gebundener Bewegung.

Flir Differenzenresonanzen kann man eine Resonanzbreite dadurch defi-
nieren, daB gerade die Separatrix der Differenzenresonanz erreicht
wird. Setzt man in Gleichung (1.36) C2=0, so lassen sich die
Emittanzen bestimmen, fiir die diese Bedingung erfiillt ist:

L
2

by C
0=C=eé, t2vIHIES (BE -5 (1.57)

Fir die untersuchte Differenzresonanz fiihrt dies zu folgenden

Emittanzen (¢ =g )
X Zo

16’(0:1-2%7 (1.58)

Diese Definition weicht etwas von der von Guignard /9 / ab. Gleichung
(1.37) liefert wiederum mit der Anfangsbedingung (sx =g ):

o Zo

1€, - _R”fle (ae = 2e) (1.59)

Figur 1.13 zeigt ein Beispiel bei dem die Separatrix knapp erreicht
worden ist. In der horizontalen Projektion des Phasenraumes wird der
stabile Fixpunkt gerade noch umschlossen, in der vertikalen Phasen-
raumprojektion wird der Kreis der ungestorten Bewegung fast erreicht.
Dieser Kreis ist zusatzlich eingetragen, damit ist gleichzeitig klar,

dap die Bewegung jenseits der Separatrix auf zwei Inseln stattfindet.
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Figur 1.13: Die Separatrix der Differenzenresonanz

Gezeigt wird eine Bewegung (Teil a,c) die in der horizontalen Phasen-
raumprojektion fast den Nullpunkt {x=x'=0) erreicht. Teil b und d
zeigt die gute Ubereinstimmung von Storungstheorie und Simulations-
daten. Zusatzlich ist im Teil d der Kreis der ungestorten vertikalen
Bewegung eingetragen, auf den sie in der vertikalen Projektion des
Phasenraums (Teil c¢) reduziert ist, wenn man x=x'=0 als Startpunkt der
Simulation wahlt.
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Dies ist bei noch groBerer Amplitud: gegeben (Figur 1.14). In diesem
Falle ist dann der Abstand zur Resonanz kleiner als die Resonanz-
breite. Die Kurve der Stdrungstheorie umschlieBt in der horizontalen
Projektion nicht mehr den Fixpunkt x=x'=0, sondern einen neuen Fix-
punkt. Gemdp (1.38) berechnen sich die Fixpunkte der Differenzenreso-
nanz Qx-202=p Zu:

'ﬁ’ﬁ% ¢ 20te) [ et _ G
E"_ 2 = % ta2iH Ve 6 (1.60)

Wihlt man diese Fixpunkte als Anfangskoordinaten fiir eine Simulation,

so erhdlt man die als elliptische Fixlinien gekennzeichneten Kurven in
Fig. 1.14 a,c.

Figur 1.15 zeigt die Emittanzen £, als Funktion von £y - Gemap der er-
sten Invarianten (1.35) liegen die Datenpunkte ldngs einer Geraden mit
negativer Steigerung (m=-2).



Figur 1.14: Bewegung um eine Fixlinie

Bei noch groBerer Amplitude als in Figur 1.13 ist die Bewegung inner-
halb der Resonanzbreite der Differenzenresonanz und verliuft um eine
Fixlinie, die in Teil a und c als Kreis eingetragen ist. Teil b und d
zeigt die gute Ubereinstimmung zwischen Stérungstheorie und Simula-
tionsdaten: die horizontale Bewegung umschlieft nicht mehr den

Nullpunkt x=x'=0 und in der vertikalen Phasenraumprojektion verlauft
die Bewegung auf zwei Inseln.

c.)
BZ Z' + C(zz
2.0 e
1.0 N
, elliptische - ]
e DN Fixlinie _ _
L 1 S ;
ENVCETT NS R, S
i ! I ]
X > -1.0 -
o b 7 Lo b 1o -2.0
0 -0.5 0.0 8.5 1.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0
——
————
X [mm] d) Z[mm]
BZZ' + AzZ
T L T T ) 2.0 L S S B S B S S B S AU S
i 2T Lo F .
I I stabile ]
- stabiler - Fixpunkte b
. e 0.0 fe . ]
L Fixpunkt L ~
; e -1.0 = —:
N \}N%w"/ ) i )
I ] I | ]
FURN SIS Y U SO S S B W S L Lo -2.0 P ATV S T W T S
o 0.2 0.&u 2.8 0.8 1.0 -2.0 -1.0 0.0 1 2.
X [mm] Z{mm]



_43_
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Fig. 1.15: Entwicklung der Emittanzen bei einer Differenzenresonanz

Bei kleiner Amplitude (Teil a) wird der Nullpunkt nicht erreicht, in
Teil b Tiegt dieser Fall annahernd vor, wahrend bei noch groferer Am-
plitude (Teil c) dieser Nullpunkt wieder nicht erreicht wird. Zu-
sdatzlich ist in Teil ¢ die Lage des stabilen Fixpunktes eingetragen.
Bei Differenzenresonanzen ist die Steigung im £ _-e_-Diagramm gemaf
{1.56) negativ (m=-2). Xz
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1.4.2 Storungstheorie zweiter Ordnung

Mit der gleichen einfachen Beschleunigerstruktur mit leicht variierten
Parametern (siehe Bemerkungen am Anfang von Abschnitt 1.4) mdchte ich
nun Simulationen mit der Storungstheorie zweiter Ordnung vergleichen.
Dabei lassen sich fiir die rein horizontale Bewegung Resonanzen vierter

und sechster Ordnung behandeln.

1.4.2.1 Resonanz vierter Ordnung 4QXEE

Die transformierte Hamilton-Funktion K fiir die Resonanz vierter Ord-

nung nimmt gemdB (1.19) folgende Form an:

K=ed+ndf e cos (4% )

e = 4Q -p

A= - % (ot (3m 0 + 3 cot (0]
5o gfﬁ [3 cot (3m Q) + cot (m QX)J

a=- (By2m | gz

S » m

B, - Betafunktion (1.61)

3
1

- Sextupolstarke (siehe Einleitung zum Abschnitt 1.4).

Der erste Term in (1.61) stammt von der Transformation des Typs
(1.30)(1.31), die die Hamilton-Funktion unabhdngig von © macht.
Wichtig ist der konstante zweite Term, der zu einer nichtlinearen Fre-
guenzverschiebung fiihrt, und der fiir die Resonanz vierter Ordnung we-

sentliche dritte Term.
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Mit dem Programm CANOL (Willeke /5 /) kidnnen Rechnungen der Stdrungs-
theorie 2. Ordnung mit Simulationen verglichen werden. Dazu werden die
Koordinaten (J,¢x) gemaB (1.61) bestimmt und durch eine generierende

Funktion (1.20) in die urspringlichen Koordinaten (sx,¢x) zurilicktrans-
formiert.

Die so berechneten Werte werden mit dem Symbol X graphisch eingetra-
gen, wahrend die Simulationsergebnisse mit Punkten (+) dargestellt
werden.

Figur 1.16 zeigt den Vergleich der theoretischen Berechnungen der Sto-
rungstheorie 2. Ordnung mit Simulation bei QX = 0,251, also in unmit-
telbarer Nihe der Resonanz vierter Ordnung. In den durch die 4 Fix-
punkte definierten nahezu quadratischen Phasenraumbereich ist die
Ubereinstimmung nahezu perfekt (Figur 1.16a). AuBerhalb zeigen sich
deutliche Abweichungen {Fig. 1.16b): Die Simulation zeigt, daB die Re-
sonanz vierter Ordnung stabilisiert ist, wahrend die storungstheore-
tischen Kurven ungebundene Bewegung andeuten. Um diesen Unterschied

verstindlich zu machen, betrachten wir die GroBe a' in (1.61).
Fir e > 0 gilt:
A> - 2a'

-> JAl < (Bl (1.62)
B > 2a'

Die méglichen Fixpunkte von (1.61) lassen sich gemdB (1.38) bestimmen.

_ e
J1 7 T 2(AB)
(1.63)
- - &
Jp = 7 Z(ATB)
Unter der Bedingung (1.62) gilt:
Jl >0, JZ <0 (1.64)



a.)

b.)

(X*ALF R+ xP=BFTH /MM= 3.6E+02

M‘MM*L

X/MM= 3.BE+02

L X/MM= 1,5E+03

Figur 1.16: Resonanz 4. Ordnung der zweiten Ordnung Storungstheorie

Teil a zeigt, dap die Storungstheorie (in der Figur durch X gekenn-
zeichnet) und die Simulation (*) bis zu den instabilen Fixpunkten bej
Q,=0,251 fast perfekt Uibereinstimmen. Bei groBeren Amplituden jedoch
(¥ei] b) soll die Bewegung nach der Stdrungstheorie ungebunden sein,
wahrend die Simulationen zeigen, daB die Resonanz stabilisiert ist.
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Nur fir Jl kann es somit Fixpunkte geben und zwar die vier instabilen
Fixpunkte in Figur 1.16a. Die elliptischen Fixpunkte konnen wegen J2<0
in den stdrungstheoretischen Berechnungen nicht auftauchen. In der
Storungsrechnung ist jedoch die nichtlineare Frequenzverschiebung
hoherer Ordnung nicht beriicksichtigt worden, das heift in die Grofen
A, B von Gleichung (1.61) geht der QX—Wert bei Amplitude Null ein.
Beriicksichtigt man die Q-Wert-Verschiebung QX -> Q; = QX + 2 A J2 ,
so kann man iterativ neue Werte der Parameter A(QX) -> A‘(Q;);

B(Q,) -> B'(Q)); J,(Q,) -> J,(Q,)) berechnen (F. Willeke /34/).

Bei glinstiger Wahl des Startwertes jé konvergiert diese Iteration und

).

Tiefert die Werte (Ai’ Bi’ JZi’ Qxi

Der Einflup dieser Beriicksichtigung der nichtlinearen Frequenzver-
schiebung hoherer Ordnung 138t sich in Figur 1.17 studieren, in der
die Komponenten der Hamilton-Funktion (1.61) fir diese beiden Falle

dargestellt sind. Dabei werden die folgenden Anteile gezeigt:

1K =ed
° 2
2. Ky=ed+A J
3.K, =ed+ (A+8) (1.65)

Bei unveridnderlichem Q-Wert liegt die Kurve K, stets oberhalb der Ge-
raden KO, so daR von einem bestimmten Wert von K an die Bewegung stets
ungebunden ist (Bereich II). Erst bei Beriicksichtigung der nichtlinea-
ren Frequenzverschiebung hdherer Ordnung (Figur 1.17b) ist die Kurve
K, wegen der Umkehrung der Bedingung (1.62) (1Al > 1Bl ) nach unten
gekrimmt. Dadurch ergeben sich drei unterschiedliche Bereiche: Im er-
sten Bereich I ist die Bewegung innerhalb der Separatrix (dieser Be-
reich ist auch in Figur 1.17a eingetragen). Die Bewegung verlduft im
Bereich I1II auf Inseln um die stabilen Fixpunkte und im Bereich IV ist
die Bewegung um die Inselstrukturen herum und weiterhin gebunden. Fi-
gur 1.18 zeigt Ergebnisse der Stérungstheorie mit nichtlinearer Fre-
guenzverschiebung und der Simulation wieder bei QX = 0,251. Die Ergeb-
nisse stimmen bis zu sehr groBen Amplituden recht gut liberein. Fir
eine noch bessere Ubereinstimmung bei solcher grofen Amplitude muP die
Storungstheorie zu hoherer Ordnung getrieben werden. Wenn man einen
groBeren Abstand zur Resonanz wahlt, wird erwartungsgemaf die Uberein-
stimmung zwischen Stroungstheorie und Simulation schlechter. Fig. 1.19
illustriert dies fir QX = 0,255.
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Figur 1.17: Bedingung fiir eine Resonanzstabilisierung durch Beriick-
sichtigung der nichtlinearen Frequenzverschiebung

Betrachtet wird die Hamilton-Funktion K=eJ+AJ2cos-4¢x mit2A<0; B>0.
GemdB (1.65).werden die Anteile definiert: K =eJd;K =eJ+AJ”;
K+=eJd+(A+B)J". Solange Al < |B| gilt (Teil g), isQ die Resonanz nicht
stabilisiert. Die Bewegung ist im Bereich I bis zum instabilen Fix-
punkt gebunden und auferhalb im Bereich II ungebunden. Gilt jedoch

[A] > EI (Teil b), gibt es den ungebundenen Bereich nicht. Statt des-
sen gibt es den Inselbereich III um den stabilen Fixpunkt, und auBer-
halb der Inselstruktur wieder gebundene Bewegung (Bereich IV).
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1.4.2.2 Resonanz sechster Ordnung éQxig

Als nachstes wird der EinfluB einer Resonanz sechster Ordnung auf die

Bewegung behandelt. Die Hamilton-Funktion nimmt nun die Form an:

2 2

K=ed+AJ +BJ" cos (6¢,)

A= - gﬁﬁ {cot {3 m Qx) + 3 cot (m QX)]

- 4 9a’°
B =+ =% cot (3n Qx) (1.66)

‘E)a2

m

Flir einen positiven Resonanzabstand e>0 gilt bei QX = 0,175.

A=-5a'
-> Al > |BI (1.67)

oo]
n

0.08 a'

Hier ist also |A | immer sehr viel groBer als |IBl. Dies hat zwei Aus-

wirkungen: Zum einen ist die Resonanz wegen der starken nichtlinearen
Frequenzverschiebung stets stabilisiert. Zum anderen findet man diese
Resonanz wegen der starken nichtlinearen Frequenzverschiebung und we-
gen A<O bei Q-Werten, die wesentlich groBer als QX = 1/6 sind. In un-

serem Beispiel ist deshalb Qx = 0,175 gewahlt worden.

Auch in diesem Beispiel ist das oben beschriebene Iterationsverfahren
angewandt worden, um die nichtlinearen Frequenzverschiebung hdherer
Ordnung zu beriicksichtigen. Figur 1.20 zeigt die Komponenten der
Hamilton-Funktion (1.66).

Bei Berlicksichtigung der nichtlinearen Frequenzverschiebung wird der
stabile Fixpunkt zu kleineren Werten von J verschoben und der Bereich
II1 der Inselbewegung insgesamt verringert, wahrend die Position des
instabilen Fixpunktes nur unwesentlich geandert wird. Figur 1.21 zeigt
den Vergleich der Stdrungstheorie mit den Simulationen. Bei unveran-
derlichem Qx (Figur 1.21a) zeigen sich deutliche Unterschiede, wahrend
sich bei der Beriicksichtigung der nichtlinearen Q-Verschiebung eine

sehr gute Ubereinstimmung ergibt.
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b.)
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Figur 1.20: EinfluB der nichtlinearen Frequenzverschiebung hdherer
Ordnung auf die Stabilitdtsbereiche der Resonanz sechster
Ordnung

Aufgrund von JA] >> IB| ist die Resonanz sechster Ordnung auch ohne
nichtlinearer Frequenzverschiebung hcherer Ordnung in der Stdrungs-
theorie stabilisiert. Aber die nichtlineare Frequenzverschiebung hat
auch in diesem Fall einen starken EinfluB: der Inselbereich III wird
deutlich kleiner, wobei der stabile Fixpunkt zu kleineren Werten von J
verschoben wird, wahrend die Position des instabilen Fixpunktes fast
unverandert bleibt.
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Figur 1.21: Vergleich der Storungstheorie und der Simulationen fir
die Resonanz sechster Ordnung

Teil a zeigt den Vergleich bei Q_=0,175 ohne nichtlineare Frequenz-
verschiebung hoherer Ordnung. Weéen A < 0 ist bei einem bestimmten
Wert von J die Resonanzbedingung Q_ = 1/6 erfiillt. Die Lage der Fix-
punkte werden durch die Storungstheorie gut reproduziert, aller-
dings sind die Inseln viel zu groBf. Erst bei einer Beriicksichtigung

der nichtlinearen Frequenzverschiebung hdherer Ordnung stimmt auch die
InselgroBe iberein (Teil b).
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Kapitel 2: Chaotische Bewegung

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel mochte ich beschreiben, unter welchen Bedingungen
die Bewegung von Protonen in einem Beschleuniger chaotisch werden
kann. Bei dieser Beschreibung stlitze ich mich auf das Buch von Lich-
tenberg und Lieberman /3 / und die Arbeit von Chririkov /4 /.

In Abschnitt 2.2.1 wird dazu zunachst das KAM-Theorem vorgestellt,
welches Aussagen dariiber macht, unter welchen Bedingungen ein System
mit nichtlinearer Storung integrierbar und die Bewegung somit regular
bleibt. Diese Bedingungen des KAM-Theorems sind zum einen bei Bewegung
in der Nihe der Separatrix nicht erfiillt, zum anderen dann nicht, wenn
sich zwei oder mehrere Resonanzen Uberlappen. In beiden Fallen ist die

Bewegung dann nicht integrierbar und deshalb chaotisch.

Als nichstes wird ein Kriterium angegeben, um reguldre von chaotischer
Bewegung unterscheiden zu kdnnen, namlich die Bestimmung des charakte-
ristischen Lyapunov-Exponenten. Es wird dann das Phanomen der Arnold-
Diffusion erliutert. Die Existenz dieser Diffusion ist von besonderer
Bedeutung fiir die Stabilitdt eines Systems mit mehr als zwei Frei-

heitsgraden, da diese eine strenge Definition der Akzeptanz in solchen
Systemen unmoglich macht. SchlieBlich wird erliutert, welche Stabili-
tatsbereiche der Bewegung der Protonen in einem Beschleuniger sich

aufgrund dieser Phdnomene ergeben.

In Abschnitt 2.3 wird gezeigt, wie die Bewegung unter dem EirnfluB meh-
rerer Resonanzen chaotisch wird. Dabei wird wieder das einfache System
einer linearen Struktur mit einem Sextupol verwendet, welches auch in

Kapitel 1 behandelt worden ist.

2.2 Chaotische Bewegung in nichtlinearen Systemen

2.2.1 KAM~Theorem

Als erstes mochte ich das KAM-Theorem behandeln, das auf die Arbeiten
von Kalmogorov, Arnold und Moser zuriickgeht. Ein System werde durch
eine Hamiltonfungktion H beschrieben, die aus einem integrierbaren

Anteil H0 und einem kleinen Stdranteil eHl besteht. Das KAM-Theorem
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besagt, daP die durch H beschriebene Bewegung reguldr ist und auf so-
genannten KAM-Tori verliuft, sofern drei Bedingungen erfiillt sind, die
weiter unten diskutiert werden. Figur 2.1 zeigt ein Beispiel: Ohne
Stérung verliuft die Bewegung auf einem Kreis mit Radius JO, ist die
Bewegung jedoch leicht gestért und die Bedingungen des KAM-Theorems
erfiillt, so verlauft die gestdrte Bewegung auf einer deformierten Kur-
ve mit winkelabhangigen Radius Jl.

I 1z
A

4’11x

Figur 2.1: Nichtlineare Deformation (Jl) der ungestorten Bewegung (J

)

0

Sind die Bedingungen des KAM-Theorems erfiillt, gibt es fiir jeden Frei-
heitsgrad eine Invariante, so dap die Bewegung mit einem, zwei und
drei Freiheitsgraden auf Kurven, Fldchen und Volumina beschrankt ist.
Diese Bereiche, aut denen die reguliare Bewegung verlauft, werden als
KAM-Tori bezeichnet.

Die drei Bedingungen des KAM-Theorems mdchte ich nun kurz behandeln:

- 1. Lineare Unabhdngigkeit der Frequenzen

cv’____m). w; (J) #0 (2.1)

iiber einen gewissen Bereich der Wirkungsvariablen J, wobei W die Fre-

guenzkomponenten cui:%?i und m. ganze Zahlen sind, also zum
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Beispiel 1, m in Figur 1.3. Dies bedeutet also, dap das ungestorte

System hinreichend nichtlinear sein muB. An einem einfachen System mit

zwei Freiheitsgraden zeigt Chirikov, dap dies bedeutet, daB die Ampli-
tude ¢ der Storung klein gegen die Nichtlinearitat ay der ungestorten
Hamilton-Funktion Ho sein muf.

£ <A, (2.2)

Mit ¢ ist die Storstarke in (1.10) gemeint und ay ist die Nichtline-

aritat des ungestorten Systems HO:

d_ 3H,

- 2. Glattheits-Bedingung der Storung (hinreichende Zahl stetiger

Ableitungen von Hl)

Diese Bedingung ist bei Chirikov ausfiihriich behandelt worden. Ich
mochte hier nur anschaulich beschreiben, was darunter zu verstehen
jst. Der Kreis in Figur 2.1 zerfdllt in Inseln, wenn eine Resonanzbe-
dingung erfiillt ist. Ob nun zwischen zwei Resonanzen der Storungstheo-
rie erster Ordnung (z.B. bei Sextupolen 3Qx=p, Qx=p) bei entsprechen-
den Frequenzen eine KAM-Torus existiert, hangt davon ab, ob die Reso-
nanzen in den hoheren Ordnungen der Storungstheorie den ganzen Fre-
quenzbereich ausfiillen oder nicht. Es 13Bt sich zeigen, daB die Summe
der Resonanzbreiten der Resonanzen relativ zum Frequenzabstand zwi-
schen den Resonanzen in Storungstheorie erster Ordnung einen Wert von
pu < 1 ergibt, wenn eine bestimmte Anzahl M von stetigen Ableitungen

von H1 existiert:
notwendige Bedingung (Chirikov 1979): M > 2N-2
(exakte)hinreichende Bedingung (Moser 1966): M > 2N+2 (2.4)

- 3. Die Anfangsbedingungen miissen hinreichend von einer Resonanz

entfernt sein.

Es 14Bt sich ein Abstand zu einer solchen Resonanz im allgemeinen Fall
in Abhingigkeit von der Starke & und der Nichtlinearitdt ay angeben
(siehe Lichtenberg/Lieberman /3 /). Fiir ein einfaches Beispiel mit

zwei Freiheitsgraden hat Chirikov folgende Beziehung abgeleitet:
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2
- 4 W, m
O(N— X« £ W (2.5)

Die erste und dritte Bedingung (2.2), (2.5) lassen sich zur Bedingung

der "mdBigen” Nichtlinearitdat zusammenfassen

A wz
£ <« &K, << ra ;:ima‘,::‘, (2.6)

Das KAM-Theorem ist also nur dann anwendbar, wenn die Nichtlinearitat

ay, des ungestorten Systems relativ zur Stdrke der Stdrungen & weder zu
klein noch zu grof ist.

2.2.2 Verletzung der Bedingungen des KAM-Theorems

In diesem Abschnitt mochte ich beschreiben, welche Auswirkungen es auf

die Bewegung hat, wenn nicht alle Bedingungen des KAM-Theorems erfiillt
sind.

2.2.2.1 Ungebundene Bewegung

Die Auswirkung einer zu kleinen Nichtlinearitdt des ungestdrten Sy-
stems mochte ich anhand der Bewegung in der Ndhe von elliptischen Fix-
punkten erklaren. Betrachten wir eine reguldre Bewegung (Figur 1.21),
bei der die erste Bedingung des KAM-Theorems erfiillt ist. Die grofe
Nichtlinearitat des Systems fiihrt dazu, daB die Resonanzbedingung nur
in einem kleinen Bereich J um die Amplitude Jr herum wirksam ist (Re-
sonanzstabilisierung) (Jr entspreche einem der elliptischen Fixpunkte
und somit der Resonanzbedingung)

AJ«J
Die Bedingung (2.2) fiihrt somit zu gebundener Bewegung. Ist jedoch

Bedingung (2.2) nicht erfiillt, so ist die Resonanzbedingung nicht mehr

auf einen kleinen Bereich in J eingeschrdnkt und in der Regel setzt

(2.7)

ein unbegrenztes Wachsen der Amplituden ein (siehe zum Beispiel

Figur 1.7, 1.8). Es gibt jedoch Fdlle, bei denen zwar die Bedingung
(2.7) nicht erfiillt ist ([5;] ’\’;7L), die Bewegung aber trotzdem gera-
de noch gebunden ist (siehe z.B. Figur 1.18).
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2.2.2.2 Bewegung in der Nihe der Separatrix

Bei Anndherung an die Separatrix kann die Nichtlinearitat ay so grof
werden, dap die 3. KAM-Bedingung (2.5) nicht erfillt ist.

Die Bewegung in der Umgebung der Separatrix ist von Chirikov fir die
Bewegung eines Pendels mit kleiner Storung gerechnet worden, ich mdch-

te hier die wesentlichen Ergebnisse vorstellen.

H(P,‘(’,T,)= H, (P,‘f’)+ EV(‘f,'C); H°='/21’, pl- woz cos¥

£V = 4wk [os(p-T)tcos(qrT) T2 Lo,

Durch Integration der Gleichung %% = g g% erhilt man die Energiednde-
rung pro halber Rotationsperiode, dabei wird die Bewegung in der Nahe
der Separatrix (¢) angendhert durch die Bewegung auf der Separatrix

((%x) und das Integrationsintervall wird auf unendlich erweitert. Zu-

nichst wird nur der Term cos(¢-T ) betrachtet:
oC "'Q
AH =~ | dt €55 gin(f,-T) (2.9)
-©

Dies ist ein Integral von Typ Melnikov-Arnold (siehe Anhang Chirikov

/ 4/). Unter der Bedingung A =-{i >> 1 zeigt sich nun, daB die
Auswertung dieses Integrals fiir den Term cos(v-T) nur bei Pex >0 ei-
nen nennenswerten Beitrag ergibt, wahrend bei ésx < 0 gerade der sonst
jmmer vernachlissigte Term cos(¥+T) genau den gleichen Beitrag liefert
wie cos(¢-t) bei (%x > 0. Die Anderung der relativen Schwingungsener-
gie w =—£¥} - 1 von Nulldurchgang zu Nulldurchgang der Phase ¢, 13dBt
sich bezogen auf den resonanten Wert W, mittels einer Abbildung dar-
stellen:

I: [+ KsuinT,, %o:to+1

~

]

Lemd (wo); K= TR ® | lle326 ) 0123, (10

Die Abbildung, die somit die Bewegung in der Nihe der Separatrix be-
schreibt, ist die sogenannte Standardabbildung. Die Standardabbildung
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hat die wichtige Eigenschaft, daB fir K>1 die Bewegung globale Insta-
bilitit zeigt. Diese Bedingung ist aber in (2.10) stets erfiillbar,
denn fiir beliebig groBes und beliebig kleines & findet man stets
ein Nys SO dap fir alie n>n die Bedingung K>1 erfiillt ist. Es gibt
also immer einen Bereich um d1e Separatrix ]u¢ =32 e 2&?“ innerhalb
dessen die Bewegung chaotisch ist, unabhangig davon wie klein & ist.
Die eben beschriebene Instabilitat ist in der Nahe der Separatrizen
auf ein geringes Volumen im Phasenraum beschrdnkt, es wird deshalb von
'beschrinkter Instabilitat' gesprochen. Aber diese Instabilitat wird
im Zusammenhang mit der Arnold-Diffusion wichtig.

2.2.2.3 Uberlappung von Resonanzen

Noch wichtiger ist das Einsetzen einer globalen Instabilitat, bei der
in groBen Teilen des Phasenraumes die Bewegung chaotisch ist. Mit den
Chirikovschen Uberlappkriterium gibt es eine einfache Methode, die
Starke aH1 zu bestimmen, bei der die Grenze der Stabilitdt erreicht
wird und diese globale Instabilitdt einsetzt. Wird die Stdrke der Sto-
rung so stark, daB sich die Resonanzen verschiedener Ordnung uberiap-
pen, so kann eine Trajektorie von Resonanz zu Resonanz wandern. Die
Bewegung wird dabei chaotisch. Es handelt sich hierbei also um die
Verletzung der zweiten Bedingung des KAM-Theorems. Fur die oben er-
wihnte Standardabbildung hat Chirikov dieses Kriterium umfangreich ge-
testet. Die numerische Rechnung zeigt, dap die Standardabbildung

(2.10) bereits ab K20,99 ein globales chaotisches Verhalten aufweist.

Chirikov hat nun versucht, dieses Einsetzen von globalem Chaos durch
die Uberlappung von Resonanzen zu erkldren. Die einfachste Bedingung
ist das Uberlappen der Resonanzbreiten gemaB der Stdrungstheorie er-
ster Ordnung. Diese entsprechen den 3Qx=p und Qx=p Resonanzen bef
einer Beschleunigerstruktur mit Sextupolen. Dies fiihrt zu einer theo-
retischen Stiarke von K = 2.5, welche noch relativ weit vom empirischen
Wert entfernt liegt. Die Beriicksichtigung der Resonanzen der Storungs-
theorie zweiter Ordnung bringt eine Verminderung auf K = 1.46, Reso-
nanzen der Storungstheorie dritter Ordnung bringen den Wert auf

K = 1.35. Wird zusiatzlich die Breite der chaotischen Schichten in der
Nihe der Separatrizen beriicksichtigt, so folgt K = 1.2; zusatzliche

heuristische Korrekturen ergeben schiieBlich:

K=1.06 (2.11)
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Die Grenze der Stabilitat kann daher mit dieser einfachen Methode auf
ca. 6 % genau bestimmt werden. In Abschnitt 2.3 werden Beispiele vor-
gestellt, bei denen das UberTappkriterium fiir zwei Sextupolresonanzen
recht gute Ergebnisse liefert.

2.2.3 Der charakteristische Lyapunov-Exponent

Un KAM-Tori von stochastischen Gebieten zu unterscheiden, braucht man
eine Methode, um den Grad von Stochastizitdt zu messen. Diese Unter-
scheidung ist bei der zweidimensionalen Bewegung einfach, denn
KAM-Tori sind geschlossene Kurven in der Poincaré-Flache, wahrend
chaotische Bewegung flachenhafte Bereiche uberstreicht. Bei vier- und
sechsdimensionaler Bewegung versagt diese visuelle Unterscheidung.
Statt dessen hat sich die Bestimmung des Lyapunov-Exponenten als eine
zuverldssige Methode erwiesen, mit der der Grad der Stochastizitit
bestimmt und somit regulire von chaotischer Bewegung unterschieden
werden kann. Der Koeffizient beschreibt, wie rasch sich zwei anfangs
eng benachbarte Trajektorien von einander entfernen. Im folgenden
mochte ich angeben, wie dieser charakteristische Lyapunov-Exponent
definiert wird. In Kapitel 3.4 wird gezeigt, wie dieser Exponent nume-
risch bestimmt wird.

Ich betrachte eine Trajektorie g%him Phasenraum eines autonomen

Hamiltonsystems mit N Freiheitsgraden:

% - d3.B) (a0 . _aH oH ,‘_aH) >
C-iif_-— C(,t —( q4J ] a‘in laP1 i ’aPN v

H

(2.12)

Wie in Figur 2.3 fiir zwei Dimensionen gezeigt, wird am Beobachtungs-
punkt im Phasenraum ?; ein Tangentialraum aufgespannt. Mit dem Vektor

Win diesem Tangentialraum wird eine eng benachbarte Trajektorie bei X
definiert:

>
x=xo+&\> (2.13)

Mit der euklidischen Norm:

d(3 =13, )l (2.13)

t
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Die zeitliche Entwicklung des Abstandsvektors @ erhdlt man durch Ent-

wicklung von (2.14) nach & :

A M M=%+

(2.15)

Die mittlere exponentielle Rate der Divergenz der beiden eng benach-

barten Trajektorien wird jetzt eingefihrt:

- . A
L(Xolw)= t{:g’, t[h%}f:ﬁ%) (2.16)

d(x,lo)—)o

Im 2N-dimensionalen Tangentialraum hat ¢ eine 2N-dimensionale Basis
{61} . Fir jede Richtung im Tangentialraum gibt es somit einen
charakterischen Lyapunov-Exponenten L(éi) = Li’ diese lassen sich der
GroBe nach ordnen:

2‘..21_2" (217)

Ist 7; eine periodische Bahn der Periode T, so lassen sich die Eigen-
schaften des charakteristischen Lyapunov-Exponenten L Teicht verste-
hen. Nach der Periode T hat die Trajektorie Y; wieder exakt erreicht,
(2.15) beschrankt sich somit auf eine lineare Abbildung:

-— N
n

Wy, A QD (2.18)

Das lineare Gleichungssystem (2.18) 1aBt sich mit 2 N Eigenwerte A

und den dazugehorigen Eigenvektoren éi 159sen (siehe Kapitel 1.3.3):
Lo, 12 10,0% .02 I,/ (2.19a)

. . A .
mit \; sind auch: X ))_ % Eigenwerte (2.19b)
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Wah1t man e1nen so]chen Eigenvektor als Startabstand zum Zwillingsteilchen
(X Q%) 09 = e ) » so fihrt dies nach n Abbildungen (2.18) zum
Abstand W, mit dem Abstand dn:

NEN n A n

AR N R R (2.20)

!

Damit berechnen sich die Lyapunov-Exponenten zu:

L(e)=cLnizj=L, (2.21)
Beriicksichtigt man zudem (2.19a, b) gilt zusdtzlich:
L,':"/—(lnﬂw) (2.22)

Ist i‘ ein elliptischer Fixpunkt, so ist die Bewegung in dessen Nihe
stabi] Die Eigenwerte sind in diesem Falle \1— et1a (vergleiche
1.44). Diese liegen auf dem Einheitskreis von F1gur 1.5 und haben somit
den Betrag |x%|- 1. Durch Einsetzen in Gleichung (2.21) erhalten wir
damit einen Lyapunov-Exponenten vom Werte Null. Ist x hingegen ein
hyperbolischer Fixpunkt, so erwartet man chaotische Bewegung in der
Ndhe dieses Fixpunktes. Die Eigenwerte sind dann reell X£ = e'?
(s.1.46), so dap Gleichung (2.21) in diesem Falle von Null verschiede-
ne Werte liefert. Interessant ist hier zu sehen, daB man mit Gleichung
(2.20) einen expand1erenden und einen kontrahierenden Iweig erhdlt, je
nach dem ob &* groBer oder kleiner als 1 ist. Dies sind die beiden
Arme der Separatrix, die sich vom instabilen Fixpunkt entfernen oder
sich ihm n3hern.

Der anféangliche Abstand G; ist jedoch eine Linearkombination aller

Eigenvektoren éi: 63 = 8 s e e

° 2 &y T 2N T2V (2.23)
Der erste nichtverschwindende Koeffizient op wird also die weitere
Entwicklung von&u bestimmen, solange ¢y x 0 gilt, ist Lr“ﬁ 1. Ist

¢, = = 0 aber C, X 0 so ist der Lyapunov Exponent L(g,) = L2 etc. Dies
bedeutet aber, daB der Jeweils kleinere Lyapunov-Exponent auf einem
Raum existiert, dessen Dimension um eins kleiner ist als der des je-
weils groBeren Exponenten. Am Beispiel eines zweidimensional Phasen-
raums ist dies in Figur 2.2b gezeigt.
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a.) Nachbartrajektorie

Trajektorie

b.)

Figur 2.2: Definition des charakteristischen Lyapunov-Exponenten
- .
w ist ein Tangentenvektor

a) Die Entwicklung des Abstandes zweier eng benachbarter Trajektorien

b) zeigt den Tangentenraum eines zweidimensionaien Phasenraums.
Solange & nicht in Richtung‘@é zeigt, ist der charakteristische
Lyapunov-Exponent L (@) = Ll’ nur wenn & der Richtung von @E ent-
spricht, ist L(®) = LZ' L1 existiert also auf dem zweidimensionalen
Tangentenraum, auBer der Richtung Eé. Auf diesem eindimensionalen
Raum bestimmt L2 die Bewegung.
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Die Tatsache, daB die Lyapunov-Exponenten auch negativ sein kdnnen
(2.22), somit der Abstand zweier eng benachbarter Trajektorien kleiner
wird, beruht darauf, daB die Hamilton-Funktion invariant gegen Zeitum-
kehr ist. Dreht man namlich bei einem bestimmten Zeitpunkt die Bewe-
gungsrichtung beider Trajektorien um, so wird wieder das urspriingliche
C% erreicht und das vorherige Anwachsen des Abstandes fiihrt bei Zeit-
umkehr zur Schrumpfung des Abstandes. Es ist deshalb nicht verwunder-
Tich, daB in vielen Fallen der Abstand zunichst kleiner wird und nach

Erreichen eines minimalen Wertes wieder anwichst (Kapitel 4)..

Fir jeden FluB gibt es wenigstens einen Lyapunov-Exponenten, der
gleich Null sein muB, denn in der Richtung der Trajektorie wichstw
nur linear mit der Zeit. Fiir Hamiltonsche Systeme gibt es auf Grund

von Gleichung (2.22)'sogar mindestens zwei Werte die gleich Null sind.

Bisher sind nur periodische'iz behandelt worden, auf Grund der Tatsa-
che, daB eine nichtperiodische Bewegung sich beliebig gut durch pe-
riodische Bewegungen (mit entsprechend groBer Periode) annadhern 13pt,
lassen sich auch Lyapunov-Exponenten fiir nicht periodische Bahnen de-
finieren (Oseledec 1968 /12/).

2.2.4 Arnold-Diffusion

Hat ein System mehr als zwei Freiheitsgrade, dann gibt es eine neue
Form von Instabilitdt: die sogenannte Arnold-Diffusion. Ich mdchte
hier grob beschreiben, was man darunter versteht. Diese Form der In-
stabilitdt ist deshalb von Bedeutung, weil sie fiir beliebig kleine
Storungen existiert und im Prinzip Trajektorien mit sehr kleinen Am-
plituden in Bereiche des Phasenraumes bringen kann, in denen die Bewe-
gung ungebunden ist.

Bei einem autonomen Hamiltonschen System mit zwei Freiheitsgraden
(N=2) hat die Hyperfliche der Trajektorien mit fester Energie die Di-
mension 3 im vierdimensionalen Phasenraum. Ein KAM-Torus ist zweidi-
mensional und kann ein Volumen einschlieBen. Dies fiihrt dazu, dap
chaotische Bewegung auf kleine durch KAM-Tori umschlossene Bereiche im
Phasenraum beschrinkt ist. Nur wenn starke Resonanzen existieren und
die dazwischenliegenden KAM-Tori zerstdren, kann ein globales Chaos

entstehen. Anders ist dies in Systemen mit mehr als zwei
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Freiheitsgraden. Mit N=3 ist die Phasenraumdimension 2N=6, die Ener-
gieflachendimension 2N-1=5 und die Dimension des KAM-Torus N=3. Da ein
Volumen kein fiinfdimensionales Gebiet umschliefen kann, folgt, daf die
chaotischen Bereiche ein lberall dichtes Netz im Phasenraum bilden.
Arnold (1964) /13/ hat diese Vernetzung der chaotischen Bereiche fiir
eine nichtlineare Hamilton-Funktion bewiesen. Es existiert dann eine
Art Diffusionsbewegung entlang der chaotischen Vernetzung. Fiir die
Praxis sind zwei Fragen von Bedeutung:
1. Wie groB ist das relative Map der chaotischen Bereiche im
interessanten Bereich des Phasenraums.
2. Wie schnell ist die Diffusion in den diinnen Fiden des chaotischen

Netzes bei gegebenen Anfangsbedingungen. (2.24)

Beide Fragen lassen sich fiir einfache Systeme beantworten (Chirikov
1979 /4 /, Tennyson et.al. 1979 /14/.

Anhand von Figur 2.3 mochte ich nun das Prinzip der Arnold-Diffusion
erlautern.

J1

chaotische A Resonanz
Schicht /

Separatrix

» O

langsame Arnold-
Diffusion

Figur 2.3: Arnold-Diffusion
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Das gemeinsame Wirken von mindestens drei Resonanzen ist notwendig um
Arnold-Diffusion zu erzeugen. Die erste und stirkste, die 'fiihrende'
Resonanz ist die Resonanz, an der die Diffusion stattfindet. Die
nachst schwichere treibende Resonanz fiihrt zu einer chaotischen
Schicht in der Ebene (Jl, Ol) bei zundchst konstanten J2. Erst die
dritte und schwidchste Resonanz treibt die Bewegung langsam lings der
Resonanzschicht und J2 in Figur 2.3. Durch diese langsame Diffusion
kann ein Schnittpunkt mit anderen Resonanzen erreicht werden, von wo
aus die Bewegung moglicherweise langs einer anderen fiihrenden Resonanz
getrieben wird. Damit kommt aber eine Trajektorie im Prinzip an jeden

Punkt des chaotischen Netzes und damit auch zu groBen Amplituden.

Un aber Bedeutung filir die Stabilitit von Beschleunigern zu haben, miis-
sen die Fragen (2.24) geklart werden.

2.2.5 Konsequenzen fiir die Bewegung in einem Beschleuniger

Wir konnen jetzt qualitativ die verschiedenen Bewegungstypen in einem
Beschleuniger klassifizieren. In Figur 2.4 ist dies qualitativ fiir
N=2, also fiir eine zweidimensionaie Poincaré-Flache (Jl, @1) darge-
stellt. Die vertikale Achse entspricht der Amplitude Jl, die horizon-

tale dem aufgefalteten Winkel 61. Es Tassen sich drei Bereiche unter-
scheiden:

I. Stabilitatsbereich: Im wesentlichen verliauft die Bewegung auf

stabilen KAM-Tori, nur vereinzelt gibt es diinne chaotische Schich-
ten um Inseln herum, die dort entstehen, wo das Frequenzverhiltnis
a ={§% rational wird. In diesen diinnen chaotischen Schichten ist
die 3. Bedingung des KAM-Theorems nicht erflil1t. Hat die Bewegung
wie in Figur 2.4 nur zwei Freiheitsgrade, so bleibt die Bewegung
innerhalb des KAM-Torus mit groBter Amplitude ("letzter" KAM-Torus)
gebunden. Es gibt in diesen Systemen mit zwei Freiheitsgraden keine
Arnold-Diffusion. Wird ein weiterer Freiheitsgrad hinzugenommen,
z.B. die vertikale Bewegung, dann sind alle chaotischen Schichten
im Bereich I untereinander und mit dem globalen Chaos in Bereich II
verbunden (siehe weiter unten). Die Trajektorien in solchen Schich-
ten konnen deshalb durch Arnold-Diffusion den Bereich mit unbe-

grenztem Amplitudenwachstum erreichen.
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Resonanziiberlappbereich: In einem bestimmten Amplitudenbereich

sind die Resonanzen so stark, dap sie iiberlappen und die Bewegung
globales Chaos zeigt; die Bedingungen 2 und 3 des KAM-Theorems
sind nicht erfiil1t. Nach einer gewissen Verweildauer in diesem
chaotischen Uberlappbereich wird schlieBlich der Bereich III (sie-
he unten) mit ungebundener Bewegung erreicht. In diesem Bereich
gibt es neben chaotischer Bewegung auch reguliare Bewegung um el-
liptische Fixpunkte (Linien, Fliachen, etc.) herum. Die chaotische
Bewegung kann von Startamplituden aus, die kleiner sind, als die
der reguldren Bewegung um solche Fixpunkte herum, den Bereich mit
unbegrenztem Amplitudenwachstum erreichen. Als Akzeptanzgrenze ist
aber nur die Amplitude sinnvoll, bei der die Bewegung gerade noch
auf unaufgebrochenen KAM-Tori verliauft, so daf innerhalb dieses
Bereiches die Bewegung hochstens noch durch Arnold-Diffusion in-
stabil werden kann. Man braucht deshalb ein Verfahren, mit dem
diese verschiedenen Typen von regulidrer Bewegung unterschieden
werden konnen (siehe Kapitel 3.5).

Bereich ungebundener Bewegung: Die Q-Werte werden auf den Reso-
nanzwerten festgehalten, so daf die Amplituden unbegrenzt anwach-
sen konnen. Die erste KAM-Bedingung (2.1) ist nicht erfiillt.
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2.3 Simulationsbeispiele fiir die Entstehung von chaotischer Bewegung

In diesem Abschnitt mochte ich anhand von Beispielen zeigen, wie chao-
tische Bewegung durch den Einflup mehrerer Resonanzen entstehen kann.
Im ersten Beispiel liberlappen sich die Summenresonanz QX+ZQZ=p1 und
die Resonanz 3QX:p2.In einem zweiten Beispiel wird der gleichzeitige
EinfluB der Differenzenresonanz QX-ZQZ=p1 und der Resonanz 3Qx=p2 un-
tersucht. Im dritten Beispiel behandele ich chaotische Bewegung, die
auftritt in der Nihe der Separatrix einer Resonanz der

Storungstheorie zweiter Ordnung 4Qx=p.

2.3.1. Uberlappung der Summenresonanz Qx+202521 und der Resonanz 3Qxi%

Nach dem Kriterium von Chirikov erwartet man chaotische Bewegung, wenn
die Breiten von mindestens zwei Resonanzen sich iiberlappen. Zunichst
muB deshalb geklart werden, wie bei gegebener Sextupolstirke die
Q-Werte und die Anfangsamplituden Kxo gewahlt werden miissen, damit
beide Resonanzbedingungen gleichzeitig erfiillt sind. Bei der Berech-
nung der Resonanzbreiten wird immer von isolierten Resonanzen ausge-
gangen, obwohl dies hier nicht erfiillt ist. Die berechneten Resonanz-

breiten entsprechen deshalb nur niherungsweise den tatsichlichen Brei-
ten.

Vorgegeben sind am Ort des Sextupoles

B, =51.698 [m]
B, = 51.604 _gm]
m_ = 7.488x10 [—‘—2] (2.25)
S m
Fur g, = €,, ergibt sich mit Gleichung (1.37): (A&)= J2 ER)BX)
- - ; = 4 _Ca
QX+ZQZ Py el.IAKO iy P (2.26a)
AN
- = . - + m
30,7p, = &, 1 By _I}_?L;”@Axo (2.26b)

Py =py = 4
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Der Abstand zur Summenresonanz e wird willkiirlich auf (el = 2x10_3

)
gesetzt. Man erhalt folgende Werte fiir ﬂxo und den Abstand e, zur

Drittelresonanz e2=3Qx—4:

Axo = 2.6017 mm
e, = ~1.20218x10™° -> Q, = 1.33293
mit e ->Q, = 1.33453 (2.27)

Dieser Arbeitspunkt ist als Punkt 3 in Figur 1.6 gekennzeichnet.

Chaotische Bewegung tritt nicht erst bei A&; = 2.60 mm, sondern be-
reits bei kleineren Amplituden auf. Die Figuren 2.5 - 2.8 zeigen, dap
die Bewegung bei einer Anfangsamplitude von 2.1 mm reguldr ist und bei
2.2 mm chaotisch wird. In Figur 2.5 wird der Phasenraumabstand zweier
zunachst eng benachbarter Trajektorien als Funktion der Umlaufzahl N
gezeigt. Bei A&J = 2.1 mm zeigt er starke Oszillationen, wachst aber
im wesentlichen linear mit N an, wihrend bei Axo = 2.2 mm ein exponen-
tielles Anwachsen fiir Unlaufzahlen zwischen 1000 und 5000 beobachtet
wird, gefolgt von einem relativ flachen Verlauf bis N = 15000, daraus
erkennt man das chaotische Verhalten. Der sehr starke Anstieg fiir N >
15000 weist darauf hin, daB die Bewegung ungebunden wird. In Figur 2.6
ist in der horizontalen Phasenraumprojektion der Einfluf der Drittei-
resonanz deutlich erkennbar. Schrankt man die Phase ¢z auf ein kleines
Intervall ein, so erhdlt man bei reguldrer Bewegung eine nahezu ge-
schlossene Kurve, die annahernd der Separatrix der Drittelresonanz
entspricht. Im chaotischen Fall hingegen werden getrennte fldachenarti-
ge Bereiche eingenommen, da es in diesem Falle keine Invarianten der
Bewegung gibt. Figur 2.6c zeigt deutlich, daB die chaotische Bewegung

schlieBlich in ungebundene Bewegung iibergeht.

Die Bewegung in der vertikalen Phasenraumprojektion (Fig. 2.7) 1dBt
entsprechend den EinfluB der Summenresonanz erkennen. Im regula-
ren Fall (ﬁ&) = 2.1 mm) wird bei Einschrankung des Phasenwinkels

¢x nahezu die gesamte Separatrix ilberstrichen, im chaotischen Fall
wiederum nur ein Teil davon, der zudem zu einer Fldche aufgeweitet
ist.
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Figur 2.5: Abstand im Phasenraum als Funktion der Umlaufzahl N der
Bewegung unter dem EinfluB der Summenresonanz Q_+2Q =p
. Xtz "

und der horizontalen Resonanz 30X=p2

Teil a zeigt den lTinearen Anstieg des Abstands der_regularen Bewegung
bei Ax, = 2.1 mm, wdhrend bei einer Amplitude von Ax, = 2.2 mm die
Bewegung chaotisch ist und deshalb der Abstand exponentiell anwichst.
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Figur 2.6: Horizontale Phasenraumprojektion der Bewegung unter dem
EinfiuB der Summenresonanz QX+2QZ=p1 und der horizontalen
Resonanz 3Qx=p2

Teil a, b zeigt den regularen Fall, Teil c, d den chaotischen, wobei
in Teil b, d die Simulationsdaten durch den Schnitt (1.53), also die
Einschriankung des Winkels der jeweils anderen Projektion des Phasen-
raumes auf ein kleines Winkelintervall, reduziert sind. Die reguldre
Bewegung ist nahe der Separatrix. In Teil b deutlich an der Verformung
im Phasenraum zu sehen. Bei der chaotischen Bewegung (Teil d) sind nur
Teile der Separatrix vorhanden, die zudem zu Flachen aufgeweitet sind.
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Figur 2.7: Vertikale Phasenraumprojektion der Bewegung unter dem
EinfluB der Summenresonanz Qx+ZQz=E und der horizontalen
Resonanz Berg

Teil a, b zeigen wieder die reguldre Bewegung und Teil ¢, d die chao-
tische Bewegung. Bei der chaotischen Bewegung (Teil d) ist nur ein Arm
der Separatrix in der reduzierten Projektion des Phasenraums vorhan-
den, der auBerdem in einen flichenartigen Bereich aufgeweitet ist.
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Figur 2.7c zeigt ebenfalls den Ubergang von chaotischer zu ungebunde-

ner Bewegung.

Interessant ist der EinfluB zweier Resonanzen auf die zeitliche Ande-
rung der Emittanzen. Figur 2.8 zeigt £, als Funktion von €y und zwar
wieder flr den reguldren und den chaotischen Fall. Es zeigt sich eine
Ubertagerung der Steigung m=2 der Summenresonanz und der Steigung m=0
der Resonanz 30x=p, wobei es zusdtzlich eine starke amplitudenabhangi-
ge Verformung gibt. Im chaotischen Fall verhalten sich die Emittanzen
zunachst @hnlich wie bei der regularen Bewegung, und erst spater be-
ginnt ein unbegrenztes Anwachsen, wobei im Mittel eine Steigung von

etwa 2 vorliegt.

SchlieBlich zeigt Figur 2.9 QZ als Funktion von QX. Im reguldren Fall
(Figur 2.9a) wird ganz regelmdBig ein bestimmter Bereich immer dichter
uberstrichen, wahrend im chaotischen Falle die Q-Werte wild zwischen

den Resonanzen pendeln.
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Figur 2.8: sx—sZ—D1agramm

Teil a entspricht der reguldren Bewegung und Teil b zeigt die chaoti-
sche Bewegung. In beiden Teilen ist deutlich die Uberlagerung der
Steigung m=2 durch die Summenresonanz Q _+2Q_=p, und der Steigung m=0
der Drittelresonanz 3Q _=p, mit einer zuéétz%ic%en amplitudenabhdngigen
Verformung zu sehen. It c%aotischen Fall setzt ab einem bestimmten
Emittanzenverhdltnis ein unbegrenztes Wachstum der Emittanzen ein, wobei
die Steigung beibehalten wird.
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Axo = 2.2 mm

1.3330

Die Figur zeigt den Verlauf der Q-Werte fiir den reguldren Fall

(Teil a) und die chaotische Bewegung (Teil b), Im reguldren Fall wird
ein fester Bereich systematisch lberstrichen, wahrend bei chaotischer
Bewegung die Q-Werte unregeimiBig zwischen den Resonanzen pendein.
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2.3.2 Uberlappung der Differenzenresonanz QX-ZQL=p}und der horijizon-

talen Resonanz 3Qxf£5

Als nachstes mochte ich ein Q-Wertepaar untersuchen, das in der Nihe
der Resonanzen QX—ZQZ—pl=O und 3Qx-p2=0 Tiegt (Punkt 4 in Figur 1.6):
Die gewahlten Parameter sind: QX=1.333; Qz=l.166; e1=QX-ZQZ+l=lO_3;

A Ae1n"3
e2—3QX 4=-10 ~.
Die Bedingung filir einen instabilen Fixpunkt der Drittelresonanz ist

gemaB Gleichung (1.41) filir die folgende Amplitude erflillt:

A - -
Ax0=*3—[—3)j7n:-2.47éémm /3, =54, 40 [m] (2.28)

Mit Hilfe der Simulation mit z=0 findet man die Separatrix bei einer
Amplitude von ﬁx = 2.165 mm, also nahezu fir denselben Wert. Jetzt
soll auch vertikale Bewegung berilicksichtigt werden.

€=, Ex(fﬂﬁxoﬁx ,—/32: ey Py [H=5004 0] (2.29)

Wieder soll eine gerade noch regulare Bewegung mit einer chaotischen

Bewegung verglichen werden. Figur 2.10 zeigt die Phasenraumabstinde.

Chaotische Bewegung tritt bereits bei ﬂxo = 1,2 mm auf, also bei we-

sentlich kleinerer Amplitude als der Separatrix der reinen Drittelre-
sonanz entspricht.

Figur 2.11 zeigt, daB die Bewegung in der horizontalen Phasenraumpro-
jektion durch die Drittelresonanz dominiert wird; der Einflup der Dif-
ferenzresonanz wirkt sich so aus, daB aus dem Fixpunkt anndhernd el-
Tiptische Kurven werden. Bei ﬁk) = 1.200 mm (regularer Fall) bleibt
die Bewegung innerhalb der Separatrix, bei R&)= 1.202 (chaotischer
Fall) sieht man deutlich einen Ubergang zu sehr grofen Amplituden.
Figur 2.13 zeigt einen erheblich groBeren Bereich des Phasenraums. Es
ist zu erkennen, daB man im chaotischen Fall zuniachst gebundene Bewe-
gung, aber mit sehr viel groBeren Amplituden als bei der Uberlappung
der Drittel- und Summenresonanzen erhalt und erst spater den Ubergang
in die ungebundene Bewegung beobachtet.
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Figur 2.10: Abstand im Phasenraum der Bewegung unter dem Einfluf
der Differenzenresonanz Qx-202=p1 und der Drittel-
resonanz3Q_=p, R
a) Ay, = 17200 mm, b) A, = 1.202 mm.

Man sieht, dap die Bewegung bei ﬂxo = 1.200 mm noch reguldr ist, aber
schon bei 1.202 mm chaotisch wird.
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Figur 2.11: Horizontale Phasenraumprojektion der Bewegung unter Qem
EinfluB der Differenzenresonanz QX-ZQZ=p1 und der Drittel-

resonanz 3Qx=p2

In Teil a,b wird die regulare Bewegung in der horizontalen Projektion
des Phasenraumes gezeigt. Die Dreiecksform in der gemap (1.53) redu-
zierten Projektion des Phasenraumes (Teil b) bedeutet, dapB die
Separatrix der Drittelresonanz annahernd erreicht ist, wdhrend die
Resonanzbedingung der Differenzenresonanz noch nicht erfiillt ist (sie-
he Text). Teil c,d zeigt einen Ausschnitt des Phasenraums der chaoti-
schen Bewegung: zwar ist die Bewegung jenseits der Separatrix der Sum-
menresonanz (das Teilchen verldBt den stabilen Bereich auf drei Achsen
- Teil d), aber die Differenzenresonanz fiihrt die Bewegung wieder in
den urspriinglichen Bereich des Phasenraums zuriick (Teil c).
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Figur 2.12: Vertikale Phasenraumprojektion der Bewegung unter dem
EinfluB der Differenzenresonanz Q_-2Q_=p, und der
. - X z "1
Drittelresonanz 3Qx—p2

Der regulidre Fall ist in Teil a,b zu sehen, ein Ausschnitt der chaoti-
schen Bewegung wird in Teil c,d gezeigt. Die (durch die Einschrankung
des Winkels der jeweils anderen Projektion des Phasenraums auf ein
kleines Winkelintervall) reduzierte Projektion des Phasenraumes (Teil
b,d) zeigt deutlich, dap die Bewegung noch innerhalb der Separatrix
der Differenzenresonanz ist (vergleiche Kapitel 1.4.1.2). Die Anhau-
fung der Simulationsdatenpunkte in Teil a,c (siehe Pfeile) ist auf das
Erreichen der instabilen Fixpunkte in der horizontalen Phasenraumpro-
jektion zuriickzufiihren (je eine Ellipse in Teil a,c entspricht einer
Ellipse in Figur 2.1la,c). Auch in der vertikalen Phasenraumprojektion
kehrt im chaotischen Fall (Teil c) das Teilchen in den urspriinglichen
Bereich des Phasenraums zurlick.
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Figur 2.13: Chaotische Bewegung durch den EinfluB der Differenzen-
resonanz QX-ZQZ=p1 und der horizontalen Resonanz 3Qx=p2

Teil a zeigt die gesamte horizontale Phasenraumprojektion der chaoti-
schen Bewegung aus Figur 2.11c,d und Teil b die gesamte vertikale Pha-
senraumprojektion dieser Bewegung (Figur 2.12c,d). In beiden Phasen-
raumprojektionen werden sehr groBe Werte der Koordinaten erreicht.



Die vertikale Phasenraumprojektion zeigt, dap mit den gewahlten Para-
metern die Separatrix der Drittelresonanzen noch nicht ganz ereicht

ist (Figur 2.12b). In den nicht eingeschriankten Phasenraumdarstellungen
(Fig. 2.12a,c) erkennt man Kurven mit besonders starker Belegung. Dies
ist aber lediglich eine Konsequenz der Tatsache, daB sich die Teilchen
besonders lang an den Fixlinien in der horizontalen Phasenraumprojek-

tion aufhalten.

In Figur 2.14 sind die Emittanzen aufgetragen. Wie zu erwarten, gibt
es eine Uberlagerung der Steigung m=0 der Drittelresonanz und der
Steigung m=-2 der Differenzenresonanz; auch hier zeigen sich zusatzli-
che amplitudenabhadngige Deformationen. Wahrend im reguldren Fall nur
ein beschrankter Bereich eingenommen wird, werden im chaotischen Fall
sehr groBe Werte erreicht. Durch das Wirken der Differenzenresonanz
werden die sehr grofen Werte von £y immer wieder zu kleinen Werten
gebracht, und dies bremst das unbeschrankte Wachsen der Emittanzen
durch die horizontale Resonanz. Bei einem bestimmten Emittanzen-
verhdltnis wird jedoch der EinfluB der horizontalen Resonanz dominant,
so daB die Emittanzen in wenigen Umlaufen groBe Werte erreichen. Durch
das gewahlte Anfangsemittanzenverhaltnis K = %ﬁ: = 1 wird die Bewegung
hauptsachlich von der horizontalen Resonanz bestimmt. Dies 138t sich
an den Q-Werten in Figur 2.15a,b zeigen, hier am Beispiel der reguls-
ren Bewegung. Nach einer Mittelung iiber tausend Umlaufe zeigt sich
eindeutig, daB die Q-Werte im Bereich der Drittelresonanz liegen. Von
welcher Resonanz die Bewegung dominiert wird, 13Bt sich mit dem
Emittanzenverhdltnis K einstellen. Wahlt man dieses Verhdltnis zu K=2,
also die vertikale Anfangsemittanz €2, doppelt so groB wie die
horizontale €x, » SO Uberwiegt nun die Differenzenresonanz QX—ZQZ, wie

in Figur 2.15c, d zu sehen ist.
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Der reguldre Fall ist in Teil a gezeigt. Teil b und c zeigen den chao-
tischen Fall. In Teil a und b ist die Uberlagerung der Steigung m=-2
der Differenzenresonanz und der Steigung m=0 der horizontalen Resonanz
und eine zusdtzliche amplitudenabhingige Verformung zu sehen. Teil c
zeigt, daB selbst bei sehr groBen Emittanzen aufgrund der Differenzen-
resonanz immer wieder der Bereich kleiner Emittanzen erreicht wird,
bis schlieBlich ab einem bestimmten Verhdltnis der Emittanzen unbe-
grenztes Wachstum dieser Emittanzen einsetzt.
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Figur 2.15: QX—QZ—Diagramm fir die regulidre Bewegung

Gezeigt wird der Vergleich der Bewegung bei einem Anfangsemittanzen-
verhdltnis K = %fg = 1 (siehe Fig. 2.11-2.14))(Teil a,b) mit der Bewe-
gung bei K=2. Die Mittelung der Phasenvorschiibe iiber 1000 Umlaufe
zeigt, daB bei K=1 (Teil b) die Bewegung im EinfluBbereich der
horizontalen Resonanz liegt, wihrend bei K=2 (Teil d) die Differenzen-
resonanz dominijert.
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Der Fall K=2 soll genauer untersucht werden. Bei einer gerade noch
reguldren Bevegung kann man die Inselstruktur der Differenzenresonanz
erkennen (Fig 2.16), aber auch der EinfluB der horizontalen Resonanz
ist an den Spitzen der Inseln zu sehen. Da die Differenzenresonanz
dominant ist, ist im Vergleich zu K=1 die Bewegung noch bei wesentlich
groBeren Anfangsamplituden regular: Axo = 3.36 mm; Azo = 5.09 mm. Bei
noch groferen Amplituden wird auch hier die Bewegung chaotisch, siehe
Figur 2.17. Die Bewegung verlauft lange Zeit in dem in Figur 2.16 ge-
zeigten Bereich der reguldren Bewegung. Manchmal verlaBt das Teilchen
diesen Bereich, kehrt aber immer wieder zurilick. Erst nach sehr hohen
Umlaufzahlen setzt sich die Drittelresonanz durch und fiihrt zu unbe-
grenztem Amplitudenwachstum in der horizontalen Phasenraumprojektion
(Fig. 2.17b). In Figur 2.18a sind die Ergebnisse von Simulationslaufen
mit sechs verschiedenen Emittanzenverhaltnissen K zusammengefaft. Ge-
zeigt ist die Abhangigkeit der maximalen reguldren Anfangsemittanzen gy,

,€2, vom Emittanzenverhdalitnis K, als Vergleich ist die Anfangsemittanz

Q
fiir K=0 mit eingetragen. Bei kleineren Werten von K ist die Bewegung

im EinfluBbereich der horizontalen Resonanz 3Qx’ mit steigendem K wird
dieser EinfluB geringer, bis bei einem bestimmten K-Wert die Differen-
zenresonanz iliberwiegt. Der EinfluB dieser Resonanz macht die Bewegung
stabiler, so dap beide Startemittanzen einen Sprung zu hGheren Werten
machen. Durch Bestimmung der Flache F in den Phasenraumprojektionen
(z.B. Figur 2.11) lassen sich mittlere Emittanzen &: Fy/on;E2:F; /onr
bestimmen. Diese sind fiir die Falle, in denen die horizontale Resonanz
uberwiegt, in Figur 2.18b als Funktion von K aufgetragen. Im Vergleich
zu Figur 2.18a wachst das mittlere EZ sehr stark an, so daf insgesamt
die Summe et £, ansteigt mit grofer werdendem K. Zusammenfassend

1apt sich sagen: mit wachsendem Emittanzenverhdltnis K nehmen die maxi-
malen reguldren horizontalen Emittanzen (ng Ex) ab, die v?rtika1en
Emittanzen (azé sz) vergrofert sich so, daB die Summe o + £, grofer
wird (sxo+ szo wird grofer, wenn die Differenzenresonanz Uberwiegt).
Zudem kann die Differenzenresonanz zu einer Tangen Verweildauer im
chaotischen Bereich mit groBen Ausdehnungen fiihren und damit Stabili-

tdt vortduschen, wenn nicht genlgend lange simuliert wird.



Figur 2.16: Phasenraumprojektionen einer reguliren Bewegung unter dem
E£influp der Differenzenresonanz Q_-2Q_=p, und der Drittel-
- < X z "1
resonanz 3Qx—p2 bei K=2

Teile a,b zeigen die horizontale Projektion und Teil c,d die verti-
kale Projektion des Phasenraums. In den durch den Schnitt (1.53) redu-
zierten Projektionen des Phasenraumes (Teil b,d) wird nun deutlich,
daB die Resonanzbedingung der Differenzenresonanz erfillt ist {ver-
gleiche Fig. 2.11b-2.12b). Die Verformung in Teil b,d lassen aber auch
den Einflup der Summenresonanz erkennen.

a.)
By X'+ AxX
l*.0 LENNLARED S S S B (R B T
F 1
2.0 | ]
0.0 | .
_Q'O 1 i . l I 1 A i 1 A 1 i l L " 1 |
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -8.0 -4.0 0.0 4.0 8.
B _
X [mm)] Z[mm)]
b.) d.)
By X+ QxX zZ'+ zZ
L4-0 i Al T | T ¥ T T T T T ] 7 T T T B.O T T T T N T T T T 1 T T T T ] T T T
2.0 _ ] 4.0 L ]
0.0 |- s N L o< ]
| ‘...“ » ) 0.0 -— {\) C.'O —:
2.0 - 4 w.o ]
4o UL R T R L] -8.0 N S R B
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -8.0 4.0 0.0 4.0 8.
- -
X {mm] Z [mm]



_87_

a.)
Bxx"* O.XX
40
r |
2.0 .
- 4
0.0 - i
2.0 F ~
L ]
N ]
L p i
~4.0 SIS TS NS WO HN ST S UV NN ST G YRS S NN DU N YO
-4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 -8.0 -4.0 0.0 4,0 8.0
—— — -
b.) X {mm] d.) Z[mm]
’
BxX'+ axX BzZ'+ azZ
25.0 '-IIITIIITI"TTVITTYV_T 25.0 TTTYT T T T T T T T T Ty
F g k R
b ‘ - + <o L
0.0 - — 0.0 - -
[ ] I ]
_25'0 PR U R VA WA ST O ST TN DTS NS VO CUN SO DU S -25.0 PSS VT S YOS S TSNS VRN WU TR0 ST ST WU St T U W
-25.0 0.0 25.0 -25.0 0.0 25.0
—_— —_——— -
X [mm] Z [

Figur 2.17: Projektionen des Phasenraums einer chaotischen Bewegung
unter dem EinfluB der Differnzenresonanz QX-ZQZ=p1 und der
Drittelresonanz BQX=p2 bei K=2

Bei etwas groperer Amplitude als bei der Bewegung von Figur 2.16 wTrd
die Bewegung chaotisch. Teil a,b zeigt die horizontale, Te11.c,d die
vertikale Projektion des Phasenraums. Wie im Falle mit K=1 wird Qer .
urspriingliche Bereich im Phasenraum wieder erreicht (Teil a,c)'b1s die
Bewegung schlieBlich von der horizontalen Resonanz dominiert wird
{Teil b).
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Figur 2.18: Stabile Anfangsemittanzen und mittlere Emittanzen als
Funktion des Anfangsemittanzenverhiltnisses K = %z?

Teil a: Fiir sechs K-Werte sind die stabilen Anfangsemittanzen berech-

net worden. Deutlich ist der Sprung zu groBeren Werten der

Anfangsemittanzen zwischen K=1 und K=2 zu erkennen. Unterhalb dieses

Sprunges dominiert die horizontale Resonanz oberhalb ist die Diffe-

renzresonanz starker. . -

Teil b: Die Summe der mittleren Emittanzen ¢+ &_ nimmt mit wachsen-

dem K zu, und zwar nimmt E} starker zu als €, reduziert wird.
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Man kann aus diesem Beispiel erkennen, daB bei Beriicksichtigung von
horizontaler und vertikaler Bewegung die maximale stabile Amplitude

auch durch die Differenzenresonanzen deutlich kleiner werden kann. Weiter
muB man damit rechnen, daB durch das Zusammenwirken mehrerer Resonan-

zen der zweite Bereich in Figur 2.4 wesentlich breiter wird als bei

der reinen horizontalen Bewegung.

2.3.3 Chaotische Bewegung in der Nidhe der Separatrix einer stabili-

sierten Resonanz 4QX§E

Als letztes mochte ich ein Simulationsbeispiel in der Nahe der Reso-
nanz vierter Ordnung untersuchen. In Kapitel 1 haben wir dieses Bei-
spiel fir einen Q-Wert von 0,251 betrachtet. Das glieiche Beispiel bei
QX = 0,255 ist in Figur 2.19a zu sehen. Deutlich ist der breite chao-
tische Bereich um die Inseln der vier stabilen Fixpunkte zu sehen.
Dieser Bereich entsteht dadurch, daB mit zunehmendem Abstand zu einer
Resonanz diese nicht mehr als isoliert angesehen werden darf, sondern
dap auch Effekte anderer Resonanzen wichtig werden. Bei einem Q-Wert
von QX = 0,26 (Figur 2.19b) sind die Inselstrukturen deutlich kleiner
geworden und bei Qx = 0,261 (Figur 2.19c) sind die Inseln fast auf
Null geschrumpft, wachsen jedoch bei einer weiteren Vergroferung auf
0,262 wieder an (Figur 2.19d). Wir sehen hier den Effekt einer
Bifurkation (siehe weiter unten). Eine weitere Erhohung des Q-Wertes
auf Qx = 0,263 {Figur 2.19e) 1aBt die InselgroBe wieder schrumpfen und
bei Qx

reguldre Inselbewegung mehr feststellen. Das hier auftretende Beispiel

0,264 (Figur 2.19f) 14Bt sich im Rahmen der Aufliosung keine

einer Bifurkation mochte ich jetzt vorstellen. Eine umfangreiche theo-
retische Behandlung der Bifurkation ist bei MacKay /10/ zu finden.
Bifurkation tritt immer dann auf, wenn bei einer Variation eines Para
meters Fixpunkte erzeugt oder zerstort werden oder aufeinandertreffen.
Betrachten wir aiso die Zerstdrung eines elliptischen Fixpunktes (Fi-
gur 2.20), namlich eines der vier stabilen Fixpunkte der Resonanz
4QX=p. Diese Zerstdrung kann dadurch geschehen, daB durch Anderung des
Parameters Q die Spur der Matrix /A (Kapitel 1.3.3), die die Bewegung
in der Ndhe eines Fixpunktes beschreibt, einen Wert von +2 oder -2

annimmt.
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Figur 2.19a,b: Horizontale Bewegung unter dem EinfluB der Resonanz
vierter Ordnung 4QX=p

Teil a zeigt die Bewegung bei Q_ = 0,255 und in Teil b ist der Q_-Wert:
Q,=0,260. Die stabilen und instdbilen Fixpunkte sind mit wachsen em Q_-Wert,
afso groBerer Entfernung zur Resonanz bei Q,=0,25, bei groBeren Amp]i%uden zu
finden. Dabei verringert sich die GroBe der‘vier Inselbereiche.
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Fig. 2.19c,d: Horizontale Bewegung unter dem EinfluB der Resonanz
vierter Ordnung 4QX=p

Bei weiter VergroBerung des Q_-Wertes auf QX=0,261 (Tei] c) ist Qie
InselgroBe im Vergleich zu Fiéur 2.19b fast ' Null. Bei Q f0,262 nimmt
die InselgrdPe wieder zu. Das Verschwinden der Inseln zw1schen
Q =0,260 und Q_=0,262 ist ein Bifurkationsvorgang (Detail siehe

X X

Figur 2.20).
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Figur 2.19e,f: Horizontale Bewegung unter dem EinfluB der Resonanz
vierter Ordnung 4Qx=p

Bei Q =0,263 (Teil e) sind die Inseln wieder kleiner geworden als bei
QX=0,§62 (Figur 2.19d). SchlieBlich verschwinden die Inseln ganz ab
Q =0,264 (Teil f).

X
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Figur 2.20: Bifurkationsvorgang

Die Figur zeigt eine der vier Inselbereiche der Figur 2.19c.

Teil a zeigt die Situation bei Q _=0,2608 kurz vor der Bifurkation.
Wihrend der Bifurkation treffen die vier instabilen Fixpunkte mit den
stabilen Fixpunkten (des Zentrums der Inseln) zusammen. Nach der
Bifurkation bei Q_=0,2609 (Teil b) entfernen sich die vier instabilen
Fixpunkte 45  phaSenverschoben wieder vom elliptischen Fixpunkt.
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Im Falle Spur /A = -2 ergibt sich eine Bifurkation mit Periodenverdop-
pelung, also nach der Bifurkation gibt es statt des zerstdrten ellip-
tischen Fixpunktes zwei neue elliptische Fixpunkte mit einem invers
hyperbolischen dazwischen. Fiir Spur /A = +2 entsteht nur wieder ein
neuer elliptischer Fixpunkt ohne Periodenverdopplung. In unserem obi-
gen Beispiel handelt es sich um eine Bifurkation des zweiten Typs.
Figur 2.20a zeigt bei Qx = 0,2608 einen der vier Inselbereiche im ver-
groperten MaBstab kurz vor der Bifurkation. Um den Inselbereich des
stabilen Fixpunktes hat sich ein Unterinsel-System herausgebildet mit
vier instabilen Fixpunkten und vier stabilen Fixpunkten mit vier Un-
terinseln. Die Bifurkation 1iuft nun folgenderweise ab: Durch Variation
des Q-Wertes bewegen sich die neuen vier instabilen Fixpunkte auf

den urspriinglichen elliptischen Fixpunkt zu, bis sie zusammenfallen
und somit die InselgrdBe gleich Null ist. Bei weiterer VergroBerung
des Q-Wertes entfernen sich die vier instabilen Fixpunkte wieder vom
elliptischen Fixpunkt, jetzt jedoch 45° phasenverschoben. Figur 2.20b
zeigt diese phasenverschobenen instabilen Fixpunkte bei einem Q-Wert
von Qx = 0,2609 kurz nach der Bifurkation. Figur 2.21 zeigt noch ein-
mal schematisch den Bifurkationsvorgang.

Figur 2.21: Bifurkationsvorgang der Ordnung 1/4
schematisch; nach MacKay/10/
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Kapitel 3: Simulationstechniken

3.1 Einfibhrung

In diesem Kapitel werden die Simulationstechniken vorgestellt, die in

dieser Arbeit zur Anwendung kommen.

In Abschnitt 3.2 wird das Teilchenbahnsimulationsprogramm RACETRACK
(A. Wrulich /2/) beschrieben. Um Synchrotronschwingungen beriicksich-
tigen zu konnen, wurde der RACETRACK-Code gemdp einer Arbeit von

G. Ripken /15/ auf einen sechsdimensionalen symplektischen Formalismus
erweitert. In Anhang 1 ist die Ableitung der Bewegungsgleichungen zu
finden. Zusdtzlich gibt es im Programm die Mdglichkeit, die Energie
adiabatisch zu andern. Die besonderen Schwierigkeiten bei der Beriick-

sichtigung der Beschleunigung werden im Anhang A2 behandelt.

In Abschnitt 3.3 wird der EinfluB von Rundungsfehlern auf die Simu-
Jationsergebnisse untersucht und ein heuristisches Verfahren zur Kor-

rektur dieser Fehler angegeben.

Der in Kapitel 2 eingefiihrte charakteristische Lyapunov-Exponent wird
in Abschnitt 3.4 mit zwei unterschiedlichen Methoden berechnet. Aus-
fiihrlich wird dabei untersucht, inwieweit sich Rundungsfehler auf das
Ergebnis auswirken. SchlieBlich wird eine Methode angegeben, die es
erlaubt, schon mit geringen Umlaufzahlen eine sichere Unterscheidung

zwischen reguldrer und chaotischer Bewegung zu treffen.

In Abschnitt 3.5 werden Untersuchungen von hoherdimensionalen Phasen-
raumen durchgefiihrt. Der vierdimensionale Phasenraum kann mit Hilfe
eines graphischen Systems veranschaulicht werden, bei dem drei Dimen-

sionen perspektivisch und die vierte durch Farbwerte dargestellt wird.

Dann wird gezeigt, wie man in vier und sechs Dimensionen die Bewegung
auf einem KAM-Torus von der Bewegung auf Untersystemen unterscheiden

kann, die beim Aufbruch des KAM-Torus entstehen.
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Mit Hilfe der betrachteten Simulationstechniken wird in Abschnitt 3.6

erlautert, wie sich die Akzeptanz eines Beschleunigers bestimmen 14Bt.
SchlieBlich wird in Abschnitt 3.7 erlautert, inwieweit sich Simula-
tionen iliber wenige Umlaufe mit mehreren Teilchen mit Langzeitsimula-

tionen mit nur einem Teilchen vergleichen lassen.

3.2 Das Teilchenbahnsimulationsprogramm RACETRACK

Das Teilchenbahnsimulationsprogramm RACETRACK ist speziell dafiir aus-
gelegt, die Akzeptanzeinschriankungen zu bestimmen, die durch die Feld-
fehler der Dipol- und Quadrupolmagnete verursacht werden. Zur Charak-
terisierung der Feldfehler fiihrt man eine Multipolentwicklung durch.
Das Programm kann Multipolkoeffizienten dieser Entwicklung bis zur
Ordnung 20 berlicksichtigen.

Wie die Chromatik-Sextupole sind die hoheren Multipolfelder nichtline-
are Elemente. Sie werden als diinne Linsen in der Mitte des jeweiligen
Dipol- oder Quadrupolmagneten angeordnet, so dap sie lediglich die
Steigungen der Teilbahnen dndern (Kick-Code).

Neben den magnetischen Elementen kdnnen im Programm eine Reihe von
Anfangsparameter gewdahlt werden:

Start- und Beobachtungspunkt in der Magnetstruktur
Anzahl der Teilchen (bis zu 256)

Verteilung dieser Teilchen in den Projektionen des Phasenraums

feste relative Impulsabweichungen

Anzahl der Umlaufe

Aperturbegrenzungen

Bevor die eigentlichen Umlaufrechnungen gestartet werden, kdnnen eini-
ge vorbereitende Rechnungen durchgefiihrt werden:

- Einstellung des Arbeitspunktes in QX-QZ—Diagramm
- Chromatikkorrektur durch Sextupole
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- Einstellung einer Sollbaknabweichung mit wahlbaren rms-Werten

- Wahl einer Multipolstatistik: Um eine longitudinale Variation der
Stiarke der Nichtlinearitdten zu beriicksichtigen, konnen neben den
mittleren Multipolkoeffizienten auch rms-Werte angegeben werden. Aus
einer Anzahl von verschiedenen Multipolstatistiken wird eine mit
mittlerer Akzeptanz ausgewdhlt und fiir alle weiteren Simulationen
beibehalten.

- Bestimmung der Beta-, Alpha- und Dispersionsfunktionswerte der line-
aren Optik an diskreten Positionen der longitudinalen Koordinate s

- Kompensation von Resonanzen beliebiger Ordnung durch nichtlineare

Elemente der entsprechenden Ordnungen.

Um Synchrotronschwingungen berlicksichtigen zu konnen, muBten im Pro-
gramm einige Anderungen vorganommen werden: Beschleunigungsstrecken
werden als Elemente der Linge Null in die Struktur eingefiigt. Da die
Stirken der magnetischen Elemente impulsabhdngig sind, miissen bei je-
dem Durchgang durch die Beschleunigungsstrecke alle Starken neu be-
rechnet werden. Fiir jedes Teilchen gibt es somit entsprechend seiner
momentanen relativen Impulsabweichung einen eigenen Satz von Feldstdr-
ken der magnetischen Elemerte. Um den Bedarf an Speicherplatz gering

Zu halten, werden nur zwei Teilchen gleichzeitig verfolgt.

Da die Weglangenordnung o=s-vot sich nichtlinear mit jedem Element,
also auch bei Driftstrecken, Dipolen und Quadrupolen dndert (siehe
Anhang 1) macht es keinen Sinn, die linearen Elemente zwischen zwei
nichtlinearen Elementen zu einem Block zusammenzufassen. Dies wirkt
sich allerdings nur geringfiigig auf die benotigte Rechenzeit aus, da
der Hauptteil der Rechenzeit fiir die Berechnung der nichtlinearen
Kicks bendotigt wird. Die sechsdimensionalen Rechnungen mit einer Be-
schleunigungsstrecke benctigen etwa 50 % mehr Rechenzeit als die rein
transversalen vierdimensionalen Simulationen. Die Energie kann pro
Umlauf um einen wihlbaren Betrag verindert werden. Die Anzahl der Um-
Tdufe vor, wahrend und nach einer solchen Beschleunigung kann angege-

ben werden. Mit dieser erweiterten RACETRACK-Version lassen
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sich die Ergebnisse der linearen Theorie der Synchrotronschwingungen
sehr genau reproduzieren, wenn die Amplituden in den transversalen
Phasenraumprojektionen extrem klein gewdhlt werden und somit die Kopp-
lung zwischen transversaler und longitudinaler Bewegung gering gehal-
ten wird. AuBerdem besteht die Moglichkeit, die Bewegungsrichtung bei
den Simulationen umzudrehen mit einer wahlbaren Anzahl der Umldufe in
Vorwarts- und Riickwartsrichtung. Damit konnen Rundungsfehler untersu-
cht werden und von einem Satz von Anfangsbedingungen in beide Richtun-
gen simuliert werden. Dadurch kann die bendtigte Bearbeitungszeit die-
ses Satzes von Anfangsbedingungen um den Faktor zwei reduziert werden
kann.

3.3 Rundungsfehler

In dieser Arbeit sollen Langzeitsimulationen der Teilchenbewegung in
einem Beschleuniger durchgefiihrt werden. In Simulationen flir den
HERA-Protonenring werden dabei flir 106 Umlaufe 1011 Rechenoperationen
benotigt. In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich Rundungsfehler

bei einer so groBen Zahl von Rechenoperationen auswirken.

3.3.1 Methoden zur Bestimmung von Rundungsfehlern

Die einfachste aber rechenzeitaufwendige Methode ist der Vergleich
zweifach und vierfach genauer Rechnungen. Als Rundungsfehler wird da-

bei der Abstand le der Koordinaten der zweifach genauen Rechnung (xz,

x'Z, z,, z'z) zu den Koordinaten der vierfach genauen Rechnung (xv,
x' ,z ,2Z
v’ “v

V) genommen:

Z'

dyg = (xg-xv)z+)'—[5x (x,~x) +le(x2‘xv)]2'r (2, -}V)Lv*[fsz (2-2))+ &5 (2, -zvﬂ

(3.1)

Da eine IBM 3081 fiir lange Rechnungen zur Verfiigung stand, sind einige
Fille vierfach genau gerechnet worden,obwohl sie um einen Faktor 20
Jangsamer sind. So waren z.B. fiir einen Simulationslauf von 50 000
Umldufen fir HERA ca. 46 Stunden Rechenzeit notwendig.
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Die zweite Methode nutzt die Tatsache aus, daB die Hamilton-Funktion
invariant gegen Zeitumkehr ist (siene Kapitel 1). Ein Umkehren der
Bewegungsrichtung nach N0 Umldufen und eine Riicksimulation um wiederum
No Umldufe sollte zu den Anfangskoordinaten zuriickfihren.

Der Rundungsfehler ist in diesem Fall der Abstand d2R der Anfangskoor-

dinaten (xo, x'o, Z, z‘o) zu den riicksimulierten Koordinaten
(Xxg» X'p> 2p» 2'g):
z
- 2 b " < LoZ )+ Ok, (Re- 2
dag™] (xg=xp) 1 Px(xa'xo)’de(xR_xo) +(2R-2o)+(5x(zk 25 »(Re 72
(3.2)

Im Programm wurde die Riicksimulation dadurch erreicht, dap die Struk-
tur riickwarts durchlaufen wird, wobei die Matrizen linearer Elemente
invertiert sind und die Kicks der nichtlinearen Elemente subtrahiert
statt addiert werden.

3.3.2 Entwicklung der Rundungsfehler mit der Umlaufzahl N

Petra Wilhelms /16/ Untersuchungen ergaben, daB die Rundungsfehler
einer rein linearen Maschine linear mit N anwachsen, wahrend bei einer
nichtlinearen Maschine die Fehler mit N2 anwachsen. Wie im weiteren
gezeigt wird, bezieht sich dieses quadratische Anwachsen auf einen
Fehler in der Phase. Dies hat zur Folge, daB die Rundungsfehler bei
der Bestimmung der Akzeptanzgrenze praktisch keine Rolle spielen. Das
unterschiedliche Verhalten im linearen und nichtlinearen Fall 1Bt
sich auf zwei Ursachen zuriickfiihren: Erstens ist bei numerischen Rech-
nungen die Abbildung von Umlauf zu Umlauf nie exakt symplektisch und
zweitens sind die Phasenvorschiibe pro Umlauf im nichtlinearen Fall
amplitudenabhingig, wiahrend diese im linearen Fall stets konstant
sind.

Die Abweichung von der Symplektizitdt bedeutet, daB die Determinante

der Abbildung /A von eins verschieden ist.

Da bei den IBM-Rechnern die Zahlen stets auf Maschinengenauigkeit ab-
geschnitten werden ("truncated"), stellt sich in der Regel eine

Dampfung ein, so dap meistens det /A < 1 ist. Dieser Determinanten-
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fehler verkleinert systematisch die Amplituden. Dies fihrt bei einer
linearen Beschleunigungsstruktur zu einer Tinearen Verringerung der
Koordinaten und somit zu einem linearen Anwachsen des Rundungsfehlers.
Im nichtlinearen Fall ist der Q-Wert eine Funktion der Amplitude. In

erster Niherung ist die Abhangigkeit quadratisch:
A ~
Ry, ~ Q, (1+ bAXo) J 8570y, (A =0)

R, 1€, By

b = konstant (3.3)

Nun verringert sich aber die Amplitude A, systematisch:
o
A A -13
- X -
A (N)A, (1+oN) a™-10 (3.4)

Eingesetzt in (3.3) erhdlt man:

Qx (N): Qo (/[+b Aio (4+2aN+a2N2))

20x0+ZGbQO /A\iON (3.5)

Dabei ist die Niherung gemacht worden a-N << 1, dies ist mit (3.4)
selbst bei der maximal interessierenden Umlaufzahl von 2x109 (dies
entspricht 10 Stunden Speicherzeit in HERA) noch erfiillt.

Der Phasenvorschub ¢k nach N Umlaufen entspricht nun der Summe iiber
die Q-Werte

!

¥, (W)=
¥,

N A
> 0, (N): 0, N+ab, A, (N%N)
X

~2 2 -
tabQ A (NN); Y = QN (3.6)
Die Einfliisse der Rundungsfehier sind wesentlich geringer als das gua-
dratische Anwachsen zundchst vermuten 13Bt. Nach 106 Umldufen erreicht
zwar der Rundungsfehler eine relative Abweichung von 10_3, diese Pha-
senfehler konnen aber nur einen maximalen Wert erreichen, wenn namlich

gegeniiberliegende Bereiche im Phasenraum erreicht sind. (Siehe Figur
3.15).
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Danach werden die Phasendifferenzen wieder geringer. Der eigentliche
fiir die dynamische Apertur wichtige xundungsfehler ist das Schrumpfen
der Amplituden (3.4) und diese Schrumpfung ist selbst bei 109 Umladufen
in der GroBenordnung 10_4 des Startwertes.

Zusammenfasserd 133t sich aiso sagen, dap die Rundungsfehier einen
starken Effekt tangential zu KAM-Tori haben, und zwar ein quadrati-
sches Anwachsen des Fehlers in der Phase bewirken, wahrend senkrecht
zu diesen Tori sich nur eine minimale Abweichung, ndmlich ein lineares

Schrumpfen der Amplitude zeigt (siehe J. Greene /17/ mit @hnlichen
Ergebnissen).

Petra Wilhelm hat zwei- und vierdimensionale Falle untersucht. Die
Ergebnisse lassen sich aber auch auf den sechsdimensionalen Fall mit
Synchrotronschwingungen libertragen, auch in diesem Fall wachsen die
Rundungsfehler quadratisch mit der Umlaufzahl an und wieder sind dies

im wesentlichen Fehler in der Phase.

3.3.3 Auswirkungen der Rundungsfehler auf die Bewegung im Phasenraum

3.3.3.1 Regulare Bewegung auf einem KAM-Torus

Als erstes mochte ich die Auswirkungen der Rundungsfehler auf die re-
gulire Bewegung auf einem KAM-Torus demonstrieren. Figur 3.la zeigt
die horizontale Phasenraumprojektion einer zweidimensionalen Bewegung.
In den Figuren 3.1b-d werden sukzessiv kleinere Ausschnitte aus diesem
Phasenraum dargestellt. Figur 3.1lc nimmt die vierfach genaue Rechnung
(mit o gekennzeichnet) die volle Diagonale ein, wdhrend bei der zZwei-
fach genauen Rechnung (mit + gekennzeichnet) nur etwa die Halfte der
Diagonalen lberstrichen wird. Ein Detailausschnitt (Teil d) von Figur
3.1c zeigt zudem, dap bei der zweifach genauen Rechnung ein Umkehr-
punkt (instab.ler Fixpun:t) erreicht wird, so daB im folgenden die
Eintrdge in umgekehrter Richtung auf der Diagonalen eingetragen wer-
den. In diesem Beispiel 13Bt sich also der groBe Rundungsfehler in der
Phase deutlich erkennen, wahrend nur eine minimale Reduktion der Am-
plitude auftritt. Die mittlere Reduktion a der Amplitude pro Umlauf

soll nun bestimmt werden.
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Figur 3.1: Auswirkung von Rundungsfehlern auf die reguldre Bewegung
auf einem KAM-Torus

Teil a zeigt die ganze horizontale Phasenraumprojektion. Teil b zeigt
einen Ausschnitt. In Teil ¢ ist der Vergleich der zweifach genauen mit
vierfach genauen Rechnung zu sehen, wobei wiederum ein Ausschnitt von
Teil b betrachtet wird. Deutlich ist der groBe Fehler in der Phase zu
erkennen, wiahrend die Amplitude nur minimal reduziert wird. Teil d
zeigt neun Eintridge der zweifach genauen Rechnung aus Teil c. Damit
(siehe Text) 1dBt sich die mittlere Reduktion der Amplitude pro Umlauf
berechnen.
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Dazu wird der Abstand vom Eintrag 8 in Figur 3.1d zur Verbindungslinie
vom Eintrag 1 und 2 (in Figur 3.1d) pestimmt.

-9.598x10" 2 mm

AX

d=Jx2+ Bi x'% = 9,642x10"2 mm

10

AX' = 3.13x10° (3.7)

Da alle NE = 1162 Umlaufe ein Eintrag in Figur 3.1d erfolgt und der
Abstand nach NU = 7 Eintrdgen berechnet wurde, 1aBt sich die Reduktion
a berechnen (vergleiche (3.4)): mit Axo = 5.08 mm

a= - ns_dﬁu_t,_ =z - 2.33x10-13 (3.8)

3.3.3.2 Reguldre Bewegung in der Ndahe eines instabilen Fixpunktes

In der Nahe der Separatrix und des instabilen Fixpunktes gibt es ver-
schiedene Bewegungsformen wie bei einem Pendel: Schwingungen entspre-
chen einer Bewegung auf Inselstrukturen und Rotationen entsprechen
Bewegung auf unaufgebrochenen KAM-Linien um die Inselstruktur herum.
Der Startpunkt einer reguldren Trajektorie liege auBerhalb der
Separatrix (siehe Figur 3.2) und in unmittelbarer Ndhe zum instabilen
Fixpunkt. Durch die Reduktion a der Amplituden (3.8) wird die
Separatrix ulberquert. Die Bewegung verlauft dann auf Inseln, bis er-

neut die Separatrix zu kleineren Amplituden hin liberschritten wird.



- 104 -

x' [mrad]
0.37551 7 T T
[ . ]
L Startwert in Fig. 3.9 )
0.37546 ~ -
0.37541 - - +
4.96138 4.96141
x [mm]

Figur 3.2: Auswirkung von Rundungsfehlern auf die Bewegung in der Nihe
eines instabilen Fixpunktes

Durch Rundungsfehler wird die Bewegung, die zundchst auBerhalb der
Fixpunktstruktur verlduft (Eintrag @) ist der Startpunkt der Simula-
tionen), hin zu einer Bewegung um die stabilen Fixpunkte verschoben.
SchlieBlich wird die Amplitude weiter reduziert, so dap die Bewegung
innerhalb der Fixpunktstruktur verlauft. Eingetragen ist zudem der
Startpunkt fiir die Simulation mit der Rundungsfehlerkorrektur.

Mit der oben bestimmten relativen Amplitudenreduktion a (3.8) einem
typischen Amplitudenwert von Axo= 5 mm und einer Umlaufzahl von
No = 105 1aBt sich eine Grenze dG bestimmen, bis zu der es Sinn macht,

Details im Phasenraum zu untersuchen:

d.=a N R =10 mm (3.9)
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Solange also Phasenraumbereiche untersucht werden, die groB gegen dG

sind, 13Bt sich ein Wechseln der Bewegungsformen einer Trajektorie
nicht beobachten.

Dies hat auch Konsequenzen fiir die Beurteilung von chaotischer Bewe-
gung. Ist chaotische Bewegung eingeschréankt auf einen Bereich der
kleiner als dG ist, so 14t sich diese chaotische Bewegung mit zweifa-
cher Genauigkeit nicht mehr nachweisen. Da die Rundungsfehler stets
eine Reduktion der Amplituden bewirken (3.8), kann der blofe Wechsel
der Bewegungsformen durch die Rundungsfehler leicht von einem chaoti-
schen Verhalten unterschieden werden. Denn eine chaotische Trajektorie
pendelt zwischen den verschiedenen Bewegungsformen hin und her, also
erreicht abwechselnd kleine und groBe Amplituden.

3.3.3.3 Chaotische Bewegung

Bisher sind nur Rundungsfehler in reguladren Simulationsldufen unter-
sucht worden. In den ndchsten beiden Beispielen mochte ich nun demon-
strieren, dap sich die Rundungsfehler in chaotischen Fallen exponen-
tiell entwickeln.

Als erstes mochte ich einen Fall untersuchen, bei dem schon nach weni-
gen Umlsufen der ungebundene Bereich erreicht ist. Fiir die gewdhlte
Anfangsbedingung ist sowohl vorwdrts als auch riickwdrts simuliert wor-
den in doppelter und vierfacher Genauigkeit. Es zeigt sich, daB das
Teilchen in beiden Bewegungsrichtungen schnell den ungebundenen Be-
reich erreicht. Tabelle 3.1 enthalt die Anzahl der Umldufe bis das

Teilchen den ungebundenen Bereich erreicht.

zweifache vierfache
Bewegungsrichtung Genauigkeit Genauigkeit
vorwarts 506 507
riickwarts 304 304
504 Umlaufe vorwarts,
dann Umkehrung
der Bewegungsrichtung 1530 1312

Tabelle 3.1: Anzahl der Umlaufzahl bis zum Teilchenverlust in
zweifach und vierfach genauer Rechnung
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In Vorwdrts- und Riickwartsrichtung sind die Umlaufzahlen bis zum Teil-
chenverlust fast gleich. Bei einer Umkehr der Bewegungsrichtung nach
504 Umlaufen bleibt bei zweifach genauer Rechnung das Teilchen erheb-
Tich linger im gebundenen Bereich, als es der Summe 1008+304=1312 ent-
spricht. Die vierfache Genauigkeit reicht aber aus, diese Anzahl zu
reproduzieren. In Figur 3.3 sind die Rundungsfehier d2R der beiden
Genauigkeiten, bestimmt durch den Vergleich von Vorwarts- und Riick-
wirtssimulation, gezeigt. Der Verlauf der Kurven ist praktisch iden-
tisch, nur daB die vierfach genaue Rechnung um den Faktor

256 = 7,2x101®
gere Mantisse zuriickzufiihren ist (siehe auch P. Wilhelm /16/).

kleinere Abweichungen zeigt, die auf die um 56 Bit ldn-

Figur 3.4 zeigt fiir die beiden Genauigkeiten den Anstieg des Abstandes
im Phasenraum und die horizontale Phasenraumprojektion der Bewegung.
Bis auf einige Eintrage kurz vor dem Erreichen des ungebundenen Berei-
ches der Bewegung ist die Ubereinstimmung in der gezeigten Aufldsung
perfekt. Mit der Bestdtigung des exponentiellen Anstiegs des Abstandes
im Phasenraum kann man also davon ausgehen, daf es sich tatsdchlich um
chaotische Bewegung handelt. In Figur 3.5 wird schlieBlich bei zweifa-
cher Genauigkeit gezeigt, daB nach etwa 300 Riickwartssimulationen die
Abstinde im Phasenraum anfangen, auseinanderzulaufen und der Anfangs-
abstand nicht wieder erreicht wird. Die Symmetrie des Bildes 1&Bt sich
darauf zuriickfiihren, daB beim Annidhern an einen instabilen Fixpunkt
durch Rundungsfehler statt eines kontrahierenden Arms der Separatrix

ein divergierender (oder umgekehrt) erreicht wird.
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Fig. 3.3: Simulation von Vorwarts- und Riickwartsbewegung

Aufgetragen ist die Differenz von Anfangs- und Endkoordinaten.

Der Verlauf der Rundungsfehler in den beiden Genauigkeitsstufen ist
qualitativ g]eiig, auBer daB im vierfach genauen Fall die Fehler um
den Faktor 7-10°° kleiner sind, gemdp der um 56 Bit ladngeren Mantisse.



a.)
d(N)[{mm]

10.000 L T I‘TI|I] T T II(!'I' T l lbll‘
1.000

m
]
(=]
[o2]
MAUL Bal AL . BALL IRAL RS O BUALL AL L L AL L L

12
'?g i SN AN 1 T | i NN B

1000.0

—
©
—
o
o
—
[e=]
o
Q

b.)

x’ [mrad]

4.0 O e

1

» zweifache Genauigkeit
O vierfache Genauigkeit

2.0

T
[e]
o]

AR SN N S S W U NS S

o
[w]
T T T T T

TN

Fig. 3.4: Vergleich einer chaotischen Bewegung in zwei- und vierfach
genauer Rechnung

Die Ergebnisse stimmen im Rahmen der gezeigten Aufldsung uberein, ins-
besondere der exponentielle Anstieg des Abstandes im Phasenraum (Teil
a), was die chaotische Natur der Bewegung bestatigt. Erst bei groBen
Amplituden (siehe Pfeile) zeigen sich Abweichungen.
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Fig. 3.5: Riickwiartssimulation bei zweifach genauer Rechnung

Bei der Riickwiartssimulation wird aufgrund von Rundungsfehlern ein kon-
trahierender statt eines expandierenden Arms (bzw. umgekehrt) einer
Separatrix erreicht, so daB der urspriingliche Abstand nicht wieder

erreicht wird.
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Als nichstes mochte ich einen chaotischen Fall behandeln, bei dem das
Anwachsen des Abstandes im Phasenraum wesentlich langsamer verlauft.
Erst nach ca. 30 000 Umliufen ist der maximale Phasenraumabstand er-
reicht und selbst nach 50 000 Umlaufen ist der Bereich unbegrenzten
Amplitudenwachstums noch nicht erreicht. Figur 3.6 zeigt das Anwach-
sen des Abstandes zweier zunidchst eng benachbarter Teilchen im Pha-
senraum, nach 50 000 Umliufen wird die Bewegungsrichtung umgedreht
und die Bewegung zurlicksimuliert. Nach etwa 20 000 zuriicksimulierten
Umldufen zeigen sich Abweichungen vom Verlauf, so daB der urspring-
liche kleine Abstand nicht erreicht wird, sondern der Abstand im Sat-
tigungsbereich bleibt. Die Entwicklung des Rundungsfehlers Figur 3.7a
verliuft mit demselben Lyapunov-Exponente . so dap ebenfalls nach
etwa 30 000 Umliufen der Sittigungswert erreicht ist. Dies hat we-
sentliche Konsequenzen: Da der Rundungsfehler exponentiell anwachst,
ist nach einer bestimmten Umlaufszahl N0 (hier 30 000 Umlaufe) der
maximale Phasenfehler erreicht, der im Mittel beibehalten wird. Mit
Simulationen in chaotischen Bereichen konnen prinzipiell keine Aus-
sagen liber die Phasenlage des simulierten Teilchens gemacht werden,
wenn die Umlaufzahl NO iberschritten wird. Auch die Erhohung der
Rechengenauigkeit ist kein Ausweg (siehe Figur 3.3), denn nach
ungefahr doppelt so groBer Umlaufzahl (2 NO) ist der Fehler in der
Phase ebenfalls maximal. Einzig eine ungefdhre mittlere Verweildauer

im chaotischen Bereich 13t sich den Simulationen entnehmen.

Figur 3.7b zeigt schlieBlich im Vergleich von zwei- und vierfacher
Genauigkeit, daB erst bei etwa 17 500 Umldufen deutliche Abweichungen
im Anwachsen des Abstands im Phasenraum auftreten.
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Figur 3.6: Effekt von Rundungsfehlern auf den Verlauf des Abstands im
Phasenraum einer chaotischen Bewegung mit kleinem
Lyapunov-Exponenten

Bei der Riickwartssimulation entspricht der Verlauf bis etwa 20 000
Umldufen dem urspriinglichen. Dann zeigen sich Abweichungen, so daB

der Abstand im Sattigungsbereich bleibt und der anfianglich kleine
Abstand nicht erreicht wird.
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Figur 3.7: Auswirkungen von Rundungsfehlern bei kleinem Lyapunov-

Exponenten

Teil a zeigt die Entwicklung des Rundungsfehlers: nach etwa 30 000
Umldufen ist der maximale Rundungsfehler erreicht, nimlich dann, wenn
der maximale Phasenraumabstand erreicht ist (vergleiche Figur 3.6).

In Teil b ist der Verlauf des Abstands im Phasenraum fir zwei

und

vierfach genaue Rechnung gezeigt. Erst nach etwa 17 500 Umliufen zei-
gen sich Abweichungen, so daB auch in diesem Fall die chaotische Na-

tur der Bewegung bestitigt wird.
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Die Ergebnisse der Fortpflanzung der Rundungsfehler in chaotischen
Bereichen méchte ich noch einmal rusammenfassen: Rundungsfehier chao-
tischer Bewegung wachsen exponentiell an und zwar mit den gleichen
Lyapunov-Exponenten, mit dem auch der Abstand im Phasenraum anwachst.
Dieser Rundungsfehler ist wieder ein Fehler in der Phase; wenn der
maximale Phasenfehler einmal erreicht ist, gibt es kein weiteres An-
wachsen des Fehlers. In chaotischen Bereichen lassen sich also prin-
zipiell nach einer gewissen Umlaufzahl No keine Aussagen liber Pha-
senlagen eines Teilchens machen, da dazu unendliche Genauigkeit not-
wendig ware.

Eine wichtige Frage ist, ob chaotische Bewegung sich auf Rundungsfeh-
ler zuriickfiihren 14Bt. Ich mochte drei Punkte auffiihren, die gegen
diese These sprechen:

1. Die Rundungsfehler fiihren zu einer systematischen Reduktion der
Amplituden, wodurch die Trajektorie verschiedene Bewegungsformen
durchlaufen. Dies 13Bt sich aber leicht von chaotischem Verhalten
unterscheiden. Denn chaotische Trajektorien pendeln zwischen die-
sen Bewegungsformen hin und her und erreichen nach unregelmaBigen
Abstinden immer wieder groBe und kleine Amplituden.

2. Die Nichtintegrabilitdt der Bewegung 13t sich am unstrukturierten
Erscheinungsbild der Phasenraumprojektionen erkennen. Auferdem
lassen sich die Eintrdge in den Phasenraumprojektionen bis zu ei-
ner bestimmten Umlaufzahl (vergleiche Figur 3.4b) mit erweiterter
Rechengenauigkeit reproduzieren.

3. Das Kriterium fiir chaotische Bewegung (Kapitel 2 und ndchster Ab-
schnitt) ist ein von Null verschiedener Lyapunov-Exponent. Wie in
beiden Beispielen gezeigt, 13Bt sich dieser Lyapunov-Exponent mit

den beiden Rechengenauigkeiten gut reproduzieren.
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3.3.4 Methoden zur Korrektur von Rundungsfehlern

Da es sich bei den Rundungsfehlern im wesentlichen um Fehler der Pha-
sen handelt, wahrend die Amplituden nur unwesentlich (3.8) reduziert
werden, spielen diese Rundungsfehler bei Umlaufzahlen von 106 - 107
sicher eine untergeordnete Rolle. Zumal fiir diese Arbeit hauptsach-
1ich eine Akzeptanzbestimmung im Zehntelmillimeterbereich von Inter-
esse ist. Fir noch groBere Umlaufzahlen und Detailuntersuchungen in
der Nahe der Grenze dG (3.9) kann es notwendig sein, diese Rundungs-
fehler zu verringern. Die einfachste Mdglichkeit ist natiirlich die
Erhéhung der Rechengenauigkeit, von zwei- auf vierfache Genauigkeit.
Es mup dann aber eine 20-fache Rechenzeit in Kauf genommen werden.
Ich mochte deshalb ein Verfahren angeben, mit dem man zumindest bei
reguldrer Bewegung eine deutliche Verrin- rung der Rundungsfehler
erzielen kann. Die einfachste Methode, die Rundungsfehler zu kompen-
sieren, besteht darin, direkt den Determinantenfehler zu kompensie-
ren. Die besten Ergebnisse erhielt ich dadurch, daB fiir jede Matrix
eines Elementes die Determinante vierfach genau berechnet worden ist
und jedes einzelne Matrixelement daraufhin durch den Determinanten-

wert dividiert worden ist.

W, M M, M) y
> " 2l 2-fache v 1 1 Ve | v v
= = v = =M M, M
/M M?d M?Z Q-an e /M MVM Mzz) 7 det (/M) P Moy ¢ 243
@enauiﬁkei
N A = 4 Y b—zacﬁc s -2
> Mff det /AN M"J- am) N\‘J
2-[fache
Gehu{uﬂkei{ (3.10)

In Simulationen mit dieser Determinantenkorrektur 13Bt sich aber der
Rundungsfehler lediglich um den Faktor 10 driicken. Dies hat zwei
Griinde. Erstens entsteht natiirlich bei der letzten Umwandlung von

vierfacher auf zweifache Genauigkeit erneut ein Determinantenfehler.
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Zweitens gibt es neben dem Determinantenfehler auch einen Phasen-
fehler, der durch das Abschneiden der Matrixelemente entsteht.*

Um diesen zweiten Fehler im Programm zu berechnen, miiBte man zu-
nachst alle Matrixelemente vierfach genau bestimmen und diese dann in
zweifache Genauigkeit iiberfiihren. Es verbliebe dann immer noch der
erste Fehler. Statt dieser unpraktikablen Methode méchte ich ein heu-
ristisches Verfahren vorstellen, mit dem man die Rundungsfehler um
viele Zehnerpotenzen verringern kann, ohne vierfach genau rechnen zu
miissen. Bei gegebenen Anfangsbedingungen werden zwei Parameter

(a ¢C) optimiert, a. vergroBert die Amplitude eines Teilchens sy-

C,
stematisch bei jedem Umlauf, wahrend ¢E die Phase des Teilchens um

einen festen Betrag dreht (siehe Anhang 3).

HEETES
-3in $, oS ¢,

Die Optimierung wird dadurch durchgefiihrt, daB sich bei einer

x| x|

X) (3.11)
X

Vorwarts- und Riickwartssimulation von jeweils 1 000 Umlaufen die Ko-
ordinaten mdglichst wenig unterscheiden. Figur 3.8a zeigt die Run-
dungsfehler mit und ohne Korrektur des Beispiels mit reguliarer Bewe-
gung in Figur 3.1. Mit der Korrektur erscheint der Verlauf der Run-
dungsfehler zunachst statistisch (auch der Anstieg ist geringer als
guadratisch), bis sich schlieBlich ein quadratisches Anwachsen ein-
stellt. Dies 14Bt darauf schlieBen, daB ein kleiner Rest des systema-
tischen Effekts letztlich den Anstieg bestimmt. Insgesamt ist aber
eine Verbesserung der Rundungsfehler um den Faktor 104 erzielt wor-
den. Natiirlich muB sich diese Verbesserung auch im Phasenraum zeigen.
Tatsdchlich liegen die Eintrdge der korrigierten Rechnung ( o in
Figur 3.8b) innerhalb der Aufldsung exakt auf denen der vierfach ge-
nauen Rechnung ( « in Figur 3.8b) von Figur 3.1c. Damit ist gezeigt,
daB es sich bei den Rundungsfehlern tatsidchlich um einen systemati-
schen Effekt handelt, der ebenso systematisch kompensiert werden
kann. Eine empirische Bestimmung von (ac, ¢C) uber lediglich 1000

Umldufe ermdglicht also eine Verbesserung des Rundungsfehiers

*) Es reicht also in unserem Fall nicht, lediglich den Determinanten-
fehler und somit die Abweichung von der Symplektizitdt zu korrigieren
(wie bei Furmann /18/). Wie zusatzlich der Phasenfehler im zweidimen-
sionalen Fall korrigiert wird, ist im Anhang 3 gezeigt.



a)

b.)

x' [mrad]

d(N)[mm]

0.001

100.0
E-086

10.00
E-06

1.000
E-06

100.0
E-089

10.00
E-09

1.000
E-09

100.0
E-12

10.00
E-12

1.000
E-12

0.0070

0.0069

0.00¢8

0.0067

Figur 3.8: Korrektur von Rundungsfehlern
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um 104 bei 50 000 Umlaufen, da die Rundungsfehler quadratisch weiter-
wachsen, wird es natiirlich ab einer bestimmten Umlaufzahl wieder Ab-
weichungen von der vierfach genauen Rechnung geben. Das Verfahren ist
allerdings aufwendig und hat den Nachteil, daB die Parameter (ac, ¢C)
abhdngig sind von den Koordinaten, der Rechengenauigkeit und der Re-
chenmaschine. Sie ist deshalb nur fiir besondere Fdalle anzuwenden,
wenn man z.B. Detailuntersuchungen im Phasenraum machen mdochte und
nicht vierfach genau rechnen kann. Als Beispiel mochte ich die regu-
lare Bewegung in der Nahe eines instabilen Fixpunktes widhlen, bei dem
der EinfluB der Rundungsfehler (Figur 3.2) oben untersucht wurde. Ein
Eintrag in Figur 3.2 ist als Startwert verwendet worden. Mit dem oben
vorgestellten Korrekturverfahen fiir die Rundungsfehler ist mit diesem
Startwert ein neuer Simulationslauf durchgefiihrt worden. Figur 3.9
zeigt, daB die Bewegung nun auf der regularen Inselstruktur verliuft
und keine Veranderung durch Rundungsfehler mehr auftreten.

Dieses Korrekturverfahren ist bisher nur in zwei Dimensionen (Dimen-
sionszahl der Poincaréflachen) angewendet worden, es 1dBt sich aber
lTeicht auf hdhere Dimensionen erweitern.
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Figur 3.9: Simulation mit Rundungsfehlerkorrektur
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3.3.5 Erratische Fehler der Rechenmaschine

Neben den unvermeidlichen systematischen Rundungsfehlern ist es bei
Rechenzeiten in der Gropenordnung von Wochen notwendig zu untersu-
chen, ob die verwendete Rechenmaschine liber so groBe Zeiten stabil
bleibt. Mit dem Auftragen des Abstands im Phasenraum als Funktion von
N (siehe Kapitel 3.4) gibt es die Moglichkeit, selbst kleine Fehler

der Rechenmaschine aufzufinden.

Bei einer an sich regulédren Bewegung zeigen sich unphysikalische

Springe im Verlauf des Abstandes im Phasenraum (Figur 3.10).
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Figur 3.10: Fehler der Rechenmaschine

An unphysikalischen Spriingen des Abstandes im Phasenraum lassen sich
Fehler der Rechenmaschine aufdecken, die sehr klein sind und erst
nach Minuten oder Stunden Rechenzeit auftreten.



- 119 -

Dabei sind die Fehler jedoch so klein, daB nach deren Auftreten rich-
tig weitergerechnet wird. Die Pha.enraumbilder zeigen keine gropen
Veranderungen, so daB man auf einen chaotischen Fall mit kleinem
Lyapunov-Exponenten schlieBen kdonnte. Tatsdachlich konnten die Spriinge
auf Timing-Probleme der Rechenmaschine zuriickgefiihrt werden. Bemer-
kenswert ist dabei, daB die Fehler nicht mit den Testprogrammen ge-
funden wurden, da diese Fehler erst nach Minuten oder Stunden unun-
terbrochener Rechenzeit auftraten.

3.4 Numerische Berechnung des charakteristischen Lyapunov-Exponenten

In Kapitel 2.2.3 ist der charakteristische Lyapunov-Exponent als Un-
terscheidungsmerkmal von reguldrer und chaotischer Bewegung einge-
fiuihrt worden. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich der
Lyapunov-Exponent numerisch bestimmen 1dBt. Hier zundchst noch einmal
die Definition des charakteristischen Lyapunov-Exponenten (2.16):

L =1¢‘m[ﬂ' [n(‘él‘f)—)] o, = d(N=0) (3.12)

N-0o
d0

Es werden zwei numerische Methoden vorgestellt. Bei der ersten Metho-
de wird der Abstand d(N) als Funktion der Umiaufzahl N aufgetragen,
bei linearem Anwachsen des Abstandes handelt es sich um regulare
Bewegung, wihrend ein exponentielles Wachsen chaotische Bewegung an-
zeigt. In der zweiten Methode wird durch wiederholte Riicknormierung
des Abstandes nach festen Umlaufzahlen ein mittlerer Wert fiir den
Lyapunov-Exponenten gewonnen. Die zweite Methode Tiefert somit
genauere Zahlenwerte fiir den Lyapunov-Exponenten. In dieser Arbeit
ist jedoch die erste Methode verwendet worden. Denn zur Bestimmung
einer Akzeptanzgrenze reicht die bloBe Unterscheidung von reguladrer
und chaotischer Bewegung und dies 1aBt sich mit der ersten Methode
einfacher und zuverldssiger durchfiihren. AuBerdem konnen mit der er-
sten Methode Fehler der Rechenmaschine aufgedeckt werden (siehe
Abschnitt 3.3.5).
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3.4.1 1. Methode - Untersuchung des Abstandes im Phasenraum

3.4.1.1 Definition

Die einfachste Methode zur Bestimmung des Lyapunov-Exponenten besteht
darin, den Abstand zwischen zwei zunachst eng benachbarten Zwillings-
teilchen bei jedem Umlauf zu bestimmen und gegen N aufzutragen; in

vier Dimensionen gilt (sechsdimensionale Falle weiter unten):

i

cl (N) =‘ﬁx4 (N) - x, IN))S H(K, - X # (2,-2,)° 1 (2,7 2)° (3.13)

Figur 3.11a zeigt ein typisches Beispiel des Abstandes im reguldren
Fall. Die groBen Schwankungen lassen sich auf zwei Ursachen zuriick-
fuihren. Erstens ist der Abstand in Glei. .ung (3.13) nicht im normier-
ten Phasenraum bestimmt worden. Figur 3.11b zeigt die Verringerung

der Schwankungen, wenn die einzelnen Koordinaten normiert werden:

1

xmax xmﬁx zmax max

d),,, Y@+ [ maxie, /_\‘)T*( Az )ﬁ[j (07 + otzA;)T

(3.14)

Der Rest der Schwankungen ist auf die Deformationen des KAM-Torus der
Bewegung im Phasenraum durch die Nichtlinearitaten zuriickzufiihren.
Besonders deutlich wird dies, wenn die Bewegung in die Nahe eines
instabilen Fixpunktes fiihrt. Figur 3.12 zeigt eine Bewegung, bei der
ein instabiler Fixpunkt fast erreicht wird, dabei nimmt der Abstand
zwischen beiden Teilchen um sechs Zehnerpotenzen ab. Es gibt zwei
Méglichkeiten, diese Ortsabhangigkeit des Abstandes zu unterdriicken.
Zum einen kann man diese unterdriicken, indem die Entwicklung des Ab-
stands in einem bestimmten Bereich des Phasenraums betrachtet wird.
Der Abstand wird nur dann bestimmt, wenn mindestens eines der Zwil-
lingsteilchen innerhalb dieses Bereiches ist. In Figur 3.13 ist z.B.
der Abstand auf einen sehr schmalen Bereich eingeschrankt worden,
indem nur x-Koordinaten zwischen 5.0800 < x < 5.0806 beriicksichtigt
worden sind. Zum anderen kann man natiirlich durch Mittelung in Figur

3.14 iiber 103 und 104 Umldaufe die Schwankungen beseitigen.
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Fig. 3.11: Reduktion der Schwankungen des Abstandes im Phasenraum
aufgrund der Normierung (3.14)
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Figur 3.12: Abstand im Phasenraum in der Nahe eines instabilen Fix-

punktes

Wird im Verlauf der Bewegung ein instabiler Fixpunkt annahernd erre1cht
kann der Abstand um viele Zehnerpotenzen (in diesem Beispiel um 10 )

kleiner werden.
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Figur 3.13: Reduktion der Schwankungen des Abstandes im Phasenraum
durch eine Einschrinkung auf einen gewissen Bereich im
Phasenraum

Werden nur Eintrage des Abstands im Phasenraum betrachtet, wenn min-
destens eines der Zwillingsteilchen sich in einen bestimmten Bereich
im Phasenraum (Teil b) befindet, so lassen sich die Schwankungen des
Abstandes im Phasenraum deutlich reduzieren.
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Durch Mittelung des Abstands im Phasenraum iiber 103 bzw. 10

4

Umlaufen (Teil b)

lacsen sich die Schwankung des Abstands im Phasenraum (Teil a) reduzieren.
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Den linearen Anstieg des Abstands im Phasenraum einer reguliren Bewe-
gung mochte ich noch etwas naher untersuchen. Betrachten wir dazu den
Abstand d0 der Trajektorien A und B in Figur 3.16. Dieser Abstand
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen: Einem Anteil senkrecht zum
KAM-Torus dos und einem parallelen Anteil dop' Sei der Anfangsabstand
so gewahlt, dap do = dop gilt, also kein senkrechter Abstand besteht
und somit die Trajektorien A und B auf demselben KAM-Torus liegen. In
diesem Falle wird der Abstand, auBer einer Schwankung bedingt durch
die Verformung des KAM-Torus der Bewegung im Phasenraum (siehe Figur
3.12), im Mittel konstant bleiben, denn auch die Q-Werte sind im Mit-
tel konstant. In der Regel gilt jedoch: dosko. Nun liegen die Trajek-
torien A und B auf unterschiedlichen KAM-Tori und somit sind aufgrund
der amplitudenabhdngigen Q-Werte auch die mittleren Q-Werte unter-

schiedlich. Es ergibt sich also eine mittlere Q-Werte-Differenz AQ.

AQ (d,,)* @, - &, (3.15)

Diese mittlere Q-Werte-Differenz, welche von dos abhangt, fiihrt also

zum mittleren linearen Anstieg des Abstandes im Phasenraum, wobei der
senkrechte Anteil dS im Mittel konstant bleibt, wahrend der parallele
Anteil dp im Mittel anwdchst.

dp IN) = &(AQ)N+d., (3.16)

Je nach Vorzeichen von a(AQ) und dem Anfangsabstand dop kann jedoch
flir eine bestimmte Umlaufzah]l zunachst eine Reduktion des Abstandes
auftreten.

Sind die Trajektorien A und B jedoch chaotisch, so macht es keinen
Sinn, d0 in einen parallelen und senkrechten Anteil aufzuteilen, da
es keine Bezugsrichtung zu einem KAM-Torus gibt. In einem chaotischen
Bereich gilt somit fiir die Entwicklung des Abstandes:

d(N):d,e™ (3.17)
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Figur 3.15 zeigt das Beispiel einer chaotischen Trajektorie. Das Sat-
tigungsverhalten in Figur 3.15a ist darauf zuriickzufiihren, daB der
maximale Abstand im Phasenraum (Figur 3.15b) erreicht wird. Dieses
Sattigungsverhalten tritt bei regularen Trajektorien nicht auf; nach
Erreichen des maximalen Phasenraumabstandes nidhern sich beide Trajek-
torien wieder und der Abstand wird geringer. Im reguldren Fail wird
somit der Abstand im Phasenraum zwischen dem minimalen Abstand d

und dem maximalen Phasenraumabstand in regelmaBigen Zeitabstanden hin
und herpendeln.

Dieses lineare Anwachsen des Abstands im Phasenraum macht aber die
Unterscheidung zwischen reguldrer und chaotischer Bewegung dann
schwierig, wenn die chaotische Bewegung in sehr feinen chaotischen
Bereichen stattfinden. Trajektorien in ei.em solchen schmalen
chaotischen Bereich werden sich namiich annahernd so verhalten, wie
reguliare Trajektorien in unmittelbarer Nahe, also wird der Abstand
zunachst ebenfalls linear anwachsen. Erst nach ldngeren Simulationen

wird sich ein exponentielles Anwachsen des Abstands durchsetzen.
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Figur 3.15: Abstand im Phasenraum einer chaotischen Bewegung

Teil a zeigt den Abstand im Phasenraum einer chaotischen Bewegung.
Nach wenigen 1000 Umlaufen ist eine Sattigungsgrenze erreicht. Diese
Sattigungsgrenze beruht darauf, daB nur ein maximaler Phasenraum-
abstand erreicht werden kann (Teil b).
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3.4.1.2 EinfluB von Rundungsfehlern auf den Lyapunov-Exponenten

Wie sich Rundungsfehler bei der numerischen Bestimmung des Lyapunov-
Exponenten auswirken, mochte ich jetzt untersuchen. Zunachst betrach-
te ich einen reguldren Fall mit nicht zu kleinem Anfangsabstand do'
Figur 3.17 zeigt den Abstand im Phasenraum zweier zunachst eng be-
nachbarter Teilchen, von links nach rechts sind 50 000 Eintrdge der
Vorwirtssimulation zu sehen und von rechts nach 1inks die 50 000 Um-
lsufe der Riickwirtssimulation. Trotz der Rundungsfehler schrumpft der
Abstand nach immerhin 105 Umlaufen innerhalb der Auflgsung der Figur
auf den urspriinglichen Abstand im Phasenraum. Dies mochte ich in
Figur 3.16 schematisch erlautern.

Verlauf ohne
Rundungsfehler

Ao’ dop

Figur 3.16: Schematische Darstellung der Entwicklung des Abstandes
im Phasenraum bei Vorwdrts- und Riickwdrtssimulation
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Figur 3.17: Entwicklung des Abstandes im Phasenraum fiir 50 000

Vorwarts- und Rickwartssimulationen fiir einen regularen

Fall mit nicht zu kleinem Anfangsabstand do im Phasenraum
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Startpunkt sei Ao und das Zwillingsteilchen Bo mit dem Abstand do'

1 ist der Abstand d1 mit den Koordi-

naten A1 und B1 erreicht. Nun ist aber bis zur Umlaufzahl Nl die Am-

Nach einer gewissen Umlaufzahl N

plitude gemdaB (3.8) geschrumpft, so daPp stattdessen die Simulationen
den Abstand di mit den Koordinaten Ai und Bi ergeben. Es bewirken
aber die Rundungsfehler fiir beide Teilchen eine annahernd gleiche
Schrumpfung der Amplituden und somit auch eine anndhernd gleiche Pha-
senverschiebung. Solange also der senkrechte Anteil dOS vom Abstand
do grof ist gegen die Amplitudenschrumpfung {a N1 ﬁx) sind die Ab-
stande d1 und di in guter Naherung gleich. Nach diesen N1 Umlaufen

wird nun die Bewegungsrichtung umgedreht und N, Umlaufe zuriick-

1
simuliert. Dann schrumpft d1 wieder auf den urspriinglichen Wert do
mit A, B .

0’ "o

wieder um (a N, KX), so dap der Abstand d

Auch bei der Riicktransformation schrumpft die Amplitude
5 mit A2 und B2 erreicht
wird. Aus den gleichen Argumenten wie oben gilt aber:

Ay XA, (3.18)

obwohl sich die Koordinaten wegen der Phasenverschiebung deutlich
unterscheiden.

Diese Argumentation ist aber nur zuldssig, wenn der Reduktionsfaktor
a in (3.8) wirklich klein ist.

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, gibt es einen Grenzabstand dG un-
terhalb dessen die Detailuntersuchungen des Phasenraums der EinfluB
der Rundungsfehler sichtbar wird. Im nun folgenden Beispiel mochte
ich zeigen, daB auch der Anfangsabstand dO oberhalb dieser Grenze
gewahlt werden muB, damit die Entwicklung des Abstandes im Phasenraum

nicht durch Rundungsfehler bestimmt wird. Untersucht sei ein Simula-

tionslauf mit d_ = 10710 mit (3.9) ergibt sich:
d = 1071% A_ =2 mm; N = 50000; a = -2.33 10713
d. | = 2x1078 > ¢ (3.19)
IGI o ’



- 131 -

Figur 3.18a zeigt den Verlauf des Abstandes in zweifach und vierfach
genauer Rechnung liber 50 000 Umlaufe. Nach etwa 28 000 Umlaufen
knickt die zweifach genaue Rechnung ab und bleibt auf einem konstan-
ten Niveau, wdhrend die vierfach genaue Rechnung einen linearen An-
stieg zeigt. Besonders deutlich wird der Effekt der Rundungsfehler,
wenn man nach 50 000 Umldaufen die Teilchen zuriicksimuliert. In diesem

Fall wird keineswegs der anfangliche Abstand von lO-10

wieder erreicht,
sondern der Abstand bleibt in der Nahe des durch Rundungsfehler
verursachten Sattigungswertes (Figur 3.18b). Bei einem Startwert des
Abstandes d_ von 1-107° hingegen gilt:

-6

d =10 -> Id

8 <
0

= 2x10° d, (3.20)

6 |
In Figur 3.18c zeigt sich nun ein lineares Ansteigen des Abstands,
das in der Struktur vollig der vierfach genauen Rechnung entspricht,
bei allerdings 104-fach groBerem Abstand. Gleichzeitig ist auch die
Riuckwartssimulation gezeigt, die in dieser Aufldsung den Abstand wie-

der auf den urspriinglichen Wert zuriickschrumpfen 1dBt.



a.)

d(N}{mm]

b.)
di{N)[mm]
c.)
d IN)mm]

8.0

E-09 T e e

5.0
E-08

4.0
E-08

Yorwartseichtun

9 -

PSSO SRV SO WA G W

80.
E-06 e SRR

60.
E-06

vierfach genaue
Rechnung

zweifach genaue
Rechnung

Figur 3.18:

Einflup von Rundungsfehlern
auf die Entwicklung des
Abstandes im Phasenraum

Wird der Anfangsabstand d
im Phasenraum unterhalb
einer bestimmten Grenze
(siehe Text) gewdhlt,
wirken sich Rundungsfehler
aus. Teil a zeigt den Ver-
gleich von zweifach und
vierfach genaugg Rechnung
bei d = 1-10 : Nach etwa
25 008 Umldufen zeigt die
zweifach genaue Rechnung ein
unphysikalisches Abknicken
Eine Riickwartssimulation
nach 50 000 Umlaufen

(Teil b) fiihrt nicht zum
urspringlichen Wert des
Abstands im Phasenraum
zuriick. Bei einem Aggangs-
abstand von do =10

knickt der AbStand im
Phasenraum nicht ab und
eine Riickwdartssimulation
ergibt den urspriinglichen
Anfangsabstand (Teil c).
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Ich mochte nun einen weiteren Effekt der Rundungsfehler behandeln.
In Gleichung (3.13) ist die einfachste Definition des Abstandes im
Phasenraum angegeben. In den Simulationen wird diese einfache Defini-
tion verwendet, um die aufwendige Berechnungen von (3.14) zu umgehen,
zumal im sechsdimensionalen Fall die optischen Funktionswerte (BX,BZ,

a az) energieabhdngig werden und stets neu berechnet werden miiBten.

D?e zusdatzlichen Schwankungen des Phasenraumabstandes lassen sich
auBerdem, wie oben demonstriert, leicht durch eine Mittelung beseiti-
gen. Bei einer allzu najven Erweiterung von (3.13) auf den sechsdi-
mensionalen Fall treten jedoch durch Rundungsfehler Schwierigkeiten

auf.

AN)VaX + Ax? +a2+02%+a0% ARY (3.21)

In Figur 3.19 ist gezeigt, daB der so definierte Abstand quadratisch
mit N anwdchst. Das liegt daran, daB die Koordinate o um GroBen-
ordnung groBer ist als die anderen Koordinaten, so daB der guadrati-
sche Fehler dieser einen Koordinate den Verlauf des Abstandes bestimmt.
Damit also ein lineares Anwachsen des Abstands gewahrleistet ist,

mussen die Koordinaten alle ungefahr die gleiche GroBenordnung haben.

Mit o = 1000 und 7= 103 wird deshalb der Abstand folgendermaBen de-
finiert:
2 2!
A
d{N):{AxZ + AP 02 + D274 (—f‘o‘f) + (/103-AQ) (3.22

Mit dieser Definition wachst der Abstand nun wieder linear mit N
(Figur 3.19).
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Figur 3.19: Verfalschung des Abstands im Phasenraum durch Rundungs-
fehler einer Koordinate

Wird eine Definition des Abstandes im Phasenraum gewahit (3.21), bei
der eine Koordinate wesentlich groper ist als die anderen Koordina-
ten, zeigt sich der quadratische Anstieg dieser Koordinate in der
Entwicklung des Abstands im Phasenraum. Nur wenn alle Koordinaten so
gewichtet sind, daB sie groBenordnungsmaBig iibereinstimmen(3.22),
wichst der Abstand linear mit der Umlaufzahl N an.
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3.4.1.3 Unterscheidung zwischen linearem und exponentiellem

Wachstum des Abstandes im Phasenraum

Ein ganz wesentlicher Punkt ist die eindeutige Unterscheidung zwi-
schen linearem und exponentiellem Anstieg des Abstandes im Phasen-
raum. In einem ersten Schritt sollte deshalb der Verlauf optisch be-
urteilt werden. Ein grofer Lyapunov-Exponent ist daran zu erkennen,
dap nach wenigen Umlaufen die Sattigungsgrenze (siehe Figur 3.15)
erreicht wird und der Abstand danach im Mittel diesen Sattigungswert
beibehdalt. Bei regularer Bewegung gibt es nach Erreichen des maxima-
len Abstandes im Phasenraum wieder eine Reduktion auf den urspriing-
lichen Wert (siehe oben). Aber auch bei Beginn der Simulationen kann
der Abstand zundchst geringer werden und nach dem Erreichen eines
Minimalwertes wieder ansteigen (siehe Gleichung (3.16) und Figur
4.6a). Bei der Analyse des Anstieges im Phasenraum missen diese Be-

reiche mit negativem Wachstum ausgeschlossen werden.

Weit im Resonanziiberlappbereich, wo die Lyapunov-Exponenten grof
sind, 14Bt sich das chaotische Verhalten leicht feststellen. In der
Nihe der Akzeptanzgrenze sind die Lyapunov-Exponenten sehr klein und
zuniachst wachst der Abstand annahernd linear. In diesem Bereich mupB
eine genauere Analyse vorgenommen werden, um reguldre und chaotische
Bewegung sicher zu unterscheiden. Dazu wird ausgenutzt, daB bei
doppelt-logarithmischer Darstellung des Abstandes gegen die Umlauf-
zahl N, ein lineares Anwachsen des Abstands eine Gerade der Steigung
1 ergibt, alle Anstiege mit einer hoheren Potenz Nyo ergeben eben-
falls Geraden und zwar mit den Steigungen Ny Nur ein expo-
nentielles Wachstum zeigt auch in doppelt-logarithmischer Darstellung
einen exponentiellen Anstieg. Diese doppelt-logarithmische Darstel-
Tung hat zudem den Vorteil, daB die ortsabhangigen Schwankungen des
Abstandes fiir alle Umlaufzahlen auf ein gleichbreites Band reduziert
werden. Allerdings muf man in Kauf nehmen, daB bei linearem Anstieg
(A + BN) des Abstandes die Kurve bei kleinen Werten von N auf den
Wert log A abknickt (siehe Figur 3.20) und bei negativen Steigungen
(B<O) die Kurven scharf auf -« fallen werden und nicht etwa Geraden

negativer Steigung ergeben.
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Wegen der groBen ortsabhangigen Schwankungen des Abstandes ist der
Wert von A nicht einfach zu bestimmen, so daB das Abknicken des Ab-
stands auf log A sehr schwierig zu kompensieren ist. Zudem miBten

dabei negative Argumente der logarithmischen Funktion vermieden wer-
den.

Einen GroPfteil der ortsabhingigen Schwankungen kann durch Mittelung
des Abstandes iiber (100, 1000) Umlaufe unterdriickt werden, dadurch
werden aber keine Schwankungen behoben, die durch das Annahern an
instabile Fixpunkte entstehen, wenn die Umlaufzahl zwischen zwei An-
niherungen grof gegen (100, 1000) ist. Die so gemittelten Werte des
Abstandes werden in Gruppen zu (1000, 5000, 104) Umlaufen zusammenge-
faBt und mit Hilfe von linearer Regression wird jeweils die Steigung
in jeder Gruppe bestimmt und zusdtzlich v :r die Anzahl der Gruppen
gemittelt.

Figur 3.20 zeigt einen typischen Fall von reguldrer Bewegung:

Teil a zeigt den Abstand im Phasenraum gegen die Umlaufzahl N. In
Teil b, ¢ sind die Steigungen nach dem oben angegebenen Verfahren
ermittelt worden, dabei sind die Abstdnde jeweils liber 100 Umldufe
gemittelt worden und in Teil b in Gruppen zu 1000 Umldufen, bzw. in
Teil ¢ in Gruppen von 5000 Umlaufen, zusammengefaBt worden. Wegen des
Absenkens der Geraden auf log A fiir kleinere N erreicht die Steigung
erst langsam den Wert 1, erst bei 25 000 Umldufen ist dieser Wert im
Mittel erreicht. Aber schon der sehr langsame Anstieg ¢ :r Steiguny
Uiber die ersten 104 Umidufe ist ein deutliches Indiz dafiir, dap die
Bewegung regular ist. Figur 3.21 zeigt dagegen einen Fall bei dem
bereits nach 5 000 Umldufen der Anstieg des Abstandes deutlich uber 1
Tiegt.



a. - 137 -
)d(N)Unm]
0-001 E T T [lrr\r" T T [YIT!II T T IYIVVII T T II[I 3
100.0
E-06 [ 3
10.00 Abknicken des
E-06 E Verlaufs auf log A =
léggg Lo Lo - IS e | T ey IR Y
10.0 100.0 1000.0 10.0 100.0
EO3 EQ3
—_—
N
b)
E )
24. -
» B gemitteit
1 L
[
[ )
1 5 0 o
U3
c.) _
B 4
2t -
¢ B gemitielt
2
1
/
5 25 50 —p
U0

Figur 3.20: Mittlere Steigung B des Abstands einer regularen Bewegung

Teil a zeigt den linearen Anstieg des Abstandes im Phasenraum. In
Teil b,c sind die gemittelten Steigungen B gegen die Umlaufzahl N
gezeigt. B erreicht nur langsam den Wert 1, da der Abstand fiir kleine
N gegen log A abknickt.
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Figur 3.21: Mittlere Steigung B des Abstand einer chaotischen
Bewegung

Nach etwa 5000 Umlaufen 138t sich an der groBen Abweichung der
gemittelten Steigung (Teil b) vom Werte 1 chaotisches Verhalten
feststellen.
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Nach groBen Umlaufzahlen wird sich der grofte Lyapunov-Exponent
durchsetzen. Uber kleine Umlaufzahlen werden aber durchaus auch klei-
nere Exponenten festzustellen sein. Die chaotische Bewegung pendelt
auperdem zwischen den EinfluBbereichen unterschiedlicher reguldrer
Bewegung hin und her und zwar in unregelm3dBigen Zeitabstanden. Es ist
deshalb ohne weiteres moglich, daB bei kleineren Umlaufzahlen groBe
Schwankungen der Steigung des Abstandes im Phasenraum auch zu negati-
ven Werten auftreten kénnen. Die Grofe der Schwankungen und deren
UnregeIlmdBigkeit sind deshalb bereits ein gutes Indiz fiir chaotische
Bewegung. Figur 3.22 zeigt einen solchen Fall, bei dem bis zur Um=-
laufzahl 10 000 groBe Schwankungen auftreten und erst nach 20 000
Umldufen ein starkes Anwachsen des Abstandes festzustellen ist. Der
Verdacht auf chaotische Bewegung muf im Falle solcher Schwankungen
durch eine Verlingerung des Simulationslaufs erhdrtet werden. Denn
auch in reguidren Fdllen kdnnen Schwankungen, wie oben erwahnt, auf-
treten, die allerdings in regelmdBigen Abstdnden wiederholt werden.
In Figur 3.23 ist ein solches reguldres Beispiel gezeigt. Alle 105
Umliufe gibt es solche Schwankungen, allerdings sind diese Schwankun-

gen wesentlich geringer als die im chaotischen Fall von Figur 3.22.
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Figur 3.22: _

Mittlere Steigung B des Abstandes
einer chaotischen Bewegung in der
Nahe der Akzeptanzgrenze

In der Nihe der Akzeptanzgrenze sind
die Lyapunov-Exponenten klein.
Deshalb werden in diesem Beispiel

20 000 Umlaufe benotigt, um eine
deutliche Abweichung des Anstiegs
vom Wert 1 feststellen zu konnen.
Die groBen Schwankungen bei kleine-
ren Umlaufzahlen (Teil b) legen
allerdings schon den Verdacht auf
chaotische Bewegung nahe.
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Figur 3.23: Mittlere Steigung B des Abstands einer regulédren
Bewegung in der Nihe instabiler Fixpunkte

Kommt eine regulire Bewegung instabilen Fixpunkten sehr nahe, ent-
stehen grofe Schwankungen im Verlauf des Abstandes im Phasenraum (Fi-
gur 3.12). In einem solchen Fall schwingt der Abstand mit grofer Pe-
riode (im gezeigten Beispiel 110 000 Umlaufe) um den Wert 1.
(Vergleiche jedoch Schwankungenim chaotischen Fall - Figur 3.22).
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3.4.2. 2. Methode - Bestimmung eines mittleren Wertes fiir den

Lyapunov-Exponenten

Aus der zeitlichen Entwicklung des Phasenraumabstandes kann man auf-
grund der grofen Schwankungen keinen exakten Zahlenwert des charakte-
ristischen Lyapunov-Exponenten bestimmen. Von Benettin et al, 1976/19/
stammt die Idee, nach einer gewissen Zahl N0 von Umlaufen den Ab-

stand immer wieder auf den urspriinglichen Wert zuriickzuskalieren,

wobei die Richtung im Phasenraum beibehalten wird. Dies ist in Figur
3.24 schematisch skizziert:

Figur 3.24: Schematische Darstellung der Riickskalierung des Ab-
standes nach je No Umlaufen
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Der Lyapunov-Exponent errechnet sich nun nach N Umidufen, also nach

N . .
NI N Iterationen, zu:

Nr
L= NAI 'Z In (A_C(l_oil) (3.23)
Durch die Riickskalierung vermeidet man, daB der maximale Phasen-
raumabstand erreicht wird und hat iliber die ortsabhiangigen Schwankun-
gen von d(N) gemittelt. Die Verringerung des Abstands wird dabei so
vorgenommen (wie in Figur 3.24 angedeutet), daR die Richtung des Ab-
standsvektors @ (siehe (2.13) nicht verindert wird. Damit kann im
Prinzip der Lyapunov-Exponent bestimmt werden, welcher sich aufgrund
des Anfangsabstandes &, ergibt. Aber aufgrund der Rundungsfehier
wird schiieBlich der Wert des groBten Lyapunov-Exponenten die Ent-
wicklung des Abstandes bestimmen, so daf die 2. Methode stets diesen
Wert des groBten Lyapunov-Exponenten liefern wird. Das Verfahren ist
insoweit etwas problematisch, daB der an sich geforderte Grenziiber-
gang N -> = in (3.12) der Definition des Lyapunov-Exponenten nicht
durchgefiihrt wird. Dies fiihrt zum Beispiel dazu, daB im regularen
Fall ein von Null verschiedener Wert fiir L (Figur 3.25) errechnet
wird, der allerdings mit einem steigenden N0 gegen Null geht. Mit
Gleichung (3.16) gilt:

4
Niolhdc{ﬁ@:;—o[h %%m In (b-N) %0 mit b, Yoo (3.24)
0 ° (4

Dies macht es schwierig, bei kleinem Lyapunov-Exponenten zwischen
chaotischer und regularer Bewegung zu unterscheiden. In Figur 3.25
sind beide Methoden gegeniibergestellt. Nach ca. 65 000 Umlaufen geht
das chaotische Teilchen verloren, bevor L einen Sdttigungswert er-
reicht hat. Graphisch ergibt die erste Methode einen Lyapunov-

Exponenten von ungefahr:

L, = 8,98-1073 (3.25)
Wahrend die zweite Methode einen Wert von ca.:
N -2
L2 = 1,15-10 (3.26)

Tiefert.
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Figur 3.25:

Vergleich der beiden
Methoden, den Lyapunov-
Exponenten zu ermitteln

Mit der ersten Methode
(Teil a) 1apt sich der
Lyapunov-Exponenten nur grob
bestim en. Einen exakteren
Wert liefert die Mit-
telungsmethode (Teil b).
Zwar liefert die zweite
Methode fiir regulire
Bewegung deutlich gerin-
ger Werte fiir den
Lyapunov-Exponenten
(Teil ¢), jedoch ist
dieser Wert auch bei
einer Ricknormierung
nach 1000 Umldufen

noch deutlich ungleich
Null. Es ist deshalb
schwer mit dieser
Mittelungsmethode
chaotische von regu-
larer Bewegung zu
unterscheiden, wenn

der Lyapunov-Exponent
sehr klein ist.
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Die Ubereinstimmung ist nicht besonders gut. Dies ist aber bei der
groben graphischen Methode auch nicht anders zu erwarten. Bei der
zweiten Methode ist mit drei verschiedenen N0 gerechnet worden

(No = 10, 100, 1000). Im chaotischen Fall Tiegen die Ergebnisse fiir
alle Werte fiir No nahe beieinander, wahrend im reguldren Fall die
Kurven mit wachsendem N0 abfallen. Rundungsfehler haben beij dieser
Methode verheerende Folgen. Wird zum Beispiel Definition (3.21) fir
den Abstand gewdhlt, so fiihrt dies bei der ersten Methode zwar zu
einem quadratischen Anwachsen des Abstands im Phasenraum. Dies qua-
dratische Anwachsen 13Bt sich jedoch immer noch leicht von einem ex-
ponentiellen unterschieden. Die zweite Methode jedoch liefert wegen
der Rundungsfehler nahezu gleiche Werte fiir den Lyapunov-Exponenten
fiur den chaotischen und regularen Fall. Da in beiden Fadllen eine
starke Abhangigkeit von N0 vorliegt, wiirde man in beiden F3illen auf
regulare Bewegung schlieBen. Figur 3.26 zeigt den Vergleich mit der
Rechnung, die auf der korrigierten Definition des Abstands im Phasen-
raum (3.22) beruht.
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Figur 3.26: Verfalschung der Berechnung des Lyapunov-Exponenten durch

Rundungsfehler bei Verwendung der zweiten Methode

Am Beispiel der Definition des Abstands gemaB Gleichung (3.21) 1&Bt
sich zeigen, wie empfindlich die Mittelungsmethode auf Rundungsfehler
reagiert. Bei der ersten Methode 13Bt sich immerhin der quadratische
Anstieg noch vom exponentiellen unterscheiden, so daB sich prinzipiell
auch mit der Definition (3.21) eine Unterscheidung zwischen regu-
ldarer und chaotischer Bewegung treffen 1aBt. Die zweite Methode (Teil
a) liefert jedoch fiir chaotische und reguldre Falle annahernd die
gleichen Werte. Zum Vergleich ist das Beispiel mit der Definition des
Abstands (3.22) gezeigt (siehe Figur 3.25).
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3.5 Methoden zur Untersuchung des hoher-dimensionalen Phasenraums

Bei der Ermittlung der dynamischen Apertur tritt eine weitere Schwie-
rigkeit auf. Man beginnt zur Ermittiung der Akzeptanzgrenze bei gro-
Ben Amplituden, die man allmahlich verkleinert, bis man reguldre Be-
wegung gefunden hat. Die Schwierigkeit beruht nun darauf, daB Insel-
bereiche mit reguldrer Bewegung im chaotischen Bereich auftreten kon-
nen und damit eine zu grofe Akzeptanz vorgetauscht wird. So zeigen
z.B. die Figuren 2.19a-f in zwei Dimensionen bei sehr grofen Amplitu-
den reguldre Inselbereiche. Die Akzeptanzgrenze liegt aber in diesen
Beispielen dort, wo die vier instabilen Fixpunkte erreicht sind, also
bei erheblich kleinerer Amplitude. Es muB also sorgfaltig zwischen
reguldren nicht-aufgebrochenen KAM-Tori und regularer Bewegung auf
Tori um Fixpunkte unterschieden werden. Mit Hilfe des Lyapunov-
Exponenten (Abschnitt 3.4) kann man diese beiden Bewegungstypen nicht
unterscheiden. Allein eine Untersuchung des Phasenraums kann hier
weiterhelfen. Diese Unterscheidung ist einfach in zwei Dimensionen zu
treffen, wird aber bei Beriicksichtigung weiterer Schwingungsebenen
zunehmend schwieriger. In diesem Abschnitt mdchte ich eine einfache
Methode angeben, wie man in vier und sechs Dimensionen Bewegung auf
Tori um Fixpunkte (Linien, Fldachen) von Bewegung auf einen
unaufgebrochenen KAM-Torus unterscheiden kann. AuBerdem wird gezeigt,
wie man mit Hilfe eines graphischen Systems den vierdimensionalen

Phasenraum darstellen kann.

3.5.1 Vierdimensionale Bewegung

Die Bewegung in vier Dimensionen hat, wenn sie integrierbar ist, zwei
Invarianten und verlduft deshalb auf (N-2=2) einer zweidimensionalen
KAM-Flache. Der Aufbruch dieser Flache kann auf zwei Arten geschehen:
Wenn Resonanzbedingungen erfiillt sind, erwartet man einen Aufbruch in
neue Teilfldchen, die Fixlinien oder Fixpunkte einschlieBen. In Figur
3.27 sind die verschiedenen Falle in zwei und vier Dimensionen ge-
zeigt. In Teil a ist der Aufbruch in zwei Dimensionen gezeigt, von
der ehemaligen KAM-Linie bleiben in diesem Beispiel 5 elliptische und
5 hyperbolische Fixpunkte. Die Bewegung um die elliptischen Fixpunkte
ist wieder reguldar (Inseln), und um die Separatrix und die instabilen
Fixpunkte findet man Chaos.
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Teil b zeigt den Aufbruch in vier Dimensionen in Bewegung um Fix-
1inien. Von der urspriinglichen KAM-Flache verbleiben abwechselnd
elliptische und hyperbolische Fixlinien (vergleiche Birkhoff-
Poincaré-Theorem fiir 2 Dimensionen - Kapitel 2), um die die Bewegung
auf zweidimensionalen Tori verlauft. Bei groBem Abstand von dieser
Fixlinie wird die Bewegung chaotisch.

SchlieBlich zerbricht die KAM-Flache (Teil c), wenn eine Resonanz-
bedingung in beiden Phasenraumprojektionen giiltig ist, in Unter-
systeme mit reguldrer Bewegung in der Nahe der stabilen Fixpunkte

und chaotischen Bereichen am Rande der Untersysteme.

3.5.1.1 Darstellung durch ein graphisches System

Zur Untersuchung des Phasenraums ist ein graphisches System verwendet
worden, mit dem durch Drehung in Echtzeit dreidimensionale Projektio-
nen des vierdimensionalen Phasenraums dargestellt werden kdnnen. Be-
trachten wir zum Beispiel einen Fall mit rein linearer Bewegung (Fi-
gur 3.28): Von den vier Koordinatenachsen sind drei abgebildet. ((x,
x', z) entspricht (1,2,3)). Teil a zeigt den gedrehten Torus. Teil b
(x,x"') zeigt die Frontseite des Torus aus Teil a und Teil ¢ (z,x")
eine Seitenansicht dieses Torus. Die Bewegung in solchen dreidimen-
sionalen Projektionen belegt den Torus doppelt. Diese Doppeltbelegung
entsteht dadurch, dap es fiir jeden z-Wert zwei z'-Werte gibt; bei Zmax
jst z'= 0 und bei z = 0 ist z'= Zmax - e
Die Nichtlinearitdten fihren nun g!;u, dap diese zwei aufeinander-
liegenden Schichten voneinander getrennt werden und die zweidimensio-
nale KAM-Fliche auf komplizierte Art verformt wird. Figur 3.29 zeigt
ein Beispiel einer verformten KAM-Flache: Teil a zeigt wieder eine
gedrehte Projektion, wahrend Teil b (x,x') die Front und Teil c

(z,x') eine Seitenansicht dieses Torus wiedergibt. Schiieflich kann
die Farbe als vierte Koordinate verwendet werden. Hiermit hat man die
Moglichkeit, z.B. die Doppelbelegung des Torus deutlich zu machen.

Mit Figur 3.30 mochte ich dies skizzieren:



a)

b))

c)

Figur 3.28: Dreidimensionale Projektionen von linearer Bewegung
ohne Kopplung

Die Achsenbezeichnungen (1, 2, 3) entsprechen den Koordinaten
(x,x',z).



- 151 -

a.

b.)

c)

Figur 3.29: Dreidimensionale Projektion von reguldrer Beweguiy
mit Kopplung (HERA, alle Multipole)

Die Achsenbezeichnungen (1, 2, 3) entsprechen den Koordirnate»
(x,x',z).
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Figur 3.30: Darstellung der vierten Koordinaten durch Farbe

An den Enden des linearen Torus (zZmax -> z'= 0) sind die Eintrige
min

griun, in der Mitte bei (z = 0 -> zmax ) gibt es rote und violette
Eintradge. Die Doppelwdndigkeit desr?g;us 18Bt sich natiirlich dann gut
zeigen, wenn diese Schichten durch starke Nichtlinearititen getrennt
werden. Figur 3.31 zeigt einige Beispiele solcher dreidimensionaler
Projektionen mit Farbinformationen: neben der rein linearen Bewegung,
wird ein reguléres Beispiel gezeigt, bei dem deutlich die violette
und rote "Nase" also die Ablgsung der beiden Schichten zu sehen ist;
zwei Beispiele von reguldrer Bewegung um Fixlinien werden gezeigt,
einmal fiir horizontale und vertikale Bewegung, zum anderen fiir hori-
zontale Bewegung mit Synchrotronschwingungen. An diesen beiden Bei-
spielen 1dBt sich entlang der Binder gut die Anderung der vierten
Koordinate ablesen. SchlieBlich werden zwei chaotische Fille gezeigt.
Im ersten Fall verliuft die Bewegung am Rande eines Untersystems um
Fixpunkte, im zweiten entlang einer Fixlinie.
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3.5.1.2 Nachweis des Aufbruchs eines KAM-Torus

Im folgenden soll untersucht werden, wie man reguldre Bewegung auf
KAM-Tori von der reguldren Bewegung um Fixpunkte (Linien) unterschei-
den kann. Zunichst méchte ich Simulationen in vier Dimensionen behan-
deln. Fiir die Beispiele von Bewegung um Fixlinien in Figur 3.31 ist
der Aufbruch offensichtlich, er 1apt sich in den Phasenraumprojektio-
nen ohne weitere Untersuchungen feststellen. Schwierig zu beurteilen
sind aber Fille, bei denen der KAM-Torus gerade eben aufgebrochen
ist. Fiir solche Falle sind die nachfolgenden Untersuchungen gedacht,
dies gilt im besonderen MaBe fur sechsdimensionale Simulationen, denn
dort ist ein Aufbruch besonders schwierig nachzuweisen. Am ein-
fachsten 13t sich diese Unterscheidung treffen, wenn zweidimensiona-
le Projektionen von Koordinaten verschiedener Bewegungsrich-

tungen untersucht werden, also z.B. jeweils Teil c von den Figuren
3.28, 3.29. Wegen der Doppelwandigkeit des Torus ist aber die Uber-
lappung von vier Schichten zu sehen. Um den Aufbruch sicher feststel-
len zu konnen, darf nur eine Schicht vorhanden sein. Dies kann errei-
cht werden, indem die Koordinaten auf positive Werte eingeschrankt
werden. In Kauf nehmen muB man dabei, daB die Anzahl der Simulations-
daten sich reduziert. Fiir die Untersuchungen wurde folgender Schnitt
gewahlt:

0<z<0,6mm 0<z'; 0<x (3.27)

Wenn in dieser Schicht kein Aufbruch vorliegt, wird sie gleichmapig
mit Punkten bedeckt. Ist jedoch die Flache aufgebrochen, so werden
Teilbereiche der "urspringlichen" KAM-Fliache nicht belegt. Die Bewe-
gung auf den um die Fixlinien zentrierten neuen Flachen fiihrt zu
scheinbaren Uberschneidungen der Trajektorien, wenn man Phasenraum-
projektionen betrachtet, bei denen die Koordinaten auf positive We-":>

eingeschrankt sind.
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Gemap Kapitel 1.2.1 sind natiirlich echte Uberschneidungen von Tra-

jektorien verboten.

Die KAM-Flichen von reguidrer Bewegung werden im allgemeinen dicht
belegt. Figur 3.32 zeigt ein Simulationsbeispiel mit der horizontalen
Phasenraumprojektion (Teil a), den Projektionen (z,x) (Teil b) und
(z',x) (Teil c). Uber 300 000 Umldufen wurden in den Projektionen die
Fldchen immer dichter aufgefiillt und es gibt keine Anzeichen eines
Aufbruchs. Es gibt aber Grenzfdlle, bei denen auch nach sehr hohen
Umlaufzahlen Teilbereiche der KAM-Flachen frei bleiben. Dann wird es

schwierig zu entscheiden, ob ein Aufbruch vorliegt.

Figur 3.33 zeigt ein Beispiel bei dem die KAM-Flache gerade eben auf-
gebrochen ist und die Bewegung chaotisch zwischen den Tori um die
elliptischen Fixlinien hin- und herpendelt. Vor allem in Teil c) las-
sen sich die oben erwdahnten scheinbaren Uberschneidungen erkennen,
die eben daher riihren, daB die Bewegung auf Tori um elliptische Fix-
linien verlduft. Wie in zwei Dimensionen lassen sich auch hier die
hyperbolischen Fixlinien an einer Anhaufung der Simulationsdaten er-
kennen, zudem verlaufen die Trajektorien dort in komplizierter Weise.
Innerhalb der erwdhnten scheinbaren Uberschneidungen verlaufen die
elliptischen Fixlinien, dort ist die geringste Punktdichte festzu-
stellen. Die scheinbaren Schnittpunkte der Trajektorien konnen nun
genutzt werden, um regulare Bewegung um elliptische Fixlinien zu fin-
den. Zu diesem Zweck wird als Startpunkt einer neuen Simulation der
Mittelpunkt der kiirzesten Verbindungsstrecke der sich scheinbar kreu-
zenden Trajektorien gewahlt. Damit ergibt sich die in Figur 3.34 ge-

zeigte regulare Bewegung um die elliptischen Fixlinien.
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Figur 3.32: Detailuntersuchung eines reguldren Torus

In den Schnitten (Teil b,c) der horizontalen Phasenraumprojektion (Teil a)
zeigen sich bis zu einer Umlaufzahl von 300 000 keine Anzeichen eines

Aufbruchs
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Figur 3.34: Reguldre Bewegung in der Ndhe elliptischer Fixlinien

In der Nihe der elliptischen Fixlinien von Figur 3.33 ist die Bewe-
gung auf reguliren Tori um diese Fixlinen herum.



- 159 -

3.5.2 Sechsdimensionale Bewegung

Bei der sechsdimensionalen Bewegung sind die KAM-Tori bereits dreidi-
mensional. Analog zur vierdimensionalen Bewegung erwartet man nun den
Aufbruch der KAM-Tori, je nachdem wie viele Resonanzbedingungen in
den verschiedenen Phasenraumprojektionen gegeben sind, in dreidimen-
sionale Bereiche um Fixflachen, Fixlinien oder Fixpunkte. Neben der
enormen Komplexitat des nun mehr sechsdimensionalen Phasenraums gibt
es hier bei der Detailuntersuchung ein weiteres Problem. Wahrend in
vierdimensionalen Fdllen lediglich Flachen aufgefiiilt werden und sich
somit schnell eine erkennbare Struktur abzeichnet, miissen nun Volumi-
na angefiillt werden, so dap sehr viele Umldufe gerechnet werden miis-
sen, bevor sich Strukturen abzeichnen. AuBerdem miissen 6 Koordinaten
auf positive Werte eingeschrankt werden, wodurch sich die Datenmenge
auf 1/64 reduziert.

Von den 15 Projektionen der 6 Koordinaten reichen fiir die Unter-
suchungen in der Regel drei aus: z.B. (x,z); (o,x); (o,z). Figur 3.35
zeigt diese drei Projektionen eines Simulationsbeispiels, bei dem
kein Aufbruch festgestellt werden kann. Allerdings reichen die 781
Eintrdge (dies entspricht 50 000 Umlaufen) vor allem in der
Projektion (ag,x) nicht aus, um dies eindeutig zu kldren.
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Figur 3.35: Regularer Fall einer sechsdimensionalen Bewegung

Bis zu einer Umlaufzahl von 50 000 zeigt sich kein Aufbruch des KAM-Torus.
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Bei groBen Amplituden, die tief in den chaotischen Bereich hineinfiih-
ren, lassen sich Aufbriiche ohne besondere Schnitte erkennen. Figur
3.36 zeigt ein Beispiel, in dem eine Koppelresonanz der horizontalen
und vertikalen Bewegung vorliegt, was an der bandartigen Struktur in
Teil a,b zu erkennen ist. Es besteht jedoch keine Koppelresonanz, mit
den Synchrotronschwingungen, die entsprechenden Phasenraumprojektio-

nen c,d sind gleichmdaBig belegt.

Sehr viel komplizierter wird es, in der Niahe der Grenze zwischen dem
reguldren Bereich und dem chaotischen Bereich (siehe Figur 2.4). Dort
konnen Aufbriiche nur mittels der Einschriankung der Koordinaten auf
positive Werte gefunden werden. Figur 3.37 zeigt ein solches
Beispiel, dabei wird die Projektion (o,x) untersucht. Teil a zeigt
zunachst die Projektion (o,x) ohne Einschrankung der iibrigen
Koordinaten. dabei ist keinerlei Aufbruch zu sehen; verlangt man
positive Werte fiir die lbrigen Koordinaten, so wird erkennbar, daB
von Umlauf zu Umlauf (Teil b, ¢) die Eintridge in voneinander
getrennten Bereichen im Phasenraum liegen, mit einem schmalen

Bereich, der im Phasenraum nicht erreicht wird.



a)

z'[mrad]
10.0 A S A A oy Bt s

b)

z'[mrad]
10.0 .

x'[mrad]

Figur 3.36: Chaotischer Fall einer sechsdimensionalen Bewegung

An der Bandstruktur (Teil a,b) ist zu erkennen,
nanz der horizontalen und vertikalen Bewegung vor
schen den anderen Schwingungsebenen (

gung erfiillt ist.

162 -

c)

olmm}
400,
200.
-200.
-400.

d)
glmm]

400.

200.

-200.

-400.

daB eine Koppelreso-
1iegt, wahrend zwi-
Teil c,d) keine Resonanzbedin-



a.) Ohne Datenreduktion

g[mm]
400.0

163 -

200.0

-200.0

b) Schnitt der Daten - jeder ( 2N-1) Umlauf

olmm]
400.0

200.0 —

~-200.0 ~
L

- ','v wio ay
P k) ARE
e | L L

Yo

.

c.) Schnitt der Daten-jeder(2N)Umlauf

g [mmj}

u0o.o B
A

200.0

-200.0

Figur 3.37:

Beispiel eines gerade
eben aufgebrochenen
KAM-Torus in sechs
Dimensionen

In der Projektion

(o, x)(Teil a) ist

ohne die Einschrankung
der ubrigen Koordinaten
auf positive Werte kein
Aufbruch feststellbar.
Erst eine solche Ein-
schriankung (Teil b,c)
14Bt erkennen, dap die
Bewegung auf zwei
Untersystemen verlauft,
zwischen denen die
Bewegung von Umlauf

zu Umlauf wechselt.
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3.6 Konsequenzen fiir die Bestimmung der dynamischen Akzeptanz

Die Voraussetzungen sind jetzt gegeben, die dynamische Akzeptanz als
die Grenze zwischen dem regularen Bereich und dem Resonanz-
iberlappbereich zu bestimmen. Dabei muB aber abgeschatzt werden, wie
stark die Arnold-Diffusion ist. Denn die Existenz dieser Diffusion
verhindert, dap eine exakte Akzeptanzgrenze fiir Simulationen mit mehr
als zwei Freiheitsgraden (Poincaré-"Flache" mindestens vierdimen-
sional) angegeben werden kann. Die Untersuchungen werden in drefi
Schritten durchgefiihrt:

1. Zunichst werden die Amplituden in groben Schritten variiert, um
den Resonanziiberlappbereich grob abzugrenzen. Die Emittanzen werden
dabei so gedndert, daB ihr Verhaltnis K = %: konstant bleibt. Dabei
soll fiir einige groBere Amplituden bis zum Teilchenverlust simuliert
werden. So erhalt man die Umlaufzahl bis zum Teilchenverlust als
Funktion der Amplitude. Die so gewonnene Kurve 1aBt sich grob auf
kleinere Amplituden extrapolieren, bei denen eine zu hohe Umlaufzah]
notig ware, um ein Teilchenverlust festzustellen. Die maximalen Um-
Jaufzahlen ohne Teilchenverlust im Resonanziiberlappbereich stellen
eine untere Grenze fiir die Umlaufzahlen im reguldaren Bereich dar, bis

zu denen kein Teilchenverlust durch Arnold-Diffusion eintritt.

2. In der Nihe der gropten Amplituden, bei denen die Bewegung sich im
ersten Schritt als regular erwiesen hat, werden nun in feiner
Schrittweite die Amplituden variiert und nach den im Abschnitt
3.4.1.3 angegebenen Verfahren wird die Beweyung auf chaotisches Ver-
halten untersucht. Der reguldre Simulationslauf mit maximalen Start-
amplituden wird zur Definition der Akzeptanzgrenze benutzt. Natiirlich
muB, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, im Phasenraum sicherge-
stellt werden, dap es sich tatsachlich um einen unaufgebrochenen
KAM-Torus handelt. SchlieBlich kann am Verhdaltnis der regularen zu
chaotischen Fiallen innerhalb dieser Grenze grob abgeschdtzt werden,
wie grop der chaotische Anteil im regularen Bereich ist. Damit hat
man ein grobes MaB fiir das Phasenraumvolumen, das durch

Arnold-Diffusion verloren gehen kann.
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3. Sind chaotische Bereiche innerhalb des regularen Bereiches gefun-
den worden, so kann man mit Simulationsldufen mit sehr grofer Umlauf-
zahl testen, ob eine Amplitudenvergrdferung und somit Arnold-Diffu-
sion stattfindet. Wiederum muf der reguldare Simulationslauf bei gro-
Beren Amplituden auf einen unaufgebrochenen KAM-Torus veriaufen. Nur
das "Uberwinden" eines solchen KAM-Torus (in vier- und sechsdimensio-
nalen Poincaré-"Flachen" ist dies stets moglich) ist als

Arnold-Diffusion zu bezeichnen.

3.7 Gegeniiberstellung der Simulationen iiber kurze Umlaufzahlen und

der Langzeitsimulationen

Die bisherigen Akzeptanzuntersuchungen mit RACETRACK (A. Wrulich
/2/) sind lber eine geringe Umlaufzahl (100) und mehreren Teilchen
(16) durchgefiihrt worden. In diesem Abschnitt mochte ich die unter-
schiedlichen Anwendungsbereiche dieser Methode im Vergleich mit den
Langzeitsimulationen mit einem Teilchen angeben und erlautern, warum

die Ergebnisse dieser beiden Methoden nur schwer zu vergleichen sind.

Mit den Kurzzeitsimulationen sollen am DESY-Rechner (IBM-3081) in
vertretbaren Zeiten (3 Minuten Jobs) eine grobe Akzeptanzbestimmung
durchgefiihrt werden. Fiir 16 Teilchen, deren Verteilung in den Projek-
tionen des Phasenraumes in Figur 3.38 dargestellt ist, werden dafiir
jeweils 100 Umldufe simuliert.

- >N

_>z

5.8.

%, Z., = Sollbahnabweichungen

Figur 3.38: Verteilung der 16 Teilichen auf den ElTipsen der
Phasenraumprojektionen
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Mit dieser Methode lassen sich die Einfliisse starker Resonanzen auf
die Akzeptanz feststellen, verschiedene Optiken lassen sich schnell
vergleichen, und Kompensationen starker Resonanzen (F. Schmidt /20/)

konnen leicht durchgefiihrt werden.

In der vorliegenden Arbeit sollen auch schwache Effekte der Nicht-
Tinearitaten beriicksichtigt werden und eine genaue Akzeptanzbestim-
mung gemap Abschnitt 3.6 durchgefiihrt werden. Dazu wird nur ein Teil-
chen* iiber eine moglichst groBe Umlaufzahl (5106) verfolgt. Die sehr
rechenzeitaufwendigen Simulationen konnten mit den Emulatoren 370 E
durchgefiihrt werden (< 300 h). Bei diesen Simulationen werden die Ko-
ordinaten bei jedem Umlauf abgespeichert, um eine Nachverarbeitung zu

ermoglichen.

Bei den Kurzzeitsimulationen werden die 16 Teilchen mit konstantem
Emittanzverhdaitnis Ko = %ﬁ? gestartet. Eines der 16 Teilchen wird bei
den Langzeituntersuchungen verwendet. Im Verlaufe der Bewegung ist
dieses eine Teilchen im gesamten Winkelbereich 0 <& (®)< 2 =zu finden.
Jedes dieser Punkte kann als Startpunkt der Trajektorie betrachtet
werden. Da der EinfluB der Nichtlinearitaten an der Akzeptanzgrenze
sehr stark ist, dndert sich auch das Verhaltnis K(N) = %f wahrend der
Simulation. Um die beiden Methoden vergleichen zu konnen, diirfen sich
aber die Werte von K(N) nur geringfiigig von K0 unterscheiden. Proble-
matisch ist dabei, daB nicht alle 16 Stellen verglichen werden konnen
auf Grund unterschiedlicher K-Werte. Weiterhin 18Rt sich unter der
Bedingung K(N) = KO ein Minimum der Amplitude bei den Langzeitsimula-
tionen finden, das sicher nicht an einer der 16 Stellen im Phasenraum
liegen wird.

An dieser Stelle mochte ich die Entwicklung der Emittanzen und des
Emittanzenverhaltnisses K naher untersuchen.

*) nebst eines Zwillingsteilchens fiir die Bestimmung des Lyapunov-

Exponenten
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Dazu wird eine weitere Methode zur Veranschaulichung des vierdimen-
sionalen Phasenraums eingefiihrt, dhnlich die Amplituden Ax’ AZ als

Funktion beider Winkel ¢x und ¢Z aufzutragen:

Gx X'+0lx-x BZZ""QZ‘Z A x
A Q y4
. b
V7 L
p4 -
& X - Z ol — ¢X

Figur 3.39: Die Amplituden Ax’ AZ als Funktion der Winkel ¢X und ¢Z

In vier Dimensionen bilden im reguldren Fall die Amplituden eine
durch Nichtlinearitaten zerkliiftete Oberflache, wihrend im chaoti-
schen Fall sich eine Schichtdicke um diese Oberfliche ergibt. Figur
3.40 zeigt im Vergleich einen reguldren und chaotischen Fall (die
Projektionsebene ist dabei um 144° verdreht). Deutlich sind in der
Nahe der lokalen Maxima (das ist jeweils die unmittelbare Nihe insta-
biler Fixpunkte) im chaotischen Fall zusatzliche Eintrdge zu erken-
nen. Die vereinzelten Punkte bei noch groBeren Amplituden zeigen das
Erreichen des Bereiches ungegrenzten Wachstums an. Aber schon das
diffuse und unstrukturierte Erscheinungsbild 13Bt das chaotische Ver-
halten erkennen. Die Amplituden der reguliren und chaotischen Trajek-
torie unterscheiden sich nur geringfiigig, der Resonanziiberlappbereich
ist somit schmal. In Figur 3.41 sind die Amplituden der regularen
(Teil a) und der chaotischen Bewegung (Teil b) und das Verhiltnis der
Emittanzen K (Teil c¢) im reguldren Fall als Funktion von ¢X aufge-
tragen, wobei der Winkel ¢z auf ein kleines Winkelintervall ( ¢Z=O)
eingeschrdnkt ist. Der chaotische Fall 14Bt sich bei dieser Auftra-
gung deutlich durch das Auftreten von Inselstrukturen vom reguliren
Fall unterscheiden. Das Emittanzenverhdltnis K schwankt um +7 bis

-28 % um den Startwert KO=1. Damit wird deutlich, daB dieses
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Figur 3.40: Amplitude AZ als Funktion der Winkel ¢X und ¢z

Teil a zeigt einen Fall der gerade noch regular ist: der Verlauf der
Oberfliche ist zwar zerkliuftet, aber an der geordneten Belegung der
Oberfliche 13Bt sich die regulare Natur der Bewegung erkennen. Im
chaotischen Fall (Teil b), bei etwas grcferer Amplitude, wird die
Oberfliche diffus belegt, bei den Maximalwerten der Amplitude (Nahe
instabiler Fixpunkte) zeigen sich Simulationsdatenanhaufungen.
SchiieBlich wird der Bereich ungebundener Bewegung erreicht (verein-
selte Punkte bei noch groBerer Amplitude).
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Emittanzenverhdlitnis K in der Ndhe der Akzeptanzgrenze keine gute
Naherung mehr flr das Verhaltnis der Invarianten KJ = ji ist. Die
X

Invarianten JX,JZ lassen sich wie folgt berechnen (R. Brinkmann,

F. Willeke /11/).

Jx =f!? %d ¢X é; (¢x ,4’2 = Konstant)

Jzzf’?§d¢? & (9, ¢X=kon5%ahf) (3.28)

Natirlich fiihrt die Integration in (3.28) nur in reguldren Fillen zu
sinnvollen Ergebnissen, da in chaotischen Bereichen diese Invarianten
zerstort sind. AuBerdem sind auch Bewegungen um Fixpunkte (-linien,
-fléchen etc.) auszuschlieBen, was am Be.spiel der Differenzresonanz
in Kaptitel 1 sofort einzusehen ist. Ein Schnitt der Simulationsdaten
wird nun durchgefiihrt durch Einschrinkung von o, 50, der jeweils
anderen Projektionen des Phasenraums auf ein kleines Winkelintervall,
wie in Kapitel 1 beschrieben. Die Phasenraumprojektionen nach diesem
Schnitt sind fir den oben untersuchten reguldren Fall in Figur
3.42a,b zu sehen. Mit diesen Simulationsdaten 1aBt sich mittels
(3.28) die Invarianten JX, JZ und ihr Verhaltnis KJ = 0,9008 be-
stimmen. Also gibt es eine 10-prozentige Abweichung vom Anfangsemit-
tanzenverhaltnis KO=1.

Wie die Tetzten Beispiele zeigen, lassen sich durch Nachverarbeitung
eine Vielzahl von Untersuchungen vornehmen: Neben der oben erliuter-
ten Akzeptanzbestimmung konnen Detailuntersuchungen des Phasenraums
durchgefiihrt werden (siehe Abschnitt 3.5). Vor allem lassen sich so
wichtige Grofen wie die mittleren amplitudenabhidngigen Phasenvorschii-
be und damit die Q-Werte bestimmen (siehe Kapitel 4, 5) und Ver-
gleiche mit der Theorie (Kapitel 1, 2) lassen sich einfach durchfiih-
ren.

Ganz wesentlich ist schlieBlich, daB die Abstande im Phasenraum zur
Verfiigung stehen, mit denen gemaB der in Abschnitt 3.4.1.3 vorge-
stellten Methode regulare von chaotischer Bewegung unterschieden wer-
den kann und damit eine gute Naherung einer Akzeptanzgrenze anzugeben
ist. In Tabelle 3.2 mochte ich die Vor- und Nachteile der beiden Me-

thoden zur Akzeptanzberechnung noch einmal zusammenfassen.
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Die Invarianten J_, J_ werden gemaB Gleichung (3.28) bestimmt. Damit

kann das Verhé1tn¥s KJ =ig( berechnet werden.
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Kapitel 4: HERA

4.1 Einfihrung

In diesem Kapitel mochte ich die in Kapitel 3 dargestellten Methoden
anwenden, um eine Akzeptanzgrenze fiir den HERA-Protonenring zu be-
stimmen.

Dabei wird die Injektionsoptik untersucht. Dies ist der kritische
Fall, da bei der Injektionsenergie von 40 GeV der Strahlguerschnitt
wesentlich groBer ist als bei der Endenergie von 820 GeV und somit
die Nichtlinearititen einen entsprechend groferen Effekt auf den
Strahl austiben.

Urspriinglich war geplant, die Protonen und Elektronen mit einem Kreu-
zungswinkel von 10,5 mrad in der Wechselwirkungszone kollidieren zu
Jassen (K. Steffen /21/) . Dies hat Vorteile im Vergleich zu einer
Maschine, bei der die Teilchen ohne Kreuzungswinkel aufeinander

treffen, da man keine gemeinsamen magnetischen Elemente bendtigt.

Das Konzept der Kreuzungswinkeloptik muBte jedoch verworfen werden,
da durch diesen Kreuzungswinkel Synchrotronseitenbander der Reso-
nanzen der Strahlstrahlwechselwirkung angeregt werden, so daB kein
resonanzfreier Arbeitspunkt im Q-Werte-Diagramm gefunden werden kann
(A. Piwinski /22/). Es ist deshalb eine Optik ohne Kreuzungswinkel
(Head-on-Optik) entwickelt worden (R. Brinkmann /23/).

Allerdings erfordert die Head-on-Optik eine Ablenkung der Elektronen
in der Nihe der Wechselwirkungszonen, wodurch eine erheblich groBere
Synchrotronstrahlung im Detektor auftritt. Man muf deshalb mit einem
groBeren Untergrund und einer stdrkeren Strahlenbelastung des Detek-
tors rechnen.

Die Entscheidung fiir die Head-on-Optik ist getroffen worden, als
schon eine Reihe von Rechnungen mit der alten Optik durchgefiihrt
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Figur 4.1:

Vergleich des Verlaufs der
optischen Funktionswerte

in der Wechselwirkungszone
flir die Optik mit Kreuzungs-
winkel und die Head-on-Optik

Teil a,b zeigt den Verlauf
der optischen Funktionswerte
der Optik mit Kreuzungswin-
kel, wahrend Teil c den
Verlauf fir die Head-on-
Optik zeigt. Am Rande der
Wechselwirkungszone ist

der Verlauf der Funktions-
werte bei der Head-on-Optik
deutlich periodischer.
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In Abschnitt 4.3 wird die Akzeptanzgrenze fiir die Optik ohne Kreu-
zungswinkel (Head-on) bestimmt. Dabei werden jetzt auch physikalische
Aperturbegrenzungen und Sollbahnabweichungen mit 1 mm rms beriicksich-
tigt, die vierdimensionalen Rechnungen werden zusdtzlich bei den ma-
ximalen festen relativen Impulsabweichungen ﬁm = + 1.6 %0 durchge-
fiihrt, einige Simulationen werden mit den neuesten Multipoldaten der
Magnete wiederholt und der EinfluB von Arnold-Diffusion wird unter-
sucht. Im Abschnitt 4.4 werden schiieflich die Ergebnisse zusammen-
gefaBt.

4.2 Untersuchungen fir die Optik mit Kreuzungswinkel

Mit dieser Optik wird getestet, ob die in Kaptitel 3 vorgestellten
Methoden sich tatsdchlich unabhédngig von der Anzahl der gekoppelten
Schwingungsfreiheitsgrade anwenden lassen. Dazu wurde die Bewegung
nacheinander in zwei, vier und schlieflich sechs Dimensionen des
Phasenraums untersucht.

Bei allen Untersuchungen fiir die Optik mit Kreuzungswinkel wurden die
Simulationen am Wechselwirkungspunkt gestartet. Mit folgenden An-

fangsparametern wurde gerechnet:

- optische Funktionswerte am Wechselwirkungspunkt

X = *x =

Bx 2.94 as 0.0230
* = X = -

BZ 0.305 GZ 0.0166

- Arbeitspunkt im QX—QZ-Diagramm

QX = 37.15 QZ = 37.18
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- Folgende Parameter werden fir alle Untersuchungen festgelegt:

(vier- und sechsdimensionaler Fall)

gleiche Emittanzen: £x = £z

2 e,o=(1_rp_<jzf_) PR N ALY

_ (A4t az? 12
2620-( )Z02+20(22020'+/5220

2
G, = 0

N
N ™ A 6 7o
- Bei allen Simulationen wurde folgender Satz von Multipol-

koeffizienten fiir die Hauptdipolmagnete verwendet:

Ord bn rms a rms

2 0 8.33E-5 0 8.33E-5
3 0 3 E-4 0 7 E-5

4 0 7 E-5 0 7 E-5

5 2 k-4 7 E-5 0 7 E-5

6 0 7 E-5 0 7 E-5

7 -1 E-4 7 E-5 0 7 E-5

8 0 7 E-5 0 7 E-5

9 -2 E-5 7 E-5 0 7 E-5

- Da die Berechnungen mit der alten Optik lediglich als Test gedacht
waren, sind keine Aperturbegrenzungen und Sollbahnschwankungen be-
riicksichtigt worden. Einige Dipole, fiir die wegen groBer Betafunk-
tionswerte Sondertypen im Gesprach waren, sind nicht mit Multipo-
len versehen worden. AuBerdem ist keine Sextupolresonanzkompen-

sation durchgefiihrt worden.

4.2.1 lweidimensionale Bewegung

Zunichst sind Untersuchungen fiir die horizontale Bewegung durchge-

fiihrt worden. Bei Vernachldssigung der hoheren Multipolkoeffizienten
werden bei den Simulationen die bekannten Phasenraumellipsen beobachtet.
Der Abstand benachbarter Trajektorien bleibt unabhangig von der Um-
laufzahl konstant.
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Werden die Multipolfelder beriicksichtigt, so erhdlt man die in Figur
4.3a gezeigten Phasenraumkurven: reguldre Bewegung bei kleiner Ampli-
tude, unbegrenztes Wachstum der Amplituden auBerhalb der Separatrix
und chaotische Bereiche in der Nahe dieser Separatrix. Figur 4.3b
zeigt die entsprechenden Anstiege der Abstdnde zweier Teilchen im
Phasenraum: regulare Bewegung fiihrt zu einem linearen Anstieg des
Abstands, wahrend bei chaotischer Bewegung dieser Abstand exponenti-
ell anwachst.

Bei Beschrankung auf horizontale Bewegung ist der Resonanziiberlapp-
bereich bei HERA sehr schmal. Innerhalb des Bereiches I von Figur 2.4
sind nur sehr feine chaotische Schichten um Separatrizen und insta-
bilen Fixpunkte zu erwarten.

Gewahlt wurde ein instabiler Fixpunkt bei einer Ampliitude, welche bei
90 % der Akzeptanzgrenze liegt. Durch Anndhern an diesen Fixpunkt
wurde versucht, chaotische Bewegung aufzufinden. Bis zum minimalen
Abstand, bei dem Rundungsfehler noch keine Rolle spielen, konnte kein
chaotisches Verhalten festgestellt werden. Figur 4.4a zeigt, daB die
beobachtete Bewegung annidhernd der Bewegung auf einer Separatrix
gleicht. In der Umgebung des instabilen Fixpunktes (Figur 4.4b) sind
die drei bei einem Pendel auftretenden reguldren Bewegungsformen zu
sehen. Es zeigen sich allerdings erste Anzeichen von Rundungsfehlern.
Die Feldqualitdt der Magnet ist somit so gut, daB bei rein horizonta-
Jer Bewegung keine wesentlichen Effekte der nichtlinearen Feldanteile

beobachtet werden.
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Figur 4.3: Zweidimensionale Bewegung mit Nichtlinearititen

Im zweidimensionalen Fall wird nur bei der Akzeptanzgrenze bei groBer
Amplitude (Teil a) ein schmaler chaotischer Bereich gefunden (Details
siehe Anhang 4). Teil b zeigt den entsprechender Verlauf des Abstan-
des im Phasenraum fiir den regulidren und chaotischen Fall.
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a.)
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Figur 4.4: Bewegung in der Nahe eines instabilen Fixpunktes inner-
halb der Akzeptanzgrenze

Nur geringfiigig innerhalb der Akzeptanzgrenze (bei 90 %) 1aBt sich

bis zu einem Abstand, bei dem Rundungsfehler anfangen, das Ergebnis

zu storen, keine chaotische Bewegung nachweisen. Teil a zeigt eine
Bewegung, die nahezu der Bewegung auf der Separatrix entspricht und eine
Bewegung in der Ndhe des stabilen Fixpunktes. Teil b zeigt die Umge-
bung eines instabilen Fixpunktes. Es wird eine Bewegung auBerhalb,
innerhalb der Separatrix und eine Bewegung um die stabilen Fixpunkte
(Inseln) gezeigt. Der Abstand zum instabilen Fixpunkt ist dabei so
gering, dapB die Reduktion der Amplitude durch Rundungsfehler sichtbar
wird.
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4.2.2 Vierdimensionale Bewegung

Zunachst wird die gekoppelte horizontale und vertikale Bewegung be-
trachtet. Figur 4.5 zeigt die Phasenraumprojektionen und die Abstande
im Phasenraum eines reguldren und eines chaotischen Falles der rein
transversalen Bewegung. AuBer an den Abstdnden im Phasenraum (bei
reguldrer Bewegung wachst der Abstand linear, bei chaotischer expo-
nentiell), 1dBt sich auch in den Phasenraumprojektionen an den
regellosen Eintrdgen das chaotische Verhalten ablesen, wahrend im
reguldren Fall eine Struktur zu erkennen ist.

Als ndchstes wird die Kopplung zwischen horizontaler und longitudina-
ler Bewegung betrachtet. Figur 4.6 zeigt die Abstdnde im Phasenraum
eines regularen und eines chaotischen F: les. Im reguldren Fall ist
ein Beispiel gezeigt fiir einen zundachst schrumpfenden Abstand im Pha-
senraum. Wie in Kapitel 3.4.1.1 erldutert , kann je nach der gewdhl-
ten Anfangsbedingung der Abstand zunachst geringer werden, bis der
minimale senkrechte Anteil des Abstandes dos erreicht wird. Danach
wachst der Abstand erneut linear an. Figur 4.7 zeigt die entsprechen-
den Phasenraumprojektionen der beiden Falle. Es fdallt auf, daB die
Kopplung gering ist, so dap nur eine geringfiligige gegenseitige Beein-
flussung der beiden Schwingungen auftritt.
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a.) Reguldre Bewegung
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Figur 4.6: Vierdimensionale Bewegung - horizontale Schwingung mit
Synchrotronschwingung

Teil a zeigt den Verlauf des Abstandes im Phasenraum einer reguldren
Bewegung, wie in Kapitel 3.4.1 erldutert, kann der Abstand fiir eine

bestimmte Umlaufzahl zunachst abnehmen, um dann wieder anzusteigen.

Im chaotischen Fall (Teil b) zeigt sich wieder der exponentielle An-
stieg des Abstandes im Phasenraum.
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a) c.)
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Figur 4.7: Phasenraum der vierdimensionalen Bewegung - horizontale
Schwingung mit Synchrotronschwingung

Die Teile a,b zeigen die horizontale und die longitudinale Phasen-
raumprojektion der reguldren Bewegung, die entsprechenden Phasenraum-
projektionen der chaotischen Bewegung sind in Teil c,d gezeigt. Wie-
derum kann im Phasenraum an der diffusen Struktur die chaoti-

sche Bewegung erkannt werden.
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4.2.3 Sechsdimensionale Bewegung

Auch fiir die volle sechsdimensionale Dynamik mdchte ich einen regula-
ren und einen chaotischen Fall vorstellen. Die Figur 4.8 zeigt die
Abstande im Phasenraum und jeweils die drei Phasenraumprojektionen.
Wieder wachst der Abstand Tinear, wenn die Bewegung regular ist, wadh-
rend ein exponentielles Wachstum des Abstandes chaotische Bewegung
anzeigt. Da im chaotischen Fall starke Kopplungserscheinungen zwi-
schen den Projektionen des Phasenraums auftreten, kann man in diesem
Beispiel chaotisches Verhalten auch in den Phasenraumprojektionen
erkennen. In der Nahe der Akzeptanzgrenze ist diese visuelle Unter-
scheidung von chaotischer und reguldrer Bewegung in den Projektionen
des sechsdimensionalen Phasenraums schwierig. Dazu missen die

KAM-Volumina hinreichend angefiillt sein, .oflir eine sehr groBe
Umlaufzahl notwendig ist.
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Figur 4.8: Sechsdimensionale Bewegung

Teil a,c zeigen die Abstande im Phasenraum fiir einen regularen bzw.
chaotischen Fall. Auch in sechs Dimensionen kann am exponentiellen
Anstieg sicher chaotische Bewegung identifiziert werden. Teil b,d
zeigen die entsprechenden horizontalen Phasenraumprojektionen der
reguldren und der chaotischen Bewegung.
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Figur 4.8: Sechsdimensionale Bewegung
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Die Teile e,g zeigen die vertikale Bewegung und Teil f,h die Bewegung
in der longitudinalen Phasenraumprojektion der reguldren bzw. chaoti-

schen Bewegung.
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4.2.4 Dynamische Akzeptanz

Die Grenze zwischen dem Resonanziiberlappbereich und dem Bereich mit
groBtenteils reguldrer Bewegung (siehe Figur 2.4) kann, wie in Kapi-
tel 3 diskutiert, als Akzeptanzgrenze aufgefapft werden.

Figur 4.9 zeigt fiir die verdimensionale Bewegung die Umlaufzahl No’
bei der ein Teilchenverlust eintritt als Funktion der Startamplituden
am Wechselwirkungspunkt. Im Bereich II wachst No sehr rasch an, wenn
die Amplitude kleiner wird, und erreicht bei Annaherung an die Grenze
zum regularen Bereich I Werte von mehr als 105, so daf} eine weitere
Untersuchung wegen des zu grofen Aufwandes an Rechenzeit scheitert.
Wesentlich kleiner sind die Umlaufzahien Nl’ bei denen sich gemdaB dem
Verfahren aus Kapitel 3.4.1.3 eindeutig ein exponentielles Anwachsen
des Phasenraumabstandes erkennen 1aBt. Man kann daher die Grenze zwi-
schen dem Bereich I mit regularer Bewegung und dem Resonanziiberlapp-
bereich Il auf diese Weise mit erheblich geringerer Rechenzeit ermit-
teln.
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Figur 4.9: Akzeptanzgrenze der vierdimensionalen Bewegung flir die Optik mit
Kreuzungswinkel

Dée Amplituden sind skaliert auf den maximalen Wert der Betafunktion

BX = 80 m im Bogen.
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Figur 4.10 zeigt die entsprechenden Umlaufzahlen fiir den volien
sechsdimensionalen Phasenraum. Auch hier wdchst die Zahl No’ bei der
ein Teilchenverlust eintritt, sehr stark an, wenn man sich der Grenze
zwischen Bereich II und I nahert, wahrend einige 104 Umldufe ausrei-
chen, um ein exponentielles Anwachsen des Phasenraumabstandes ein-
deutig zu erkennen. Ein Vergleich mit Figur 4.9 zeigt, daB durch
Hinzunahme der Synchrotronschwingungen die Akzeptanzgrenze (jeweils
skaliert auf die maximale Betafunktion (BX=80m)im Bogen des HERA-
Ringes) von 17,2 mm auf 11.0 mm herabgesetzt wird. Das beruht im we-
sentlichen darauf, daB bei der rein transversalen Bewegung Impulsab-
weichung Null vorausgesetzt wurde.

Die iiber 100 Umliufe bestimmten Akzeptanzgrenzen liegen deutlich ho-
her, um einen Faktor 1.25 im vierdimensionalen und um einen Faktor
2.1 im sechsdimensionalen Fall. Das liegt an einer starken Resonanz-
uberlappung bei einer Impulsabweichung von maximal 1,6 %o.

Im reguldren Bereich I wurden in beiden Fallien keine chaotischen Tra-
jektorien gefunden. Die Arnold-Diffusion solite daher keine groBe

Rolle spielen.

Flir den sechsdimensionalen Fall ist auch eine Simulation durchgefiihrt
worden, bei der nur die Chromatiksextupole beriicksichtigt und alle
Multipolfehler der Dipole vernachldssigt wurden. Erwartungsgemap

liegt die Akzeptanzgrenze dann deutlich hoher (s. Figur 4.10).
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Figur 4.10: Akzeptanzgrenze der sechsdimensionalen Bewegung fiir die Optik mit

Kreuzungswinkel

Gezeigt wird die Akzeptanzgrenze fiir Simulationen nur mjt Chromatiksextgpo]en
(mit @ gekennzeichnet) und die Grenze bei Beriicksichtigung aller Multipoi-

koeffizienten (mit @ gekennzeicanet).

Die Amplituden sind skaliert auf den

maximalen Wert der Betafunktion BX = 80 m im Bogen.

[mm]
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4.3 Simulationsergebnisse der Optik ohne Kreuzungswinkel

Fiir die Simulationen mit der Head-on-Optik wird mit folgenden An-
fangsparametern gerechnet:

- optische Parameter am Wechselwirkungspunkt

B
B

27.79 a; = -0.0100
3.567 a; = 0.0113

- Arbeitspunkt im QX—QZ Diagramm

Q = 31,15 Q, = 32,18

- Folgende Parameter werden fiir alle Untersuchungen festgelegt
{vier- und sechsdimensionale Fdalle)
gleiche Emittanzen: =g,

26, —Ltﬁ*—) +Zo< ><x+ﬂx

P2
26, = (ﬂ_a_g_) 2 20, 1 2, +ﬂ2211

P
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- der verwendete Multipolsatz entspricht dem der Kreuzungswinkeloptik

- Zusatzlich sind Simulationen mit den neuesten Daten der Multi-

polfelder gemacht worden.

Ord Bn rms An rms
2 0 1 E-4 0 1 E-4
3 0 3 E-4 0 1 E-4
4 0 1 E-4 0 2 E-4
5 9 E-5 2 E-4 0 1 E-4
6 0 1 E-4 0 1 E-4
7 3 E-5 1 E-4 0 1 E-4
8 0 1 E-4 0 1 E-4
9 -6 E-5 1 E-4 0 1 E-4

4.3.1 Bestimmung der Akzeptanz

Figur 4.11 zeigt die Akzeptanzgrenze im vierdimensionalen Fall mit

drei festen relativen Impulsabweichungen 7 (-1,6 %o, 0, +1,6 %o0).

Fiir 7 = 0 ist die Akzeptanz am groBten und der Resonanziiberlappbe-
reich am schmaisten. Bei 7 = +1,6 %0 ist aufgrund der impulsabhidngi-
gen Sollbahnabweichung die Akzeptanz wesentlich kleiner und die Reso-
nanziiberlappbereiche erheblich breiter.

Figur 4.12 zeigt das entsprechende fiir die volle sechsdimensionale
Bewegung. Die Akzeptanzgrenze (skaliert auf die maximale Betafunktion
im Bogen des HERA-Ringes) liegt bei 14.7 mm. Im Vergleich ergibt die
vierdimensionale Bewegung mit 7 = +1,6 %0 eine Amplitude von 15,5 mm.
Die sechsdimensionale Akzeptanz ist somit nur um ca. 5 % geringer.
Dies ist auf die geringe Kopplung zwischen der transversalen und lon-
gitudinalen Bewegung und der sehr kleinen Frequenz der Synchrotron-
schwingung zuriickzufihren.
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Figur 4.11: Akzeptanzgrenze der vierdimensionalen Bewegung fiir die Head-on-
Optik mit # (0, + 1.6 %)

Dée Amplituden sind skaliert auf den maximalen Wert der Betafunktion

Bx = 80 m im Bogen,
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Figur 4.12: Akzeptanzgrenze der sechsdimensionalen Bewegung fiir die
Head-on-0Optik

Dée Amplituden sind skaliert auf den maximaien Wert der Betafunktion

Bx = 80 m im Bogen.



- 197 -

In Tabelle 4.1 sind nun alle Ergebnisse der alten und neuen Optik
zusammengetragen. Fiir die neue Optik sind neben der Berechnung der
dynamischen Akzeptanz auch Aperturbeschrdnkungen berlicksichtigt wor-
den. Die Apertur wird vor allem durch bestimmte Quadrupole in der

Wechselwirkungszone eingeschrankt:

x| < 20mm; |z} < 35 mm (4.1)

Gleichzeitig sind dort aber auch die Betafunktionswerte sehr grof.
Dies hat zur Folge, daB sich die Akzeptanz im Bogen auf 11,8 mm redu-
ziert, unabhingig davon, ob nur mit den Chromatiksextupolen oder zu-

sdtzlich den Multipolen der Dipolmagnete gerechnet wird.

Werden zusatzlich noch die Sollbahnabweichungen von 1 mm rms beriick-

sichtigt, reduziert sich die Akzeptanz auf 10,2 mm im Bogen. Es stel-
1t sich also heraus, dap die Akzeptanz fast ausschlieBlich durch die

starke Aperturbegrenzung in der Wechselwirkungszone bestimmt wird und
somit die auftretenden Nichtlinearitaten praktisch keine Rolle fiir

die Akzeptanz spielen.

Aufgrund dieser Erkenntnis ist es zweifelhaft, ob durch Ordnen der
Magnete die Akzeptanz noch verbessert werden kann. In Figur 4.13 ist
schlieBlich der Sicherheitsabstand zur erwarteten Strahlgrofe bei der
Injektionsenergie zu sehen fiir die verschiedenen vier- und sechs-
dimensionalen Fille mit und ohne Aperturbegrenzung und Sollbahn-

abweichungen von 1 mm rms.
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i\xo( mm]
20+
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|
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Figur 4.13: Abstand zwischen der Akzeptanz und der erwarteten Strahl-
grope, fir die 2.2 Standardabweichungen beriicksichtigt

worden sind.



- 200 -

4.3.2 Arnold-Diffusion

Fir den Fall mit % = +1.6 %o in Figur 4.11 sind innerhalb des im we-

sentlichen reguliren Bereichs I chaotische Trajektorien gefunden wor-
den. Fiir den chaotischen Simulationslauf mit maximaler Amplitude in-

nerhalb des Bereiches I wurden 106 Umlaufe (ca. 200 Std. Rechenzeit)

durchgefiihrt, um zu untersuchen, ob Arnold-Diffusion zu einem Anwach-
sen der Amplituden fihrt.

Um nun mogliche VergroBerungen der Amplitude im Laufe der Bewegung zu
finden (Kapitel 3.5, Figur 3.41), werden die Amplituden als Funktion
eines der Winkel dargestellt, wobei der jeweils andere Winkel auf ein
kleines Winkelinvervall eingeschrankt wird. Figur 4.14 zeigt die Am-
plitude Ax, AZ als Funktion der Winkel & (¢,=0),%, (4=0) fiir den
reguldren und chaotischen Fall. Zwar zeigen sich wie auch in Figur
3.41 im chaotischen Fall Inselstrukturen, aber Ulber die gesamte Simu-
lationsdauer von 106 Umlaufen bleibt die Trajektorie in einer sehr
diinnen chaotischen Schicht, ohne jede Tendenz zu einer VergroBerung
der Amplitude; wenn lberhaupt eine Arnold-Diffusion vorliegt, ver-
J3uft sie somit auBerst langsam. Zusammen mit den groBen Umlaufzahlen
bis zum Teilchenverlust im Resonanziiberlappbereich in der Nahe des
Bereichs I und dem sehr seltenen Auftreten von chaotischen Fallen im
Bereich I (bei den gewdhlten Schrittweiten der Amplituden sind solche
chaotischen Fille nur im vierdimensionalen Fall mit 7 = +1.6 %o
gefunden worden) bedeutet dies, daB nur ein unbedeutender Anteil von
Trajektorien innerhalb des Bereiches I durch Arnold-Diffusion ver-
Toren gegen wird. Die Grenze zwischen Bereich I und II ist somit als

gute Naherung der Akzeptanzgrenze zu betrachten.
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Figur 4.14: Suche nach einer VergroBerung der Amplitude durch
Arnoid-Diffusion

Fiir die horizontale Amplitude (Teil a) und die vergika]e Amplitude

(Teil b) zeigt sich bis zu einer Umlaufzahl von 10~ keine VergrdBe-
rung der Amplituden A_, A_. Es findet also kein "Uberwinden" eines

regularen KAM-Torus statt? In Teil b zeigt sich wieder (vergleiche

Figur 3.41) eine Aufweitung der Eintrdge, in die reguldre Bewegung
um Fixpunkte (Linien) eingebettet sind.
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4.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

AbschlieBend mdchte ich die Ergebnisse der Simulationen fiir HERA zu-
sammenfassen.

Zunachst einmal hat sich herausgestellt, daB es im zweidimensionalen
Fall praktisch keine Reduktion der Akzeptanz durch chaotische Bewe-
gung gibt. Erst die vier- und sechsdimenionalen Untersuchungen zeigen
einen breiten Resonanziiberlappbereich und somit eine deutliche Ein-
schrankung der dynamischen Akzeptanz aufgrund chaotischer Bewegung.
Dabei zeigt sich, dap die Beriicksichtigung der longitudinalen Schwin-
gungen nur eine unwesentliche zusdtzliche Akzeptanzeinschran-

kung bewirkt.

Die gute Feldqualitdt der Dipolmagnete fiihrc im sechsdimensionalen
Fall zu einer guten dynamischen Akzeptanz im Bogen von 14,7 mm. Es
bleibt also ein deutlicher Sicherheitsabstand zur erwarteten Strahl-

grope, die etwa 6 mm betrigt.

Allerdings hat sich gezeigt, dap die Akzeptanz praktisch nicht durch
die untersuchten Nichtlinearititen bestimmt wird, sondern im wesent-
lichen durch die starke Aperturbegrenzung an einigen Stellen in der

Wechselwirkungszone. Dies fiihrt zu einer Reduktion der Akzeptanz auf
11,8 mm.

SchlieBlich hat sich herausgestellt, daB die Arnold-Diffusion fiir
HERA keine Rolle spielt und man deshalb die hier verwendete Defi-
nition einer Akzeptanzgrenze als eine gute Ndherung flir eine solche
Grenze betrachten darf.
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Kapitel 5: DESY III

5.1 Einfiihrung

Fiir das Protonen-Synchrotron DESY IIl Af425/sind Teilchenbahnsimula-
tionen durchgefiihrt worden, um die Einschrdnkung der Akzeptanz durch
Feldfehler der combined-function Magnete zu bestimmen. Dazu wurde der
modifizierte RACETRACK-Code verwendet, mit dem der ganze Beschleuni-
gungszyklus behandelt werden kann (siehe Anhang 1, 2).

Durch Simulation an kritischen Q-Werten wurde abgeschdtzt, ob die

Q-Aufweitung durch Raumladungseffekte gefahrlich werden kann.

In Abschnitt 5.4 wird die Q-Wert-Verschiebung und Aufweitung durch
Nichtlinearitaten bestimmt.

Es wurde mit mehreren Multipolstatistiken gerechnet, um zu testen,
wie empfindliich die Akzeptanz abhdngt von unterschiedlichen Multipol-

verteilungen um den Ring herum.

AuBerdem wurde der Einflup einer intrinsischen Resonanz auf die
Akzeptanz bestimmt.
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5.2 DESY III - Berechnungen mit dem erweiterten RACETRACK-Code

In das Programm RACETRACK werden die Feldfehler in einer
Multipolentwicklung eingegeben. Zur Bestimmung der Feldfehler sind
Messungen an combined-function Magneten mit dem MeBsystem der
HERA-Dipole durchgefiihrt worden /26/. Leider konnten die Ergebnisse
nicht verwendet werden, da die Werte der Multipole ab 5. Ordnung
durch das Rauschen der MeBapparatur tiberdeckt wurden. Dies liegt dar-
an, daB der grofe Quadrupolanteil des combined-function Magneten beim
MeBverfahren unkompensiert bleibt. Es wurde deshalb ein Satz von Mul-
tipolen benutzt, der durch einen Fit an alte MeBdaten /27/ der Mo-

delImagnete von DESY III gewonnen wurde (naheres siehe Anhang 6).

Der gesamte Beschleunigungszylus in DESY III dauert 1.7 sec. Das ent-
spricht 1.5 x 106 Umidufen. Es ist deshalb mdglich, Teilchenbahnen
uber die gesamte Verweildauer in DESY III mit RACETRACK zu verfoligen.

Im Beschleunigungszyklus werden die Protonen von 50 MeV auf 6.6 GeV
beschleunigt. Diese Beschleunigung erfolgt gemdaR Figur 5.1: Etwa
30000 Umlaufe nach der Injektion (.1 sec) wird die Beschleunigung fiir
1.3 x 106 Umldaufe (1.5 sec) eingeschaltet. Am Ende der Beschleuni-
gungsphase wird die Energie flir weitere 90000 Umladufe (.1 sec) kon-

stant gehalten.

E(MEV]

8000Q.0 T M T
A - 30000 Umlaufe .1 sec

B~1 3'106 Umlaufe
€000.0 | C~ 90000 Umlaufe =

1>

1.5 sec

A
4000.0 - 1
wa B Aot
| 4
2000.0 -l B
0.0 L 4
0.0 500.0 1.0 1.5
EQ3 EOB N £E06
————

Figur 5.1: Beschleunigungszyklus
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Zunachst wird die Akzeptanzgrenze fiir den Design-Arbeitspunkt

(Punkt I in Figur 5.2) bestimmt. Um diese Grenze zu finden, wird die
Anfangsamp]itude Axo variiert, dabei wird die Amplitude AZo der
Zz-Bewegung stets mit variiert: AZo =\/BZ/BX AXO. Die maximale stabile
Anfangsamplitude ist dann die Akzeptanzgrenze.

Zweitens werden Raumladungseffekte betrachtet. Bei niedrigen Energien
spielen diese Raumladungskriafte eine groBe Rolle fiir die Strahldyna-
mik /25/. Bei kleiner Geschwindigkeit der Protonen wird die elektro-
statische AbstoBung zwischen Teilchen nicht durch die magnetische
Wechselwirkung kompensiert und es bleibt eine defokussierende Selbst-

kraft. Dies fiihrt zu einer Reduktion der Betatronfrequenzen.

In einem gebiindelten Strahl mit nicht gleichformiger transversaler
und longitudinaler Dichte ist die Frequenzverschiebung sowohl ampli-
tudenabhingig als auch eine Funktion der longitudinalen Teilchenposi-
tion. Es ergibt sich somit eine Q-Wert-Aufweitung. Infolge der Syn-
chrotronschwingung oszilliert ein Teilchen zwischen Kopf, Mitte und
Schwanz des Teilchenbiindels hin und her, wobei Gebiete mit niedriger,
hoher und wieder niedriger Ladungsdichte durchlaufen werden, deshalb

variiert der Q-Wert mit der doppelten Synchrotronfrequenz.

Figur 5.2 zeigt die Q-Wert-Aufweitungen fiir verschiedene Energien.
Die Beriicksichtigung des Raumladungseffektes ist in RACETRACK wegen
des groBen zusdtzlichen Rechenaufwands nicht vorgesehen. Jedoch kann
man einen Anhaltspunkt erhalten, inwieweit ein grofer Ulberstrichener
Q-Wertbereich gefdahriich ist, indem man auf einem Arbeitspunkt in der
Nihe der Resonanzen 3. Ordnung (Punkt II in Figur 5.2) und 4. Ordnung
(Punkt III in Figur 5.2) die Akzeptanzen bestimmt.
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Figur 5.2: QX-QZ Diagramm

Die Geraden sind mit ( n m p ) gekennzeichnet: n QX +m QZ = p. Punkt
I ist der Design-Arbeitspunkt. II ist in der Ndahe der Resonanzen

4. Ordnung, III liegt in der Ndhe der Resonanzen 3. Ordnung, IV ist
in der Ndahe der Dekapolresonanz 3QX - 2QZ = 8.

Die Flachen A, B, C geben den Q-Wertbereich an, der durch den Raumla-
dungseffekt iiberstrichen wird, A entspricht der EinschuBenergie,

B ist die Flache nach 28 ns, C nach 0,5 sec Beschleunigung.



Als dritter Punkt wird der EinfluB verschiedener Multipolstatistiken
untersucht. Neben den Mittelwerten der Multipole werden 10% dieser
Werte als Standardabweichung eingesetzt (siehe Anhang 6), um die Un-
terschiede von Magnet zu Magnet zu beriicksichtigen. Zundchst mup eine
der vielen méglichen Muitipolverteilungen ausgewahit werden. Dazu
wird jeweils fiir 20 verschiedene Multipolisdtze die maximale stabile
Anfangsamplitude iiber 100 Umlaufe bestimmt. Eine Statistik mit mitt-
lerer maximaler stabiler Anfangsamplitude wird gewahlt und fiir alle
Untersuchungen beibehaliten.

Es gibt die Moglichkeit, alle Magnete zu vermessen und dann gezielt
zu plazieren, um die Akzeptanz zu optimieren. Der grofe Aufwand ist
aber nur dann gerechtfertigt, wenn die Akzeptanz empfindlich von ei-
ner solchen Plazierung abhangt. Um ein Gefiihl filir diese Empfindlich-
keit zu bekommen, ist zusdtzlich die Akzeptanz bei zwei weiteren
Multipolstatistiken bestimmt worden.

Viertens wird der EinflupB einer intrinsischen Resonanz auf die Akzep-
tanz bestimmt. Der DESY III Ring 1&Bt sich in 8 Superperioden unter-
teilen. Intrinsische Resonanzen sind solche, bei denen die Resonanz-
bedingung nxQx+nZQz—p=0 in jeder Superperiode erfiillt ist, also p
durch die Anzahl der Superperioden teilbar ist. Sie sind besonders

stark und sollten daher vermieden werden.

Wie stark sich zum Beispiel die intrinsische Dekapoliresonanz
3QX-ZQZ=8 auf die Akzeptanz auswirkt, ist zusatzlich an einem Ar-
beitspunkt in der Ndhe dieser Resonanz (Punkt IV in Figur 5.2) unter-

sucht worden.



5.3 Ergebnisse

Bei allen Untersuchungen wurden am Ort der Beschleunigungsstrecke die

Simulationen gestartet. Dort wurde dann untersucht, wie sich die An-
N t 1 o - -

fangskoordinaten (xo, Xo1Zg> Zgr Ogo Ty = (Ap/p)o) von Umlauf zu Um

lauf entwickeln.

Folgende Anfangsparameter wurden verwendet (entnommen aus/24/):

- optische Parameter

X 6.59 m ax

>
]

-0.88

7 10.6 m az

™
1

1.09
- Dispersion Dx =3.14m

Wegen des groBen Wertes der Dispersion am Startpunkt hat dort die

Dispersionsbahn eine entsprechend groBe Ablage

Xp = Do+ng = 4.71 mm

- Arbeitspunkt im QX—QZ-Diagramm:

Q, =5.9 QZ = 4.82

Dies ist der Design-Arbeitspunkt, dieser Wert entspricht Punkt I in
Figur 5.2.

- Folgende Parameter werden fiir alle Untersuchungen festgelegt:

gleiche Emittanzen: & = ¢
Xo Zo
R
No = 1.5 /oo
2
1+(1X 2 2
ey, ( ] ) oxg * 2a X x [+ B xg
X
1+a§ 2
2ez4 = ( ) z_+ 2a_ z z' +B_z'
8, 0 z 0 z" o



Um die dynamische Akzeptanz von DESY III zu bestimmen, sind zunichst
physikalische Aperturbegrenzungen und Sollbahnabweichungen durch Di-
polfehler vernachldssigt worden.

Bei einem Speicherring ist die maximale Amplitude, fiir die die Bewe-
gung regular ist, die Akzeptanzgrenze (siehe Kapitel 3,4).

Beim Synchrotron DESY III hingegen werden die Teilchen beschleunigt.
Diese Beschleunigung fiihrt zur Dampfung der Betatronamplituden; damit
werden auch die Storungen durch Feldfehler geringer. Dies fiihrt dazu,
daB ein Teilchen entweder nach wenigen Umldufen oder gar nicht ver-
lorengeht; so wurde kein einziger Teilchenverlust gefunden nach Um-
Taufzahlen von mehr als 50 000. Es wurden deshalb in den meisten Fal-
len lediglich 105 Umldufe simuliert.

Die Abbildungen 5.3-5 zeigen die Ergebnisse fiir die Teilchen mit der
groBten reguidren Amfangsamp]itude Axo = 12 mm und der maximalen sta-
bilen Anfangsamplitude AXO = 16 mm. Im ersten Falle handelt es sich
um eine reguldre Trajektorie, entsprechend wachst der Phasenraumab-
stand zweier Teilchen d{(N) (Figur 5.3) linear an, widhrend im zweiten
Fall chaotische Bewegung mit exponentiell anwachsendem Abstand d(N)
vorliegt.

Figur 5.4 und 5.5 zeigen die Projektionen des Phasenraumes (x, x');
(z, z'); (o, n) vor und nach der Beschleunigung. Bei der regulédren
Bewegung nehmen die Flachen im Phasenraum mit dem Verhdltnis der Im-

pulse vor Po und nach Py der Beschleunigung po/p1 = 0.04 ab.

Bei chaotischer Bewegung muB eine Schrumpfung der Phasenraumflichen
nicht exakt im Verhdltnis der Impulse stattfinden. Denn durch den
EinflupR von Differenzenresonanzen kann sich das Verhidltnis der
Emittanzen K = sz/ex sprunghaft verdndern (siehe Figur 5.6). Durch
eine nachfolgende Beschleunigung kann wegen der Dampfung der Schwin-

gungsamplitude dieses Emittanzenverhaltnis eingefroren werden.
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Figur 5.3: Phasenraumabstand zweier Teilchen als Funktion der

Umlaufzahl N
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Figur 5.4: Horizontale und vertikale Phasenraumprojektion

Die beiden rechten Abbildungen gelten fiir die Anfangsamplitude

Axg = 12 mm, links bei 16 mm. Es sind jeweils die ersten 30000

Umldufe vor der Beschleunigung (aussen) und die letzten 90000 Umiadufe
nach der Beschleunigung (innen) gezeigt. Statt der jeweiligen

Koordinaten (y,y') sind die mit den Twissparameter (y//B, o/VBy + /B y')
normierten Koordinaten verwendet worden. Die Ellipsen der linea-

ren Bewegung im Phasenraum werden dadurch auf Kreise transformiert.
Dadurch 1aBt sich der Effekt der Nichtlinearitdten als Abweichung von
einem solchen Kreis besser beurteilen.
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Figur 5.6: Gemittelte Emittanzen als Funktion der Umlaufzahl N

Gezeigt werden die liber 1000 Umlaufe gemittelten Emittanzen fiir
den Arbeitspunkt in der Nahe der Dekapolresonanz. Bei etwa 14 000
Unl&dufen gibt es einen sprunghaften Emittanzaustausch von € nach

€, wobei die Summe der Emittanzen €y + €, nahezu konstant
bleibt.

woo
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In Tabelle 5.1 sind alle Simulationsergebnisse zusammengefaBt. In der
Ndhe der Resonanzen der Ordnung 3 und 4 ist eine deutliche Reduktion
der dynamischen Akzeptanz festzustellen, die 2 weiteren
Multipolstatistiken und der Fall IV in der Ndhe der intrinsischen
Dekapolresonanz ergeben ungefahr die gleiche Akzeptanz.

Ohne Synchrotronoszillationen und ﬁo = 0 ergibt sich erwartungsgemif
eine deutliche Verbesserung der Akzeptanz, hier simuliert fiir den
Design-Arbeitspunkt und einen Arbeitspunkt in der Nihe der Resonanzen
der Ordnung 3.

Die Ndhe zur Dekapolresonanz bewirkt im wesentlichen eine starke Ver-
ringerung der groften regularen Amplitude nur noch 7 mm im Vergleich
Zu 12 mm beim Design-Arbeitspunkt (siehe auch Abschnitt 5.4).

Als nachstes sind physikalische Aperturbegrenzungen in die Maschine
eingefiihrt worden. In den defokussierenden Magneten und den

Quadrupolen ist eine freie Apertur von + 40 mm. Die fokussierenden

Magnete haben eine elliptische Apertur x = + 41.5 mm; z = + 25.5 mm.
o BF _ BD BF BD BF BD 1
. C e — T H H H— ¥t

Qo QF QD1 QF1 °
24.00f ‘ $.20

\“ DX

16.00f BZ ,' . / \ ) 2.80

,f' . A :
6.00 // ,\ \ / 140

,r/ " \_ AN K
B X \\/,/ \\‘ / 7
N ,//
\\ ,,'

.00 i - "/’ .00
8.00 — e 1 A 1 1 J J-1.40
4] 8 13 24 32 40
DISTANCE (M)

Figur 5.7: Magnetstruktur von DESY III

Das Synchrotron besteht aus 8 gleichen Abschnitten (Superperioden).

Die Abbildung zeigt einen solchen Abschnitt mit den optischen

Funktionswerten (Bx, BZ, Dx) in Abh3angigkeit von der longitudinalen

Koordinate s.
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Wie zu erwarten, gehen in allen Fdllen die Teilchen im fokussierenden

Magneten verloren.

Zusdtzlich sind Teilchenbahnen mit und ohne Schwankungen der Sollbahn
(1 mm bzw. 2 mm rms) simuliert worden (Tabelle 5.1).

Zusammenfassend 13Bt sich sagen, dap fiir den realistischen Fall mit
Aperturbegrenzung und Sollbahnabweichung weder die Anderung des Ar-
beitspunktes noch die Anderung der Multipolstatistik zu einer starken
Akzeptanzeinschrankung fiihrt, alle Werte liegen zwischen

A, = 12 mm und A, = 14 mm. Allerdings sind alle Ergebnisse mit den
vorldaufigen Multipolkoeffizienten berechnet worden. Die Rechnungen
miissen nach der erneuten Messung von einigen Magneten mit dem neuen
quadrupolkompensierten MeBsystem wiederholt werden, um diese Resulta-
te zu erharten.
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5.4 Verschiebung der Q-Werte durch Nichtlinearitdten

Die Nichtlinearitaten in DESY III flihren zu einer amplitudenabhangi-
gen Q-Wert-Verschiebung. Mit einer einfachen Methode konnen die
nichtlinearen Q-Werte bestimmt werden. Dazu werden die Phasenvorschii-
be pro Umlauf am Beobachtungspunkt bestimmt und liber 1000 Umlaufe
gemittelt.

Figur 5.8 zeigt QZ gegen QX flir verschiedene Amplituden, dabei sind
jeweils alle Resonanzlinien bis 7. Ordnung eingezeichnet. In Teil a
werden die Q-Werte des Design-Arbeitspunktes gezeigt, fiir die Start-
amplituden ﬁxo = 1.107° mm; Ao = 12 mm; A, = 16 mm.

Teil b zeigt die Q-Werte am Arbeitspunkt in der Nahe der Dekapol-
resonanz, dort fiir die Startamplituden A, = 1.107° mm; Kxo = 7 mm;

ﬂxo = 8 mm; ﬁ&, = 16 mm.

Die nichtlineare Q-Wert-Verschiebung kann auch naherungsweise analy-
tisch berechnet werden /9/:

8Q

AQ

5 bi (2v-1)1 - - - (g-1) /= S
v 2V . B (_1)5(81)q(61)s(€ ) (2.)
X % w2 2Vt q+s=v (q')2(31)2 X z X ‘
5 bl (2u-1)! S
.y ] : (158 %e))° (59E,) (571
z % v 2Vt g+s=v (q!) (s')2 X z X ‘
(5.1)

Dabei werden alle geraden reguldaren Multipole bis Ordnung 10 jeweils
an ihren longitudinalen Positionen S; berticksichtigt. Da die Nicht-
linearitdaten die Phasenraumflachen deformieren, sind statt der An-
fangsemittanzen (sxo,ezo) gemittelte Werte (E},E}) verwendet worden.
(Beide Wertpaare unterscheiden sich allerdings nur geringfiigig). Die
mit Pfeilen gekennzeichneten Punkte sind die Ergebnisse der obigen
Formel, sie stimmen hervorragend mit den gemittelten Q-Werten uber-
ein.
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Fig. 5.8: Nichtlineare Q-Wert-Verschiebung

a) Die Abbildung zeigt die nichtlineare Q—wert-Verscbgebung am
Design-Arbeitspunkt flir die Amplituden Axy = 1x10 °, 12 mm,
16 mm bei der EinschuBenergie (E = 50 MeV). Nach der Beschleuni-
gung (E = 6.6 GeV) ist wegen der Dampfung der Amplituden auch die
nichtlineare Q-Wert-Verschiebung geringer. Fiir die Amplitude
Axo = 12, 16 mm sind zusatzlich die gemaB Gleichung (5.1) berechneten
Q-Wert-Verschiebungen eingetragen. Es sind alle Resonanzlinien
bis zur 7. Ordnung eingezeichnet.

b) Beim Arbeitspunkt in der Nahe der Dekapolresonanz (3QX—ZQ =8)
ist die nigEt]ineare Q-Wert-Verschiebung fiir die Amp11tud5n
Axqg = 1x10 =, 7, 8, 16 mm gezeigt. Bei 7 mm ist die Bewegung noch
regular. Bei groBeren Amplituden ist die Bewegung chaotisch und

die Q-Werte wandern zwischen verschiedenen Resonanzlin.en hin und
her .



[n Figur 5.8a sind zusatzlich noch die Q-Werte bei Axo = 16 mm nach
der Beschleunigung eingetragen, die wieder in der Ndahe des Design-
wertes Tiegen.

Bis zu einer Amplitude von 7 mm ist die Bewegung in der Nadhe der
Dekapolresonanz noch regular. Wie in Figur 8b zu sehen, sind die
gemittelten Q-Werte zwar durch die Nichtlinearitdten verschoben, sind
aber auf einem nahezu punktfdrmigen Bereich im QX-QZ—Diagramm einge-
schrankt.

Bereits bei einer Amplitude vornn 8 mm sind die amplitudenabhangigen
nichtlinearen Effekte (Q-Verschiebung, Resonanzverbreiterung) so
stark, daB der Arbeitspunkt zwischen verschit¢ :nen Resonanzen wandert

und die Teilchenbahn chaotisch wird.

Bei Axo = 16 mm uberstreicht der Arbeitspunkt einen groBen Bereich
mit vielen Resonanzlinien. Dies flihrt dazu, daB auch in der horizon-
talen und vertikalen Phasenraumprojektion ein groBerer Bereich einge-
nommen wird, wie in Figur 5.9 im Vergleich zum Design-Arbeitspunkt zu
sehen ist, denn bei diesem Arbeitspunkt wird bei gleicher Anfangsam-
plitude nur ein kleiner Q-Wert-Bereich in der Nahe einer einzigen
Resonanz uberstrichen (Figur 5.8a).

Die maximalen Q-Wert-Verschiebungen fir den Design-Arbeitspunkt durch

Nichtlinearitaten sind:

AQ, = 8x10°T L o ¢ -5x10 "3

Im Vergleich zu den Q-Wert-Verschiebungen durch Raumladungseffekte

sind sie also sehr klein.
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Figur 5.9: Horizontale und vertikale Projektion_des Phasenraums fir
zwei verschiedene Arbeitspunkte bei A

Am Arbeitspunkt in der Nahe der Dekapolresonanz

16 mm.

3Q -2Q_=8 wird im

Q -Q_-Diagramm ein wesentlich groBerer Bereich iiberstrichen als beim

Des15n -Arbeitspunkt (Figur 5.8).

An diesem Arbeitspunkt tritt deshalb
ein besonders starker Emittanzaustausch auf (Figur 5.6).

Entsprechend

groper ist deshalb der Bereich, der im Phasenraum eingenommen wird
(1inke Seite) im Vergleich zum Design-Arbeitspunkt (rechte Seite).
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Figur 5.10 zeigt die Anderung des Qx-Wertes pro Umlauf nach der Be-

schleunigung flr Axo = 16 mm.

Bei DESY III wird die Chromatizitdt nicht kompensiert. Oeshalb andarn
sich im Takt der Synchrotronfreguenz die relative Impulsabweichung

n und damit auch die Quadrupolstdrken. Dies fiihrt zu einer Oszilla-
tion der Q-Werte, aus der man den Q-Wert der Synchrotronschwingurg
ermitteln kann:

Q - 9.30x107°
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Anhang 1: Erweiterung des RACETRACK-Codes auf einen sechsdimensio-

nalen symplektischen Formalismus

Gemap den Referenzen /15,28/ sollen die Bewegungsglieichungen fiir die

transversale Bewegung mit Synchrotronschwingungen abgeleitet werden.

Startpunkt der Uberlegungen ist die relativistische Lagrangefunktion
eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen Feld:

2 &y -
L=-m 1- 5 +§(rA)-c¢f

! (A1.1)

Dabei sind A und ¢ Vektor- und Skalarpotentiale des elektromagneti-
schen Feldes. Daraus kann man die Hamilton-Funktion in den natiirli-

chen Koordinaten (x,z,s) (siehe Figur 1.1) gewinnen:

1

2
H(xlzl'slpkvpalfglt)= ¢ gnoz sz_“ox'%Ax)l‘*(FE~%A2)1+[_4:¢:W-g AJJ +C f
(A1.2)

e e
Kx’ KZ sind die Kriimmungen in x- bzw. z-Richtung: K%=fﬁz Egoi Ki=§;lh°

Wie in der Beschleunigerphysik iiblich, wird statt der unabhangigen
Variablen t die Variable s gewdhlt. Dies kann erreicht werden, indem
statt des kanonischen Variablenpaars (s,ps) das kanonische Variablen-
paar (t, -H) benutzt wird. Hierdurch erhdlt man die neue

Hamilton-Funktion K = P und die neue unabhangige Variable s:

k<(x'2't'F&ff§'-h9=‘75 1
2
== (1+K.x+K; 2) (ﬂc%ﬂ -mid-p - % AX)L‘(P{%—At)ﬁ,Z' (11K, x + Ky 2)E A,

(A1.3)
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Es wird die Coulombeichung gewdhlt bei der © = 0 ist und somit fiir
die Energie gilt:
He et ¢ (Al1.4)

Nun wird die Hamilton-Funktion transformiert auf die Variablen o:

(_%tlz,_glén_)

E, (Al.5a)
und im ultrareiativistischen Fall auf
. _E-E
( Ct.%“?if“) (A1.5b),

wobej Yo die Geschwindigkeit des Sollteilchens sein soll.

Da t(s) ohne Grenzen anwidchst, wird statt (-vot); (-ct) die Variable
o:

Q
1

s - v t(s) (AL.6a)
s - ct(s) ultrarelativistisch (Al.6b)

Q
1}

eingefiihrt. Diese ist die Weglangenanderung an der Position s eines
Teilchens mit Lichtgeschwindigkeit bzw. mit der Geschwindigkeit v zum
Sollteilchen, dessen ¢ also stets gleich Null ist.

Die Hamilton-Funktion soll nun auf die Variablen (g,n) transﬁfrmiert
2

werden. Im ultrarelativistischen Fall ist der Term ('7;‘ ) sehr

klein und wird deshalb vernachlassigt:

Kep (nioxkafigfion- (257 (1 Gpf babelip b j[ﬁknkz]ﬁe

A v,

(] A _ Y ) =
Px~ EPA J FI-E,P’- ) /30

(Al.7a)

ultrarelativistisch

Eﬂ‘l%){'-("*kxxﬂgz[ (?,;T,f;-zA‘) (ﬁy—f{y&)] ’HK x tK E)E A,

<

P<*E Pxj P.°E A

(A1.7b)
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Schiieflich wird der Wurzelterm in (A1.7)(in (Al.7a) ist der zweite
Wurzelterm gemeint) bis zum zweiten Glied entwickelt:

A 2 4 N e 1_ -
e g-treke sl ) s Gyl i B (e H,

(Al.8a)

ultrarelativistisch

A A € 2 ~o e AN
K= (4+Q)é-(4+K,‘x+Kzz) P-%ﬁi%‘@éﬁ] {1+Kxx+K;z)§;A,

(A1.8b)

Dabei ist der erste Wurzelterm in (Al.7a) umgeformt worden:

1

s

(A1.8) wird jetzt mit den entsprechenden Vektorpotentialen fiir Drift-
strecken, Dipole, Quadrupole, combined-function Magnete und Beschleu-
nigungsstrecken ausgewertet. Ich mochte mich hier auf die einfachsten
Falle, namlich Driftstrecken, Dipole und den Beschleunigungsstrecken
beschranken, denn fiir diese Beispiele lassen sich die Ergebnisse
leicht veranschaulichen. Die anderen Fdlle sind nur rechentechnisch
aufwendiger (siehe Referenzen /15,28/). Fiir eine Driftstrecke sind
sowohl das Vektorpotential als auch die Kriimmungen gleich Null:

A = AZ = 0; KX = K_ = 0. Die Hamilton-Funktion einer Driftstecke

X z
nimmt somit fiir den allgemeinen Fall die Form an

A2

E: 2 1+0) ¢ le + Pa
rl/-/jo ( +7,) 2/%7'(A+,'i) 2(51,1{4%)

(A.1.10)
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und damit sind die entsprechenden Bewegungsgleichungen:

A
‘. ﬁk . Uo R ' _ W) 4 2w
D R gy o o)

(A.1.11)
Durch Integration erhiit man: S, =8 T L = Lange der Driftstrecke
S Sy
T X, ‘fx'cf.s:x'[.)' 2,-2 =jz‘d.s=z'l_
S, 5,
- 2 12 v,
o= (1- ) L-ExP L

(A1.12)

Im ultrarelativistischen Fall ergibt (A1.8) folgende Form:

A /\ 2 A2 A2
2 = Px Pa _
K = (41"” A-4+ l,('”‘q)l + 274*’1)1}' 2(4“1) + Z(/lej

X,: ‘4+'L - 1

F‘l: 0 ;’\zl: 0 7/: 0
4 12 12
(FFLT _,531_) 2 (x2r2?) (A1.13)
Dabei wurde verwendet: B (M) Yo

Durch Integration erhdlit man:

Ss
K}
xz-x4=jx'd5=x'l_ . ,
&, - e[ ldss 4L (xea)

&
S
! ' S
3, - 2,{2 ds= 2 [,
51

(A1.14)
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In Figur Al.1 wird die Wegldngendnderung einer Driftstrecken in der

X-Richtung geometrisch bestimmt.

Figur A.1.1: Weglangenanderung Ao= L'-L in einer Driftstrecke in

x-Richtung

Im ultrarelativistischen Fall seien das Sollteilchen (0=0; x=x'=0)
R 222 beide bei t,=0 und
sl=0. B?i 52=L ist das zweite Teilchen zeitlich zuriickgefallen

(t2 = %—),da das Sollteilchen schon bei (t_ = %) diese longitu-

und ein zweites Teilchen bei x=x

s
dinale Position erreicht hat. Somit kann man die Weglangenanderung 9,

bei 52 berechnen:

1 4
8, =8 ety LmcE=L 4 - x)t =L(4-f1Fx7) N T xEL (AL1S)

Im allgemeinen Fall (Al.12) gibt es auf Grund der Geschwindigkeits-
unterschiede einen zusatzlichen Term. Ein Teilchen startet bei 1 mit
(t1=x=x'=0), bei So ergibt sich dann diese zusdtzliche
Weglangenanderung zu:

_L = - -
t~‘;'_>dl‘/_‘v,tl'l.('f“¥}> (Al.16)

2

Auch der Faktor ¥ im zweiten Summanden von (A1.12) 1&Bt sich leicht

verstehen. Betrachten wir eine Bewegung des zweiten Teilchens mit
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x'" X 0, so gilt wieder bej S, (siehe Figur Al.1):

07 L-vt, =L~ wboo ] (1.2 f1x7)

L[t % (e 2] - (- ) L4 <0 2
(A1.17)

Diese nichtlinearen Terme (quadratisch in x') treten fir alle Elemen-
te mit endlicher Lange auf und fiilhren fir beide Vorzeichen von
x'(bzw. z') stets zu einer Verkleinerung von o, weil sie die Zeitdif-
ferenz zum Sollteilchen vergropern. Die fiir die Synchrotronschwingun-
gen verantwortlichen Terme (linear in X xé,n) stammen von Elementen
mit von Null verschiedener Kriimmung, als~ von Dipolen und
combined-function Magneten. Zur Bestimmung dieser Terme muB die Abla-
ge x(s) in Abhangigkeit von der longitudinalen Position s bekannt
sein. Diese Terme mochte ich zum besseren physikalischen Verstindnis
ndherungsweise fiir den ultrarelativistischen Fall geometrisch bestim-
men und sie dann mit den Ergebnissen der formalen Herleitung

(G. Ripken /15/) vergleichen. Es wird dabei stets ein Sektormagnet
betrachtet. Zur geometrischen Bestimmung folge ich der Ableitung von
(M. Sands /29/).

Trajektorie

Designbahn

Figur Al.2: Protonentrajektorie in einem Dipol
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Als erstes wird die Bewegungsgleichung gesucht. Dazu bendotigt man die
Ableitung vonx's= B,- @, wobei G,(s), B(s) der Winkel der Sollbahn bzw.
Trajektorie zu einer Referenzrichtung ist (siehe in Figur Al.2):

X" = -dign_ﬁl (A1.18)
5

Die Anderung des Sollbahnwinkels 8, ist.:

%:@:~§’5_:}<x (5 <0) (A1.19)

wahrend sich die Anderung von g wie folgt bestimmen 1&Bt:

de = - _{Jioé_:_c_gza_d,( (A1.20)

Der Zusammenhang von dl und ds ist naherungsweise:

dd = ;‘%?‘-ds: (11 Kyx) ds (A1.21)
Mit B, = =2 e K (Ezp cound E = E_(1+7) ergibt sich:
n E —
" [K iy U Kxx)] G KX kg (AL-22)

Diese Differentialgieichung fiihrt nun auf x{(s), dabei seien Xg> xé
die Koordinaten beim Eintritt in den Dipol:

X (5) = x 05 (K, s)#xb 7. Sin (Kes)* [Awos(KxS)] (A1.23)

Wie im Falle der Driftstrecke 13Bt sich nun die Wegldngendnderung
bestimmen, indem liber ds (bzw. d1) integriert wird. Bei Eintritt in
den Dipol gelten wieder 0,:05t,:0,5,: 0 . Dann gilt unter der Ver-
wendung von Al.21) fir Oss t2 beim Austritt aus dem Element:

L
t2=C£l: %_{_J'(1+ Kx.x) CLS 52‘ < [_.-4 A(;njc des :Dl'f:o}S
o [
j L
Cf;/:L"ct’z |- C_“_(L’LCK‘M:KXdeJ

- ° (A1.24)
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Damit haben wir Terme gefunden, die periodisch sind (je nach Vorzei-
chen von X9 xé,n). Die Synchrotronschwingungen werden im wesent-
Tichen von diesen linearen Termen bestimmt, da die nichtlinearen Ter-
me (z.B. Al.12/14) quadratisch in x'und damit klein sind.

Fur die Untersuchungen der Synchrotronschwingungen in dieser Arbeit
wird die Gleichung (A1.8) fiir das Vektorpotential eines Dipols ausge-
wertet. (Im weiteren beschrdnke ich mich zur Vereinfachung auf die

horizontale Bewegung.) Zundchst wird wieder der ultrarelativistische
Fall betrachtet:

)‘ K1=0

% A5=--}{4+ Kex) j Bi=3, =0

% )

B,\ T T TvKx o [(7+ K,‘X)A.s]

(A1.25)

Damit erhdlt man fiir die Hamilton-Funktion (Al.8b)

~

K= (4+'L)(4-(4+ Kex)(1- —%W))%(Hkx‘x)z (A1.26)

Bei Beriicksichtigung von maximal zweiter Ordnung in (x,é()fo1gt:

A Ay A i
K==t Kex t Zhmr t2 P Kxt 2 K2 X
. S K 4
Tzt KO xT Koxog (A1.27)

Die Bewegungsgleichungen sind dann:

A !
I L LY,

t .._i /Z_ ) . I=
0’:‘244'7)-KXX"2,X KXX) ‘Z O

(Al.28a)

> x's M—f@_ (-Kx + Ky ) (A1.28b)



Im Vergleich zu (Al1.22) gibt es in (A1.28b) einen zusdtzlichen
Faktor,4:i der sich beim Ubergang von (A1.3) nach (Al.7b) ergibt. Mit
dieser kleinen Korrektur liefert dann der zweite Term von ¢' in
(A1.28a) die Weglidngenanderung (vergleiche (A1.24)):

: ( L. : L -
C,* ‘xoécn(-K‘—L‘-W)f xolé-fv- [Cos —K‘——W-. 1 tn i”?;@-scn -K‘——W L

(A1.29)

Die Integration des ersten Terms von (Al.28a) ergeben hauptsachlich
kleine nichtlineare Terme und einige lineare Terme, die aber propor-
tional zu 7% sind und damit klein sind. (Im Programm werden alle
diese Terme beriicksichtigt.)

Im allgemeinen Fall hat die Hamilton-Funktion statt (A1.27) folgende
Form:

A 2. 2422 4 AR
K=n- (4+K,X)P (110)+ 48 +K, x(l+ ‘KLL‘é“‘*"Z"P:z‘T%»’iT(AlﬁD)

Daraus lassen sich dann die Bewegungsgleichungen herleiten:
A A 2 2 42
AL 2 A 2 _ 4.2 22,2 -
A D
[-]

==>X"—- 'H"l (K 7, K X)

(3 . /1 ° . -
c=(1-%)-EKx-7xF  jp =0

(A1.31)

Im Vergleich mit (A1.28) lassen sich jetzt die Unterschiede zur ul-
trarelativistischen Bewegung feststellen. Alle relativen Energieab-
weichungen n miissen durch die relativen Impulsabweichungen 7 ersetzt
werden, ansonsten bleiben die Bewegungsgleichungen der transversalen
Bewegung gieich. Alle Terme der Berechnung der Weglangenanderung wer-
den mit dem Geschwindigkeitsverhdaltnis {g multipliziert und jedes
Element mit endlicher Lange L tragt mit einem zusdtzlichen Beitrag

von (1 - %%) L zur Weglangenanderung bei.



Als letztes mochte ich die Beschleunigungsstrecke behandeln. Mit
einem Vektorpotential, das von der Weglingeninderung o abhangt, 15Bt
sich das elektrische Feld & berechnen in den Variablen (x, z, s, 0 ),
dabei wird zundchst wieder der ultrarelativistische Fall behandelt:

A= A0 Ex=€z=g

= . = 2
A, Jo(d Efss) ; €=35 A (AL.32)

Fiir eine unendliche diinne Beschleunigungsstrecke gilt niaherungs-
weise filir das elektrische Feld:

A 1 (A1.33)
E(s,8)= v s«.n[k j[_l s+ P4 (5-5)
und damit fiir das Vektorpotential:
Ak O w[m g+ ¢, d(5-5)
k = Harmonischenzahl $Z So]]phase
- elektrisches Potential
- Ldnge des Beschleunigers (A1.34)

Da zundchst keine Beschleunigung behandelt wird (siehe Anhang 2),
also im Mittel die Energie konstant bleiben soll, wird die Sollphase
¢= 0 gewahlt.

Mit Gleichung (A1.34) ergibt (A1.8b) folgende Hamilton-Funktion:

KZ=0

K

X

A Byl L y Y

Ked o7 w27 5= cos [* e d+¢]f(é-5o>
A

s—P . Bl

(A+»L) ) x

A ~
PRVINIES 1':%5¢n(A&L1Ld+$)J(s-5,) (A1.35)

und damit gilt fiir die Koordinaten:
X($t0)=x(%-0) j oS(5+0)=C(s-0)

X (s,+0) = :11:1(:‘,;(;) 'x:\(%‘o): EE—%% x'(ée.-o)T
n ($+0) =5 (s-0)+ S;—V— sth [,k 20 (50-0) ¢,J (A1.36)
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Als nachstes wird die Beschleunigungsstrecke im allgemeinen Fall

behandelt. Das elektrische Feld ergibt sich fiir diesen Fall in den
Koordinaten (x,z,s,0) aus dem Vektorpotential durch

=0, %A AR (A1.37)
mit
£=9 éin[/‘(%rc*“#]‘f(-"%) (A1.38)
ist dann das Vektorpotential mit AX=AZ=0
A, ﬁ———yo [ —E'Eduf] S (a5 (AL.39)
Mit Gleichung (A1.39) erhdlt dann (Al1.8b) die Form:
ﬁ"z'ﬂf(“'i)*:z%;f%*‘é%z% cos( -‘—”Ic+4>)<f$5) (A1.40)

Dies fiihrt wieder zu den Bewegungsgleichungen:

A
6J=(4-{?)‘ % Xt
A s
7= 5 sin(h ot $) s (A1.41)

und den Gleichungen fiir die Koordinaten:

S (st0) = o($-0)

Q(s-o)+§f‘ Sin (%—c»«&)

(s -9
Ei §4+‘Z (s 'Oi) l p(s -0)

- {

"

n (st0)

11

x (5+0)

(A1.42)
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AbschlieBend eine Bemerkung zur Ubergangsenergie. Diese Ableitungen
hatten namlich zur Voraussetzung, dap die Energie der Teilchen ober-
halb der Ubergangsenergie lag, also die Teilchen mit héherer Energie
die Beschleunigungsstrecke spater erreichen als die Teilchen, dije
eine niedrigere Energie haben. Unterhalb der Ubergangsenergie mup die
HF-Frequenz um 180° phasenverschoben werden, da in diesem Fall die
energiereicheren Teilchen die Beschleunigungsstrecke friiher erreichen
(siehe z.B. E.J.N. Wilson /30/). Dies wird am einfachsten im Programm
dadurch erreicht, indem im Sinus-Term von 7 in Gleichung (Al1.36/42)
die Weglangendnderung o durch (-0 ) ersetzt wird.
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Anhang 2: Adiabatische Energiednderung

Neben der Behandlung der Bewegung von Protonen im Speicherringbetrieb
(HERA - Kapitel 4) soll auch eine adiabatische Beschleunigung fiir
DESY III (Kapitel 5) beriicksichtigt werden. Adiabatisch ist die Be-
schleunigung dann, wenn in einer Synchrotronschwingungsperiode die
Energie sich nur geringfiigig andert.

Die adiabatische Beschleunigung wird nun wie folgt behandelt: Erreicht
das Sollteilchen (x=x'=z=z'=g=n=0) die Beschleunigungsstrecke
so wird dessen Energie um den gewilinschten Betrag erhoht, die Ge-

schwindigkeit des Sollteilchens erhoht sich dabei von v,. auf v

01 02°
Das Sollteilchen soll auch nach dem Durchgang das Sollteilchen blei-
ben, so daB die magnetischen Felder B ~ p_ und im allgemeinen Fall

. o 0 0
(vo<c) die HF-Frequenz { QJq':‘Zi?QL v, » die Beschleunigungs-
strecke sei bei s=0) angepaBt werden. Im ulbrigen Teil des Beschleuni-
gers bleibt Vo konstant, so daB der im Anhang 1 beschriebene Forma-

lismus voll anwendbar ist.

Nach dem Theorem von Ehrenfest ist das Wirkungsintegral J

J:§A5dt (A2.1)

eine adiabatische Invariante der Bewegung (siehe auch Kapitel 1),
wobei die Integration sich lUber eine Synchrotronperiode erstreckt. M.
Karantzoulis und J.R. Maidment /31/ wiesen allerdings darauf hin, daB
bei Beschleunigung im allgemeinen Fall (v0<c) die Anwendung der Glei-
chung (Al.41) bzw. (Al1.42) zu einer unphysikalischen Dampfung in der
longitudinalen Projektion des Phasenraumes fiihrt,und zwar schrumpft J
im Verhaltnis der Geschwindigkeit Yo des Sollteilchens vor und nach

v,
der Beschleunigungsstrecke. o2

Das liegt daran, daB bei der Anwendung dieser Gleichung beriicksich-
tigt werden muB, daB Teilchen mit endlichem Wert der Weglangenande-
rung o zu einer Zeit t=0 die Beschleunigungsstrecke erreicht, die

Vo1 -> VOZ) aber bei der Zeit t=0 stattfindet. Wie sich
diese zeitliche Differenz auswirkt, wird nun untersucht. Wir betrach-

Umnormierung (

ten zundchst den Fall o < 0, also eilt das Sollteilchen (o in Figur
A2.1) dem Teilchen mit 7 X0 (e in Figur A2.1) voraus.
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(1) Beschleunigungsstrecke (2)
“/ ‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\is

@- L—» — 4 o
-5 0 S 0 S

S, =-S5, Sor = "V §,

t, = 0 =>t, =- -c\;:f_
Vo * Vo Wyt T (- 2 .,

Wpo P O, = < v = gt G

Figur A2.1: Durchgang durch die Beschleunigungsstrecke mit g < 0

Das Teilchen mit 7% 0 hinkt dem Sollteilchen zeitlich hinterher.

Zur Zeit t1 erreicht das Sollteilchen die Beschleunigungsstrecke.
Damit macht die Sollgeschwindigkeit (v01 -> VOZ) und somit auch die
HF-Frequenz einen Sprung. Das noch nicht beschleunigte Teilchen er-
reicht bei t2 = - 220 gie Beschleunigungsstrecke mit der neuen

Voi
HF-Frequenz und wird deshalb mit der Phase:

Wy, "ty t ¢=%ﬁ CEa)td (A2.2)

beschleunigt. Auch die Koordinate o macht also einen Sprung beim Er-
reichen der Beschleunigungsstrecke:

(A2.3)

Anschaulich 1dBt sich diese VergroBerung folgendermaBen verstehen:
Das Sollteilchen wird zuerst beschleunigt, so daB der Abstand
zwischen den Teilchen grofer wird, solange das zweite Teilchen die
Beschleunigungsstrecke noch nicht erreicht hat.

)
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Wir kommen jetzt zum zweiten Fall mit o>0, also hinkt nun das Soll-
teilchen (o in Figur A2.2) dem Teilchen (e in Figur A2.2) mit 7X0

hinterher.
(1) Beschleunigungsstrecke (2)
y T
-S4 0 S 0 S S
Gu = Voo (t,) SRS
64L = Vo ch) Vo, 7 Voz
> (542 = ;;o_: Cya (_L)'_F") (Urfz‘ 'ZLI.I‘& Voa

Figur A2.2: Durchgang durch die Beschleunigungsstrecke mit ¢ > 0
Das Teilchen mit 7% 0 eilt dem Sollteilchen voraus

In diesem Fall kommt das Teilchen mit 7% 0 zuerst zur Beschleuni-
gungsstrecke. Nach dem Durchgang ist aber die mittlere Geschwindig-
keit der beschleunigten Teilchen Vgp» SO dap auch hier die o-Koordinate
einen Sprung um ﬁf macht. Einfacher 1aBt sich der Sprung der
Weglangenanderung o einsehen, wenn man die Zeitrichtung der Bewegung
umdreht. Dann erhalten wir den Fall in Figur A2.1 nur mit
Entschleunigung: Als erstes wird das Sollteilchen entschleunigt

(v02 -> v01) und das nachlaufende Teilchen sieht die neue HF-

Frequenz Co,y = 27 Vo 4 , da die Zeitdifferenz bei Erreichen der

Beschleunigungsstrecke jetzt {= iﬁ ist, macht nun die Weglangen-

anderung einen Sprung zu kleineren Werten (6-9 eﬁ a) . Umgekehrt mup
02

also in Figur A2.2 0 um éf vergrofBert werden. Auch diesen Fall
mochte ich anschaulich erlautern: nach dem Durchgang des Teilchens
mit 70 vergroBert sich auch hier der Abstand zum Sollteilchen auf

Grund der vergrdBerten Geschwindigkeit dieses Teilchens.



Wird dieser Sprung von o beriicksichtigt, verschwindet das
unphysikalische Schrumpfen in der Tongitudinalen Projektion des Pha-
senraums. Im Programm miissen die Fille (d< 0)‘ o >0) unterschieden
werden, im ersten Fall wird das Teilchen mit der neuen HF-Frequenz

(a%¥1 =3%F£'Wu) beschleunigt, wahrend im zweiten Fall noch die alte
HF-Frequenz (&%{4=5%?E£ V;,) gliltig ist.

Anzumerken ist noch, dap in den beiden Fillen o§§0 die Koordinate t
stetig verlauft.
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Anhang 3: Korrektur von Rundungsfehlern

Das Verfahren zur Korrektur von Rundungsfehlern (Kapitel 3.3.4) moch-
te ich fir den zweidimensionalen Fall vorstellen. Dabei soll auBer
einer bloBen Korrektur der Abweichung von der Symplektizitdat (gleich-
bedeutend mit einer Abweichung von det/AA= 1) wie z.B. in Referenz
/18/, zusdtzlich ein Phasenfehler korrigiert werden, der ebenfalls
durch Rundungsfehier entsteht. Die abbildende Matrix sei /M mit den

durch Rundungsfehler verursachten Abweichungen ey, €y!

cos ¢+ e, Stho re, a b

M = = 2 detiM=d +b%= a.

“(sthptey) cos ¢ re, -b a (A3.1)

Es geniigt die Korrektur fiir die Basisvektoren vy, =(é) i v ={3) zZu be-

stimmen. Mit e, = =0 gilt:

1° %
Me, =¢, =0) v, =(_‘jj f) O Mieseo ufrd) 48D
und fiir €, % €, #0
a b
M ly) Mo = (2) (A3.3)

Die Korrektur wird in zwei Schritten durchgefiihrt:

1. Schritt: Determinantenfehler

Q b
2 T nT —_
1 -{«+b‘_~ . A GI AW 4
/M-(Q—c v,) s R )~ Va /M-(QCVL)~ =y, (R3.4)
REEY

2. Schritt: Phasenfehler

(A3.5)



ro
w0
\

Der durch die Korrektur des Determinatenfehlers erhalten Vektor Vi
wird nun durch eine Drehung um ¢. auf den gewiinschten Vektor (A3.2)

gedreht.
cos ¢ (A3.6)
Mo, "V, Zsin ¢
Damit 1aBt sich ¢, berechnen:
cos = acos t bsin
sih = aSth ¢ - bcos ¢

Die Gesamtkorrektur erhalt man durch den Determinantenkick gz und die

Drehung um ¢, :

y A cos & + bsiné Q.SCth"bcos¢
M = My =

b cos ¢ - asth ¢ a wsd t bsin ¢

(A3.8)

Mit dieser Gesamtkorrektur wird die Fehlabbildung auf Grund von Run-

dungsfehlern fiir beide Basisvektoren Vis Vo korrigiert:
a C05¢
/MC //M v, = //V\C(‘b) :(-5£h¢

MM v, - //ML(Z) : (;:i) (A3.9)
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Anhang 4: Bewegung chaotischer Trajektorien im Phasenraun1/32, 33/

In diesem Anhang mochte ich darstellen, wie sich chaotische Trajekto-
rien im Phasenraum verhalten. Im Laufe der Bewegung kommt eine solche
chaotische Trajektorie im unmittelbarer Nachbarschaft verschiedener
KAM-Tori und regularer Bereiche um elliptische Fixpunkte (Linien,
Flachen etc.). Dabei gleicht die Bewegung der chaotischen Trajektorie
auch annahernd der Bewegung des jeweiligen reguldren Bereichs. Figur
A4.1 zeigt einen Ausschnitt der chaotischen Bewegung in zwei Dimensi-
onen (Figur 4.3). Innerhalb des chaotischen Bereichs gibt es regulare
Bewegung um elliptische Fixpunkte erster Ordnung (gropPe Ellipse) und
um elliptische Fixpunkte zweiter Ordnung (neun kleine Inseln). Kommt
die chaotische Bewegung in die Ndhe des Bereiches des elliptischen
Fixpunktes erster Ordnung wird der Q-Wert im Mittel der Resonanzbe-
dingung (21 - (Qx—37) = 4) entsprechen. Figur A4.2 zeigt die
gemittelten Q-Werte fiir die reguldre Bewegung um den Fixpunkt erster
Ordnung (Teil a) und fiir die chaotische Bewegung (Teil b). Zwischen
den Umlaufzahlen 10 000 - 35 000 halt sich die chaotische Trajektorie
im EinfluBbereich der regularen Bewegung um den elliptischen Fixpunkt
herum auf, so daB der Q-Wert im Mittel QX=37 +'§T entspricht. Davor
und danach ist der mittlere Q-Wert deutlich verschieden von diesem
Wert, da sich die chaotische Trajektorie in diesen Fdllen im EinfluB-
bereich anderer reguldrer Bereiche befinden. Bei Erreichen des
instabilden Bereichs bei groBer Amplitude (Figur A4.1 und Figur 4.3)

ist die flinfte Ordnung Resonanz mit Qx = 37.2 wirksam.
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Figur A4.1: Chaotische Bewegung in zwei Dimensionen

Teil a zeigt einen Ausschnitt der chaotischen Bewegung in zwei Dimensionen
(siehe Figur 4.3). Beim Erreichen des ZuBeren Randes des chaotischen Bereiches
(Pfeil) setzt unbegrenztes Wachsen der Amplitude ein (die Bewegung wurde von
einer starken Resonanz ‘eingefanger). Teil b zeigt einen der in Teil a zu se-
henden, im chaotischen Bereich eingebetteten reguldren Bereich. Neben einer
reguldren Bewegung um einen Fixpunkt erster Ordnung tauchen am Rande dieses
regularen Bereiches neue Fixpunkte zweiter Ordnung auf, mit ebenfalls regula-
rer Bewegung in deren Nihe.
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Figur A4.2 Gemittelter Q-Wert der reguldren Bewegung um ein Fixpunkt und der
chaotischen Bewegung

Die Bewegung um den Fixpunkt (groBe Ellipse in Figur A4.lb) hat im Mittel ei-
nen Phasenvorschub (gemittelt liber 1000 Umldufe), der der Resonanzbedingung

(21-104-37):4 entspricht (Teil a). Wird im Verlauf der chaotischen Bewegung
die Nihe dieses Bereiches um den stabilen Fixpunkt erreicht, so entspricht im
Mittel der Phasenvorschub wiederum dieser Resonanzbedingung. In Teil b kann
deshalb abgelesen werden, daB die chaotische Bewegung zwischen den Umlaufzah-
Ten 10000 und 35000 in der Nihe dieses reguldren Bereiches verweilt.
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Auch in vier Dimensionen pendelt die chaotische Bewegung zwischen den
EinfluBbereichen verschiedener reguldrer Bereiche. Figur A4.3 zeigt
die dreidimensionale Projektion einer vierdimensionalen chaotischen
Bewegung. Zunachst (Teil a) verweilt die Trajektorie in der Nihe ei-
ner reguldren Bewegung um eine Fixlinie, nach etwa 5 500 Umliufen

(Teil b) kommt diese Trajektorie in den EinfluBbereich eines regula-
ren KAM-Torus.

a.)

b.)

Figur A4.3: Chaotische Bewegung in vier Dimensionen

Auch in vier Dimensionen wechselt die chaotische Bewegung zwischen verschiedenen
EinfluBbereichen regularer Bewegung (KAM-Tori , Fixpunkten, Fixlinien). Teil

a zeigt eine dreidimensionale Projektion (die Achsenbezeichnungen 1, 2, 3 ent-
sprechen den Koordinaten x,x',z) der ersten 5500 Umlaufe einer chaotischen
Bewegung. Die Bewegung ist dabei in der Nihe einer stabilen Fixlinie (bestimm-
te Bereiche werden im Phasenraum nicht erreicht - siehe Pfeile). Danach (Teil

b) kommt die Bewegung in die Nihe eines unaufgebrochenen KAM-Torus. Die Band-
struktur von Teil a ist nun nicht mehr zu sehen (siehe Pfeile).



Anhang 5: Aufbruchszenario von KAM-Tori in vier Dimensionen

In diesem Anhang mochte ich systematisch das Aufbruchszenario in vier
Dimensionen behandeln. Im ersten Beispiel (Punkt 1 in Figur A5.1)
wird von einem Aufbruch in zwei Dimensionen Figur A5.2a,b ausgegan-
gen. Wird nun eine zweite Schwingungsebene "adiabatisch" (das heift
mit kleiner Schwingungsamplitude und geringer Kopplung zwischen den
Schwingungsebenen - dazu bieten sich die Synchrotronschwingungen an)
hinzugenommen, so bleibt die Bewegung, abgesehen von einer kleinen
Aufweitung (Figur A5.2c/d) in der horizontalen Projektion des Phasen-
raums (x',x) fast unveridndert. In der Projektion (7, o) zeigen sich
ebenfalls die gleiche Anzahl von aufgeweiteten Ellipsen (Figur
A5.2e), wobei Figur A5.2f der aufgeweiteten Ellipse in Figur A5.2d
entspricht. Die Projektion in gemischten Koordinaten (7, x) (Figur
A5.2g) zeigt, daB die Bewegung auf einen Torus in vier Dimensionen um
einen Fixpunkt herum verlauft.

Im ndachsten Fall (Punkt 2 in Figur A5.1) ist bei fester relativer
Impulsabweichung von -1.6 %0 die Resonanzbedingung QX = 31 % an-
nahernd erfiil1t (Figur A5.3a). Werden statt einer festen relativen
Impulsabweichung Synchrotronschwingungen beriicksichtigt, die relative
Impulsabweichung jedoch auf einen Bereich kleiner # <- 1.5 %o ein-
geschriankt, ist die Resonanzbedingung weiterhin annahernd erfiillt.
Figur A.5.3b zeigt die Umgebung einer der Fixpunkte dieser beiden
Fdlle. Ohne die Einschrankung der relativen Impulsabweichung verlduft
die Bewegung um eine Fixlinie. Figur A5.3c zeigt einen Ausschnitt der
horizontalen Projektion und Figur A5.3d die Projektion 7 gegen x.
Immer wenn die relative Impulsabweichung 7= -1.6 %0 im Verlauf der
Synchrotronschwingungen erreicht (Pfeile in Figur A5.3c/d) ist die
horizontale Resonanzbedingung annahernd erfiilit, so dap der Torus der
Bewegung um die Fixlinie sechs Offnungen hat. In der Regel sind sol-
che Tori um Fixlinien geschlossen. Es handelt sich hierbei somit um

eine Mischung aus einer Bewegung um Fixlinien und Fixpunkten.
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A5.1 Vierdimensionale Bewegung in der Nihe von Fixpunkten bzw. -Linien

horizontale Bewegung mit Synchrotronschwingungen kleiner Amplitude -
Bewegung um Fixpunkte

horizontale Bewegung mit Synchrotronschwingungen groBer Amplitude -
Mischung einer Bewegung um Fixpunkte und Fixlinien

transversale Bewegung um Fixpunkte
transversale Bewegung um Fixlinien

Bewegung mit einer Resonanzbedingung nur in der vertikalen Schwingungs-
ebene
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Figur A5.2: EinfluB von Synchrotronschwingungen kleiner Amplitude auf die
horizontale Bewegung in der Ndhe von Fixpunkten

Teil a,b zeigt die rein horizontale Bewegung. Werden zusatzlich
Synchrotronschwingungen kleiner Amplitude beriicksichtigt, so bleibt die Bewe-
gung in der horizontalen Phasenraumprojektion im wesentlichen unverandert
(Teil c), auPer einer kleinen Verschiebung der stabilen Fixpunkte und einer
Aufweitung der Ellipse der Bewegung um diese Fixpunkte (Teil d).
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Figur A5.3: Einflup von Synchrotronschwingungen groBer Amplitude auf die
horizontale Bewegung in der Ndhe von Fixpunkten

Teil a zeigt die horizontale Bewegung bei fester relativer Impulsabweichung
fi= -1.6 %0. In Teil b ist einer der sechs Bereiche aus Teil a mit Simulatio-
nen mit Synchrotronschwingungen verglichen worden, wobei jedoch nur Eintrage
beriicksichtigt wurden mit 7% < -1.5 %o0. Teil c zeigt einen Ausschnitt der
horizontalen Phasenraumprojektion der Bewegung mit Synchrotronschwingungen.
Dabei ist die relative Impulsabweichung nicht eingeschrankt worden, deutlich
tritt der Bereich mit 7< -1.5 %o als "Offnung" des Torus um eine Fixlinie
hervor. Daf die Bewegung bei i > -1.5 %o auf einen Torus um eine Fix]inie
verliuft, wird besonders deutlich in der (7,x) Projektion. Die Hoffnung"
dieses Torus (Teil c¢) ist in Teil d mit einem Pfeil gekennzeichnet. Es handelt
sich somit um eine Mischung von Bewegung um Fixlinien und um Fixpunkte.



In den nachsten Beispielen wird statt der Synchrotronschwingung ver-
tikale Bewegung betrachtet, mit der die horizontale Bewegung (siehe
Kapitel 4) wesentlich starker gekoppelt ist. Zundchst wird ein Fall
von Bewegung in der Nahe von diskreten Fixpunkten gezeigt (Punkt 3 in
Figur A5.1). Figur A5.4 zeigt die horizontale und vertikale Projekti-
on des Phasenraums einer regularen Bewegung in der Nahe der Fixpunkte
(Teil a/b) und einer chaotischen Bewegung bei grdBerem Abstand zum
Fixpunkt. Wie bei Bewegung um Fixlinien ist die Bewegung um einen
solchen Fixpunkt als ein Untersystem aufzufassen, mit dem gleichen
Verhalten wie das Hauptsystem um den Fixpunkt (x=x'=z=z'=0). Figur
A5.5 zeigt eines dieser Untersysteme (Pfeile in Figur A5.4 a/c) mit-
tels des graphischen Systems, welches in Kapitel 3.5.1.1 vorgestellt
worden ist. Durch geeignete Drehung des Ur*ersystems (Teil b) zeigt
sich, daB sich die Bewegung auf Tori um einen Fixpunkt bewegen, wobei

im Falle mit kleinerem Abstand die Bewegung reguldr ist.

Anhand einer Bewegung um eine Fixlinie (Punkt 4 in Figur A5.1) mdchte
ich demonstrieren, daB die Bewegung tatsachlich auf einem Torus ver-

lauft: Figur A5.6a zeigt eine dreidimensionale Projektion einer Bewe-
gung um eine Fixlinie, ein kleiner Abschnitt dieser Bewegung (Teil b)
kann nun so gedreht werden, daB der Querschnitt des Bandes als Ellip-

se sichtbar wird (Teil c).

SchlieBlich wird ein Beispiel gezeigt (Punkt 5 in Figur A5.1) bei der
nur in einer der Projektionen des Phasenraums eine Resonanzbedingung
erfiillt ist, dabei sind zusatzlich Synchrotronschwingungen beriick-
sichtigt, so daf die Bewegung sechsdimensional ist. Figur A5.7a zeigt
die vertikale Phasenraumprojektion: Es werden nur drei Bereiche in
dieser Phasenraumprojektion erreicht, der QZ—Wert ist somit

QZ = 31:1/3. In den gemischten Projektionen (z', x) und (o, z') (Fi-
gur A5.7b/c) sind jeweils drei Bander langs der x- bzw. o-Achse zu
sehen. Eine zusatzliche Resonanzbedingung wiirde zu einem Aufbruch
dieser Bander fiihren.
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Figur A5.4: Transversale Bewegung um Fixpunkte

Teil a,b zeigen die horizale und vertikale Phasenraumprojegtion einer
regularen Bewegung in der Ndhe von stabilen Fixpunkten. Be1.groBeren. _
Abstinden zu den Fixpunkten wird die Bewegung chaotisch, Teil c,d zeigen die

entsprechenden Phasenraumprojektionen.
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a.)

b.)

stabiler Fixpunkt

Figur A5.5: Untersystem um einen Fixpunkt

Eines der Untersysteme in Figur A5.4 ist in Teil a in einer dreidimensionalen
Projektion abgebildet. In der Nidhe des Fixpunktes ist die Bewegung regulir,
wdhrend bei groBem Abstand die Bewegung chaotisch wird. Durch eine Drehung
(Teil b) zeigt sich, daB die beiden Simulationsliufe von Teil a tatsachlich
ineinanderliegende Tori um den stabilen Fixpunkt sind.



a.)

St
’,.M..”h‘._.,..-v- ~'-_,~\:~

i
i

b.)

c.)

Figur A5.6: Bewegung um eine Fixlinie

Teil a zeigt eine dreidimensionale Projektion einer Bewegung um eine Fixlinie.
Ein kleiner Ausschnitt dieser Bewegung ist in Teil b zu sehen. Eine Drehung
dieses Ausschnittes zeigt, daB der Querschnitt einer solchen Bewegung eine
Ellipse ergibt. Damit ist gezeigt, daB die Bewegung tatsdchlich auf einen To-
rus um eine Fixlinie herum verlauft.
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Figur A5.7:

Bewegung mit einer Resonanz-

bedingung in nur einer
Schwingungsebene

In diesem Beispiel wird
eine sechsdimensionale
Bewegung behandelt, bei
der nur in der vertikalen
Phasenraumprojektion eine
Resonanzbedingung erfiillt
ist. In Teil a ist diese
vertikale Phasenraumpro-
jektion zu sehen, in der
die Resonanzbedingung
3Q.=p im Mittel erfiillt
ist. Teil b,c zeigt die
gemischten Projektionen
(z',x),{0,z'): es zeigen
sich aufgrund der
Resonanzbedingung drei
Bander. Waren in den bei-
den anderen Schwingungs-
ebenen weitere Resonanz-
bedingungen erfiillt,
flihrten diese zu einem
weiteren Aufbrechen der
Bander.
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Anhang 6: Multipolkoeffizienten der combined function-Magnete
von DESY III

Wie bereits in Kapitel 5 erwdhnt, werden die combined function-
Magnete von DESY III mit dem MeBsystem fiir die HERA Dipole vermessen
/26/. Das Auswerteprogramm liefert Multipolkoeffizienten bis zur 16.
Ordnung (32 Pole). Bei der Messung wird der Dipolanteil kompensiert,
nicht aber der groBe Quadrupolanteil des combined function-Magneten.
Dies fiihrt dazu, daB die MeBwerte nur bis zur Ordnung n = 5 verlap-
lich sind. So ist das Anwachsen der Muitipolkoeffizienten ab n = 5 in
Figur A6.1 lediglich auf systematische Fehler der MeBapparatur zu-
riickzufiihren. Die rms-Werte der Koeffizienten a, und bn (Tabelle

A6.1) sind i.A. groBer als die eigentlichen MeBwerte.

Es ist deshalb eine andere Moglichkeit gesucht worden, um zumindest
vorlaufige Multipolkoeffizienten auch hoherer Ordnung zu erhalten.
Dafur werden alte Messungen an den Modellmagneten des DESY-Elektro-
nen-Synchrotrons verwertet /27/. An die Daten aus den MeBkurven (Fi-
gur A6.2) ist mittels der Methode der kleinsten quadratischen Abwei-
chung eine Entwicklung nach Multipolkoeffizienten (Gleichung

A6.1) angepaBt worden. Wie in Figur A6.3 deutlich zu sehen ist, mup
beim F-Magneten bis zur 11. Ordnung entwickelt werden, um eine gute
Ubereinstimmung im Rahmen der Ablesegenauigkeit zu erreichen.

Als Feldfehler sind in Figur A6.2 die relative Gradientenabweichung
als Funktion des Abstandes r aufgetragen.

Die Entwicklung nach Multipolkoeffizienten §5 ist dann gegeben durch:

0™
N m-1, _ 1 z
(r) = L Bpro s B oy 3 (A.6.1)

Dabei ist m die Ordnung, bis zu der entwickelt wurde.
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Aus diesen Koeffizienten E& werden jetzt die Multipolkoeffizienten bn
fur RACETRACK bei der Dipolstiarke Bo und dem Referenzradius ro = 25 mm
berechnet.

n-1 n-1
b =lp| 1op Sk o 7—5¥25~
n n-1 “n-1 0 BO (n-T71 n-1
Ox (A.6.2a)
n=2, ..., 1;kK-%¢ L _eg
o] PO

Entsprechend ist die Definition der gedrehten Multipolkoeffizienten

a
n

ﬂ-l n‘l
. .1 08 (A.6.2b)
n "B (i)t T
Ox

Aus den MeBkurven kdnnen keine gedrehten Multipolkoeffizienten be-
stimmt werden, deshalb enthdlt Tabelle A6.2 lediglich die
bn—Koeffizienten, die durch den Fit berechnet werden. Aufgrund der
Vorzeichenkonvention von RACETRACK unterscheiden sich die Koeffizien-
ten von Tabelle A6.1 und A6.2 jeweils um das Vorzeichen, ansonsten
stimmen die Koeffizienten grdoBenordnungsmidBig bis zur 5. Ordnung
recht gut iiberein.

Als Standardabweichung werden 10 % der Mittelwerte angenommen, die
gleichen Standardabweichungen werden auch fiir die gedrehten
Multipolkoeffizienten verwendet.
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Tabelle A6.la: Messungen der DESY ITT-Magnete

Ergebnisse der Magnetmessung fur den DESY Magneten (defokussierend).
Gemessen wurde bei 0.106 Tesla. Die Ergebnisse sind gemittelt iber

verschiedene longitudinale Positionen.

Die Multipolkoeffizienten (an, b“} sind angegeben bei einem Referenz-

radius von ro = 25 mm und normiert auf die Dipolstédrke.

Ord an rms bn rms

1 0.000E+Q0 0.000E+00 1.000E+00 0.000E+00
2 -5.195E-04 3.753E-04 5.667E-02 7.932E-04
3 -2.498E-05 7.072E-05 ~1.414E-04 1.379E-04
4 4.373E-05 4.700E-05 ~-1.409E-04 1.587E-04
5 1.710E-05 4.582E-05 1.374E-04 2.587E-05
6 ~2.361E-05 2.951E-05 2.374£-06 4.981E-05
7 -1.265E-05 3.991E-05 -7 . 446E-06 4.160E-05
8 -2.162E-05 5.228E-05 7.276E-05 6.468E-05
9 8.106E-07 5.762E-05 -2.618E-05 5.599E-05
10 1.618E-05 6.063E-05 -1.214E-05 1.082E-04
11 5.875E~06 7.536E-05 -1.199E-05 8.414E-05
12 3.458E-05 1.091E-04 1.840£-05 4.316E-05
13 6.583E-06 1.029E-04 ~1.641E-05 1.356E-04
14 -3.584E-07 1.199E-04 6.530E-05 1.550E-04
15 -1.957E-06 1.665E-04 ~6.803E-05 1.585E-04
16 -7.301E-05 3.126E-04 -5 473E-05 2.566E-04



Tabelle A.6.1b: wie la, aber fokussierender Magnet

Ord. an rms bn rms
1 0.000E+00 0.000E+00 1.000E+00 0.000E+00
2 9.235E-06 1.201E-04 5.422E-02 3.469E-04
3 8.238E-05 4 .086E-05 -1.570E-04 3.974E-05
4 -5.622E-06 2.731E-05 9.020E-05 1.825E-05
5 -3.444E-05 2.858E-05 1.672E-05 4.732E-05
6 -2.225E-05 3.013E-05 -4 275E-05 3.049E-05
7 6.478E-06 6.070E-05 -9.242E-06 1.705E-05
8 5.498E-05 2.592E-05 -1.106E-05 8.512E-05
9 3.846E-05 4.067E-05 -2.648E-05 9.890E-05
10 5.572E-05 5.877E-05 4.848E-05 5.775E-05
11 -9.326E-06 1.211E-04 1.123E-04 1.224E-04
12 -9.136E-05 1.042E-04 6.570E-05 1.073E-04
13 -1.000E-04 1.397E-04 -7.260E-05 1.130E-04
14 -8.453E-05 2.047E-04 -1.362E-04 1.513E-04
15 -2.330E-06 3.668E-04 -7.781E-05 2.633E-04
16 -6.484E-05 3.952E-04 7.517E-05 2.787E-04



Tabelle A6.2: Multipolfit der Modellmagnete

D-Magnet F-Magnet
(entwickelt bis 10.0rdnung) (entwickelt bis 11. Ordnung)

Ord. bn Ord. a,
2 0.4419D-05 2 0.1315D-03
3 0.2305D-03 3 0.1332D-03
4 ~0.6144D-05 4 -0.1096D-03
5 -0.2107D-03 5 -0 1088D-03
6 -0.8357D-05 6 0.3113D-04
7 0.3004D-04 7 0.4063D-04
8 0.2083D-05 8 -0.3195D-05
9 0.1405D-05 9 -0.6428D-05
10 0.4319D-07 10 0.9485D-07

[y
—
o

.3548D-06
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