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1. SU(2)

1.1 Drehimpulsformalismus

Die Operatoren JX, J ., JZ der x-, y- und z-Komponente des Dreh-

b4
impulses sind definiert durch die Vertauschungsrelationen

03,3,3=%3 -3, = ik T

(1.1)

und zyklisch weiter

Der Operator des Quadrats des Drehimpulses ist J2:

2 b 2 2
J ":J,\ + J‘j + jg
Er kommutiert mit allen drei Komponenten

[Jljt] :[Jljj]:[Jljz-] =0

J2 und eine der drei Komponenten Jer J

(1.2)

(1.3)

y! Jz ktnnen also simultane

Eigenwerte haben. TraditionsgemdB wdhlt man hierzu Jz Es sei
{j, m > eine zugehdrige simultane Eigenfunktion von J2 und J,-
Dann gilt:
- L, . . .
2 A Ay vy my
JElg > =R ¢ (1.4)

j kann die folgenden Werte annehmen:

j=o0, /2,1, 3/2, . . ..

Fir einen bestimmten Wert von j ist die Eigenfunktion 2j + 1 -
fach entartet, da zu jedem j:

iy < kmeamy oo

m:&'&-f),.,oi.,,l"d‘
Eine Darstellung der Drehimpulsoperatoren kann durch Diffe-
rentialoperatoren erfolgen:

2 0

- . AN Yk

I =[TxP1 =ypa—thy-—Rl45 25 ) wo
g und zyklisch weiter

Die Eigenfunktionen sind die Kugelfldchenfunktionen ij(e,w).

In dieser Darstellung sind nur ganzzahlige Werte von j und m moglich.

Im folgenden wird sehr hiufig von der Darstellung durch Matrizen

Gebrauch gemacht.

Die Eigenfunktionen sind Spaltenmatrizen, z.B.:

{1,0>

i1,-1>

U.S.W.

L]

(1L.7)

(1.8)

Die Drehimpulsoperatoren sind (23 + 1) x (2] + 1) Matrizen.

Man wdhlt JZ diagonal und hat

g 0

= o 4

Jl )k o ©
o} 4;

-4



. L b Lo
A < V1 7 - 24T (o)
4, - oo

L - VQ*-Z)(LJ'Q)

ARCANE SISO
) (#.42)
6o -
0.6, + 6—?61 = (0 S ) = O
asr. aghlsds
GG =40y
Diese Matrizen sind hermitesch'’ und haben Spur O. « ¢ i 2’7[‘““(‘/
Beispiele: p . . -
Spin gy (424 ) Do albgemad nile Ecginfonibon 2e Sprw 1 o
[ = 7 .
4 . vy s Al < (1) (12 )
Jev 140, Tooite  Jside, g, = oelhnT e A
T 4AE (440 ) fal® 14U o

wobeil die o0, o, o_ die Paulischen Spinmatrizen sind:

X y z ){;

6 <{° G O"“') 5:{IO> (A0 44) I 5
x " ( ) 17 \¢ 0 2 o -

({.w)
1 . . .
)Ist A eine Matrix mit den Elementen ajpr SO ist die adjungierte

S | O
Matrix A¥mit den Elementer'a(a\“Jik = (aki)* . Eine Matrix ist hermi- z Z)& ( )

0 -< o . i o0
£ 0 -< j}:t(ooo

v v 0 00~

: J
tisch , falls A = A® sie ist unitir, falls A.a¥ =7

n




-6 =
Spin 3/2 (j = 3/2):
0 v’s [ o) —-|'V§ [ ’3 coc
J,tao P Jo AR e Ho JeEfeer
X 2lo 2 0V 17 2{0 20 o0 -1¥3 2 o c-io
o0 3 O o O iva o oo PE)
Schiebeoperatoren:

Sie sind manchmal nitzlich. Ihre Definition ist
Ji- = J,‘ X J} (1.16)

Eine wichtige Eigenschaft ist

Jolgim> "km Sy w2
JA§m> :J&\‘I(ji-'“ﬂ)(é-‘m s) g, M

(1.17)

1.2 Drehungen

Zusammenhang mit dem Drehimpuls:

Man dreht das Koordinatensystem {x,y,z)} um den Winkel ¢ um die
z-Achse und erhilt das gedrehte Koordinatensystem (x', y', z')

P B K
\ i“".'-'—"“

- "
'
v

7

- . x
'gé 4\ ' x& »
- /fx’. T¢

-+ » X

Der Punkt (x,y,z) des alten Koordinatensystems hat in dem ge-

drehten Koordinatensystem die Koordinaten (x', y', z'). Fiir einen
infinitesimal kleinen Wert von ¢, der mit A¢ bezeichnet sein
soll, gilt unter Vernachlissigung der Glieder hbherer Ordnung:

xl = X + A(P’?
oo - A¢ X
'}] - ‘3 ¢ (1.18)
= &
£s sel nun ¥(x,y,2) eine (Wellen-)Funktion von x,y,z. Der Dreh-

operator der Drehung um den kleinen Winkel 4¢ um die z-Achse ist
definiert durch

P}(A‘H*F(x,«al}) =\/«(;jg’l,z_’) (1.19)

Die neue Wellenfunktion ¥{x', v', z') hat dieselbe Form
wie ¥{x,y,z), aber in einem um A% gedrehten Raum. Da Dre-
hung des Koordinatensystems und Drehung der Gegenstdnde
in einem festen Koordinatensystem bis auf das Vorzeichen
des Drehwinkels dquivalent sind, kann man auch sagen, dasB
Rz(“’) Yy (x,y,2) = ¥v(x'(x,y,2), y'(x,¥v,2), 2'(x,y,2)} die
inderung der Wellenfunktion beschreibt, wenn man in einem
festen Koordinatensystem das ganze Zeug um den Winkel-a¢

dreht.
Nach Gl. (l.ly) ist:
\{/(xfalar) %’(X+A¢g,g-o4’x,1) = oo
] L dy
b oM
Ygr) ragy s Ag;r?g

i

il

R ELESCERRAIL A
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Setzt man Gl. (1.20) in Gl. {1.19) ein und beachtet Gl. (l.6),
so folgt
= : 2 -)rl ) = A e

R, (a¢) HA?OJW y |+ &fb& (1.21)
Man betrachtet nun eine Hamiltonfunktion, die invariant gegen
prehung ist, d.h. die in einem gedrehten Koordinatensystem die-
selbe mathematische Form hat. Dies ist z.B. flir die Hamiltonfunk~
tion eines freien Teilchens oder fiir ein kugelsymmetrisches Problem
der Fall. Eine solche Hamiltonfunktion kommutiert offensichtlich
mit Rz(Ao), also kommutiert sie nach Gl. (1.21) auch mit Jz. Sie hat
folglich simultane Eigenwerte mit denen von J_, und die letzteren
sind folglich zeitlich konstant, d.h. Eigenwert des Anfangszustandes
= Eigenwert des Endzustandes. Dies ist der Satz von der Erhaltung
des Drehimpulses (hier filir die z-Komponente vorgefilhrt). Der Erhal-
tungssat2z des Drehimpulses ist also auf Invarianz der Hamiltonfunk-
tion gegen Drehung zuriickgefilhrt. Dieser wichtige Begriff der Inva-
rianz wird nun n&her ausgefiihrt.
Falls die Hamiltonfunktion gegen Drehung invariant ist, dann sind
die gedrehten Systeme dquivalent, d.h. sie beschreiben dieselbe
Physik. Das heiBt z.B., daB die Energieeigenwerte gleich sind, und
daB sich die Wellenfunktion in derselben Weise zeitlich entwickelt.

Fiir die Wellenfunktion bedeutet dies folgendes:

Zur Zeit t = O sei die Wellenfunktion ¥(x,y,z,0} = ¥({o), die Wellen-
funktion im gedrehten System ¥(x', y', z', o) = v'{0) ist nach

Gl. (1.19):

y'(o) = RZ(AC)‘ v (o) (1.22)

Hat sich zum spdteren Zeitpunkt At die Funktion ¥'(o) zu V¥'(At})
weiter entwickelt und ¥(o) zu ¥{(At), so muB bei Invarianz unter
Drehung sein

' at) :R}(.MPJ.“{/(AH (1.23)

Wie leiten die Bedingung hierf{ir her, wobei wir bemerken,
daB die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhdngen

sollx]. Die Wellenfunktion gehorche der Schrddinger-Gleichung:

%(A&):U(At‘O.) \P(O):('—éH’AtJ%(o) (1,24)

il

H"l(Af) ("%HAt)#’/(o) (1.25)

Man multipliziert Gl. (1.24) von links mit RZ(AQ) und setzt in
Gl. {1.25) v¥'(o) nach Gl, (1.22):

R, (a¢) y (at) = RUWYI(D)
Kf*’(At) = UR Yt0)

Gl. (1.23) ist offensichtlich erfiillt, falls

UR - RU = O oder {(1.26)
HR - RH = O (1.27)
Rz (A¢) ist unitdr.

Bewelis: Die Normierung der Wellenfunktion bleibt bei einer
Drghung erhalten.

Beziehung zwischen W(;) und ¥ (')

Man betrachtet eine nicht degenerierte Eigenfunktion der Energie
WE' Flir sie gilt nach Definition

Multiplikation von links mit Rz(Ao) und Anwendung von Gl. {(1.27):

Ryted) H = HRUe9) #) < Ry (6¢) -E ¢ :g(p“(wt-)

2
%) Beispiel: H = '-%ET A+ V(r)
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; T, 6 ' g AR
Durch Vergleich des zweiten und vierten Terms sieht man, daB G & ) = 4 + (= J o+ = (_.) 7
P iTs (at)a 2 bxl a f
(R WE) = W'E ebenfalls eine Eigenfunktion ist, und da es nur
eine einzige gibt, muB sein:
r .
; - eed (1.28)
kpér =€ %1? , o L Die allgemeinste Drehung ist
A&
| | » o AL R
Die Phase § ist eine Konstante der Beweqgung (Beweisfilihrung 12((p ¢ v,J = £ (1.30)
]

dhnlich wie bei Gl. (1.23) - (1.27)).

Man kann ferner durch explizite Berechnung zeigen, das
Sie bedeutet nacheinander Drehung um die z-Achse um den Winkel

§ = -m*s O éz, dann Drehung um die y-Achse um den Winkel @y, dann um die
x-Achse um den Winkel ¢x— Die Drehungen sind nicht kommutativ.

also Beispiel: Spin 1/2

, ¢ W1A‘P . (1.29) Zur Vereinfachung ist h, %, . . . weggelassen.
Ro(a¢) [ §m7 =¢ dgm> -
Man muB es sich in den folgenden Formeln ergdnzt denken:
Die Phase (mi¢) ist eine Konstante der Bewegung, also ist auch
die Z-Komponente m % des Drehimpulses eine Konstante der Bewe- " - LG} d&
2 Z (nach Gl. (1.10, 1.30))
Ri(g) e o e e
g X Tl (¥

Allgemeine Drehung: =1 * Z ( I Z ! ()- )

M= g?rm'(-& ns Mfw»
Man baut eine endliche Drehung durch unendlich viele, unendlich z 4
Wtjeu. 0:( =

kleine Drehungen auf: In den @ steht die Potenzreihenentwicklung flir cos bzw. sin.

CP = /&tm m ’% dt’bv m ~5¢ Damit:

¢\4>—)cx
m -»Co A oy e

Drehung um den endlichen Winkel ¢: Y )
e e )+ @) -2 e )
M Yoo ¢ " m(@/z.) “4«""‘"@"(/1 )

Die Exponentialfunktion ist durch ihre Potenzreihenentwicklung = —LIXM(4?&J ‘”76#‘/1 (1.31})

definiert:
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3) Definition des Polarisationsvektors:
T oo Tl
» o (byle) - lyrz) 3

}“@J: An(ylz) o (Fyl2)

Ebenso findet man

R

Fiir Spin 1/2 ist der allgemeinste Spin-Zustand

/ -iéé/z. o (1.32) a

€ - Lo S = (
RE(¢) = | ¢ o alnty> oLl (€

P z 4¢éh
13 e
Dann ist der Polarisationsvektor:
g ? Re (0.%4 (abtatl) P elel-141”
Anwendungen; | :.,2,[\@(&_/{-) ’P‘a’:/{_(a ~ ‘ }-
X )

1} Gegeben ist ein Spinzustand Il/2, 1/2 > = (é}, der Spin
zeigt also in Richtung der z-Achse. Man konstruiere einen 4) Beweis, daB zirkular polarisiertes Licht m = :1 hat:

neuen Spinzustand, der um den Winkel 6, ¢(¢ = Azimut) gegen die . .
Die Wellenfunktion des Photons ist:

) . S(pw -pot)
¢ A s e (Pl

z-Achse gedreht ist.

S ohLL \2po

i .
oﬁ'luu(‘: Dec newnn dfw‘ﬂu-l Beidind it £, - Planahuo vitrervebhee 2 &y

!‘/2‘9,¢7=E)__(4>}f3}(€) 1%, %> =

8- Die elektrische Feldstirke B ist
~ife o el ~6ull) 1 ol > i i .2
< [® & 1 : . 3 E - - 24 _ % qb = - A L4 V,A\?
¢ <P neth v g 2t 2+
¢ /, -ay '¢V
e < 62 P2 , (P2
¥ e w7 fe 4‘*‘&2‘[{/2:"’2> -
¢! s O Fir ¢ = 0 ist A, = O und £ parallel ¢
-1 O ! o . _ i )
2) Drehung um 360°:l¢i,lwﬁ7 -~ sziﬁ)lthf7 :( o *I)(OJ - (0]‘ |/7“”/z'> Man wdhlt nun den Impuls ii in z-Richtung, dann ist A = O und
D.h. bei Drehung um 360° geht die Wellenfunktion nicht in sich . .
selbst {iber, sondern erwirbt ein Vorzeichen -1. €. (P ‘V:t) (px~ 2t )

A, = = ¢ A, == e
Vep, 7 Vap,



Drehung um den Winkel &¢

R, (641 £ = (A Ao ) s (Acreddy, Aot A o)
/i + A‘f ‘(/43 ) ~A, , )
A v oad Z

it

Durch Vergleich der zwei letzten Zeilen:

T A
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J, Ay

¢t

(nach Gl 1.18)

-

A

c oA,

( annchy 6(.1.21)

Damit das Feld Eigenzustand zu Jz ist, muB sein:

j& Ax = /f”“' Ax

Dies eingesetzt gibt:

AacAr Ay
3

Durch Multiplikation der Gleichungen folgt:

= £

Ee%iug1~“ﬂ /1‘ = 1 4/43 )

- 2 hutoe

Aom Ay

v

PﬁaﬁJkAfvv

35'45' a fm /\?
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1.3 Definition der Gruppe SU(2)

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den unitdren 2 x 2 Matrizen der

Determinante 1 und den Drehungen im Raum.Dies zeigen wir nun.

Die allgemeinste unitdre 2 x 2 Matrix sei gegeben durch

\
U=(a b } (1.33)

Unitaritédtsbedingung:

¥

0uU =

aa¥ + bb¥ ac¥+ pa¥ 1 0
( (1.34)

(ca"i» db¥ cc¥+ da¥ o 1

U ist durch die 4 komplexen Zahlen a, b, c, d gegeben, entsprechend
8 reellen Parametern. Zwischen diesen bestehen nach Gl. (l1.34) 4 reel-
le Gleichungen (2 reelle Gleichungen wegen der beiden Diagonalelemen-
te, eine Komplexe, also 2 reelle Gleichungen flir das eine Neben-Diago-
nalelement, das andere ist dann automatisch erfilillt). U ist also durch
8 - 4 = 4 reelle Parameter festgeleth).
Nennt man sie a,B8,v,8, so schreibt sich
toot 0 f g et
U = o Q{U&jﬂg) e(d’

Aw Py

Aol rmxi o jmﬁ?#i«vﬂhw

2

%) Ebensc sieht man, daB die allgemeinste unitdre n x n Matrix durch
2n2 - n2 = n2 reelle Parameter bestimmt ist.
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wird . .
e‘B o AR K ~Hu o €'¢ o

€ _ ,
L} = € - c~t6 4

9] S A A0 0 P

- < RE20) Ry (). Ri-24)

(s. Gl. (1.31), (1.32)).
U entspricht also fast einer Drehung - bis auf den Phasenfaktor
e*®. Man betrachtet nun die speziellen Matrizen U, deren Determi-

nante = 1 ist. Die Forderung

det U

1]
—

ie
macht e

fl
=

Die allgemeinste unitdre 2 x 2 Matrix Us mit Determinante
+1 ist alsc durch 2 x 2 - 1 = 3 reelle Parameter festgelegt,

z.B. durch die drei Drehwinkel 2,a,¢:

(1.35)

U =R (~26) Ry(a<) RE(-2 ¢)

Die unitdren 2 x 2 Matrizen mit Determinante + 1 bilden eine

Gruppe, die Gruppe SU{2) (S steht fiir "speziell").

Beachtet man noch, da8

- _T
’Rxflo‘)-l?é( /2}.?.2(1«)'%“/1) (1.36)
so sieht man, daB jeder beliebigen Drehung, ausgedriickt z.B.
durch die drei Drehwinkel der Gl. (1.30), eine bestimmte uni-
tdre (2 x 2)-Matrix mit Det = 1 entspricht, die wir mit Hilfe

von Gl. (1.35) und (l1.36) bestimmen k&nnen.

- 17 -

Das heifit:

Die Gruppe SU{2) ist eine Repré&sentation der Drehgruppe in drei
Dimensionen.

Man kann die Gruppe SU(2) natlirlich auch durch Matrizen reprdsen-
tieren, die gréfer sind als 2 x 2, Diese miissen natirlich eben-
falls unit8r sein und Determinante 1 haben. Da man beliebige Drehun-
gen aus infinitesimalen Drehungen aufbauen kann, weollen wir diese
Eigenschaften fiir die Matrix-Reprisentation von K,(4¢) = |+Z?:A¢P
explizit zeigen:

(1) Rylsd) = 1+ 2t ag

£

[5+ whA‘A}, f“u%

j %
(l+t—fzx¢)(“%f: a¢) = |

hieraus (Entwicklung bis zur ersten Ordnung in 49¢):

also: Die Operatoren Jx' Jy' JZ miissen hermitesch sein

(ii} RZ(A@) hat die Determinante 1, falls

PSS ff% )
s
| = fifj I+£§j‘& = |+L‘.‘~(3(|+Jzz.*”‘ )

I Ll

p + Ghludee U((5<f)l)

Hieraus folgt: Spur J =0
X¥i2

Die Bedingungen (i) und (ii) sind natilirlich erfiillt, siehe

Gl. (1.9).

Die allgemeinste Drehung ist also ein Element der Gruppe SU{2).
Gehen wir also von Gl. (1.30) aus, lassen h weg und machen die



Umndefinition - @x > @x u.s.w. S0 kann man ein Element der
Gruppe SU(2) schreiben:

U. = QJ"‘((P*Jx + ¢3 J;] Y ) (1.36)

-

Die drei Operatoren Jx' J e Jz heiBen Generatoren der Gruppe.

SU(2) hat drei Generatorgn, entsprechend den drei reellen Pa-
rametern, welche die allgemeinste unitdre 2 x 2 Matrix der De-~
terminante 1 bestimmen. Diese drei reellen Parameter sind in
Gl. (l.36) als Cyr ¢y'
durch die Vertauschungsrelationen der Generatoren festgelegt.
Es sind dies fiir SU(2) natlirlich die Gl. (1.1), die ohne das H

so aussehen:

¢, gewdhlt. Die Struktur der Gruppe ist

[Jx Jy] = i -Jz u. zyklisch weiter

Die Gruppe SU(2) 148t sich wie oben erwdhnt in Matrizen verschie-
dener Dimensionen reprisentieren. Die einfachste nicht-triviale
Reprdsentation ist in 2 x 2 Matrizen. Die Generatoren sind

6;/1’ Gg/z‘(jé/L_ . Sie wirken auf Spin 1/2 Teilchen. Fiir Teil-
chen mit Spin j bendtigt man eine Reprédsentation mit(2j + 1)

x (2j = 1) Matrizen, z.B. flir Spin 1 3 x 3 Matrizenx).

X) Die unitdren 3 x 3 Matrizen der Determinantel bilden eine grdéBere
Gruppe als die oben erwdhnten 3 x 3 Spinmatrizen, namlich die Gruppe
SU(3). Diese hat 3 x 3 ~ 1 = 8 Generatoren. In Eichtheorien entspre-
chen die Zahl der Generatoren Feldern von Vektorteilchen, z. B. gibt

es in SU, die drei Vektorbosonen w', w,w®, in SU(3) die acht Gluonen.
In SU(5) gibt es 5 x 5 - 1 = 24 Vektorfelder, namlich das Photon, die

3 Vektorbosonen, die 8 Gluonen und die 12 Felder der iiberschweren X-Bo-

sonen,

- 19 -

3.2 Addition von Drehimpulsen

Man betrachtet zwei Teilchen mit Spin 1/2.

Die Basisvektoren im Spinraum sind

Teilchen 1

1
Gy ), Teilchen 2

Das Zweiteilchensystem hat 2 (:) 2 Basiszustédnde:

1

1 0 o] 1 0
o1 olar oy (305 (D ;

0
1) Dy,

Dies ist keine irreduzible Reprdsentation, d.h. diese Zusténde trans-
formieren sich unter einer Drehung (d.h. unter einer SU(2)-Transforma-
tion) i.a. nicht ineinander.

Man sucht nun irreduzible Reprédsentationen durch passende Linearkombi-
nationen dieser vier Basiszustdnde. Dies sind die Eigenfunktionen zum
Drehimpuls

!j1 + j2|, !j1 * 3, - e oo v 13y - j2|. In diesem Beispiel sind

es die Eigenfunktionen zu j = O und j = 1.

Dazu gehdren jeweils i(j = 0) und 3(3

2® 2=1v) 3

Man konstruiert zuerst die Zustdnde mit j = 1

1} Zustdnde:

Es ist evident, daB

=Tt

1 1
121> = (), (g,
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Durch Anwendung des Schiebeoperators Gl. (1.17) erhdlt man

T - [(e (o> =vz e >
YA , oo
(03 e (), <V T (3, (5 2))

(hierbei wirkt J_{1} nur auf Teilchen 1, etc.).

Alsc

oos = L LCLGL G (TL] = 5 (T4t

V2 va

ebenso erhdlt man
_ {0 (0 -~
[ = (2) (2), = 4
Nun kommt der Zustand mit j = O. Er hat

m=m, + m, = 0 also

o, 05 = a-(o] (V) 4(7) (5],

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten a,b.

Wie vorher macht man
Jodoo> =0 = (J 0+ )] loo>
sa(P(e), o))

i A

hieraus folgt a = -b = 1 (Normierung)

und

Lo > = 2[5 (71,-0), (6] = 5 (tv-11)

Lo

- 21 -

Das hdtte man auch dadurch herleiten kdnnen, daB man den

zu |1,0> orthogonalen Zustand konstruiert.

Zusammenfassung:
m 4=1 § =0
{ L
o | & (16 +it) }E(TL-LT) (1.37)
1 ‘Y
St1mm9{nsc£, &\ﬁ\JﬂumefmS-W
Wichtig:

Die Spinwellenfunktion fir Spin 1(0) ist symmetrisch (antisymme-

trisch) gegeniber Vertauschung der beiden Spin 1/2-Teilchen.

1.5 TIsospin

Es fdllt auf, daB sich dieé Hadronen in Teilchenfamilien gruppieren
lassen. Die Teilchen innerhalb einer Familie sind sehr &hnlich. Sie
haben dieselben Quantenzahlen Spin, Paritdt, Baryonzahl, Seltsam-
keit, Charme. Ihre Massen unterscheiden sich nur um ein paar %. Das
einzige Unterscheidungsmerkmal ist die elektrische Ladung, die

sich jeweils von Teilchen 2zu Teilchen einer Familie um eine Einheit

von e dndert.

Man faft die Teilchen innerhalb einer Familie in der formalen Be-
schreibung zu einem Zustandsvektor zusammen. Falls die Familie 46

Mitglieder hat, ist dies ein{ -Vektor.
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Beispiele:

Proton, Neutron: /’P> = ((IJ) [h> = (:J)

/

s = (4) et = (5) e ()

Pion:

Ik = (V)

i1
—
o~
——

Kaon: | K*h >

Diese Schreibweise hat groBe Xhnlichkeit mit dem Spinformalismus.
Um die Anzahl der Zustande( innerhalb einer Teilchenfamilie zu
charakterisieren, bendtigt man einen Vektor der Grése { . Die Zahl
der Teilchen-Zustﬁnde{” entspricht der Zahl der Spin-Zustédnde

(2 3 + 1) eines Teilchens mit Spin j. Setzt man

{ = 21+

so kann man sagen, daB das Teilchen den Isospin I hat, wenn es
2u einer Familie mit.{Mitgliedern gehdrt. Analog kann man wieder

eine 2z-Komponente (hier: 3-Komponente m3)des Isospins einfilihren.

Be(.SPwé, (L= ..TS'OSP.'M)

N L NS
s A M G
o — - - O
—é n K o IT‘) Z_ i loat

D
-] Z: -92 AN
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Verkniipfung mit der elektrischen Ladung Q:

Q=my+ T (1.34)

(B = Baryonzahl, S = Seltsamkeit, C = Charme)
Dies ist die erweiterte Gell-Mann-Nishijimaformel.

Erkldrung: Zwei Teilchen in einer Isospinfamilie unterscheiden
sich in ihrer Ladung um jeweils eine Einheit in e, feolglich mus

die Gl. (1.38) a priori die Form haben

Q= m3 + Konstante

I+
-

da AQ = Am =

Die Form der Konstanten (B + S + C)/2 wurde historisch durch In-
spektion der Teilchenfamilien und durch die Eingebung (Einfilih-
rung der additiven Konstanten § fiir die seltsamen Teilchen) von
Gell-Mann ermittelt (damals ohne C).

Die Rombination

Y=B+ 6§ {1.39)

heiBt Hyperladung.

Bis hierher ist das ganze nur eine mathematische Beschreibung,
ohne physikalischen Inhalt. Man wdhlt die Beschreibung aber so,
weil man nun den empirisch erwiesenen Satz von der Ladungsab-
hdngigkeit der starken Wechselwirkung sehr elegant formulieren

kann:
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—

[Ad> = N5 11> 4i> = N3 110> 14372
Die starke Wechselwirkung ist invariant unter einer SU(2)- Y 3 — N 3
S AT S R I T I S [

Transformation der Isospin-Vektoren. Nach dem in Abschnitt

{1.2) gesagten entspricht der Invarianz unter einer Drehung + 3 _
Die Amplitude|s” H >hat das Gewicht v2 verglichen zur Amplitude
der Erhaltungssatz des Drehimpulses - hier entspricht der In-

-° He3) folglich ist R = (‘3]2 = 2.
varianz unter der oben erwdhnten SU(2)-Transformation der Er- ’

Gemessen ist R = 1.91 + 0.25 (Crewe et al.)
haltungssatz des Isospins. Man kann den Satz von der Ladungs-

= 2,26 + 0.11 {Harting et al,)
unabhdngigkeit der starken Wechselwirkung also auch so formu-
lieren:
Bei der starken Wechselwirkung ist der Isospin (2) Die Reaktion
erhalten. a + 4 ~ He4 + 7°
Diese Symmetrie ist nicht ganz exakt. Sie wird von der elektro- sollte verboten sein, da der Anfangszustand I = O hat, der Endzu-
magnetischen Wechselwirkung verletzt. Man erwartet also Abwei- stand hat I = 0 + 1 = 1.
chungen von der GréBSenordnung a. Tatsdchlich ist auch der Wirkungsquerschnitt < 1.6 -10_32 crn2 -
: 4 ~-32 2

zum Vergleich: o{(d + d - He + ¥}z 0.8+ 10 cm”,
Beispiele:
(1) Man betrachtet das Verhdltnis der Wirkungsquerschnitte 1.6 C-Paritédt

(prd >+ H) g
R'-E;k P+ Der Operator C der Ladungskonjugation verwandelt Teilchen in Anti-

6 (pid > T° +He')

Deuterium {d) hat Isospin O, also hat der Anfangszustand Isospin

teilchen. Teilchen mit[Ladung, Baryonzahl, Fermionzahl, Seltsamkeit,

+ o Charme)= O kdnnen Eigenzustédnde zu C sein mit Eigenwert :1. Dieser
I = 1/2. Der Endzustand hat zwel Teilchen, eines hat I =1 (« ,17), ~
3 3 ) heit C-Paritdt., Das Photon hat C = -1, da sich unter C das Vorzei-
eines hat I = 1/2 {(H~, He ). Der Isospinzustand ,1/2 1/2 > des An-

chen der Ladungen und damit der Felder umdreht. Teilchen, die in
fangszustandes muB8 auch der des Endzustandes sein, der letztere
3 3 zwei Photonen zerfallen, haben C = +1

. . + o
setzt sich wie folgt als Linearkombination von  t H”> und |7 He™>

(Clebsch~Gordan-Koeffizienten) dbiami ¢u |

Telchen | 7 | 7T 0 Ml AL ]L 07 w @ Ty
G e B S B 1 IR Y I Y R I

Ein Zustand aus Fermion-Antifermion hat (- = Bahndrehimpuls,
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§ = Bpin)

L+'s (1.40)

Erklirung:

Die Operation ¢ hat dieselbe Wirkung wie die Vertauschung der
zwel Teillchen, also dieselbe Wirkung wie die Paritdtsoperation -
dies gibt den Faktor (-1)£ « (-1). Der zusitzliche Faktor -1 kommt
von der ungeraden Teilchen-Antitellchen Eigenparitidt. Von der

Spinwellenfunktion kommt ein weiterer Faktor (-1)

1.7 G-Paritit

Die G-Paritdt ist der Eigenwert des Operators

T = Tel™lh (1.41)

Teilchen mit B = S = C = O kénnen Eigenzustdnde zu G sein. Weili;
auf dem Isospin beruht, erwartet man eine Erhaltung von G nur mit
der Genauigkeit der Isospinerhaltung, also ein paar %.

G-bParitdat des Pions: Dieses hat I = 1, also ist(bjﬂ Gl.(1.14)

T =:’(‘.’L«‘f)

= VL Vo 19

T.[na> -4 (0é$) © I ('7 [ R i
o \2 otV :> *‘\:z(|> h.( z )
Ill|no7=é(Il\ﬁ*7+I, (m°>) = In*>

5 + 1 (siehe Gl1.1.37).

- 27 -

,‘:ﬂ-r -' L n
AR YL A A R Bl
‘\'l=jf'*"-" me ,soumlL
o+ n”
= m)t"(/707+&14'«7?au—-7
V2
= - IrR°>
ebenso
. “'ﬁII
i‘ﬂl'gn+> - -l > € (k~> = ~1K*'>
+ . + ‘n_ "Tf
G(”° =Ce ‘(“’-'-C ne ) s - [ne
n- n- nt n-
Das Pion ist also Eigenzustand von G mit Eigenwert G = -1. Daraus

folgt, daB ein bestimmter Zustand vermdge der starken Wechselwirkung
stets nur in eine gerade oder in eine ungerade Zahl von Pionen zer-

fallen kann, je nach dem dieser Zustand G = + 1 oder G = - 1 hat.

reilchen | JC N M' [ A, fle w & Ty

G S R T T e Y B S el B B
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Der 2rv-Zerfall des 4115t aus Grilinden der Paritdtserhaltung

verboten,

1.8 Antiteilchen

Antiteilchen werden im Isospinformalismus durch die zu den Teilchen

konjugiert komplexe Wellenfunktion dargestellt, als Beispiel:

. a
Teilchen: I, my >, (b)
Antiteilchen: < I, m, ', (a* b*f)

3

Zweiteilchenzustand aus Teilchen und Antiteilchen:

(hjee) < 1T (5)on) = 1y ete.
Der Zustand

Gy = (Be) e (Pl = T el

geht unter jeder unitdren Transformation in sich selbst iiber. Er gehdrt

also zu Isospin I = O, und folglich

jo, 0> = é(T%*LI) (1.42)

-

2

vgl, Gl. (1.37)1
Beweis - allgemein tiir Eigenvektoren der Dimension 2j + 1 = [

Man nennt den i-ten Eigenvektor ¢(l)

() O <}
¢ _—(E)eikﬂcl(c , c}" oo o
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U sei eine unitidre Matrix mit den Elementen Umn'

Dann ist (leicht zu zeigen)

U(f“‘} = Z UtL ¢ (1.43)

Die verallgemeinerte invariante Form zu Gl. (1.42) ist nun
<) e

{
Gs = 2 ¢ q (1.44)

<=

Die transformierte Form ist

¢ It / { P () @y ¥
t, = 2 ¢ = ZWat)(Ue)

(= (‘:I
£ . £ (m) gt ¢
) W _ i
- SUgTETUT ] 2 Uit L,
vy GL1.43 Mz
¢ Aw) o m) ¢ ! . ¥ J () (wde o lrlenta
:""'1Zn‘h:| Cf kf Z_ [./“‘\' (JL“-' - WZK: (‘r L{ O‘Pn‘n (::: (Jn)

also

(1} x

£ . G £
> ‘f"({)l(qit)*) - Z q“)q (1.45)

4= PN
Die Form G1, (1.44) bzw. (1.45) ist alsc unter einer unitédren Trans-

formation invariant. Gl. (1.42) ist hiervon ein Spezialfall.
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Anwendung auf das Nukleon-Antinukleonsystem:
Die G1. {1.38) lautet fir Antinukleonen (B =-1):
Q = my = 1/2

Daraus folgt, daB das Antiproton (p) my = -1/2, das Anti-

neutron (n) my = +1/2 hat.

1,
o

In GL. (1.42) hat die Kombination (%) ‘' ©) die 3-Komponente

des Isospins my = 0, folglich ist (1 0) ein Antiteilchen mit

my = -1/2 also
p>» =010 = T
m>=(01 = ¢

und die Isospin O-Kombination:

! -~ ~ N
lo, 0> -5 ( ip>tp> + |'n>|”n>) (1.46),

Die dazu orthogonale Kombination mit Isospin 1 isc

40> = L (Uppip> ~In>17>) (1.47)
' \F2
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Durch Anwendung der Schiebeoperatoren erhdlt man

Ip> im>

i,
- (1.48)}
i1 =~y dp 2

2. SU(3)

2.1 pefinition der Gruppe SU(3)

Die unitdren 3 x 3 Matrizen, deren Determinante +1 ist, bilden eine
Gruppe, die Gruppe SU(3). Die Matrizen wirken auf Zustdnde, die aus

den 3 Basisvektoren

c
:)

‘ (2.1)
aufgebaut sind

K’ = UX (2.2)

wobei U eine solche Matrix (Gruppenelement von SU(3)) ist. Die Matrix

U ist durch 3 -3 ~ 1 = 8 reelle Konstanten ay bestimmt {siehe Ausfiih-

" rungen zwischen Gl. (1.34) u. (1.35):

)
o . D

LK o :
U= "2 (2.3)

2
Die acht Operatoren { Ef) heiBen Generatoren der Gruppe. Sie sind
durch ihre Vertauschungsrelationen definiert:

[ 40, 32 = if,, - %
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Die Strukturkonstanten fikl von SU(3) sind:

PN A T BTy R X'TA 1S S 367 e (P

»
ol
~
NI
~
i

[vyYa

Die Standardform der Reprédsentation der i's ist

ot 0 U - O [N~
— ) 0 © = S0 v = o8O
N, = o, { ), R P

o UV o o0
oU ¢ oo~ o o
A‘f: (000 ) ) Xé‘: (.:L’ -0 ) ),6: o o | (2.5)
{00 FEEE AR o1 0
OOO A { ] 00O
Moo= = Tfoio0
& \3
? o0 ) vv-2
Sie sind hermitesch und haben Spur O, Die Matrizen 11 22 13
r ’
entsprechen den Paulimatrizen, L und ‘g sind diagonal.
Die Herleitung der Form der *'s Gl., (2.5) und Gl. (2.4) geht so
dhnlich wie bei SU{(2), ist aber komplizierter und wird
nicht vorgefihrt.
Eimige wchbiqe Begnffe SU(2) SU(3) SU(n)
2
Ordnung der Gruppe = Zahl der Generatoren 3 8 n- -
Rang der Gruppe = Zahl der kommutieren-
den Generatoren 1 2 no- 1

- 33~

Unter den n X n Matrizen gibt es n linear

unabhdngige

{n = Zahl der Diagonalelemente), die gleichzeitig in Diagonal-

form sein kénnen. Wegen der Bedingung Spur =

gleich n-1,

0 ist der Rang

H., sei einer der kommutierenden Generatoren. Dazu gibt es eine

i
Eigenwertsgleichung?

Ho ly> = m;av>

Die Werte my heiBen die Gewichte.

In SU(3) hat man als Diagonalmatrizen )3 und

Identifiziert man Teilchen mit Zustandsvektoren,

jedem zwei simultane Eigenwerte von 13 und A

zwei erhaltene Quantenzahlen.

8

)‘8’

sOo kann man

zuweisen, also

Im SU(2) des Isospins gab es nur eine Diagonalmatrix, eine erhal-

tene Quantenzahl, diese ist m3 bzw. iber Gl.

(1.38)

die Ladung Q.

Eine Klassifizierung der Teilchen in SU(3) gestattet es, den Teil-

chen eine weitere Quantenzahl zu geben, die

simultan mit der La-

dung erhalten ist. Man w&hlt hierfiir die Hyperladungx)y {Gl. (1.39)),

um die seltsamen Teilchen

2u kénnen.

in Super-Teilchenfamilien einbeziehen

x)

da die Baryonzahl B absolut erhalten ist.

Dies ist bis auf eine Konstante dasselbe wie die Seltsamkeit S,



Analog zu dem fundamentalen Isospindublett in SU(2), aus dem
man alle anderen Teilchen zusammenbauen kann, hat man im SU(3)

ein fundamentales Triplett%mit den folgenden Eigenwerten von

Aq und kez
E,Lear“ wert  viw !
X3 ,\8
X<| 1 1/v"§
X -1 1/v3
2 (2.6)
X3 0 -2//3

Ein Versuch, das fundamentale Triplett mit irgendwelchen bekannten
Teilchen zu identifizieren, miBlingt, so z.B. die Identifikation mit
Proton, Neutron, A{Sakatamodell), welches auf in der Natur nicht be-

obachtete Teilchenzustédnde fiihrt.

Dagegen filhrt die Identifikation der drei Basiszustdnde mit den drei
Quarks u, d, s zu einem - bis jetzt - widerspruchsfreien Gebdude,

und ist in tbereinstimmung mit zahlreichen experimentellen Tatsachen.

Dle drei Quarks, als Mitglieder des fundamentalen Tripletts, missen
alle drei dieselben Quantenzahlen von Spin und Baryonzahl haben. Da
der Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Werte von #1 annehmen kann, miissen

die Quarks Spin 1/2 haben, damit man Teilchen mit halbzahligem Spin

- 35=-

aus ihnen zusammenbauen kann.

Das Nukleon muB deshalb eine ungerade Zahl von Quarks enthalten.
Die kleinste Zahl, die geht, ist dreiX). Die Kombination Quark-
Quark~Antiquark geht nicht, aus denselben Griinden wie beim
Sakata-Modell {z.B, Vorhersage von experimentell nicht gefundenen

Baryonen mit S = +1)., Also hat das Nukleon die Kombination qqgq.

Hieraus folgt fiir die Baryonzahl der Quarks

B = 1/3

Nennt man die Eigenwerte von iy und ig : TB und :8' so hat man die

folgende Zuordnung zwischen m, und'73:

Dies ist so, damit die beiden Quarks mit iy = 1/¥3 einen Ladungs-—

unterschied von 4Q = 1 haben{ $. Ge. (1.38) ;

.ﬁ}(?ﬁq‘)_ i-)i(xz) = 4m, = 20 =)

pi-

Damit ist auch gewdhrleistet, daB Kombinationen der Form Quark-

Antiquark ganzzahlige Ladung haben.

Die andere Quantenzahl,'Ts, muB der Seltsamkeit S zugeordnet wer-

den. Die Formeln werden einfach, wenn man statt S die Hyperladung Y

x) Die Zahl 3 ist durch Neutrino-Nukleonstreuung bestdtiqgt.
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nimmt (ist egal, da B streng erhalten ist), also allgemeiner

Ansatz:

e
[~ anvﬂf.
Y =

s

A
V3

sein muB. Um die Konstante zu ermitteln, muB man beachten,

4

Dies erfilillt die Forderung, daB AY = eine ganze Zahl

daf die Gell-Mann-Nishijimagleichung (1.38) fiir die Quarks gel-

ten muB, hier ohne Charme-Teilchen lautet sie:

m

©
1]

3 + Y/2

Y =B+3S

pDa die Quantenzahlen Q, m3, B, S additiv sind, erfiillen alle aus
Quarks zusammengebauten Teilchen automatisch diese Gleichung,

falls die Quarks dies tun. Nun gilt filir die x1(ru) und Xp (= d)-
Quarks in (2.6) ¥ = 1/3 + const = B + S = 1/3 (da fiir Quarks B =

1/3 und fir u,d-Quarks S = 0), also const = 0 und folglich

Y =T/ (2.7)

Damit erhidlt man die folgenden Werte der Cuantenzahlen fiir die

Quarks:

- 37 -
Quarks
v SY
d A
+3--o .2 (43
> N\Re L XT3 >
' |
I [
' i
N/
T
ut I I TR OV 01"
. ey
' ; :
-4 0 2 my

Antiquarks

2.2 Quarkmodell der Mesonen

Mesonen sind die Kombination Quark-Antiquark qg.

Die Mesonen miissen die Quantenzahlen haben (s.Gl. (1.40)

L= Bahndrehimpuls, § =
Mesonen gefunden, deren

lationen nicht geniigen.

Es gibt 3 C) 3 = 9 Kombinationen gq (Nonet)

Davon ist eine Singulett

‘{‘s = —fl
V3

vgl. Gl. (1.45)

£+ 1

(-1

(_1f€+ S

Gesamtspin der beiden Quarks. Man hat keine

Paritdt/C-Paritdts—-Quantenzahlen diesen Re-

-Kombination

(ul + dd + s3)

(2.8)
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Die iibrigen Kombinationen bilden ein Oktett.

3 &)3=1G@G)s8

Man kann formal die Mitglieder des Oktetts erhalten, indem man,

von einem evidentent Mitglied ausgehend die zwei Schiebeopera-

toren 7};5'/()':{}']_) anm K Vl:l(h.*tx.')\:)
T

anwendet. \\\\\\///ﬁ
Als einfachste Nonetts (Oktetts) erhdlt man die;

wo die Quarks Bahndrehimpulsfﬁ= 0O haben,und
die Quarkspins sich 2zu Spin O bzw. 1 kombinieren, mit Parité&t

-1 (wegen der negativen Fermion-Antifermionparitit).

'S As ws .I{O_ |

- @ S O
- ! o
NK b///l
St -sie—#d - -1
P (o] 4 al o -4 i
+ v t % +—s M 3 | . :' ? :' ‘J"-A’ M3

Die Zustdnde in der Mitte sind doppelt besetzt. Einer ist der

Isospin l-Partner des (xF+7) bzw. (¢t (s.Gl. 1.47):

 s.GL 1,37
(2.9)

V:tee R to

i/l
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Der andere Zustand ist Isospin O und orthogonal zu dem ¥ der

Gl. (2.8),Nach Gl. {1.46) hat ein I = O Zustand die Form
ud + dd + a s§

Der Koeffizient a ergibt sich aus der Orthogonalitdt zu

Gl. (4.8) und man erhdlt flir das Oktettdsospin O-Mitglied

t - - -
{ S o= = ek roddd -2 s )
e Vo S
- ~ (2.10)
]‘P ‘> = _L ( AtL; + dﬂ( - 2 S» ) |
i e S=t
Die SU(3) Singulett-Isospin O-Kombination ist(Gl.(Z.C)):
{ — - -
l S o= = (A‘u + odel +# 85 J’
K vz S:o
(2.11)

#

U (wm pod o+ 65 )
‘(ﬁ 7 V3 ( ‘

S=1
Es gibt also je zwei Zustdnde mit allen Quantenzahlen gleich,
ndmlich (“1’“8) sowie (?1,?8). Die physikalischen Teilchen kdnnen

eine Mischung aus den beiden Oktett-Singulett-Zustdnden sein:
$ = ¢, o &, - ¢ 4u QV
. Al )

3

(2,12)

3

%’“’99 - M, 4 B

"1{).44&«5_; + q{IM‘wQS
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G, Os sind die Mischungswinkel, ¢, @, n', n sind die

physikalischen Teilchen.

Die Mischungswinkel miissen empirisch bestimmt werden.

Pseudoskalar-Nonett O: Hier stimmt die Gell-Mann-Okubo-

X)

Massenformel fir das Oktett ganz gut.

v T
2 3amy F Mg

N .
K . (2.13)
Also ist "Vl’.:’,ﬂf“') R ’vlf;\; M
ahae M EDS ke s,
O » 005
(2.14)
Vektor-Nonett 47: Hier stimmt die Gell-Mann-Okubo-Massen-

formel filir das Oktett nicht, also ist Ov grofB. Fiir den Mischungs-
winkel sinev,z /1/3 hat man (man setze g und ¢y in Gl. (4.12)

aus Gl. {2.10) und (2.11l)ein}:

(2.15)

X) Diese Formel basiert auf gewissen Annahmen iiber die

SU(3)-Brechung (S. Okubo, Progr. Theor. Phys. 27, 949 (1962);
M. Gell~Mann u. Y, Ne'eman, The Eight-fold Way, Benjamin 1964).

Diese ganz spezielle Quark-Zusammensetzung "erklart" z.B.
warum das ¢ fast nicht in drei Pionen, sondern bevorzugt
in KK zerf&lltx). Die Quarkzusammensetzung der Gl. (2.15)
erfdhrt ihre Stiitze durch die Messung der Zerfallshreite
der Vektormesonen p,w,¢ in e+e- baw. u+u-: Faft man p,w,9
als ggd-Zustdnde auf, so ist die Kopplung gY ans Photon

proportional der Ladung der Quarks, also

i T o {4 - 1

‘1“‘ ~ V:i. (S ( 5)) i
1 f
O o

|

i (-4 T =

9.~ &4 D)7

%a"P ~ -(‘i) =3

(. 6L 2,9 w.2.15)

x)Die Zweigregel sagt, daB beim starken Zerfall eines HadronS

die urspringlichen Quarks in die Zerfallprodukte ilbergehen miis-
sen. Als Erkl&rung vermutet man, daB zwei schwere Quarks nur mit
geringer Wahrscheinlichkeit annihilieren k&nnen (qualitative Er-
kldrung in der QCD), so daB sie sich in den Zerfallsprodukten
wiederfinden missen.
Lit.: S. Okubo, Phys.Lett 5, 163 (1965}

G. 2Zweig, CERN report TH 412 (1964)

J. Iizaka, Progr.Theor. Phys. Suppl. 37-38, 21 (1966)

T. Appelquist u. H.-D. Politzer, Phys.Rev. Lett.34, 43 (1975)
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und die Zerfallsbreite der Vektormesonen ist

t+ - ol 4" ¥ & v« *
> Qe R M p— '
Tl§ ) = 4. ms RENE NN I
analoge Gleichungen fir w,¢ und damit (Amg K M, X W )
-], Sy LT + - _
T (g»ew) i T (waete ) T (¢ ~ete” ) =
R B L . T - 6 ,‘. L
3&1’ b e
gemessen: 'TLe (keV) normiert auf 9
¢ 6.8 9
u 0.8 1.1
[ 1.3 1.7

Die Relation hat kein Recht, besser zu stimmen, wegen des
o] w| ¢ Massenunterschieds.

Wie miBt man‘r;e ?

(i) Direkt
(ii) Durch Messung des Wirkungsquerschnitts
a(e+e_ + Vektormeson + Zerfall in irgendwas) = oT(e+e_)
Fir ogp(e’e”) gilt eine Breit-Wignerformel:
2T+ Tie T:
. : {2.7¢)

G (e ) =
T(e ) / Wl (W-MVJLQ.EI/‘{

Tﬂ = totale Breite,

W = e+e-—Schwerpunktenerqie, m, = p,w,t — Masse, T

- 43 -

Aus Gl. (2.l16) kann man _T;e aus Breite und Hohe der Resonanz

gewinnen oder, falls die Breite der REsonanz kleiner ist als die

experimentelle Auflésung:

S
ol dw = E T
T mr (2.17)
14

2@ Sumlny

2,3 Quarkmodell der Baryonen

(i) Das Dekuplett: Aus 3 Quarks kann man 10 verschiedene 3-Quark-

Zustdnde machen:

S ddd ddw S f““i __okuw
(e} i f->‘A0' A A++
dds Aus wis p +
gL e gl
dss w wss
-~ ¢ - !?‘; - - - ~®=«xo
- k
o L s
T
. . i .
t + ¥ v + ¥
o I/z_ + 1 3/2_ 3

-3 - -
. t Yy
Die Massenunterschiede der einzelnen Isospinfamilien sind konstant.

Das fiuhrte zur Voraussage des G~ mit allen Quantenzahlen,einschlieB-

lich der Masse. Es wurde bekanntlich daraufhin in Brookhaven gefun-

den und ist eine iliberzeugende Demonstration des SU(3)-Schemas.

Der Quark-Bahndrehimpuls im Dekuplett ist{Z= 0, da es der tiefstlie-

gende Zustand ist. Also sind die Spins der drei Quarks parallel. Die
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Spin-Wellenfunktion ist also symmetrisch beziliglich der Vertau-

schung zweier Quarks. Aus den Bildungen ddd, uuu, sss sieht man,

daB auch die SU(3)-Quark-Wellenfunktion symmetrisch ist bezliglich

der Vertauschung zweier Quarks. Also ist die Gesamtwellenfunktion W~4f
symmetrisch beziiglich Vertauschung zwei ident. Quarks. Da Quarks Spin
1/2 haben, widerspricht dies dem Pauliprinzip. Diese Schwierigkeit
{2.4) besprochen.

wird in Abschn.

Die oben erwdhnte Symmetrie ist klar flir Zustidnde wie

4+ 3 T T Tt
A (Ie=/l)>:{(r,,rhrs).u AL Ak

kN
wobei u = u-Quark mit Spinwellenfunktion JZ = +1/2 : (g)
Fir JZ = 1/2 wird die Spinwellenfunktion symmetrisiert:

, N O
1A++(J£=£)>=f(T|;YL,Y5)'V—3(M#M*vb\»‘&M‘FM’““)
analog

rforr T
! ff&T 0( 6’('{4‘)
- el R + AR £ A
I Zg*[ J,=3)y = Y’( 1) ﬁ.;'@ ) V3 (
e 2
t+ =1 - .. 9 Terma
IA(Jthl)>_
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Es hat JP

{ii) Das Oktett:

S
/]

+

=9

Die Gesamt (Spin + Quark)-Wellenfunktion soll ebenso wie beim

Dekuplett symmetrisch bei Vertauschung zweier Quarks sein., Da
man (€= 0) aus drei Spin 1/2-Wellenfunktionen keine symmetrische

Gesamtspin 1/2-Wellenfunktion machen kann (s. z.B. Schiff, Lehr-

buch der Quantenmechanik), muB man verlangen, daf die Wellenfunk-

tion symmetrisch ist bei gleichzeitiger Vertauschung der Spin- und

SU(3)-Wellenfunktionen.

Beispiel Proton. Seine Wellenfunktion ist "in Wirklichkeit"”

T t ¥ [
L .Zuufo'(bar:zudu + 2 o

l I :q‘/ > -
e 2 I f
P L _ ,{I ‘,f,,(T - A}olfuf - o(ru Mf
Tyt
- /Au&‘fr*—/‘j"(tﬁ& - oA ZS

Die drei Zustdnde uuu, sss, ddd fehlen im Oktett, da Sie symme-

trisch in den SU(3) Wellenfunktionen sind, und da man zu J= 1/2
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nicht aus drei Spin 1/2 eine symmetrische Spinwellenfunktion
machen kann, kann man auch keine symmetrische Gesamtwellenfunk-

tion machen, diese Zustdnde kann es also nicht geben.

Dagegen kann man aus uds zwei verschiedene orthogonale Wellen-
funktionen bilden, eine mit Isospin O und eine mit Isospin 1x).
Der Zustand in der Mitte ist deshalb doppelt besetzt mit & (I = O)

und £° (I = 1).

Die Zahl der Zust#nde im Oktett ist also 10-3+1 = 8

2.4 Farbe

Die Tatsache, daB die drei Quark-Zustdnde der Baryonen symmetrische
Wellénfunktionen bei der Vertauschung der Spin- und SU(3}-Koordi-
naten der Quarks haben, verstd8t gegen das Pauliprinzip. Man 1&st
diese Schwierigkeit, indem man den Quarks einen weiteren Freiheits-
grad gibt: Farbe. Diese kann drei verschiedene Werte annehmen:

rot (r), grin (g), blau (b). Die Quarks haben also zusdtzlich zu
ihrer Spin-Koordinate (*% und ihrer SU(3)-Koordinate (u,d,s) noch
eine Farb-Koordinate (r,g,b). Mit Hilfe der letzteren kann man nun
eine insgesamt in Spin-SU(3)-Farbe asymmetrische Drei-Quark-Wellen-

funktion bilden:

x) Eine Erkldrung filhrt zu weit.

ay9,95 *
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9r g 9p

1
V6 dor 92g 92b
G3r 939 93p

Unabhingige Evidenz fiir die Existenz von Farbe kommt aus der Messung

des

Die

+ - . :
totalen Querschnitts o{(e e - Hadronen) bei hoher Energie.

Farbe erhidlt in der Quantenchromodynamik (QCD) eine Bedeutung als

"Ladung" der starken Wechselwirkung.

Die
als
(1)
Die
ist

auf

zwei folgenden Postulate wiirden es erkldren, warum man Quarks nie
freie Teilchen beobachten kann:

Es besteht eine vollstdndige Symmetrie unter SU(B)C.

Gruppe SU(B)c wirkt auf die FParb-Indizes (r,q,b) der Quarks. Sie
wohl unterschieden von der SU(3) der Abschnitte (2.1 - 2.3), die

die Quark-Art (Flavor-) Indizes u,d,s wirkt. Die Flavor-su(3)

Symmetrie ist im Gegensatz zu SU(3)C nicht exakt - dies sieht man

schon an den teilweise erheblichen Massenunterschieden in den SU(3)

Multipletts.

{ii) Normale Hadronen sind Singuletts unter SU(J)C.
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Beispiel:

IKF> = V—% (Spw, + gj“‘;, *”S(r“-fr)

Satz (i) und (1i) erklidren, warum man keine freien Quarks sehen
kann, da diese Farb-Tripletts sind. Es erkldrt auch, warum man
keine Zustdnde aus 2 Quarks oder 4 Quarks sieht: Man kann aus 2
bzw. 4 SU(3)-Tripletts kein Singulett machen.
Die S&tze (i) und (ii) sind bisher (1980} unbewiesen.

3. Charme-Mesonen

3.1 Wbersicht

Hinwelse auf die Existenz eines 4. Quarks, genannt ¢ {(wie Charme)

kamen aus dem Kg + Ty -zerfall (s.z.B. mein Buch). Sie sagten eine

Ladung des c¢-Quarks zu 2/3 voraus.

Das c-Quark ist wesentlich schwerer als die u,d,s-Quarks. Es hat

eine neue Quantenzahl C (Charme), die bei der starken und elektro-
magnetischen Wechselwirkung erhalten ist. Es macht keinen praktischen
Sinn, dieses Quark zusammen mit u,d,s einer SU(4)-Symmetrie zu
unterwerfen, da man erwarten muB, daf eine solche Symmetrie bereits
wegen der Massenunterschiede schwer gebrochen wire. Davon unabhén-

gig bleibt die Voraussage von Mesonen aus cq und &g (g = u,d,s). Dies

zeigt die Ubersicht:

- 49 -
a a . c SpinParitﬁt JP
_ 4% " K" D® (1863) (42 o
u
%0 o7 K*” 0*° (2006) tt 1
- o-
3 vt w% n, n' X° ot (1868)
+ - -
. so“J K* o ﬁ#+(2009)
. -
B K x° n, nt | FY (2030) 0
s
K xf° 0 F**(2140) T
— n° D” F- (2980) ? 0~
S Ne ) 2
Flad p¥~ ¢ J/¥(3097) |-
Massenwerte in MeV in { ).
Aus der Ubersicht liest man
die folgenden Quantenzahlen ab: Charme Seltsamkeit | Isospin
bt p 1 0 1/2
P 1 1 0
/vy 0] o] (6]




3.2 Eigenschaften der D-Mesonen

(i} Spin J = O - aus der Winkelverteilung von %'' (3770) - D D
s. J. Kirkby, FNAL Conf. 1%79, 5. 107

Voraussage aus Quarkmodell: J = O

(ii) Paritdt: Paritdtsverletzung beim Zerfall ist nachgewiesen
durch Vergleich der Zerfdlle
D+ Kn
D+ Knr

s. SLAC-LBL Coll. Phys.Rev.Lett.37, 153f1(1976)

({ii) Isospin I = 1/2 durch Beobachtung der Paare
p*, p% mit ¢ = +1
7%, D mit C

-1

Voraussage aus Quarkmodell: I = 1/2

{iv) Mischung Do, D°: bisher nur obere Grenzen, keine Mischung
beobachtet.
Ohne Mischung erwartet man:

y'* (3770) » p° + D°

=5+

RE™ + k€ + . .. (L= e oder y)

Falls eine D0 - BO-Mischung da ist, wirde man statt K K bzw.@+ze-

im Endzustand KK, KK, £ ¢*, £ 7€~ beobachten. Man findet keine K-Paare

mit
und

von

"Spektatormodell” des Zerfalls:

derselben Seltsamkeit (Phys.Lett. 69B, 503 (1977))

. +
keine u

K. Winter,

zZerfall.

, v u, e e -Paare (j. Kirkby, zitiert

1979 FNAL Conf., S. 258}.

Ist er, wie vorausgesagt, V - A 7?

Die Impulsverteilung des e, u wirde eine Aus-
sage iiber V - A machen, aber man hat (noch)

nicht genug Daten.

Dies ist ein reiner V-Ubergang, also

unbrauchbar.

Dieser Zerfall ist verboten unter V - A (aus
denselben Griinden wie der m + ev Zerfall). Er

wird in der Tat nicht beobachtet.
Die flache y-Verteilung in 2-Lepton-Ereignissen

ist in Ubereinstimmung mit einer V - A Wechsel-

wirkung.

+ 1
Q:/‘l4f

w+ VC,%)CL

5.00:62 +411¥u€2¢

&

AL
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Hieraus liest man ab (Vernachlidssigung der Amplitude mit

d -sxnec):

A8 =4C fUr nicht leptonische Zerfédlle

A S =48C=4sQ f£fir leptonische Zerfélle

- ist experimentell bestdtigt.

Man liest weiterhin ab:

(«) ,
T(D = Kev 1 TDs K v} T (Do Hadrawe ) X {1113
(Der Faktor 3 ist der Farbfaktor von u J).

Ferner
5

Rate D » K e v M (D} 2
o / tan 0,

Rate K2 > me v [ M (%)

Diese Beziehungen sind ungefdhr mit den Messungen o.k. fur das

p*.

Die gemessene Lebensdauver des D+ ist ~v0.7 -10—123, theoretisch
-12

erwartet wird ~ 10 s.

Dagegen ist die Lebensdauer des p° wesentlich (> Faktor 3 ) kiirzer
als die des D+. Das Spektatormodell kann also allein so noch nicht
stimmen. Fiir den D°

beitragen (die es fiir D+ nicht gibt):

T Y - 4

»V* Z + J g)gwr + .

A1

(Vermutete Erkldrung) Gluon

_zerfall KWYnnen wesentlich die folgenden Liagramme
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3.3 Charmonium

Im Gegensatz zu den D~ und F-Mesonen haben die ¢ C-Zustinde

J/¢¥ und e die Quantenzahlen C = S = O und k&nnen demnach
vermbge der starken Wechselwirkung zerfallen. Trotzdem ist

ihre Breite sehr klein (z.B. ist T (J/¥) = 70 KeV - etwa

lO4 mal kleiner als man naiverweise glauben sollte). Der Grund
ist wohl die Okubo-Zweig Regel (s. Bemerkungen im AnschluB an
Gl. 2 .15). Da die Masse des J/¥ unterhalb der Schwelle der D D-
Paarerzeugung liegt, konnen die c-Quarks nicht im Endzustand
auftreten, sondern miissen annihilieren, was ihnen aus Griinden
schwer f£d1lt, die man in der QCD qualitativ verstehen kann:

Wie das J/¥ zerfallen Wie das J/¥ zerfallen muB

méchte, aber nicht kann {ungern)
< T —
i -
i _ -
- d = -~
T } D _
J/\P J’r‘}’ 3G{uonen  Hadeowen
Das n (JP = 07) ist vermutlich der bei der Masse 2980 MeV
gefundene Zustand._}
i -
Das J/v ist der J =1 ~Zustand, in Farb-Wellenfunktion explizit
geschrieben:
v -1 r_1
| T -t )
= 1 + L £ + L.
| ‘T/‘f'> \3 ( r {1' S ﬁ] ﬁ)
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Eigenschaften (s. G. Abrams, Proc. 1975 Stanford Conf. S. 25):

(i) Spin /%aritét JP = 17 - erwartet nach Quarkmodell - bestdtigt
durch Messung der Interferenz der Amplitude A(e+e- > J/Y > u*u-)
mit der Amplitude des QED-Prozesses Attete” - utu)
(i1} Isospin I= O - erwartet nach Quarkmodell, da das c-Quark

I = 0 hat.

Bestdtigt durch Nachweis des Zerfalls
J/¥ ~ A A

der wegen I{A) = O sonst verboten widre. Hieraus folgt nach

Abschn. (1.6) u. (1.7) fiir die G-Paritit

G{(J/¥) = -1

d.h. das J/y darf nur in eine ungerade Zahl von Pionen zerfallen

4 ol

. W (g
¥ ¢ = g& =6-_”“h_/&
v L ) Rt #/64’[
¢ - o s af Y B
< At - ausse futl Sly
g
3 4
2

A T

3 4 b:_ é 7. . Zalil des Pl'ukgw

(acad, SLACG-LBL Kell. | S G Afvars )



