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TOUSCHEK-EFFEKT FUR DEN FALL, DAR DIE MITTLEREN
QUADRATISCHEN IIPULSE FOR

VERTIKALE UMD RADTALE RICHTUNG CLEICH SIND

ven

U, V3lkel







Touschek-Effekt fiir den Fall, daBR die mittleren

quadratischen Impulse fir

vertikale und radiale Richtung gleich sind

Nachl), Gleichung (9), ist die Elektronenverlustrate durch ela-

stische e -e -Streuung innerhalb eines Runches segeben durch

1 2 2pc
R = }Y. o(p) (1)
\Y E

Hierbei ist V das Bunch-Volumen, E die Sollenergie, p der hal-

be Relat1v1mpuls zweier herausnevrlffener Elektronen der Impul-

se P1 und P2, 2p = lP -P l, o(p) der Wirkungsquerschnitt nachl)
Gleichung (8)*)und dny (1 = 1,2) die Anzahl der Teilchen im

Bunch mit Impuls P

Wir benutzen das Koordinatensystem des Speicherrings; z in
Richtung des closed orbit, x in radialer, y in vertikaler Rich-
tung. Setzen wir weiter voraus, daf alle Teilchen im Bunch die
gleiche Energie E besitzen und daf die Iinkel der Impulse gi
gegen die z-Achse k1e1n sind, so haban wir (P ) ~ Po,und die

+) Wir schreiben hier p filr p,
1) 4. vslkel, DESY 67/5 (1967)
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Vertellungsfunktlon fir d1e Impulse f(D ) hdngt nur von der
Projektion p des Vektors P auf die (x,j)-Ebene ab., Weiter
setzen wir voraus, daB f(F ) nur vom Betrag P; des Vektors p
abhdngt. Damit betrachten wir den anderen Extremfall zu dem

ini) untersuchten, wo

£(B;) = £lp;.) & (p; y)

Wir haben somit

dn; = N f(p;) dp;y dpiy s N

und

< ($450y)
(2)

= Anzahl der Teil-
chen im Bunch

) :
8 wcl
R : R f dp, P4 £(4) j dp,p,f(p,) fd¢ p ol(p) (3)
O [e) [e) o

(5p ist der maximale Transversalimpuls)

Es wird sich zeicen, daB® die Integrale in (3) auch fiir n=+0

konvergieren (vergl.l) Cleichung (8)) im Gegensatz zum Fall

. . Ak : . . 4
der eindimensionalen Vertellung 1n

in der Formel fiir o(p) und erhalten

. ir setzen also n=0

(%)
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Weiterhin fithren wir in (3) neue Intecrationsvariabeln ein:

Al

1 2 2
P =5 \/Pi +py, - 2p1p2cos¢

-1 8
a =7 (pp*+py) (5)
-1 -
b =3 (p2 pl)
Filr eine GauBverteilung der Transversalimpulse
(22
1 8q
f(pi) 3 e———— @ 5 (6p = = ) (6)
n(8q)
erhalten wir dann
. N LRt ohl 2 0 5
32r 2.n% ( - (8q) 3 SBe m (8q)
R = o 3 m g(p)dp | db da(a“=h" ) ————m——s
V(sp, ) (6a)" L A 2 _ 23 2. pz‘
(7)

i 2 2
a(p) = 1+p2 (1+ __2_7)

1 +p
Die Integration von (7) liefert:
Yrp ¢ (o} N2
R = o — (8)
V(Gpmax)
1
1 1 2 1 1
mit J=——-—2-(1+———2-)e (8q) Kl-—-z--Ko-——z-
(8q) (8q) (8q) (8q) ’

wobei Kv die Besselfunktionen 2. Art bedeuten.







Fiir die beiden Crenzfille extremrelativistischer und unrelati-

vistischer Transversalimpulse erhalten wir

§q »>> 1: J =1 (9a)
JZﬂ 0,626 (9b)
. J = = 2.
b, e i T5q 3q

Der Fehler AI in der asymptotischen Formel (9b) ist
begrenzt durch 0 < AT < 0,3924q.

Benutzen wir statt (6) eine Rechteckverteilung:

£(p;) =) —— £l p; < 6p
m(8p)
0] fiir pi > §p (10)
8q = &p JE‘ :

so werden wegen der endlichen Integrationsgrenzen die Integra-
tionen in (3) wesentlich komplizierter. Lediglich die beiden
(%a,b) entsprechenden Crenzfille lassen sich geschlossen inte-
grieren, und wir erhalten

§q >> 1: J=1 Cita)
5q << 1t J = 9;%%1 (11b)

Der wichtisste Punkt ist, da® hier, im Gegensatz zu den Ergeb-
nissen der Arbeit1), die Verlustratz R von n unabhifngig wird,

g B
wenn nur 5q + 0.
In Fig. 1 haben wir J(é&q) nach Formel (8) gegen éq aufgetragen,
zusammen mit den beiden Xurven fiir X&§q) nachi) Gleichung (21)
flir n = 10-3 und n = 10"“. Filr jede reale Verteilung f(ﬁi) soll=-
te der lert fiir .J zwischen diesen Grenzkurven liegen.






Die Halbwertszeit t ist gegeben durch

I |
R |
O
R uwrozc t)
mit: G 5 =p B ee———— e J
N V(8P 1y (12)

No = Zahl der Teilchen im Bunch zur Zeit t = 0

t+)
Beim Vergleich mit 1 beachte man, daf wir hier in (3) iber

alle Teilchen im Bunch zweimal integriert haben, daR anderer-

seits bei jedem Prozef zwei Teilchen verloren gehen, so daf

: aN _
jetzt TIE = R
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ANHANG

Der allgemeine Fall verschiedener mittlerer quadratischer Im=-
pulse fiir radiale und vertikale Richtung (5qx bzw. 6qy) 148t
noch eine Abschitzung fiir die beiden Extremfdlle (unrelativi=-
stisch bzw. extremrelativistisch) zu. Die Impulsverteilungs-

funktion hat dann die Gestalt:

3 _ 2 2 5

f(p) = 11; V AB e (Ap,~ + pr ¥ BES
2 2 . 4 2 2 _ 1

6 - T — 6 - - —

(°q,) Px 58+ 09y Py 7B - (13)
2 2 2 _ A+B

6 - =

(9q) Py * Py = 7B

In Gleichung (1) haben wir jetzt vier nicht triviale Integra-
tionen auszufithren, und statt (3) erhalten wir:

8cN2AB

y i - 1 amr(p, Pp, )
R = —ﬁ;"— ) pldpl ! pzdp2 e

(14)

m

l d¢ poa(p) I (?%ﬁ vgiu+p2u+2p12p22cos(2¢) )

I (x) ist die modifizierte Besselfunktion 1. Art, I (O) =1,
so daB wir fiir A = B wieder die Cleichung (3) erhalten mit
f(pi) aus (6).

Die Koordinatentransformation (5) liefert jetzt

2 .2 o w
32r “cN"AB 2,.2
R = —2 [ db I da. (aPebly iSAERILREBTY ¥
) [} b

V(Gpmax

(15)







u

x dp_g(p) T ((B_A) ﬁzﬂ)z)z _ u(az_pz)(Pz_b2)>
b \Ja?-p?) (p2-b?)

2
mit g(p) =\ 1+p> (1 + 2-7)2
1+p

Da Io(x) monoton wichst, haben wir

IO((B—A) \Fa2+b2)2-l&(a2-p2)(p2-b2)) Io((B-A)(az-sz)) 3

so daR wir fiilr R die obere Crenze erhalten:

32r°2cN2AB 5 ~(A+B) (aZ+b%) 5
R £ 5 db da(a“=b“) e Io((B-A)(a +b°) *
b

V(Gpmax) b

(16)
+)

a
‘~£ dp_ i_?
v(a!-p )(p -bZ;‘

Definieren wir wieder J durch

Y r”?cN2
R = ) . ’
2

V((Spmax)

so erhalten wir fiir die beiden Extremfdlle:

a) extrem relativistisch: g(p) = Up

A+B

2YAB (17)

J £

H Das Cleichheitszeichen gilt in (16) genau fir B = A
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b) wunrelativistisch: g(p) = 1

s
I
::$]
=S
N
z:ﬁ
w| o
| |
Al
<
<
1
[N
N
e
~~
Flon
Flw
[N
<=
N
N

(18)

xdx 2x

1

D K
J. (1+x) Vi-x ( 1+x
o

In (18) bedeutetéﬁldie hypergeometrische Funktion, K das voll=-
stdndige elliptische Integral 1. Art.

Fiir den Fall A = B (v—+«) muB (18) in (9b) ilbergehen, Das ergibt
D = n , Die hypergeometrische Funktion lautet in der Reihendar-

stellung
5 3, 4.1, . (4n+1) 1! 1
2F1 (T;’ ﬁ" 13 V2) -2 (n')z (uv)Zn (19)
n=o
Beachten wir noch, daB® nach (13) %é% =&%’ so erhalten wir
schlieflich '
a) extremrelativistisch:
1
A+B
J §
ZJAB
b) unrelativistisch:
. F (20)
DS N K S _Guns) i e
¥oNe Y (m1)?  (uy)*P
n=o
. B+A
- B=A J

Betrachten wir ein Verhiltnis der mittleren quadratischen Impulse
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§q,,
FE; = % , wie es {ilberwiegend in unserem Speicherring vor-
®
-liegt. Es ergibt sich dann Al .3
: B~ W’ 3
. a) J < 1,25 fir 8q >> 1
Vor 1
b) J < m E o 3,22 filr 6q << 1
Ay . 2
Fiir 3 = =% erhdlt man entsprechend
X

a) J £ 1,083 fir 6q >> 1

b) J <

V2w b | .
T g + 1,074 flir 68q << 1

Bezeichnen wir mit AJ die Differenz zwischen dem richtigen
Wert J und demjenigen 'ert, bei dem wir ein Impulsverhdltnis
6qy/6qx = 1 voraussetzen (also die Gleichung (8) benutzen).

Die obigen Zahlenbeispiele liefern dann:

§q
. = 32 a) Aj?.s 25% fir 6q >> 1
X
b) A < 22% fiir 8q << 1
2
8q
EX =% @ & < 8,38 fiir 8q >> 1
- X
b) AJQ < 7,4% fFir 8q << 1

In jedem Fall sind die oberen Schranken fiir den relativen
Fehler AJ/J im Bereich sehr kleiner 6&q und sehr grofer gq von
der gleichen Gr&Renordnung, SO daR wir annehmen k&nnen, daf
auch im Zwischenbereich diese Schranken pelten.

Fiir den extremrelativistischen Fall s >> 1 (g(p) = up) kann
man Gleichung (15) auch exakt integrieren und erhdlt dann,

wie schon gewohnt, J = 1.
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