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Touschek-Effekt fur den Fall, daR. die nittleren

quadratischen Impulse far

vertikale und radiale Richtunp, gleich sind

1 ^

Nach , Gleichung (9), ist die Elektronenverlustrate durch ela-

stische e -e -Streuung innerhalb eines 3unches ^e^eben durch

ff dNl d!I2 2^c
R = If a(p) (1)

n V E
o

Hierbei ist V das BunCh-Volumen, E die Sollenergie, p der hal-

be Relativimpuls zwaier heraus^egriffener Elektronen der Impul-
± •*• I "*" * 1)se P1 und P« , 2p = I P^-P, , o ( p ) der v/irkungsquerschnitt nach

Gleichung ( S J ^ ^ u n d dN- (i = 1,2) die Anzahl der Teilchen in
•*

Bunch mit Impula P. .

Wir benutzen das Koordinatensysterr. des Speicherrin^s ; z in

Richtung des closed orbit, x in radialer, y in vertikaler Rich

tung. Setzen wir welter voraus » daP) alle Teilchen in Bunch die-»•
oleiche Energie E besitzen und da.^ die '7inkel der Inpulse P.

O _^. -L

gegen die z-Achse klein sind, so habsn wir C P . ) a# PQ»un^

VJir schreiben hier p fur p

1} U . Volkel, DESY 6 7 / 5 (1967)
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Vertellungsfunktion fur die Impulse f ( p . ) hangt nur von der
_>. •+•

Projektion p. des Vektors P. auf die (x,y)-Ebene ab. Weiter

setzen wir voraus, date f (? . ) nur vom Betrag p. des Vektors p.

abhSngt. Damit betrachten wir den anderen Extremfall zu dem
1)in untersuchten, wo

f(p.) = f(p. )
Fi "ix

haben sonit

+ P2

(2 )

d T I - = N f ( c - ) dp- , dp. , N = Anzahl der Teil-
1 1 1 X 1 y i_ • n —1_cnen im Bunch

und r $P It

f r
ct \ \ \ o ^

dp1P1f(p1) J dp2P2 ?2 J d* P a(?) (3)
o o o o

( *p ist der naxirr.ale Transversalimpuls)

Es wird sich zei^en, da.6 die Integrals in (3) auch fur n^O
1 )konvergieren (vergl, Gleichung (8» im Gegensatz zun Fall

1)der eindimensionalen Verteilung in ' . '/ir setzen also n = 0

in der Forme 1 fiir a ( n ) und erhalten

Q

o(p) = ° J_l_ [1 + - . j (4)
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Weiterhin ftihren wir in (3) neue Inteqrationsvariabeln ein:

1 ./ 2
= 7 Vpi +

a = j (p2 + p1)

FUr eine Gaufiverteilung der Transversalimpulse

(5)

f (p ) = ? e
TrUqK

(6)

erhalten wir dann

2 b

32r cN

2 2*-a

R =
(5aK 9 9e , , 2 , 2. e— da(a -b ) —|db

o VP " D P
2 2 1
a - p

(7)

mit 2 \
1 +

1 + p

Die Integration von (7) liefert:

R =

2 2
c N

(8)

mit J .JL, (i*.! K. - K
O 1

wobei K die Besselfunktionen 2. Art bedeuten.





Ftir die b3idon Crenzfalle extremrelativistischer und unrelati-

vistischer Transversalinpulse erhalten wir

6q » 1: J = 1 (ga)

« 1: J = = 0 , 6 2 6 (9b)
45c 6q

Der Fehler AI in der asymptotischen Formel (9b) 1st

begrenzt durch 0 < Al < 0,3926q.

Benutzen v;ir statt (5) eine Rechteckverteilunc:

1 1
—£. fur ?i,< 6p

0 fur p^ > 6p

6q - 6p
<

so warden wegen der endlichen Integrationsgrenzen die Integra-

tionen in (3) wssentlich konplizierter. Ledi^lich die beiden

( 9 a , b ) entsprechenden Crenzfalle lassen sich -eschlossen inte-

grieren, und wir erhalten

6q » 1: 'T = 1 ( l la)

Sq « 1: J = U ^ j 7 (lib)
^ 6q

Der wichtifrste Punkt ist, daJi hier, im Gegensatz zu den Ergeb-
1)nissen der Arbeit , die Verlustrate R von n unabh^ngig wird,

wenn nur -~ -+ 0.6q

In Fig. 1 haben wir J(6q) nach Formel (3) gegen 6q aufgetragen,
1)zusammen mit den beiden Kurven fur ,K6q) nach Cleichung (21)

fur n = 10 und n = 10~ . Fur jede reale Verteilung f(p.) soil-x
te der '.Tert fur J zv;ischen diesen Grenzkurven lie^en.





Die Halbwertszeit T 1st gegeben durch

0

2c t)
K O Tmit: a = -2 = - *• • J . ,
NZ V(6p

r

N = Zahl der Teilchen im Bunch zur Zeit t = 0o

t) 1}

Beim Ver^leich mit beachte man, dafl wir hier in (3) fiber

alle Teilchen im Bunch zweimal inte^riert haben, daft anderer-

seits bei jedem Prozeft zwei Teilchen verloren gehen, so da£

jetzt - -R
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A N H A N G

Der allgemeine Fall verschiedener mittlerer quadratischer Ira-

pulse fur radiale und vertikale Richtung ( 5 q bzw. 6q ) laftt

noch eine Abschatzung fiir die beiden Extremfalle (unrelativi-

stisch bzw. extremrelativistisch) zu. Die Impulsverteilungs-

funktion hat dann die Gestalt:

f(p) = ir

x 2 ~2

= Px + Py
2 A+B

2AB

)

py 2B (13)

In Gleichung (1) haben wir jetzt vier nicht triviale Integra

tionen auszufiihren, und statt (3) erhalten wir:

* •
( A + B ) ( p

o o
IT

o

po(p) B-A 2 2
C08(2*)

I (x) ist die modifizierte Besselfunktion 1. Art, I (0) = 1,o o
so daft wir fiir A = B wieder die Gleichung (3) erhalten mit

f ( p . ) aus ( 6 ) .

Die Koordinatentransformation (5) liefert jetzt

2 2c!I AB
R =

VUp )2•̂

W

f
db

o b

da (a2-b2) e - C A + B ) ( a 2 + b 2 )

(15)
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a

{ d° R<P> io ((B-A) J(a2+b2)2 -

mit g(p) = y

Da I (x) monoton wachst, haben wiro

I/CB-A) ^(a2+b2)2-4(a2-p2)(P2-b2) I(B-A) (a2+b2

so daft wir filr R die obere Grenze erhalten:

QQ OO

32r 2cN2AB
R £ - - -

V(6p̂ Kb

f

Definieren wir wieder J durch

R = 2

so erhalten wir ftlr die beiden Extremf alle

a) extrem relativistisch: g(p) =

2 2 - ( A + B ) ( a +1
ia(a -b ) e

A^ g^^ A

IJJB-A)

(16

f )

^
)

Das Cleichheitszeichen ^ilt in (15) genau fiir B = A
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b) unrelativistisch: ;(p) =

I T T L/2AB n 1 VV-1 r, ,5 3. „ _ 1
- "T" VS+B 7 21

mit v = 3+A
B-A

D = xdx

(1+x)
K 2x

1+x

(18)

In (18) bedeutet ̂ F-die hypergeometrische Funktion, K das voll-

standi^e elliptische Integral 1. Art.

FUr den Fall A = B (v->«) mufi (18) in (9b) ubergehen. Das ergibt

D = IT . Die hypergeometrische Funktion lautet in der Reihendar-

stellung

5 3

(nt)
2n (19)

n=o

Beachten wir noch, da.B nach (

schlieftlich

a) extremrelativistisch:

2AB 1, so erhalten wir
= T

b) unrelativistisch:

J
2jr _1 fv*-l
4 6q v

n=o (n!)2 2n

v = B + A
3-A

(20)

Betrachten wir ein Verhaltnis der mittleren quadratischen Impulse
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rrr- = y j wie es xiberwiepend in unserem Speicherring vor-

A 5
liegt. Es ergibt sich dann w = 7T» v = T

H O

a) J <. 1,25 fur «q » 1

b) J .< - p - - • 1,22 filr 6q « 1

H.V 2
FUr —* = ^ erhalt man entsprechend

a) J < 1.083 filr 6q » 1

b) J < -~- -~ • 1,074 fur 5o < < 1

Bezeichnen wir mit AJ die Differenz zwischen dem richtigen

Wert J und demjeni^en Hert, bei dem wir ein Inpulsverhaltnis

6q /6q = 1 voraussetzen (also die Gleichunp (8) benutzen).

Die obigen Zahlenbeispiele liefern dann:

: a) - < 25% fttr

b) .̂ L < 22% fUr 5q « 1

= i: a) 4p < 8 ,3% far 5q » 1
uqx

b) 4i ^ 7 ,4% ftlr 5q <<: 1
u

In jedem Fall sind die oberen Schranken fur den relativen

Fehler AJ/J im Bereich sehr kleiner <5q und sehr ^rofler $q von

der gleichen Gr^Benordnun", so daft wir annehmen kttnnen, daft

auch im Zwischenbereich diese "Schranken ^elten.

FCr den extremrelativistischen Fall ^q » 1 ( g ( p ) = ^p) kann

man Gleichung (15) auch exakt integrieren und erhalt dann,

wie schon sewohnt, J = 1.
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