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l • Einleitung

Die Absorption der im Speicherring entstehenden Synchrotron-

strahlung stellt ein technisch schwieriges Problem dar. Für

beide Strahlen müssen insgesamt 1200 kW Strahlungsleistung

auf einer wegen des engen Strahlungskegels sehr kleinen

Fläche absorbiert werden. Falls es durch Vermeidung von

Koppelungen zwischen den Betatronschwingungen gelingt, eine

für die Luminosität günstige Strahlhöhe von etwa200 p ein-

zustellen, wird die maximale Strahlungsdichte auf dem Ab-

sorber etwa 20 kW/cm2 erreichen. Da die thermischen und

mechanischen Belastungen des Ab sorberraaterials bei diesen

hohen Strahlungsdichten sehr groß sind, ist es wünschens-

wert, die genaue Verteilung der Strahlungsdichte auf dem

Absorber zu kennen.

In der vorliegenden Arbeit soll zunächst der Öffnungswinkel

der Synchrotronstrahlung berechnet werden, der sich aus der

Verteilung der Strahlung um die Geschwindigkeit s riehtung

der Elektronen oder Positronen und aus der Verteilung der

Geschwindigkeitsriehtungen um die Bahnebene zusammensetzt.

Aus dieser Winke lverteilung und aus der vertikalen Verteilung

der Teilchen im Bunch folgt dann die Verteilung der Strahlungs

dichte auf einem zur Bahnebene senkrechten Absorber.

Falls die AbsorberoberflUche nicht senkrecht zur Bahnebene

steht oder gekrümmt ist, läßt s ich die Strahlungsdichte

näherungsweise aus den hier angegebenen Werten und dem Winkel

zwischen der Tangentialebene an den Absorber und der Bahn-

ebene bestimmen.

2. Berechnung der Winkel verteilung

Die gesamte WinkelVerteilung der Synchrotronstrahlung ergibt

sich aus der Verteilung der Strahlung um die Geschwindigkeit s

riehtung eines einzelnen Teilchens und aus der Verteilung

der Geschwindigkeitsrichtungen. Ein Elektron, daß sich in
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einem homogenen Magneten bewegt und gleichzeitig eine

vertikale Bet atronschwingungsamplitude besitzt, beschreibt

eine spiralförmige Bahn. Die Frequenz- und Winkelver-

teilung auf einer spiralförmigen Bahn ist in ( l ) berechnet

worden und kann nach einigen Umformungen durch folgenden

Ausdruck beschrieben werden

p
3 W c3v2cosii)

<v.*.a)d* ---^^
z Y4(c-vsin^'sin

(csin^-vsina) 2
2

9 9 : 9v • cos ̂ ^»cos^a

V'COS^COsot

. J (a) )

mit a =
c-v" sltnjj • sina

Hierbei bedeu ten :

P (v f 4 i » a) = S t r ah lungsd i ch t e eines E lek t rons pro Winkel -

e inhei t und pro F requenze inhe i t

v = H a r m o n i s c h e n z a h l der a u s g e s t r a h l t e n F requenz

i/* = Winkel der S t r a h l u n g gegen die Ebene des c losed o rb i t

a = Winkel der E lek t ronengeschwindigke i t gegen die Ebene

des c losed orb i t

v = E l e k t r o n e n g e s c h w i n d i g k e i t

Y 2 = ( 1 - V 2 / C 2 ) - 1

J (a) « B e s s e l f u n k t i o n v-ter Ordnung
v

W . » von einem Elektron auf der Spiralbahn abgegebene
el, a

Leistung

9 9 2 3 EW = cos^a W , = cos^a - r cy —rel,a e l ,o 3 6 R2

E = Elektronenenergie, r = Elektronenradius

R = Radius der Bahnprojektion in axialer Richtung



Die Suramation über alle v, d. h. übe r alle emi t t i e r t en

Frequenzen , kann genauso d u r c h g e f ü h r t werden wie im Falle

einer ebenen Bewegung des E lek t rons (2) und f ü h r t auf den

Aus d ruck
o W -i y cosacos i j j ^

p . (^ , a) dt/; — ( . — )
32 0-sln*.sim|03 ( l + b * ) ^ ( I + b 2 ) ^

s in i^-sina
mit b = y c o s a - •

l-s in fysina

In dieser Formel s ind einige G l i e d e r v e r n a c h l ä s s i g t wor-

den, was bei hoher E l e k t r o n e n e n e r g i e und k le inem Winke l a

z u l ä s s i g ist . Die B e d i n g u n g h i e r f ü r laute t

Y •cos a » I

Die Formel zeigt, daß das S t rahlungsmaximum genau wie bei

der ebenen Kreisbewegung in die Richtung der Teilchenge-

schwindigkeit fällt und um diese scharf gebündelt ist.

Der Winkel a hat, wie die spätere Rechnung zeigen wird,
— 3die Größenordnung a zz- a /ß ̂  10 « Daraus ergibt sich,

daß die Synchrotronstrahlung in guter Näherung, d. h. bei

Vernachlässigung der Glieder ty21 a2 und i|» • a gegen l,

genauso symmetrisch um die Richtung der Elektronengeschwin-

digkeit verteil t ist wie bei der ebenen Bewegung und da-

durch um den Winkel a aus dem closed orbi t herausgedreht

ist. Die Verteilung besitzt dann mit dieser Vereinfachung

die Form:

>el i v» "/ *el

. __3 w , 12_
1 *l G J_ * O i
-J £ l \ 4 ilf

Die Verteilung der Auslenkung z und der Steigung zf = tana

der Teilchen ist gegeben durch (Anhang I):



ßNP« -
h(z,z')dzdz' = exp { — (z2+(z'ß - zß /2)2)} dzdz '

2ira2 2a2

N ist die Zahl der Teilchen ira Bunch, ß die Amplituden-

funktion für die z-Richtung und o die St andardabweichung

der Verteilung oder auch kurz die halbe Strahlhöhe.

Die Integration über z liefert die Verteilung für z1:

h (..) . -—- exp
/27o /1+ß' 2/4

Die Ableitung ß 1 verschwindet auf dem größten Teil der

Bahn durch einen Magneten und nimmt nur an den Magnetenden

von Null verschiedene Werte an, die jedoch kleiner als
mm n

10 ' s ind , so daß ß ' 2 / 4 gegen l vernachläss ig t werden kann.

Da ß / a groß gegen l is t , l i e fe rn nur kleine Wer t e für z 1

einen wesen t l i chen B e i t r a g zur V e r t e i l u n g , so daß die

Nähe rung

z = tan et« a

b e n u t z t werden kann. Die Ve r t e i l ung der Tei lchen in z -R ich tung

hat dann die Form

B 2 _, 2
H

h. (a)dct = ——— exp { - — } da
/27a 2 a2

Die gesamte Strahlungsverteilung ist das Integral

P e l (^ -a ) h j ( a ) d a

3Wß C ß 2 ( 4 >
exp ( )(12(l+a2) -5(l + aO )da

3 2 / 2 7 T O 2a 2 y
-ÖD

Hierbei ist W - N W . die gesamte mitt lere Strahlungs-ei , o
le i s tung eines S t r ah le s .
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Zunächst läßt sich der Integrand in eine Taylor-Reihe

nach Potenzen von ty entwickeln
00

3Wß (n)2" f d2n &2a2
p(ljj) = i ( exp ( ) )

32/27a n ° (2n)! _£ da2n 2a2Y2

•( 12(l+a2)~"r/'i-5(J+a2)~?/'1) da

Im Anhang II wi rd gezeigt , daß das Integral auf konf luente

hypergeometrische Funktionen führ t , die hier durch U(a ,b ,x)

beze ichne t werden sollen.

, n»o / „ \T (2n)

(6U(n + i( -l, A) - (n+|) - U(n+-j ( -2, A) )

ß2
mit A «

Für die Berechnung der hypergeometris ehen Funktion mit Hilfe

einer Reihendarstellung ist es notwendig, daß der zweite

Parameter positiv ganzzahlig ist. Das erreicht man mit der

Umformung (3)

U(n+y, 1-k , A) - Ak U(n+k+-k 1+k, A)

Weiter ist es zweckmäßig, daß die hypergeometrische Funktion

nur einmal in jedem Glied der Reihenentwicklung für ty auf-

tritt. Das läßt sich mit Hilfe des Additionstheorems (3)

AU(n+y, 4, A) - -(n+I)U(n+Z., 3, A)+U(n+|, 3. A)

und einer anschließenden Umordnung der Reihenglieder erreichen.

Man erhält schließlich, wenn man noch das Additionstheorem

(2n)!'/rT-4 nlrCn+y) benutzt,für die Winkelverteilung der

Synchrotronstrahlung den Ausdruck:



Q2

r (n+
« " » «

'n +2> > 3» A^

Die k o n f l u e n t e hypergeomet r i sche Funkt ion läßt sich mit

H i l f e f o l g e n d e r Re ihendars te l lung berechnen (3).

. 3, A) - I - (n + i)i - -JL_ ?
A2 2 A k=

i^(x) ist die logar i thnis ehe Ableitung der Cammaf unkt ion , die

mit Hilfe der Funkt ionalgle ichung

iKx) = iKx-i)+ -!_
x-l

und der Anfangswerte

!|;(1 ) - - C = - 0.57721567

i|>( ) = - C - In4 = - 1,9635100

berechnet werden kann.

Die angegebene Reihendarstelluug für die Winkelverteilung wird
a

unbrauchbar, wenn — » Y gilt, d. h. wenn die Strahldivergenz
o

klein ist Ce5en die natürliche Divergenz der Synchrotron-

strahl uns. °ie Reihe konvergiert dann sehr langsam und die

auftretenden Summanden werden zu groß. In diesem Fall ist es

günstiger, eine asymptotische Näherung für die Integral-

darstellung für p('40 zu wählen.

, — oo
3 W y / A / Ä 2 S'/i »/i

""' 2)" -5(l + ( a + ^ Y ) 2 ) " } da
32/7

-00
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3WY/Ä"

32/7

3WY

3 2

cor "A«2 , 2 f" 5 -5f" 7 + 5a2(36f- 7 -70f - 5 + ^ . f" 1 1 ) } da

-

mit f = /1+Y2*2

Diagramm 1. zeigt die Winkel Verteilung der Synchrotron-

strahlung in einer normierten Darstellung, llan sieht, daß

der Einfluß der S t rahldivergenz dann wirksam wird, wenn
a

— in die G r ö ß e n o r d n u n g von y k o m m t .

F ü r die maximale S t r a h l u n g s d i c h t e , d. -i. für fy = 0 ( kann

das In tegra l gelost w e r d e n , und man erha 1t

3W Y ß r°* ß 2 X 2 _r/> _7/

p ( 0 ) = l exp ( - ——— ) ( l 2 ( l + Y 2 X 2 ) ~ ^ - 5 ( 1 + Y 2 * 2 )
3 2 / 2 7 T O J 2a 2

- 00

3 W y ß

3 2 2 T T O i Y 5 3 s 2

16 32

— _ exp (

a a

~1

3Wß

- Oo

3

2o /s+X 2

exp ( -

, o*

9 2

2o /s + X s = l / Y 2

s ß l p QS D

(2 — exp ( ) K ( )+ exp( ) K„ ( ))
3s 2 4a 2 ° 4a 2 3 Y 2 3 s 3 4a2 ° 4a 2 8 - 1 / Y 2

T T

WY s/2
- A7rf
16/V

A 8 A
-) + (--2A-9)K, (-
2 A 1 2

Im D i a g r a m m 2 ist die max ima le S t r a h l u n g s d i c h t e in Abhäng igke i t

von de r Energ ie f ü r ve rsch iedene Pa rame te r a / ß a u f g e t r a g e n

worden.



3. Berechnung der Leistungsdichte auf dem Absorber

Es wird angenommen, daß die Absorberoberfläche eben ist

und senkrecht auf der Bahnebene im Magneten steht, Falls

der Absorber in Rippen aufgeteilt ist, erhält man die

gesuchte Leistungsdichte auf folgendem Wege. Man legt

durch den Punkt, in dem man die Leistungsdichte bestimmen

möchte, die Ebene, die senkrecht auf der Bahnebene steht

und den kleinsten Winkel 6 mit der Tangentialebene anmin
den Absorber bildet t In dieser Ebene berechnet man die

Strahlungsdichte nach der unten angegebenen Methode und

multipliziert den gefundenen Wert mit cos 6 .min

Auf dem ebenen Absorber befindet sich ein rechtwinkliges

Koordinatensystem (£,n) , so daß die Leistungsdichte als

Funktion dieser Koordinaten zu bestimmen ist.

d
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Die A u s d e h n u n g des S t r ah le s in rad ia le r R i c h t u n g wi rd

v e r n a c h l ä s s i g t , da sie klein ist gegen die A u s d e h n u n g

der S t r ah lung auf dem Absorber , die allein durch die

Krümmung der Bahn hervorgerufen wird . < f > . und $„ be-

ze ichnen A n f a n g und Ende des M a g n e t e n .

Die vom S t r a h l e l e m e n t Rd$dz u n t e r dem W i n k e l fy gegen die

Bahnebene abgegebene Leistung ist

d<f>
dp = — h _ ( z ) d z p ( i ^ )d i | j ,

2, 2

wobei h - ( z ) die V e r t e i l u n g des S t r ah l s in z - R i c h t u n g is t

und durch

h 0 ( z ) -

( - )
2o2

gegeben ist. Das zugehörige Fläche ne lerne nt auf dem Absorber

ist

dF =
COS < t ) C O S 2

D a r a u s e r g i b t s ich d ie S t r a h l u n g s d i c h t e zu
co

i r i
S ( C , n ) - — • h.(z)p(ilO cos^cos2^ — dz

Die Winkel $ und ^ und der Abstand l sind durch f

Beziehungen nit den Koordinaten £ und n verknüpft

l2 = C 2 + 2 £ U + d2

R ( R+ 5 ) + 1 d
COS

(R+ 2j. j2



n-z

l

l n-z 2
- l + ( )

CO8 2 l J t l

Ä* exp ( )
l

Die le tz ten Näherungen fo lgen da raus , daß h« (z) für z > a

schnell gegen Nul l geht und o « l gilt .

Setzt man die in Abschni t t 2 angegebene Bez iehung für

ein, so erhäl t man

3 W ß c o s < f °° °* z2 S 2 ( Y ( n - z ) - a l ) 2

I 2 8 7 r 2 o 2 l 2 .Jj _4 2a2

( n - z ) 2 _ 2)-^-5(1. da)-**

l2

dzda

Die In tegra t ion nach z läßt sich direkt aus führen und ergibt

3 W ß c o s < f > r n 2

s(n t O

_ .3/2
- B(a+ - ) ) ( I 2 ( l + a2) - 5 ( l + a 2 ) '*) da

3Wßcos* l Y i n on
OO £_ LL

. Z ( )
rz— i /T^—T5—^—T n=o ,« v . i ? . - * 2T / 2 T T o l » ' l z - * - ß z + 2a z ( 2 n ) l l^ + 2a^

oo
d2^ n2 r/;

- B a 2 ) ) ( 1 2 ( l - f a 2 ) "

- 5 < l + o 2 ) " )do

/ da2n !2+2a2
- oo

mit der Abkürzung

ß 2 ( ! 2 + 2 a 2 )
B = -

2 a 2 y 2 ( ! 2 + ß 2 + 2 o 2 )

- l 2
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Das In t eg ra l läßt sich wieder , wie in Anhang II gezeig t

is t , du rch eine k o n f l u e n t e hype rgeome t r i s che Funk t ion

a u s d r ü c k e n und ergibt zunächst

Wycos<}>/F n2 r(n+y) n

SU,n) = exp ( ) £ (-C) •
n ° n!

• (12U(n+ i, -l, B) - (2n+5)U(n+ -j, -2, B))

2
mit C

2ö2(l2 + 2a2)(l2 + ß2-f2a2 )

Nach einigen Umformungen, wie sie in Abschnitt 2) angegeben

sind, erhält man schließlich

n2 . (-C)n
1 exp (- ) l •

n!

• vy-u-ru vy-uy —y / * \IL-T •=•) U(n+ -j, 3f B)

Diese Reihe konvergiert sehr langsam für große B, d. h.

wenn

ö2 o2 l

T2" T2" ~
gi l t . In d i e sem Fal l kann man eine a s y m p t o t i s c h e N ä h e r u n g

angeben , d ie f o l g e n d e Ges t a l t b e s i t z t :

3' ,7Ycos<J> n 2 5 7
5(4, n) -^ ' • exp ( ) {12g" -5g~ '

647T l/!2+2a2

2B

?
nl +

(!2+2a2
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In den Diagrammen 3 bis 9 sind die S t rah lungsd ich ten f ü r

drei verschiedene Absorber in hor izon ta le r und ver t ikaler

Richtung aufge t ragen worden . Für d ie hor izonta le Richtung

ist s tat t der oben def in ie r ten Var iab len f. die neue

Variable c; gewählt worden, so daß der Koord ina tenursprung

immer im Diagramm liegt.

Für die Parameter sind bei den Rechnungen fo lgende für

den DE SY-Spei eherring vorgesehenen Wer te benutz t worden :

E * 3 GeV

W « 600 kW

R = 1 2 , 1 9 m

ß - 1 2 , 4 m

Den Herren Drs. R .D . K o h a u p t , H. Pingel und G. Ripken

möchte ich an dieser Stelle für klärende Diskussionen

danken.
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Anhang I

Falls keine Kopplung zwischen den beiden Betatronschwingungen

vorhanden ist, kann die vertikale Schwingung in folgender

Form geschrieben werden (4).

Z - /£ ß (s) COS (

ß(s)

Mit Hilfe der Ableitung z* kann man nach der Integrations-

konstanten e auflösen und bekommt

I
e = (z2 + (zfß(s) - zß'(s)/2)2)

ß(s)

Bei der S t r e u u n g am Res tgas und be im D u r c h g a n g durch ein

C a v i t y w i r d z ' und dami t c s p r u n g a r t i g geänder t . Bei der S t r euung

am Res tgas ist A z ' = 0 und beim Durchgang durch ein Cavi ty ist

Az ' « - z 1 AE /E. Damit erhält mancav

Ae = ( 2 z ' ß - z ß ' ) ( 0 - z f A E /E) + ß( 0 - z ? A E /E)2
cav cav

Bei der ilittelung über den ganzen Umfang und Über alle Streu-

winkel verschwinden alle in z, z* und 6 linearen Glieder und

man bekommt

< Ae > —
—— = -2ae + <ß> 02 m
At

<A 2e>
- 2e <6> O2 m

At

Mit 2a sind alle Faktoren bei e zusammengefaßt worden, so daß

a die Darapfungskonstante darstellt, m" ist die Zahl der Streuungen

pro Zeit.
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Die stationäre Fokker-Planck-Gleichung nimmt mit diesen

Mittelwerten folgende Form an

(2ae - <ß> 02 m) h+ .- (E <ß> Ö2 m h) - 0
o £

Die Lösung ergibt sich zu

2ae
h(e) « h exp ( - — "ĵ "

<ß> e2 m

Ersetzt man e durch z und z f und bestimmt ho so, daß das

Integral über z und z1 gleich N ist, bekommt man schließlich

h(z, z«) - - exp ( -- (z2+(z'ß-zß'/2)2))
2o2

<6>ßQ2 m
mit a2 *

4a
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Anhang II

Folgende Beziehung läßt sich mit Hilfe der vollständigen

Induktion beweisen:
c*>
d2n . .2 , /0 F(n+k/2)
' dx = (-4A)n

dX2" T(k/2)

r(n+j) U (n+1, ~, A)

U(af b, c) ist die konfluente hypergeometrische Funktion (3).

Zunächst gilt für n - l und für alle k:

d2 -Ax2 W

( e ' )(1 + X2) dX = 4A

-L ^2
= 4A2 r(-|) U (~, ££&-, A) - 2AF(i) U (-5-, -̂ -, A)

ri* J* ^ £i A» J«

r(l+k/2) . . „
. - 4A r (4) u (f. ̂ r-, A)

r(k/2)

Die letzten beiden Beziehungen folgen aus (3). Weiter gilt
00 PO

dX2n
dX = k (

_;

((k+l)(H-A2)~" - (k + 2)(l + X 2 ) ~ ) dX

F(n+l+k/2)

r(i+k/2)
k (-4A)n - r(n+)((k+I) U (n+ f , A)

) U (n+, ̂ -, A))
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r ( n + l + k / 2 )
2k (-4A)n r(n+i) A (U(ft+*l •*•?=•, A) - U(n+i, î, A»

r ( l + k / 2 )

r ( n + l + k / 2 ) 3

(-4A)n+ r (n+f) U (n+4, i», A)
r ( k / 2 ) '

Hierbei wurden weitere Additionstheoreme aus (3) benutzt«

Die letzte Gleichung ze ig t» daß die Behauptung für n+1

r icht ig ist, f a l l s sie für n r ichtig war . Da die Gültig-

keit der Behauptung für n = l gezeigt worden ist, folgt

hieraus die Gültigkeit für alle n.
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W / c m
Vertei lung der St rah lungsd ich te in horizontaler Richtung

Paramete r : Halbe Strahlhöhe in mm
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Fig. 5



W / c m * Verteilung der Strahlungsdichte in vertikaler Richtung

50 Parameter: Halbe Strahlhöhe ff in mm
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t s i o , s :
W / c m 2 Verteilung der Strahlungsdichte in horizontaler Richtung

Paramete r : Halbe Strahlhöhe 6 in mm
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Vertei lung der S t r a h l u n g s d i c h t e in ve r t i ka le r R i ch tung

Parameter : Halbe St rah lhöhe 6 in mm


