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Einleitung

Die Absorption der im Speicherring entstehenden Synchrotron-
strahlung stellt ein technisch schwieriges Problem dar. Fiir
beide Strahlen miissen insgesamt 1200 kW Strahlungsleistung
auf einer wegen des engen Strahlungskegels sehr kleinen
Fldiche absorbiert werden. Falls es durch Vermeidung von
Koppelungen zwischen den Betatronschwingungen gelingt, eine
fiir die Luminositdt gilinstige Strahlhdhe von etwa200 yu ein-
zustellen, wird die maximale Strahlungsdichte auf dem Ab-
sorber etwa 20 kW/cm? erreichen. Da die thermischen und
mechanischen Belastungen des Absorbermaterials bei diesen
hohen Strahlungsdichten sehr groBf sind, ist es wiinschens-
wert, die genaue Verteilung der Strahlungsdichte auf dem

Absorber zu kennen.,

In der vorliegenden Arbeit soll zunichst der Offnungswinkel

der Synchrotronstrahlung berechnet werden, der sich aus der
Verteilung der Strahlung um die Geschwindigkeitsrichtung

der Elektronen oder Positronen und aus der Verteilung der
Geschwindigkeitsrichtungen um die Bahnebene zusammensetzt.

Aus dieser Winkelverteilung und aus der vertikalen Verteilung
der Teilchen im Bunch folgt dann die Verteilung der Strahlungs~-

dichte auf einem zur Bahnebene senkrechten Absorber,

Falls die Absorberoberfliche nicht senkrecht zur Bahnebene
steht oder gekriimmt ist, 1i8t sich die Strahlungsdichte
niherungsweise aus den hier angegebenen Werten und dem Winkel
zwischen der Tangentialebene an den Absorber und der Bahn-

ebene bestimmen.

Berechnung der Winkelverteilung

Die gesamte Winkelverteilung der Synchrotronstrahlung ergibt
sich aus der Verteilung der Strahlung um die Geschwindigkeits~-
richtung eines einzelnen Teilchens und aus der Verteilung

der Geschwindigkeitsrichtungen. Ein Elektron, daf sich in




einem homogenen Magneten bewegt und gleichzeitig eine
vertikale Betatronschwingungsamplitude besitzt, beschreibt
eine spiralfdrmige Bahn. Die Frequenz- und Winkelver-
teilung auf einer spiralfdrmigen Bahn ist in (1) berechnet
worden und kann nach einigen Umformungen durch folgenden
Ausdruck beschrieben werden

1 342
Jel.ac vecosy

3
(vyv,a)dy =

- - ( 372 (a) +
el 2 y4(c-vsinye+sina)3 v
(csinw—Vsina)2
« J2 (a) ) dy
v2ecos?y+cos?a v
vecosycosn
mit a = v

c=vesiny*sina
Hierbei bedeuten:

Po1 (vyV¥,a) = Strahlungsdichte eines Elektrons pro Winkel=-

einheit und pro Frequenzeinheit
v = Harmonischenzahl der ausgestrahlten Frequenz
y = Winkel der Strahlung gegen die Ebene des closed orbit

o = Winkel der Elektronengeschwindigkeit gegen die Ebene

des closed orbit

v = Elektronengeschwindigkeit
.Y2 - (l_v2/c2)-l
Jv(a) = Besselfunktion v=ter Ordnung
We1 g = 'voun einem Elektron auf der Spiralbahn abgegebene
’
Leistung

- 2 & 24 2 g

wel,a cos“a wel,o cos“a 3 r,cy 2

E = Elektronenenergie, r, = Elektronenradius

R = Radius der Bahnprojektion in axialer Richtung




Die Summation {iber alle v, d. h. iiber alle emittierten
Frequenzen, kann genauso durchgefiihrt werden wie im Falle

einer ebenen Bewegung des Elektrons (2) und fiihrt auf den

Ausdruck
3 wel.oycosacosw 12 5
Pel(Waa)dw = —-— ( 2y 52 - 2172 ) dy
32 (1-sinys+siny) 3 (1+b<) (1+b%)
siny=-sina
mit b = ycosa

l=-sinysina

In dieser Formel sind einige Glieder vernachlissigt wor-
den, was bei hoher Elektronenenergie und kleinem Winkel a

zuldssig ist. Die Bedingung hierfiir lautet
Y *cosa >> 1

Die Formel zeigt, daB das Strahlungsmaximum genau wie bei
der ebenen Kreisbewegung in die Richtung der Teilchenge=-

schwindigkeit fillt und um diese scharf gebiindelt ist.

Der Winkel a hat, wie die spdtere Rechnung zeigen wird,

die GrdBenordnung a z:JZ/B 1510-3. Daraus ergibt sich,

daB die Synchrotronstrahlung in guter Niherung, d. h. bei
Vernachldssigung der Glieder wz, a2 und ¢ * «a gegen 1,
genauso symmetrisch um die Richtung der Elektronengeschwin-
digkeit verteilt ist wie bei der ebenen Bewegung und da-
durch um den Winkel o« aus dem closed orbit herausgedreht
ist, Die Verteilung besitzt dann mit dieser Vereinfachung

die Form:

Pel (U’oa) - pel (RU‘U-)
12 5
(1+y2(y=a)2) %2 (1+y2(y=a)2)7/2

T e— J

32 el,o

Die Verteilung der Auslenkung z und der Steigung z' = tana

der Teilchen ist gegeben durch (Anhang I):



BN
h(z,z')dzdz' = —— exp {- - (z2+(z'B - zg'/2)2)} dzdz'
2ng? 202

N ist die Zahl der Teilchen im Bunch, B die Amplituden-
funktion fiir die z-Richtung und o die Standardabweichung

der Verteilung oder auch kurz die halbe StrahlhGhe.,

Die Integration iiber z liefert die Verteilung fiir z':

B, (EPS = g { 8% }
z = exp -
! /2rc /1+8' 2/4 202 (148" 2/4)

Die Ableitung B' verschwindet auf dem groBten Teil der
Bahn durch einen Magneten und nimmt nur an den Magnetenden
von Null verschiedene Werte an, die jedoch kleiner als

10-2 sind, so daf g'2/4 gegen 1 vernachlissigt werden kann.

Da 8/c groB gegen 1 ist, liefern nur kleine Verte iy =z
einen wesentlichen Beitrag zur Verteilung, so daB die

Ndiherung

z' = tanaw~aa

benutzt werden kann., Die Verteilung der Teilchen in z=Richtung

hat dann die Form

8202

B
hl(a)da = —— exp { - } da

2m10 202

Die gesamte Strahlungsverteilung ist das Integral

0

p(y) = 5 pel(w-a) h, (a) da
-
308 - 82 (yy-a)? _ -
- g exp (- 0y (12(1+a2) o5 (14a2) 7
32V/2mo 202y2

-

Hierbei ist W = N wel & die gesamte mittlere Strahlungs~-
’

leistung eines Strahles.




Zundchst 148t sich der Integrand in eine Taylor-Reihe

nach Potenzen von | entwickeln
©
3wB N (wY)Zn j d2n Bzaz

o——  nlo exp X =
32/2n0 (2n)! da?2n 2022

) ) -

p(y) =

cC120+02) o5 (1462) ") da

Im Anhang II wird gezeigt, daB das Integral auf konfluente
hypergeometrische Funktionen fihrt, die hier durch U(a,b,x)

bezeichnet werden sollen,

Wy/A r(n+éor(n+§9 2g%2y2  n
L (

p(y) = z
4n BTO (2n) ! 02

(6U(n+-;-, -1, A) - (n+-§-) . u(n%, -2, A) )

82
2°2Y2

mit A =

Fir die Berechnung der hypergeometrischen Funktion mit Hilfe
einer Reihendarstellung ist es notwendig, daB der zweite
Parameter positiv ganzzahlig ist, Das erreicht man mit der
Umformung (3)

k

U(n+%, -k , A) = A U(n+k+%,

1+k, A)
Weiter ist es zweckmdBfig, daB die hypergeometrische Funktion
nur einmal in jedem Glied der Reihenentwicklung fiir y auf-
tritt, Das 148t sich mit Hilfe des Additionstheorems (3)
AU(n+L, 4, &) = —(a+lyunel,3, A)+u(nsS, 3, 4)
2 ’ 2 59 ’ io »

und einer anschlieBenden Umordnung der Reihenglieder erreichen,
Man erhdlt schlieBlich, wenn man noch das Additionstheorem

(2n)l./?14nnlr(n+%) benutzt, fiir die Winkelvérteilung der

Synchrotronstrahlung den Ausdruck:




WyA o 1 g2y2 n ; g2
p(w = I - = ) (% -n-n(2n-l F(n+2 )
— nZo g1 o2 2 ( )32¢,2 ) (n+2 )
5
¢ U(n""z-’ 3 A)

Die konfluente hypergeometrische Funktion 1ldBt sich mit
Hilfe folgender Reihendarstellung berechnen (3).

5.k
w T(n+k+3)A

P(n+%9 U(n+%, 3, &) =L - (as+DHl - : — £ ki Ll
A2 2 A T(n+y) O kiI(k+2)!

(1nA+y (n+k+3g) =y (k+3) =y (k+1))

v(x) ist die logarithmische Ableitung der Cammafunktion, die
mit Hilfe der Funktionalgleichung

1

p(x) = v(x=1)+
x-1
und der Anfangswerte
(1) = - C = = 0.57721567
w() = =-C = 1lnb = - 1,9635100

berechnet werden kann.

Die angegebene Reihendarstellung fir die Winkelverteilung wird
unbrauchbar, wenn % >> y gilt, d. h. wenn die Strahldivergenz
klein ist gegen die natiirliche Divergenz der Synchrotron=
strahlung. Die Reihe konvergiert dann sehr langsam und die
auftretenden Summanden werden zu groB. In diesem Fall ist es
giinstiger, eine asymptotische Niherung fiir die Integral-
darstellung fir p(¥) zu wihlen.

3Wy VA

ka2 _ &2 Y,
p(¥) = ——= f R0 (1 2(1e(arin) D) =5 (aren)?) ) da
32V




(v}

3WY/K - 2 - = - - -

~ J' e Ao { 12f 5-5f 7+5a2(36f 7-7Of S+%§f ll) } da
32/
3Wy

_ =5_c =75 -7 70¢=9:63.~11

= — ]2f 5f +7K(36f 70f "+ 2f ) }
32

mit f = V1+y2y2

Diagramm 1, zeigt die Winkelverteilung der Synchrotron-
strahlung in einer normierten Darstellung. lfan sieht, daR
der Einflufl der Strahldivergenz dann wirksam wird, wenn

g in dié GroBenordnung von y kommt.

Fir die maximale Strahlungsdichte, d. ., fiir ¢ = 0, kann

das Integral gelist werden, und man erhidlt

3WyB o g2)2 ,
-5/, -7/
p(0) = — jexp (= —— ) (1201+y222) 7 5 (14y202)" 7y 4y
32/2n0 202
-0
IWyB {” 16 32 g2)2 dx
= (— — exp ( - ) ——
32/2n0 4, y3 3s? 202 Vs+12
g8 33 ® 822 dA
# 5 S’eXp ( - ) —— )
3y’ 3s A 202 Vs+12 s=1/y?
3WR 32 sB? sp2 1 93 sB? sp?
= = (2 — exp ( ) K ( )+ exp ( )K ( ),
4v2rcyd as? bo? © 402 3y2 543 402 9 442 g=]/y2
A

Wy 5
Ab 2

16Vm

(2a+1D)K (=) + C2a-9yk Ay
o2 A Kl 2 €

Im Diagramm 2 ist die maximale Strahlungsdichte in Abhidngigkeit
von der Energie fiir verschiedene Parameter o/B aufgetragen

worden,




3.

Berechnung4det Leistungsdichte auf dem Absorber

Es wird angenommen, daB die Absorberoberfliche eben ist
und senkrecht auf der Bahnebene im Magneten steht. Falls
der Absorber in Rippen aufgeteilt ist, erhdlt man die
gesuchte Leistungsdichte auf folgendem Wege. Man legt
durch den Punkt, in dem man die Leistungsdichte bestimmen
méchte, die Ebene, die senkrecht auf der Bahnebene steht
und den kleinsten Winkel Gmin mit der Tangentialebene an
den Absorber bildet. In dieser Lbene berechnet man die
Strahlungsdichte nach der unten angegebenen Methode und
multipliziert den gefundenen Wert mit cosémin.

Auf dem ebenen Absorber befindet sich ein rechtwinkliges
Koordinatensystem (&,n), so daB die Leistungsdichte als

Funktion dieser Koordinaten zu bestimmen ist.,




Die Ausdehnung des Strahles in radialer Richtung wird
vernachldssigt, da sie klein ist gegen die Ausdehnung
der Strahlung auf dem Absorber, die allein durch die
Krimmung der Bahn hervorgerufen wird. ¢l und ¢2 be-

zeichnen Anfang und Ende des lagneten.

Die vom Strahlelement Rd¢dz unter dem Winkel ¢ gegen die

Bahnebene abgegebene Leistung ist

dé
dP = — h,(z)dz p(y)dy,
2T

wobei hz(z) die Verteilung des Strahls in z-Richtung ist

und durch

(o]
hz(z) = J hi{z,z2"%)dz"
-
1 z2
—— exp ( -
V2no 202

)

gegeben ist. Das zugehdrige Flichenelement auf dem Absorber

ist

12

dédy
cos¢coszw

Daraus ergibt sich die Strahlungsdichte zu
o0

1 1
S(Eyn) = = h,(z)p(y) cos¢cos?y — dz
27 12

-0

Die Winkel ¢ und ¢ und der Abstand 1 sind durch folgende

Beziehungen mit den Koordinaten £ und n verkniipft

12 = €2 + 2¢R + g2
R(R+g£)+1d

COS ¢ = —————
(R+£)2+4d2




n=z
;b ~ tanw = —

1 n-=z 2
—_— = 1+ ()
cos?y 1

n-z 2
~ exp (—)
1

Die letzten Niherungen folgen daraus, daf hz(z) fir z > o

schnell gegen Null geht und o << 1 gilt.

Setzt man die in Abschnitt 2 angegebene Beziehung fir p (V)

ein, so erhdlt man

3wscos¢ z2 82 (y(n-z)=al)?
S(n,&) = g S exp ( = — -
128ﬂ20212 5 = 202 202y212
(n-2z)?2 _5/2 2
- ) ( 12(1+a2) T =5(1+a?) ) dzda

12

Die Integration nach z ldBt sich direkt ausfiihren und ergibt

v}
3WRcos ¢ nz
S(nyE) = S exp ( = =——
T aTa0n?
64nV2no1/12+8%+20% 7 124202
nly 2 2 _
- B(ar —) y (12 (1+a2) =5 (1+a2) " 7H da
124202
3WBcos ¢ 1 Y1n 20

(
64w¢2w01/12+82+202 R ° (2n)! 124252

dZn n2 2
J ( g ( = mm—— — BE2Y) (12¢14a7) ~
s da?n 12+202

- s¢1+a2)" 7% )da

mit der Abkiirzung

g2 (12+202)

252y2(124824202)




Das Integral 148t sich wieder, wie in Anhang II gezeigt
ist, durch eine konfluente hypergeometrische Funktion

ausdriicken und ergibt zunichst

Wycos ¢VB n2 - F(n+%) n
S(gyn) = exp (—~——————) ¥ (=C) o
’ 167/71/12+ 242 124242 B¥%0
* (120(a+ 5, =1, B) - (20+5)U(n+ v =2, B))
2122
mit C = n_1°8

202 (12+4202) (12+824202)

Nach einigen Umformungen, wie sie in Abschnitt 2) angegeben
sind, erhdilt man schlieBlich

Wycosqusl2 n? o (-0
S(gy,n) = —————— exp (= —) z .
8nV/r1/1242¢52 124202 "7 4y

. (%-n+n(—;--n)—é-)) I'(n+ %‘) U(n+ 'g'o 3, B)

Diese Reihe konvergiert sehr langsam fiir groBe B, d. h,
wenn
02 o2 1

— A — K€ —

82 12 YZ

gilt. In diesem Fall kann man eine asymptotische Niherung

angeben, die folgende Gestalt besitzt:

3Wycosé n? -8 -7
s(é, n) =~ exp (=————— ) {l12g “=5g '+
641 1/ 12+252 124252
5 - - 6 =
+ — (36g 7-7Og 9+ —3 g “) }
2B 2
22D
n“1°y
mit g = //l .
(12+202



In den Diagrammen 3 bis 9 sind die Strahlungsdichten fiir
drei verschiedene Absorber in horizontaler und vertikaler
Richtung aufgetragen worden. Fiir die horizontale Richtung
ist statt der oben definierten Variablen £ die neue

Variable ¢ gewdhlt worden, so dal der Koordinatenursprung

immer im Diagramm liegt.

Fiir die Parameter sind bei den Rechnungen folgende fir

den DESY-Speicherring vorgesehenen Werte benutzt worden:

o)
n

3 GeV

W = 600 kW

=
(]

12,19 m

B = 12,4 m

Den Herren Drs. R.D. Kohaupt, H. Pingel und G. Ripken
m8chte ich an dieser Stelle fiir kldrende Diskussionen

danken.




Anhang I

Falls keine Kopplung zwischen den beiden Betatronschwingungen
vorhanden ist, kann die vertikale Schwingung in folgender

Form geschrieben werden (4).

z = YeB(s) cos ( J.—ii— )
B(s)

Mit Hilfe der Ableitung z' kann man nach der Integrations=-

konstaﬂten € auflésen und bekommt

1
(z2 + (2'8(s) - zB'(s)/2)2)

R(s)

Bei der Streuung am Restgas und beim Durchgang durch ein
Cavity wird z' und damit ¢ sprungartig gedndert. Bei der Streuung
am Restgas ist Az' = 0 wund beim Durchgang durch ein Cavity 1ist

Az' = - z' AE /E. Damit erhdlt man
cav
- oo, !t - - - VAT 2y 2
Ae (2z2'B=-z8"'")( o-z AEcaV/E) + B( 0-2 AEcaV/E)

Bei der lMittelung iliber den ganzen Umfang und iiber alle Streu-
winkel verschwinden alle in z, z' und © linearen Glieder und

man bekommt

<Ae> —_—

——— = =2ac + <B8> 02
At

<A25>

= 2¢ <B> 02 m

At

Mit 2a sind alle Faktoren bei ¢ zusammengefaflt worden, so dan
a die Dimpfungskonstante darstellt., m 1ist die Zahl der Streuungen

pro Zeit,




Die stationidre Fokker-Planck=-Gleichung nimmt mit diesen
Mittelwerten folgende Form an

(2ae - <B> 02 m) h+ ;2 (e <B>

2 @ h) =0
Die Losung ergibt sich zu
2ae
h(e) =h_exp ( - —=— )
2 <g> 62 m
Ersetzt man ¢ durch z und z' und bestimmt h, so, daB das
Integral iiber z und z' gleich N ist, bekommt man schlieBlich
BN 1
h(z, z') = —— exp (- — (z2+(z'8-28"/2)2))
2ma2 202
<3>3€2-E-
mit

02 R e————

ba




Anhang II

—— e

Folgende Beziehung 148t sich mit Hilfe der vollstindigen

Induktion beweisen:

d?n a2
S ( My g2 gy o (4
ax2n r(k/2)

I'(n+k/2)

i 1 1 3-k
(n"'?) U (n"'?' '—2". A)

U(a, b, ¢c) ist die konfluente hypergeometrische Funktion (3).

Zundchst gilt fiir n = | und fiir alle k:
2]

d? A2 - = A2 -
J ( — a2y ™®/2 40 o 4a j’(Zsz-l)e AT aa2yTk/ 2,
da2 leo
-®
- 3 3 35-k - 1 1 3-k
= 472 F(E) U (5. S A) 2AT(3) U (5, 5 A)
r(1+k/2) -
= - 4A r (%) U (%l 32—k! A)

r(k/2)

Die letzten beiden Beziehungen folgen aus (3). Weiter gilt
o

)
g2n+2 3 ~ a2n .,
5( " A )(l+)‘2) k/2 ax = K ( o AX )
da2n+2 %o da2n

- 00

((k+l)('+kz)-k/2-l = (k+2)(l+/\2)-k/2—2

) daA
I'(n+1+k/2) I 1 1=k

=k (-4A)" F(n+3) ((k+1) U (nt+3, —=, A)
F(1+k/2)

=1=k
2 ’

- 2(n+143) U (n+z, A))




- 17 -

r(n+l+k/2) l_k I 3-k

1 1
- 2k (-4A)" I'(n+=) A (U(n+s, —5— A) - Uln+z, =37
r(i1+k/2) < 2 2
r(n+1+k/2)
- (-loA)n+l r (n+3) U (n+3 EEE. A)
T (k/2) z z

Hierbei wurden weitere Additionstheoreme aus (3) benutzt,
Die letzte Gleichung zeigt, daB die Behauptung fiir n+l
richtig ist, falls sie fiir n richtig war, Da die Giiltig-
keit der Behauptung fir n=1 gezeigt worden ist, folgt
hieraus die Giiltigkeit fir alle n.

A))
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