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Uberblick

Vor fast zehn Jahren ist es gelungen, eine verniinftige Storungsreihe fiir Eichfeldtheorien
bei hoher Temperatur aufzustellen. Mit Hilfe der sogenannten Braaten-Pisarski Resum-
mation konnten etliche bis dahin nicht zugangliche Gré8en, wie z.B. die Dampfung von
Elementaranregungen des Quark-Gluon Plasmas, bestimmt werden. Jedoch blieben noch
Fragen offen. Infrarot-Divergenzen bedingt durch das Fehlen einer , magnetischen Masse“
sind nicht vollstandig verstanden. Ebenso nicht die kollinearen Divergenzen in Gréfen,
welche von duBeren lichtartigen Impulsen abhiangen. Diese Arbeit versucht, das letztere
Problem zu l6sen.

Es wird eine verbesserte Braaten-Pisarski-Wirkung vorgestellt, welche keine kollinea-
ren Singularitdten mehr enthélt. Dies wird durch die zusdtzliche Resummation einer be-
stimmten ,,asymptotischen“ Masse erreicht. Der Beweis gelingt, dal eine solche Resum-
mation bei lichtartigen Impulsen zwingend notwendig ist. Die Eindeutigkeit der neuen
Wirkung wird diskutiert. SchlieBlich wird die bekannte Rechnung zur ,, Weichen Photon-
Produktionsrate“ des Quark-Gluon Plasmas wiederholt und anstelle des alten, divergenten
Resultates ein Endliches erzielt.

Abstract Effective Actions for QCD at High Temperature

Nearly ten years ago Braaten and Pisarski succeeded to establish a reliable perturbation
series for gauge theories at high temperature. With their resummation scheme several up
to that point unaccessible quantities could be calculated, e. g. the damping of excitations
in a quark-gluon-plasma. But a few problems remained. Infrared divergencies due to the
lack of a 'magnetic mass’ are not completely understood. As well collinear divergencies in
quantities which depend on lightlike momenta. This Thesis solves the latter problem.

-An improvement of the action by Braaten and Pisasrki is presented which contains no
more collinear singularities. This is achieved by an additional resummation of a certain
"asymptotic’ mass. It is prooved that such a resummation is mandatory whenever outer
momenta are light-like. The uniqueness of the action is discussed. Finally the calculation
of the real soft photon-productionrate is re-investigated and instead of the know singular
result a finite one is obtained.

Schlagworte / Keywords

Quantenfeldtheorie, QCD, hohe Temperatur, Braaten-Pisarski Resummation, kollineare
Singularitaten.

Quantum Field Theory, QCD, high Temperature, Braaten-Pisarski Resummation, colli-
near Singularities.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Feldtheorie bei endlicher Temperatur erlebt seit einigen Jahren einen Aufschwung.
Insbesondere die Vorhersage eines neuartigen Zustandes der Materie, des sogenannten
Quark-Gluon-Plasmas (QGP) [1], hat das Interesse der physikalischen Welt geweckt. Viele
Rechnungen, meist auf dem Gitter [2], haben mittlerweile die Existenz des QGP mit hoher
Wahrscheinlichkeit bestatigt. In naher Zukunft werden Experimente (RHIC in Brookha-
ven, LHC am CERN) starten, welche endgiiltig den Existenzbeweis liefern sollen.

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist diejenige Theorie, welche der Bildung des
QGP zugrunde liegt [3, 4]. Sie ist eine nichtabelsche Feldtheorie mit der Eichgruppe
SU(N), N = 3 = Anzahl der Farben, und enthilt (N? — 1) Eichfelder, genannt Gluonen,
sowie Ny farbige Spin 1 Quarks. Die Anzahl der Flavours Ny wird hier keine Rolle spielen,
Ny = 1. Wie in verwandten Theorien, hangt in der QCD die Kopplungskonstante g von
derjenigen Energieskala ab, bei welcher die elementaren Teilchen wechselwirken. g( ) hat
die bemerkenswerte Eigenschaft, fiir groBe Energien (>> 200MeV) klein zu werden, was
die Grundlage fiir einen stérungstheoretischen Ansatz schafft. Bei kleinen Energien ist g
groB, und eine Stoérungsreihe ist zwangslaufig nicht méglich.

Quarks und Gluonen findet man in der Natur nicht als freie Teilchen [5], sondern stets
in gebundenen Zustédnden (Confinement). Bringt man jedoch ein Ensemble von Quarks
und Gluonen in Kontakt mit einem Warmebad, so wird bei geniigend hoher Temperatur
T die mittlere freie Weglidnge durch die zunehmende Anzahl der Teilchen kleiner als der
Radius der Bindungszustdnde: Die Teilchen entkoppeln, und die Thermodynamik wird
von freien Quarks und Gluonen bestimmt [6]. Dies ist die Phase des QGP. Man erwartet
den Phaseniibergang von Confinement zu QGP bei T' =~ 150MeV.

Im Plasma betragt die mittlere Energie der Teilchen etwa T' (ky = A = ¢ = 1). Bei
hoher Temperatur ist demnach die Kopplung g klein, und stérungstheoretische Methoden
sind anwendbar. Dazu muf 7' jedoch einige GréBenordnungen iiber der Temperatur des
Phaseniiberganges liegen. Eine Stérungsrechnung kann daher fiir Experimente am Pha-
seniibergang bestenfalls tendenzielle Vorhersagen liefern. Fiir Theoretiker jedoch ist die
Hochtemperaturphase eine aufregende Bereicherung: T' liefert eine Parameterachse, an
deren oberen Ende die komplexen Strukturen der QCD untersucht werden kénnen. Die
QCD ist dort 16sbar (Im Gegensatz z.B zu N — o0).

5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit behandelte die Aufstellung einer konsistenten Stérungstheorie
fiir QCD bei hoher Temperatur. Anders als bei wenig-Teilchen Prozessen, bilden sich im
thermodynamischen Ensemble neben der Temperatur diverse physikalische Skalen aus [7],
wie z.B. die chromoelektrische (~ ¢gT') oder -magnetische Abschirmmasse (wahrscheinlich
~ g2T). Je kleiner eine Skala ist, desto schwieriger ist es, die iibliche Stérungsreihe auf
konsistente Aussagen hin umzustrukturieren.

Braaten und Pisarski ist es 1989 gelungen (8], mittels eines ausgekliigelten Resummati-
onsverfahrens die Physik der Skala g7 richtig zu beschreiben. Es konnten wichtige Grofen,
wie z.B. die Dampfung [9] kollektiver Anregungen im Plasma, erstmals bestimmt werden.
Zahlreiche weitere Arbeiten behandelten den Druck des Plasmas [10, 11], Korrekturen zur
Plasma-Dynamik [12] oder die Photon-Produktionsrate [13, 14]. Auf der Skala g?T steht
eine konsistente Storungsreihe jedoch noch aus, wahrscheinlich wird sie sogar mit den
bekannten Methoden nicht zu finden sein [15, 16]. Dennoch gibt es fiir die magnetische
Masse einige ernstzunehmende Abschitzungen [17, 18].

Auch auf der chromoelektrischen Skala g7T" gibt es noch offene Fragen. Zum Beispiel
verlangen Infrarotdivergenzen nach detailiertem Wissen aus der magnetischen Skala [19].
Ferner sind immer dann, wenn duflere Impulse lichtartig werden, kollineare Divergenzen zu
behandeln [20, 21, 22]. Wie man mit einer zusétzlichen Resummation letztere regulieren
kann, ist das Hauptthema dieser Arbeit. Das Ziel ist ein verbessertes Braaten-Pisarski
Verfahren in der Form einer effektiven Wirkung.

Zwei physikalische MeBgroflen, welche mit Schwierigkeiten durch kollineare Singula-
ritaten belastet sind, werden exemplarisch diskutiert. Zum einen ist die Photon-Produk-
tionsrate des QGP eine wichtige Signatur beim experimentellen Nachweis des Plasmas. Die
Rate fiir Photonen der Energie ~ T konnte mit Hilfe der Braaten-Pisarski Resummation
bestimmt werden [14]. Fiir kleinere Energien ~ ¢gT findet man jedoch trotz Resummation
ein logarithmisch divergentes Resultat [20].

Die zweite Grofie ist die Dispersionskurve w;(q) des Plasmons, der kollektiven Anre-
gung im Plasma bei der Skala g7. Fir g ~ gln(%)T nahert sie sich dem Lichtkegel an,
@ =~ q. Dort wachst in der Storungsreihe @, = wy + dw, die Korrektur dw, bedingt durch
kollineare Singularitaten starker mit dem Abstand vom Lichtkegel an als w,: Die Reihe
bricht zusammen [21, 22]. Die Diskussion der Plasmondispersion wird den Hauptteil der
Arbeit einnehmen. Die existierenden (und berechenbaren) Terme der Stérungsreihe lie-
fern ein Kriterium, welches ein verbessertes Braaten-Pisarski Verfahren erfiillen mu8: Die
Konsistenz am Lichtkegel ist wiederherzustellen. Die Photon-Produktionsrate liefert keine
derartige Entscheidungshilfe.

Kapitel 2 vermittelt die Grundlagen, die zum Verstandnis der folgenden Diskussion
notwendig sind. Kapitel 3 zeigt am Beispiel der Skalaren Elektrodynamik, wie die Konsi-
stenz der Stérungsreihe durch die Resummation einer bestimmten asymptotischen Masse
hergestellt werden kann. In Kapitel 4 und 5 werden die Methoden von der SED auf die
QCD iibertragen. Es wird gezeigt, dal auch im nichtabelschen Fall die asymptotische
Masse die Konsistenz reparierten kann. Schliellich bringt Kapitel 6 das gewonnene Re-
summationsverfahren in die elegante Form einer effektiven Wirkung. Die so gewonnene
Wirkung wird in Kapitel 7 zur Bestimmung der Photon-Produktionsrate verwendet. Teile
der Arbeit, insbesondere aus Kapitel 6, sind zusammen mit A. Rebhan veroffentlicht [23].



Kapitel 2

Grundlagen

Zum Verstandnis der folgenden Kapitel werden einige Grundbegriffe benétigt. Die Dar-
stellung ist knapp, fiir Details sei auf z. B. [7, 6, 24, 25] verwiesen. Abschnitt 2.1 zeigt,
wie sich Spektren von elementaren Anregungen eines Systems im Gleichgewicht erhalten
lassen. Abschnitt 2.2 diskutiert die Spektren eines Gluon-Plasmas. Das Resummationsver-
fahren nach Braaten und Pisarski wird in 2.3 vorgestellt und in 2.4 auf die Bestimmung der
ersten Korrektur der Gluon-Plasma Spektren angewandt. SchlieBlich behandelt Abschnitt
2.5 die Problematik der magnetischen Masse.

2.1 Antwort des Plasmas auf kleine Stérungen

Ein System mit Hamiltonian H, befinde sich zur Zeit ¢t < ¢, im thermischen Gleichgewicht.
Der Mittelwert irgendeiner physikalischen Grofle ist (Q), = %Sp e™#*°Q. Zur Spurbildung
wird das vollstandige System von H,-Eigenzustanden verwendet: H,|:) = E;|z).

Zur Zeit t, werde eine duflere, infinitesimale Storung #,(t) eingeschaltet. Die Zustande
|z) haben in Wechselwirkungs-Darstellung die Zeitabhéngigkeit

li(2)) = e~ Het]s) — jgmiHot /t:dt’HYVW(t’)Ii) + O(2) (2.1)

mit H)YW(t) = e*'H,(t)e"**<!. Der Erwartungswert von Q entwickelt sich ebenfalls mit
der Zeit,

Q) = 7 3 B EHIRYY (1)) - (22)

Die Verteilung der Zustande |i(¢)) andere sich mit der Zeit nicht, d.h. die Relaxation
des gestorten Systems ins Gleichgewicht sei sehr langsam. Mit anderen Worten sei das
System wahrend der Dauer der Stérung vom Warmebad abgekoppelt und verhalte sich wie
ein quantenmechanisches Zustandsgemisch, welches keinen weiteren auBleren Einfliissen
unterliegt.



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Die Antwort des Systems AQ(t) := (Q(t)) — (Q), auf die Stérung H,(¢) ist somit
gegeben durch

_l
to

Gl [ @, @M @)] i) + o). (2:3)

Als Beispiel betrachte man ein Gluon-Plasma (keine Quarks) im Gleichgewicht, be-
schrieben durch £ = —%F o gt Leich—fix + Lgeist- Es wird durch einen dufleren Quel-
lenterm H; = — [d®r A%J** gestort. Eine mogliche Antwort des Systems ist

t e~ PE
Ady(a)=—i [ at [¢r'S

Wird der duBlere Strom adiabatisch eingeschaltet, J(z) = e*j(z), antwortet das System
mit AA(z) = e®*a(z). Den linearen Zusammenhang zwischen j(z) und a(z) nennt man
,Lineare Antwort-Funktion“: a(z) = fd*z'x(z — x’) gzt

(| [AL(2"), A5()] [i)I* (') . (2.4)

@l [As(e), AL(a")] i) - (2.5)

Xz —2') = i0(t —t')e

Fiir die Fouriertransformierte x (@) 148t sich eine spektrale Darstellung finden, @ = (w, q):

a.ab IL',_l
X5(Q) = [de Z2BT) (26)
mit
o(2,3) = [T (e - e PPr) oo + B - E)GA@INAAGN . (27
(2m)* 37

An (2.6) ist insbesondere interessant, da§ die gesamte w-Abhéangigkeit von x explizit zu
sehen ist.

Die Spektraldarstellung (2.6) erméglicht einen Vergleich mit thermischen Greensfunk-

tionen G2 (z) = Sp* -57{ ¢(z)A%(0). G kann auf der Matsubara-Kontur z = (—i7,7),

0 < 7 < B ermittelt werden. Man erhilt dort fiir die Fouriertransformierte, Q = (1w, q),
= 2mnl:

Gt (Q / PRCX ) (2.8)

T — wy,
mit genau der gleichen spektralen Dichte o aus (2.7). Man kann den Zusammenhang der
Linearen Antwort-Funktion y mit der Matsubara-Greensfunktion damit ablesen,

X(w,q) = Gliw, = w+1€,7) . (2.9)

Die Pole von x spielen eine besondere Rolle. Stort man das Plasma mit einem kurzen
Impuls j,(z) = j(q)e'75(t), erhilt man die Antwort

3(q)e'" / 5 X(40 i (2.10)
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Sofern x keine ins Unendliche reichenden Schnitte hat, darf die Restintegration in der
unteren komplexen Halbebene geschlossen werden. Das System kann somit nur dann auf
die kurzzeitige Stérung mit einer nichtverschwindenden Antwort a(z) reagieren, wenn x
Polstellen hat, zum Beispiel

R(QO) 5)
= T 2.11
&= (@) + 71(3) i
Die Antwort des Systems ist in diesem Fall
a(z) = i0(t)j(q) R(q)e " W@t-Me()t (2.12)

Nach der Storung breiten sich also ebene Wellen im Plasma aus, man spricht von den
elementaren Anregungen. Thre Amplitude ist proportional zum Residuum des Poles von
X, die Dispersionskurve ist durch w(q) und die Didmpfung durch v(gq) gegeben.

x(2,9) =

Mit dem oben hergeleiteten Zusammenhang von x mit dem Propagator G ist es
moglich, x mit Hilfe iiblicher diagrammatischer Entwicklung stérungstheoretisch zu be-
stimmen. Die Pole von x sind dann als Pole des Propagators wiederzufinden.

% Anregungen im Gluon-Plasma

Das Gluon-Plasma ist ein vereinfachtes System ohne Quarks. Es wird durch die Lagran-
gedichte [3, 4] £ = —1F, bl e - (3“AZ) + Lygeist beschrieben, wobei F?, der iibliche
nichtabelsche Feldtensor ist. Es wird in kovarianter Eichung eichfixiert, und die Metrik ist
(+———). Thermische GréBen werden auf der Matsubara-Kontour [24] bestimmt, so da8

die Null-Komponente von Viererimpulsen aus diskreten Werten besteht: Q@ = (iwy,, q),
wyn = 2mnT'. Der Propagator des freien Gluons ist

GZu(Q) o Auu(Q)Ao(Q) + B;w(Q)Ao(Q) + aDuv(Q)AO(Q) . (2'13)

mit A, = 1/Q?. Die Projektoren in (2.13) entstammen einer Basis symmetrischer Lorentz-
Tensoren,

_VoV

' QoV+VoQ@ QoQ
A=g—-B-D , B= 77

V2'Q%q Q?
mit V, = Q*U, — (UQ)Q,. U = (1, 0) ist die Vierergeschwindigkeit des ruhenden Wirme-

bades. Die tiblichere Version G, = A,(gu + (o — 1)D,,,) folgt aus (2.13) mittels A =
g— B—D.

Der volle Propagator G, ergibt sich als Losung der Dyson-Gleichung
E#V(Q) = GZU(Q) + GZpﬁpa(Q)éml(Q) ’

wobei II,,,(Q) die Gluon-Selbstenergie ist. Nach Aufsummation der Selbstenergie in Ein-
schleifen-Naherung (Abbildung 2.1) hat er die Gestalt

Guw(Q) = An(Q)A(Q)+ Bu(Q)AdQ) + oDy A, (2.15)

mit Ay : = lSp AIl 11, ="8p BIl .

T QeI QY 1 2 ;

, C= v = (2.14)
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Abbildung 2.1: Die Diagramme zur fithrenden Ordnung der Gluon-
Selbstenergie. Gluonen werden durch Spiralen dargestellt, Geister durch
gestrichelte Linien.

Die Selbstenergie ist in dieser Naherung die Summe der Diagramme aus Abbildung 2.1.
HI—“’(Q) =2g2N¢P A;AD{ —Pzgp,u +2PpPu} . (2.16)

Das Summationszeichen steht fiir §p := [ —‘;%%T > .- Der Index n lauft iiber alle Matsu-
bara-Frequenzen. Die Bezeichnung der Impulse zieht sich durch die gesamte Arbeit: Q ist
der duBere Impuls, tiber P wird summiert und K ist die Differenz Q — P. Das Minuszeichen
am Propagator A; bezeichnet die Transformation P — K, z.B. steht A fiir 1/K2.

Wie oben gezeigt, beschreiben die Pole des Propagators G Anregungen des Plasmas.
Allerdings ist G offensichtlich abhingig von der Wahl der Eichung. Es kann jedoch allge-
mein gezeigt werden [26, 6], daB die Pole von A; und A, eichunabhingig sind. Dort finden
sich die (zwei) Dispersionsrelationen der physikalischen Anregungen. Der Pol von A, ent-
spricht transversalen Anregungen. Zur Vereinfachung spricht man weiterhin von Gluonen,
obwohl ihre Dispersionsrelation natiirlich von der eines freien Gluons abweicht. Der Pol
von A, beschreibt eine longitudinale Anregung des Plasmas, das sogenannte Plasmon. Es
ist eine kollektive Mode, welche bei T' = 0 nicht existiert.

Beide Dispersionskurven entwickeln bei kleinen Impulsen ein interessantes Verhalten.
Fir @ ~ T ergibt sich aus (2.15) die triviale Losung w = ¢, denn die Selbstenergie
II ~ ¢?T? ist in diesem Fall nur eine Korrektur. Das andert sich, wenn Q ~ g7. Dann
haben II und Q? die gleiche GréBenordnung und II darf nicht mehr vernachlissigt werden.
Die Dispersionskurven ergeben sich als (komplexe) Lésungen €, von

Qt2,l =j q2 = Ht,((Qoa Q) mit Qo = fi =k 1€ N (217)

wobei der Realteil von = w — 17y die Frequenz und der Imaginarteil die Dampfung der
entsprechenden Anregung ist. In fithrender Ordnung sind die ;¢(q) = wy¢(q) reell. Beide
Kurven beginnen bei dem gleichen Wert, w?,(q = 0) = m? = g? NT?/9, der sogenannten
Plasma-Frequenz. Fiir ¢ # 0 unterscheiden sie sich. Die transversale Kurve nahert sich
bei ¢ — oo der Form w? = ¢* + m?2, mit einer thermischen asymptotischen Masse m? =
3m?/2 = ¢g*NT?/6. Der longitudinale Ast nahert sich exponentiell mit ¢ — oco dem
Lichtkegel wy = ¢. Dort verschwindet die longitudinale Anregung, denn das Residuum
wird exponentiell mit ¢ — oo klein. Ein Plot der Kurven findet sich in Anhang A.

Die Dampfungen ~;, sollten sehr viel kleiner als die Frequenzen w;, sein, ansonsten
koénnte man schwerlich von Anregungen des Plasmas reden. Gleichung (2.17) mit II in
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fiithrender Ordnung liefert verschwindende Dampfungen 4; ¢. Erst die Korrektur zur Selbst-
energie liefert endliche Werte, so da8 v ~ ¢*T < w gilt, siehe (2.52).

Die zwei Impulsskalen 7" und g7T" werden im folgenden streng unterschieden. Die Skala
Q@ ~ T heiBt ,hart“, und die Skala @) ~ g7 heifit ,weich“. Von nun an sei der auBere Impuls
stets weich, denn dort findet sich die interessante Physik. Die Beschrankung auf die weiche
Skala ermoglicht gewisse Vereinfachungen bei der Auswertung von (2.16), die sogenannten
Hard-Thermal-Loop Naherungen. Der fiihrende Anteil der Summation kommt von harten
P, so da8 P2 > Q? gilt. Sowohl im Zahler von (2.16) als auch im Nenner wird entsprechend
genahert. Damit erhalt II die einfache und sehr niitzliche Form

1,,(Q) = 3m® (UU /(UQ)YY) mit Y =(1,¢). (2.18)

Das Winkelintegral [ := %ﬂ J d*Q mittelt iiber die Richtungen des Einheitsvektors €. Die
» Y-Sprache“ wird im folgenden hiufig verwendet und ausgenutzt.

Natiirlich kann (2.18) vollstindig ausintegriert werden. Das Resultat sowie weitere
Details zur filhrenden Ordnung finden sich im Anhang A. Die Hinzunahme von Quarks
andert an den qualitativen Resultaten nichts. Lediglich die Masse m bekommt einen an-
deren Wert: m? = g?(N + N;/2)?T?/9. Der Quark-Propagator enthilt fiir weiche Impulse
ebenfalls nicht-triviale Pole. Details dazu finden sich in Anhang B.

2.3 Resummation nach Braaten und Pisarski

Physikalische MeBgr68en kénnen meist nur im Rahmen einer Stérungstheorie berechnet
werden. Das Resultat fiir eine solche soll als asymptotische Entwicklung [27] nach einem
kleinen Parameter (z.B. der Kopplung g) vorliegen. Das heifit, es besteht aus einer Abfolge
von Termen, welche zu kleinem g nach abnehmender Gréfle sortiert sind. Ublicherweise
verwendet man eine diagrammatische Entwicklung, bei welcher eine hohe Schleifenzahl
eine grofe g-Potenz bedeutet. Dies liefert bekanntlich nicht automatisch die asymptotische
Entwicklung. Manchmal kénnen Diagramme einer beliebigen Schleifenzahl zu ein und
demselben Term der Asymptotik beitragen. Dann muf die ,naive“ Entwicklung derart
umsortiert werden, dafl alle Anteile zu jenem Term erfafit werden. Wenn dies gelingt,
bezeichnet man die Prozedur als konsistent.

Als Beispiel dient der Gluon-Propagator (2.15). Er ist aus der Aufsummation einer
unendlichen Anzahl von Diagrammen mit beliebig groBer Schleifenzahl hervorgegangen,

Gy =G, b G AT oo O I e B A i s 5 = (2.19)

Wie oben gesehen, hat die Selbstenergie die Gréfenordnung ¢*>72. Fiir weiche Impulse
@ ~ gT hat jedoch der freie Propagator G° die Ordnung G° ~ 1/ Q? ~ ~ (gT)~2, so dafl der
Faktor II(Q)G°(Q) ~ 1 ist. Also tragen alle Terme in (2.19) trotz beliebiger Schleifenzahl
zur selben Ordnung der Asymptotik von G bei. Zu einer konsistenten Entwicklung ist es
also zwingend notwendig, fiir weiche Impulse den Propagator G aus (2.15) anstelle des
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freien G° aus (2.13) zu verwenden. Braaten und Pisarski [8] sowie Frenkel und Taylor [28]
haben dies erkannt und ein entsprechendes Resummationsverfahren entwickelt.

Fiir die weiche Impulsskala verliert also die naive Unterteilung der Wirkung in einen
freien Anteil und einen stérungstheoretisch zu behandelnden, wechselwirkenden Anteil
ihre Giiltigkeit. Man benétigt eine effektive Wirkung, welche unter anderem (2.15) als
Propagator liefert. Wie man eine solche Wirkung aus einer bekannten, auf grofieren Skalen
giiltigen prinzipiell erhalten kann, ist aus verwandten Problemen der Renormierungs-
Theorie bekannt [29]: Sie bestimmt sich durch ,, Ausintegration“ der harten Impulse. Die
Prozedur funktioniert im thermischen Fall fiir statische Groflen ausgezeichnet, wie z.B. den
Druck oder die Debye-Masse [11]. Bei dynamischen Grofilen wie den Plasma-Anregungen
ist die Verwandtschaft zur Renormierung nicht so deutlich: die effektive Wirkung ist
nichtlokal'. DaB harte Impulse ausintegriert werden, ist jedoch offensichtlich: I1; ¢ in (2.15)
besteht aus einer Summe iiber harte Impulse, siehe (2.16), und enthélt keinen Beitrag von
kleineren Skalen [30].

Nach Braaten und Pisarski bekommt nicht nur der Propagator einen Zusatz von har-
ten Einschleifern. Auch zu den Vertizes finden sich Einschleifer, welche genau dann eine
gleichwertige GroBenordnung erreichen, wenn durch alle duleren Linien an den Vertizes
weiche Impulse laufen. Es miissen fiir eine konsistente Stérungsreihe neben resummierten
Propagatoren auch resummierte Vertizes verwendet werden, wie z.B.

*FE;?:I)G(Q17 Q27 Q3) = (Ql IQ2|Q3)#U¢7 + 6F§3/)0(Q1) Q27 QS) (220)

wobei (Q1|Q2|Q@3) e = (@1 — Q2)0guy + 2ykli2s der tree-level Dreiervertex ist. Der Dia-
gramme des Zusatzes 61" bestehen ebenfalls aus jeweils einer Summe iiber harte Impulse.
Man nennt diese Diagrammbklasse ,,Hard-Thermal-Loops“ (HTL). Sie verhalten sich je-

weils ~ T? fiir T — oco.
» mé% : Nﬁ%f%% gl =
% N
£ + G (2.22)
% %,

Neben den hier dargestellten Dreier- und Vierervertizes gibt es Vertizes mit fiinf und
mehr Beinen. Sie bestehen nur aus den entsprechenden HTL-Diagrammen, da die zu-
gehérigen tree-level Vertizes nicht existieren. In [8, 28] wurden die expliziten Ausdriicke
fiir 6T' durch Auswertung der HTL-Diagramme bestimmt. Kurz nach dem Erscheinen
der genannten zwei Arbeiten haben Taylor und Wong [31] eine effektive Wirkung fiir die
weichen Skala vorgestellt, welche die HTL-Zusatze enthdlt. Diese Wirkung liefert einen
weitaus eleganteren Weg, um die Vertizes zu erhalten. Beide Versionen der Vertizes sind
natiirlich dquivalent.

«®

! Méglicherweise 148t sie sich mit Hilfe von Stiickelberg-Feldern lokal umformulieren.
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Wir betrachten kurz die Herleitung der effektiven Wirkung. Zur bekannten Wirkung
S wird ein Anteil hinzugefiigt und wieder abgezogen,

S =S +85— 685 =: Sg — 85 . (2.23)

Der Zusatz §S enthalt die HTL-Beitrage, so daBl Seg die resummierten Propagatoren und
Vertizes liefert. Fiir den Propagator muB 65 mindestens folgenden in den Feldern A,
quadratischen Term enthalten:

550 = % % 4= P)I,u(P)A"(P) (2.24)

Damit Seg auch die Vertizes in der korrigierten Versmn liefern kann, mu8 sie die entspre-
chenden Terme in A%, A* etc. enthalten: 65 = Y- % 5~ _ V,,[A]. Taylor und Wong [31] sowie
Frenkel und Taylor [32] ist es gelungen, aus der Forderung nach Eichinvarianz von Seg
Va[A] fir alle n zu bestimmen. Sie bendtigen dazu lediglich (2.24) als Anfangsbedingung.

Mittlerweile gibt es mehrere, dquivalente Darstellungen der effektiven Wirkung. Zum
Beispiel hat Pisarski [33] sie in eine Form gebracht, aus der die Vertizes sehr einfach zu
bestimmen sind.

5 %NTZ Sp / o /ﬂ { H,(z)H(z) + 2[60H(x)]F(z)Y:8uH(w)} (2.25)
Hy(z) :=gA;T* ; H(z):=gY"AJT®
Flz):= 2) nz-:2 e Yjau[iH(x),*] )

In der Integration d*z lauft die Zeitintegration lings der Matsubara—Kontur. Der Stern
im Kommutator [igH (z), #] ist Platzhalter fiir alles rechts von ihm stehende. Bis auf einen
allgemeinen Vorfaktor g? enthilt allein das Argument der Funktion F' die Kopplung g, so
daB man die \ertizes aus der Entwicklung von F sehr schnell ablesen kann.

Von Braaten und Pisarski [34] stammt eine weitere Darstellung von Seg, in welcher die
Eichinvarianz manifest ist. Allerdings erfordert die Bestimmung der Vertizes etwas mehr

Arbeit.
: 4

Q (Y Dgp)?

wobei D die kovariante Ableitung ist. Es ist bemerkenswert, mit welcher Leichtigkeit sich
(2.26) herleiten 1a8t. Die Anfangsbedingung (2.24) liefert

&5 = ——/d“ pro [ oo _pe (2.26)

55<2>——— / dz Fo / (’;;f)ng,‘ (2.27)

Die Forderung nach Eichinvarianz 18t sich nun spielend durch die Ersetzung 0 — D
erfiillen.
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Die HTL-Korrekturen der Vertizes folgen aus (2.25). Ein Faktor igf°*° kann dort
abgespalten werden. Er ist tree-level- und HTL-Anteil gemeinsam.

ST#%(Q1, @2, Q3) = m” /Q o {ggi (Yt)z ) Y;a) + zyk1.123} (2.28)

Auf die gleiche Art erhélt man Ausdriicke fiir den Vierervertex sowie alle hoheren Vertizes.

Im folgenden werden resummierte Vertizes mit einem Stern * versehen, *I" := I'* + 4T,
wobei I'° der tree-level Vertex ist. In Feynman-Diagrammen wird *I" durch das Symbol ©
dargestellt. Die Vertizes werden nur an ganz bestimmten Impulsargumenten vorkommen.
Der Dreiervertex wird als *T'y,, := *[',,,(@, — K, — P) und der Vierervertex als *I',,,» :=
*Tiwor(@, —Q, — P, P) benotigt. Zudem steht der Vierervertex unter Summen, welche die
Transformation P — —P erlauben. Die Ausdriicke werden dadurch erheblich einfacher.

e m2 ny vy e PO ke Ko

st = st [ Y e (YQ)(YK)} e
BroA 2 By Vvyey A PO Ko

oTee = 6m? [ yey*yey {(YQ)”(YP) i (YQ)2(YK)} (2.30)

Die HTL-Korrekturen der Vertizes haben damit eine erstaunlich iibersichtliche Form er-
halten.

Die HTL-Vertizes entstammen einer nach Konstruktion eichinvarianten Wirkung. Sie
erfiillen somit die tree-level Ward-Identitaten [35]

26I‘yugz\(Q1’ Q21 Q3) Q4) = 6F#”Q(Ql7 Q2 + Q4a Q3) = JF#VP(QI + Q4a Q2, Q3) (231)
anFuug(Ql, Q2a Q3) = Huu(Ql) = H;w(QZ) (232)

Ihre Giiltigkeit kann man entweder durch Nachrechnen direkt verifizieren oder aus dem
BRST-Formalismus herleiten. Beides ist moglich.

2.4 Die erste Korrektur zur Plasmon-Dispersion

Die Braaten-Pisarski-Resummation hat eine langjahrige Diskussion iiber die Plasmon-
Dampfung beendet. Bis dahin gab es eine grofile Zahl von Arbeiten, die je nach verwen-
deten Approximationsschemata und je nach Wahl der Eichung andere Zahlenwerte und
insbesondere Vorzeichen von 4, vorhersagten. Es war somit unklar, ob das Gluon-Plasma
stabil oder instabil gegeniiber duBeren Stérungen ist. Braaten und Pisarski konnten in
[9] endlich einen explizit eichinvarianten Wert angeben?: 4, & +0.26 g°T bei ¢ = 0. Kur-
ze Zeit spater ist es Schulz [12] gelungen, die erste Korrektur zur Plasmon-Frequenz zu
erhalten, w? = m2(1 — 0.18¢gv/N’) bei ¢ = 0. SchlieBlich enthilt [22] einige Detail zur
Plasmon-Dispersion bei g # 0.

2Bei ¢ = 0 gilt y; = 7¢. Manche Arbeiten nennen daher (g = 0) die Dampfung des Plasmas
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Dampfung und Frequenz des Plasmons erhalt man, wie oben erwahnt, als Lésung der
Gleichung
02 — ¢* = I1,(Q + i, q) , (2.33)
wobei Q(q) = we(q) — 77e(q). Die Selbstenergie II, kann mit Hilfe der Braaten-Pisarski-
Resummation einschliellich der ersten Korrektur in g verlallich bestimmt werden. Wenn
man ((q) ebenfalls nach g entwickelt, entsteht aus (2.33) fiir jede Ordnung in g eine
Gleichung: eine Hierarchie von Bestimmungsgleichungen also.

Da zunéchst nur die erste Korrektur in g interessiert, ist eine in dieser Ordnung gera-
de noch giiltige Vereinfachung moéglich: Die Gluon-Selbstenergie ist bis einschliellich der
relativen Ordnung g transversal [36]. Daraus folgt II, = —Q?/q® II,,. Die Bestimmungs-
gleichung (2.33) wird dann zu

—q* = Too( + ie, q) - (2.34)
Es wird entwickelt: Q = w, + dw, — iy, und II,, = I, + 611,.
_q2 = Hoo(wly (I) (235)
0 = Re 5Hoo(wz + 1€, q) +  Swy 8wHoo(w, q)lw=wl (236)
0 = Smblleo(we +ic,9) — e Oulloo(w,q)l,—,, - (2.37)

so daf} sich die Korrekturen éw und ~, aus folgenden Gleichungen ergeben:

Re 611,0(we + €, q)

dwe(q) = — A e (2-38)
_ Smll,e(we + 1€, q)
ve(q) = et e (2.39)

Zur Bestimmung von dw, und 7, bendtigt man also II,, und 6II,,, welche jeweils auf
der longitudinalen Massenschale w,(q) ausgewertet werden. Die fithrende Ordnung ist aus

(2.18) bekannt,
Mo(w,q) = 3m? {1 & ;"—qln (L‘:’)—i-%)} (2.40)

2 2
Oulloo(w, @ ymw, = Q_{ 23’” _1}. (2.41)

we |wf — ¢?

Die Korrektur 6II,, zur Gluon-Selbstenergie ist in [22, 37] ausfiihrlich diskutiert wor-
den.

10,,(Q) = Ie2P(Q) + M24(Q) — ILN(Q) (2.42)

mit
IP(Q) = %gi’Ny; *G*(K)*'GY(P)*Tupr(Q, =K, —P) T, (Q, — K, — P)(2.43)
nai(Q) = %g’Nyf *G*°(P)*"Tyupo(Q, —Q,—P, P) (2.44)
n-Q) = 2N3§A A(P) [5P.P, — 2P, (2.45)

uv
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Abbildung 2.2: Die Diagramme zur ersten Korrektur der ther-
mischen QCD Selbstenergie. Der innere Impuls ist weich, also
miissen Propagatoren und Vertizes resummiert werden.

Die beiden Anteile IT1'°°P und II** entsprechen den zwei Diagrammen in Abbildung 2.2. Der
innere Impuls P ist bei ihnen nicht automatisch auf die weiche Skala beschrankt, vielmehr
enthalten sie von harten P noch Anteile aus der fithrenden Ordnung. Letztere werden per
Subtraktion von I} in (2.42) eliminiert In der Differenz erstreckt sich die Summation
nur noch iiber weiche P, und 6II ist eine echte Korrektur der relativen Ordnung g. Zur
Auswertung der Ausdriicke finden sich ein paar Details in Anhang C.

2.5 Magnetische Masse

Bei T' = 0 gibt es in diagrammatischen Entwicklungen von z. B. Streuquerschnitten hdufig
infrarote Singularitaten, welche durch bestimmte Vorschriften wie das Bloch-Nordsiek-
Theorem oder das Kinoshita-Lee-Nauenberg Theorem [38] behandelt werden miissen. Das
Resultat sind IR-endliche Querschnitte. Bei endlicher Temperatur sind Probleme im IR
einerseits schlimmer, andererseits nicht vorhanden. Einerseits fiihrt das Verhalten der
Bose-Funktion ny(z) — T'/z fiir z — 0 dazu, daB infrarote Singularitaten bei Integration
iber z verstarkt werden. Die oben genannten Theoreme sind dann nicht mehr anwendbar.
Andererseits kann es in einem Gluon-Plasma keine langreichweitigen Krifte geben. Effekte
des Medium sorgen fiir eine Abschirmung. Somit existieren keine IR-Singularitaten. Die
Abschirmlange kann allerdings recht lang sein, so dai IR-empfindliche Gr68en zwar nicht
divergent, jedoch sehr grofl werden konnen. Stérungsreihen sind aus diesem Grund nicht
unbedingt von T = 0 auf T # 0 iibertragbar. Eine Neusortierung der Reihe kann notwen-
dig sein. Das beste Beispiel ist die soeben vorgestellte Braaten-Pisarski-Resummation.

Im Gluon-Plasma gibt es zwei Abschirmlangen. Sowohl chromoelektrische als auch
-magnetische Wechselwirkungen sind nicht langreichweitig. So verhalt sich z. B. das chro-
moelektrische Potential nicht ~ 1/r, sondern ~ 1/r exp(—mpr), wobei mp Debyemasse
genannt wird [6, 7]. Ahnliches gilt fiir chromomagnetische Felder. Die zugehérige Ab-
schirmmasse heifit magnetische Masse m,,. Die Massen lassen sich analog zu den oben
besprochenen Dispersionskurven aus den Polen des Gluon-Propagators bestimmen [39],

mp = I;(0,9)|2=—mz, ~ und  m}, = I1,(0,9)|g2=—ma, - (2.46)

Wie man an @), = 0 sieht, sind die Massen statische GroéBen. Ihre fithrenden Ordnungen
lassen sich mit (A.2) und (A.3) finden.

m? = 3m? und m2 =0, (2.47)
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Das Verschwinden der magnetischen Masse auf HTL-Niveau (d.h. m,, = 0-¢7T") hat zu Dis-
kussionen iiber die Stabilitidt von Storungsreihen in thermischer QCD gefiihrt [15, 16]. Ist
m?2 ~ ¢®T?, so hat man eine Chance, durch Resummation eine konsistente Stérungsreihe
zu formulieren. Ist m2, ~ ¢*T?, so existiert zwar eine Entwicklung von m,, in g, jedoch
tragen zur fiihrenden Ordnung beliebig viele Diagramme und Diagrammklassen bei. Sollte

schlieBlich m,, < g*T? sein, existiert moglicherweise gar keine Stérungsentwicklung mehr.

Inzwischen gibt es ausreichend Resultate aus analytischen Abschatzungen [17, 18]
und Gitterrechnungen [40], welche die Gréfienordnung m2, ~ ¢*T? vorhersagen. Diese
recht kleine Ordnung hat leider zur Folge, da bei diagrammatischen Entwicklungen eine
Grenzordnung in g existiert, ab welcher Diagramme selbst mit beliebig hoher Schleifenzahl
beitragen [15, 16]. Diese Ordnung liegt z.B. fiir den Druck des Gluon-Plasmas bei g67[41]
und fiir die hier betrachtete Selbstenergie bei g*T2. Die Korrektur (2.42) ~ ¢3T? ist die
einzige Ordnung, welche stérungstheoretisch noch zugénglich ist. Fiir hdhere Ordnungen
benodtigt man andere, neue Methoden, wie zum Beispiel Variationsverfahren [42].

Uberraschenderweise spiirt die Selbstenergie schon in (2.42) etwas von der magneti-
schen Skala. Die Dampfung (2.39) héngt logarithmisch vom Verhaltnis mp/m,, ab und
ist fiir m,, = 0 IR-divergent [43]. Dieses Verhalten geht auf sogenannte Massenschalen-
Singularitaten zuriick. Sie sollen etwas genauer untersucht werden, da in Kapitel 4 eben-
solche Singularitdten auftauchen. Dazu betrachte man den ,Spielzeug“-Term [19]

Q) =% AdP)A(Q—P)  bei Qo =we(q)+ic. (2.48)

Er ist ein typischer Anteil des Korrekturterms (2.43). In der Summation iiber die Mat-
subara-Frequenzen kann nur der Anteil mit P, = 0 empfindlich auf IR reagieren, denn es
gilt I1;(0,p) = 0 und somit A,(0,p) = —1/p?. Die Existenz einer endlichen magnetischen
Masse wiirde an dieser Stelle z.B. A; ~ —1/(p? + m2,) liefern. Weiterhin wird S auf
der longitudinalen Massenschale ausgewertet. Dort erfillt @ = (w;,q) die Bedingung
Q? = I1,(Q), was fiir eine zusétzliche p-Potenz sorgt:

dPp 1 1

5@d = T A |
~ T[1+ 8,1l A :
~ T+ 0p11(Qo 9)] / Gn) 72 77— 255 —ieo’ (2.50)

wobei o = +1, siehe [19]. Im letzten Schritt wurde p < ¢ genahert, IR-reguliare Terme
sind dabei vernachléssigt. Die weitere Auswertung von S ergibt einen regularen Realteil,
jedoch einen divergenten Imaginarteil. Hier ist ein expliziter IR-cutoff A notwendig,

T
§ = i0'goll + 0 11d(Qur )] ' In (%) +0(1). 2.51)

Zumindest im Imaginarteil von S kann man nicht héhere Ordnungen als g3 In(1/g)T?
berechnen, denn in Ordnung ¢°T? ist die genaue Form des IR-cutoffs A wichtig. In
O(g°In(1/g)) ist jedoch die analytische Auswertung der Selbstenergie (2.42) méglich [19],

2 2 2
g°NT we 3(m?* — Q?) 1
b - = S— l . . -

dr  q 3Im? — Q? " g )

Diese Gleichung wird in Kapitel 4 zur Kontrolle der Rechnungen in Lichtkegelnahe dienen.

ve(q)
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Kapitel 3

Das Plasmon eines Modellsystems

In thermischen Feldtheorien wie QCD gibt es keine infraroten oder kollinearen Singula-
ritaten. Alle bei T = 0 langreichweitigen Kréfte sind durch Effekte des Mediums abge-
schirmt. Wenn dennoch Singularitidten in der Stérungsentwicklung einer physikalischen
GrofBe zu finden sind, ist die Entwicklung inkonsistent oder fehlerhaft.

Mit Hilfe des Braaten-Pisarski Resummationsverfahren ist es gelungen, Infrarotdi-
vergenzen zu beseitigen, welche auf unzureichender Beriicksichtigung der weichen Skala
beruhen. Doch gibt es noch immer Bereiche, in denen bei Bestimmung der Plasmon-
Dispersion Singularitaten auftauchen. Ein solcher Bereich ist die Néhe des Lichtkegels
@? = 0. Dort lassen kollineare Singularitdten die Storungsreihe zusammenbrechen. Vor
der Untersuchung des QCD-Plasmons wird anhand eines Modells der Ursprung und die
Beseitigung dieser Singularitaten vorgefithrt. Die Skalare Elektrodynamik (SED) dient
diesem Zwecke ideal. Krammer, Rebhan und Schulz untersuchen in [21] das Plasmon der
SED einschliellich der ersten Korrektur zu w,. Aus ihrer Arbeit sind etliche Resultate in
das vorliegenden Kapitels ibernommen. Die Lagrangedichte ist [3]

1 1
£ = (Dug)" D*¢ — ;FuF* — —(3,A%)" (3.1)

mit D, = 0, + teA, und dem abelsche Feldtensor F,, = 9,4, — 0,A,. Die SED hat
zwei Vertizes. Ein Dreiervertex koppelt zwei Skalare an ein Photon und ein Vierervertex
koppelt zwei Skalare an zwei Photonen. Die diagrammatische Struktur ist jener der QCD
also sehr dhnlich: LaBt man Linienunterschiede verblassen, sind sie formal gleich.

Bei endlicher Temperatur geht die Analogie noch weiter: Ersetzt man die thermische
Gluonmasse durch m = €T'/3, konnen die Resultate aus Anhang A fiir den Photon-
Propagator iibernommen werden. Unter anderem existiert eine kollektive longitudinale
Anregung, das Plasmon. Jedoch gibt es gegeniiber der QCD eine wesentliche Vereinfa-
chung: Die effektive Lagragedichte der weichen Skala ist einfacher aufgebaut,

3m? Yo
Lt =L —p*¢pp* —— | F,,———F,", 3.2
i K ¢¢ 4 Q #P(Ya)g ( )
wobei pu? = €2T?/2 die thermische Masse des skalaren Feldes ist. L.q ist manifest eichin-
variant, da bereits der Feldtensor im Gegensatz zum nichtabelschen Fall eichinvariant ist.

19
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Aus diesem Grund gibt es in der SED keine HTL-Vertexzusitze. Des weiteren ist die skala-
re Selbstenergie sehr einfach: Sie ist konstant. Durch diese Vereinfachungen ist es méglich,
die Photon-Selbstenergie bis einschlieBlich der ersten Korrektur analytisch auszuwerten.

Analog zur QCD enthilt die Selbstenergie! II := IT + §II einen Anteil I ~ €2T?,
welcher diagrammatisch von harten Einschleifern gebildet wird, und die Korrektur §IT ~
e e’T?, welche von weichen Einschleifern herriihrt.

i = zezgfp A7 A, (~Pg,, +2P,P,) (3.3)
A1k 2.«32?; [A7A, - A74,) (~P?g,. +2P.P,) (3.4)

mit A, = (P%? — p?)7!. Die fithrende Ordnung II,, ist aus der QCD bekannt, verglei-
che (2.16) und (A.2). In (3.4) ist der zweite Term der eckigen Klammer der vom QCD-
Plasmon bekannte Subtraktions-Term, welcher die Summation iiber P auf weiche Impulse
beschranken soll. Wie gesagt ist die Integrationen in Il analytisch ausfiihrbar. Das Re-
sultat findet sich in Gleichung (6.5) in [21].

3.1 Kollineare Singularititen am Lichtkegel

Die fiihrende Ordnung (3.3) der Photon-Selbstenergie II,,(Q), @ = (w, q), enthélt am
Lichtkegel w = g eine kollineare Singularitat,

dip n(p) {1 2 L} : (3.5)

(2m)3 w—pq/p

Gleichung (3.5) gewinnt man aus (3.3) nach Summation iber die Matsubara-Frequenzen.
Die Singularitdt heiBt kollinear, da sie unabhangig von der GroBe des Betrages von p
an den Endpunkten der Winkelintegration pq = pq auftritt. Die Selbstenergie wachst
logarithmisch mit dem Abstand vom Lichtkegel an, das heit mit ¢? = Q?/q? verhilt sie
sich wie

eltd, q) = 462/

3m? 4
B ilorg). % wedh (—> Sl e (3.6)

4 2 62
vergleiche Gleichung (2.40). Eine solche Singularitdt nennen wir logarithmisch, héhere
e-Potenzen entsprechend linear, quadratisch etc. Die Plasmon-Frequenz bestimmt sich in

Lichtkegelnihe aus der Asymptotik von (2.34)

4q2

2 2
=m- In
. s (%? —q¢?

) U g (1 + 46_"2/"“2"’) (3.7)

mit m2, = 3m?/2. Fiir ¢ & oo schmiegt sich wy(q) exponentiell an den Lichtkegel an,
sie erreicht ihn jedoch nie. Somit kommt die Dispersionkurve niemals in direkten Kon-
takt mit der Singularitat aus (3.5) und bleibt stets endlich. Da w, die uns interessie-
rende physikalische MeBgrofie endlich ist, besteht noch kein Grund, an der existierenden
Storungsentwicklung zu zweifeln.

Im vorliegenden Kapitel bezeichnet IT,, nicht die Gluon-, sondern die Photon-Selbstenergie.
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Die Korrektur 6I1,,(w = q) ist starker divergent. Die Autoren von [21] finden

euT ¢ e?uT 1 4
0l,0(w, q) — R ey GV Sl fir w-ogq. (3.8)

Die Korrektur kann damit in Lichtkegelnahe stark anwachsen, mit der filhrenden Ord-
nung der Selbstenergie gleichziehen oder sie sogar iibertreffen. Dies zerstort in dem engen
Bereich ¢ < e die konsistente Bestimmung der Selbstenergie. Damit mul noch immer
nicht die Konsistenz der Entwicklung von w, gefahrdet sein, jedenfalls solange w;(q) in
ausreichendem Abstand vom Lichtkegel bleibt. Letzteres ist jedoch nicht fiir alle ¢ erfiillt.
Der Abstand der longitudinalen Dispersionskurve vom Lichtkegel wird vergleichbar mit
der Kopplung e, denn nach (3.7) gilt w? — ¢> < e%q® bei ¢ R m, In(1/e). Eine konsisten-
te Bestimmung der Plasmon-Frequenz ist in dem schmalen Streifen w? — ¢* < e%¢? um
den Lichtkegel nicht mehr moglich, zumal nicht ausgeschlossen werden kann, dafl weitere
Korrekturen von II,, dort noch starker divergent sind.

Wir wollen die Plasmon-Frequenz w; in Lichtkegelnidhe genauer betrachten. Sie erfiillt
die Bestimmungsgleichung ¢ = II(w¢, q) + 6II(we, q) + - . ., welche fiir €2 = Q%/¢?> — 0 zu

3m? 4 e?uT 1
g D ISR e 1
1ihmiy & (62) i 2r € T (5:9)

wird. Fiir € S e ist es unklar, welcher der beiden Terme in (3.9) zur Bestimmung der
filhrenden Ordnung von w; zu verwenden ist. Angenommen, die urspriingliche Untertei-
lung sei weiterhin giiltig. Dann folgt aus (3.9) und (2.38)
2
wi(q) = ¢ [1 + 4~ /™% (1 - ie“zﬂ"‘%")] . (3.10)

24mm?

Der Korrekturterm (der zweite in der runden Klammer) kann bei geniigend grofen q den
Abstand vom Lichtkegel bestimmen. Es gibt nun sogar eine Losung auf dem Lichtkegel,

d.h. wl(‘]krit) = Qkrit-

24""ﬁ> (3.11)

Tierie = 3m” In ( e2uT
Dies wiirde bedeuten, daf§ sich die fiilhrende und die in erster Ordnung korrigierte Versi-
on der Mefgrofle w, physikalisch stark unterschiedlich verhalten. So etwas darf in einer
konsistenten Stérungsentwicklung nicht passieren.

Tatséachlich ist der Zusammenbruch der Stérungsreihe ein Kunstprodukt. Die Summe
IT = 11 + 4TI
ﬁ#V(Q) = 262#}) A;AM (—Pzg;w + 2Pupu) (312)

enthélt nur massive Propagatoren A ,, welche keine kollinearen Singularitidten entwickeln
kénnen. Ohne die Zerlegung in fithrenden Anteil und Korrektur ist die Selbstenergie end-
lich. Offensichtlich verliert die Unterteilung in (3.3) und (3.4) am Lichtkegel ihren Sinn.

Um den tatsédchlich fithrenden Term zu finden, werden wir (3.12) jetzt ndher untersu-
chen. Nach Aufsummation aller Matsubara-Frequenzen ist
&Ep np(w 1 1
s’ / p iy £, ey
(2r)® w, Balldndil Q2—2wpw+2pq+Q2+2wpw+2pq
(3.13)
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wobei n;(z) die Bosefunktion , w? = p?+4? und Q = (w, q) ~ €T ist. Der Impuls p sei hart,
denn dort ist der fithrende Term zu suchen. In (3.13) wurde eine @Q-unabhingige Konstante
vernachlassigt, ansonsten sind keine der sonst iiblichen HTL-N&aherungen durchgefiihrt
worden. Letztere wiirden bedeuten, im Nenner Q? wegzulassen und im Zahler und Nenner
wp = p zu setzen. Wir kamen wieder beim alten divergenten Resultat an.

Am Lichtkegel ist @ = 0 erfiillt. Dennoch ist (3.13) nicht divergent, die Masse in w,
reguliert die bisherige Singularitat. In filhrender Ordnung ist also

- &cp ny(p) PQ 5L N
Y P 2 P
1o0(Q) = —4e /(%)3 it ket lnd 751 & (3.14)

Die Néherung w, = p im Nenner ist verboten. Trotz harter p diirfen wir am Lichtkegel
die thermische Masse p der skalaren Felder nicht vernachlassigen.

Auch die starke Divergenz der Korrektur 6II,, ~ % kann auf diese Art verstanden
werden. Sie wird dadurch verursacht, daB in (3.4) ein ungeeigneter Term subtrahiert wird:
Der Anteil mit massiven Propagatoren A, divergiert am Lichtkegel nicht, sondern nur
derjenige mit nackten Propagatoren A,, welcher dadurch dominant wird. Die Summation
ist nun nicht mehr nur auf die weiche Skala beschrankt. Wenn man dennoch bei der
Auswertung von (3.4) davon ausgeht, nur von weichen Impulsen P Beitrage zu erhalten,
und entsprechend entwickelt, um sich danach dem Lichtkegel zu ndhern, dann erhalt man
oI, ~ % Als Beispiel betrachten wir die Differenz

STBeP = g2 [ 5P "”(”){ & £ } . (3.15)

@) p lww-pg po—pq

Beschrankung auf weiche Impulse heifit ny(p) &~ T'/p. Wenn w # g, ist (3.15) trotz der
Néaherung im UV endlich. Nach der Integration {iber p-Betrag erhalten wir aus

2 3 2
sIBs® = _ & “Tf/ du e (3.16)
i

2r q /wz/qz — u2 .

das erwartete Verhalten ~ 1. Wenn wir dagegen die Naherungen in umgekehrter Reihen-
folge durchfiihren, also zuerst w = ¢ beriicksichtigen und dann n, = T'/p setzen, entdecken
wir statt des I eine logarithmische kollineare Singularitat zuziiglich einer UV-Divergenz.
Dann ist (3.15) offensichtlich nicht mehr auf die weiche Skala beschrankt, 611 ist latent UV-
divergent. Es ist somit manifest, dal der harte Beitrag der Selbstenergie nicht vollstandig
abgezogen ist.

3.2 Resummation asymptotischer Massen

Wie soeben gezeigt, werden die kollinearen Singularitdten in der Selbstenergie durch die
Verwendung des nackten Propagators A, anstelle des massiven A, verursacht. Sie sind
Kunstprodukt einer falschen Aufteilung in fithrenden Term und Korrektur. Dafl diese
Tatsache nicht nur auf die erste Korrektur 6II der Selbstenergie beschrankt ist, zeigt ein
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Abbildung 3.1: Dyson Gleichung fiir den Photon-Propagator. Photonen
sind durchgezogene, Skalare gestrichelte Linien. Innere Propagatoren sind
stets volle, Vertizes hingegen kommen sowohl nackt als auch voll vor.

Blick auf die Dyson-Gleichung Abbildung 3.1. In der vollen Selbstenergie gibt es keinerlei
nackte Propagatoren. Es kann also auch in hoheren Korrekturen niemals zu kollinearen
Singularitaten kommen. Zu einer korrekten asymptotischen Entwicklung des Propagators
ist es zwingend notwendig, gewisse Anteile des vollen Propagators in den inneren Linien
mitzunehmen. Welche Anteile dies sind, muf in einer selbstkonsistenten Weise bestimmt
werden.

Im vorliegenden Fall ist die Prozedur recht einfach: Der Photon-Propagator benétigt
am Lichtkegel skalare Linien, welche mit dem filhrenden Anteil der skalaren Selbstener-
gie resummiert sind. Letztere ist eine Konstante, welche keine kollinearen Singularitaten
enthalt, also unempfindlich gegen lichtartige Impulse ist. Dadurch ist nach Resummation
der Masse p Selbstkonsistenz erreicht. Wie die Prozedur in konkreter Rechnung ausschaut,
werden wir im folgenden zeigen [23].

Zur Bestimmung der fithrenden Ordnung der Selbstenergie starten wir mit der Lagra-
gedichte

Leg = Lsgp — m2,¢¢" (3.17)

wobei die ,asymptotische Masse“ m., zunachst unbestimmt ist. In Einloop-Niveau ist die
Photon-Selbstenergie nun gegeben durch

H#V(Q) == 262% A;;Am (—Pzg/.w + 2Pp,Pu) (3.18)
mit A,, = (P?—m?)~!. Die weitere Auswertung erfolge am Beispiel von II,,. Die inneren

Impulse seien hart, ) sei wie bisher weich und K = @ — P. Bei Vernachlassigung nicht-
fithrender Anteile 1a8t sich II,, umformen zu

.(Q) = e"’g; {-28m — 40, ALP.K,} . (3.19)

Summation iiber die Matsubara-Frequenzen ergibt —Zezfp A = §m2 sowie

1 1 ] ]
4;5 A=A PK, = g]f { }
P mA P{Po—wp+Po+wp} Ko—wk+Ko+wk
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— ﬂ np(w. np(w, : = :
= /(271_)3 [no(wp) + ne(wr)] (Qo+w,,+wk Qo—w,,—wk)

1 1
+ulon) - med) (o - gmags) | O

mit w? = p? + m2,. An dieser Stelle wird iiblicherweise per Q, — w + ic fortgesetzt. Dies
geschieht hier ebenfalls, jedoch wird die Bezeichnung @), beibehalten.

Wir werden jetzt die HTL-Néherungen p < ¢,mq durchfithren, allerdings unter
Beriicksichtigung des Lichtkegels. Die Summe w, + wy ist stets hart, also &~ 2p. Ebenso
ny(wp) + ns(wk) = 2ny(p). Die entsprechenden Differenzen ergeben jedoch weiche GréBen,
np(wp) — np(wi) = n'(wp)(wp, — wi) + O(g?) sowie

5 2s Higgaf ol Yo opigt={pl) 3/ 2
Wp — Wk = : (1 2p2) 53 + O(¢°/p%) . (3.21)

Die kollineare Singularitdt war bei pg = £pq zu finden. Dort verschwindet der zweite
Term von (3.21). Er ist am Lichtkegel eine ,echte Korrektur und darf vernachléssigt
werden. Nicht so der Term ~ m2 . Dies ist der gesuchte Regulator der Singularitat?.
Damit ist die Photon-Selbstenergie in fithrender Ordnung gegeben durch

d3 2w2
I,,(Q) = 3m? + 2¢* / (2;)’3 n'(p) o )"Qé’_ oy (3.22)

Auf analoge Weise kann die skalare Selbstenergie bestimmt werden. Man stellt fest, da8
deren fithrende Ordnung nicht von m,, abhingt. Sie ist weiterhin durch die Konstante p?
gegeben.

Die fithrenden Ordnungen der Selbstenergien sind nun bekannt. Wir kénnen mit ihnen
die effektive Wirkung der weichen Skala aufstellen,

Eeﬁ' a= L~ /‘2¢¢‘ & Jﬁphoton . (323)

Der Zusatz 8 Lphoton st gegeniiber (3.2) leicht verdndert. Er wird in Kapitel 6 genauer
diskutiert. Noch ist die effektive Wirkung jedoch nicht vollstandig: Die Masse m, ist
unbekannt. Wir werden sie jetzt festlegen. Dazu wird gefordert, dafl die Korrektur 411,
welche man aus (3.23) analog zu (3.4) erhalt, keine Terme mehr enthalte, welche aus einer

?Bemerkung zur Entwicklung der w, x: Es gilt exakt

on == 1/ + mty + 0~ GO/ = (147 (L))

K

mit we = /(p— pg/p)? +mZ und n = (p?¢? — (p7)?)/p?. P(z) ist ein Polynom. Weiterhin gilt

e . pq)? md,
wg = (wp — wp) (14+P (1 mit = i
x = (wp —P7/wp) ( () 1 p? (w2-77)?

Sowohl 7 also auch 7’ sind am Lichtkegel ’echte’ Korrekturen, so dal wp, — wix & ¢ /wp.
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Abbildung 3.2: Die Dispersionskurve w¢(q) des Plasmon bei Resummation
der asymptotischen Massen m,, dargestellt in Einheiten der thermischen
Masse m. Die unresummierte Kurve nahert sich fiir ¢ = oo exponentiell
dem Lichtkegel. Die mit verschiedenen Werten von m,, resummierten
Kurven stoflen bei endlichen Werten von ¢ durch den Lichtkegel durch.

Summation iiber harte Impulse entstehen, d.h. die Summation in éII sei weich. Nach den
Ausfithrungen des vorherigen Abschnittes konnen wir folgern:

Y T (3.24)

DaBl die Bestimmung der Selbstenergie schon in filhrender Ordnung zur Resumma-
tion einer Masse zwingt, ist neu. Es stellt sich dabei die Frage, ob noch immer aus der
Selbstenergie eine effektive Wirkung im Sinne der Renormierungs-Theorie erhalten werden
kann. SchlieBlich ist die Analogie nur dann gegeben, wenn zur Bestimmung der Wirkung
harte Impulse ausintegriert werden, die kleineren Skalen dagegen unberiihrt bleiben. Dem
scheint zu widersprechen, daf am Lichtkegel eine kleine Masse y ~ g7 mitgenommen
worden ist. Diese Masse fiihrt jedoch nicht dazu, daB8 die Selbstenergie II Beitrage aus der
weichen Impulsskala bekommt. Sowohl bei der Bestimmung der Masse p als auch in II
(3.22) sind die Impulse wie bisher auf hart beschrankt. Die Analogie ist also noch immer
giiltig.

3.3 Plasmon-Frequenz am Lichtkegel

Die asymptotische Masse hat interessante Effekte auf die Plasmon-Dispersionskurve in
der Nahe des Lichtkegels. Da die Selbstenergie Il,,(w = ¢) nicht mehr divergiert, gibt es
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nun schon in fithrender Ordnung eine Lésung der Gleichung ¢ = —II,,(w = q) direkt auf
dem Lichtkegel [21].

Gioeiy = 3m° [ln (%) e @), O(e°T?) . (3.25)

2 ¢(2)

Die Dispersionskurve we(g) schmiegt sich nicht mehr exponentiell an den Lichtkegel an
(3.7), sondern durchstoBt ihn bei dem endlichen Wert gyi¢, sieche Abbildung 3.2. Das
Residuum der Anregung verschwindet dort nicht. Jenseits des Lichtkegel jedoch wird das
Plasmon schnell durch Dampfungseffekte und ein verschwindendes Residuum unterdriickt,
so daB man dort nicht mehr von einer physikalischen Anregung sprechen sollte. Fiir eine
genauere Diskussion siehe [21].

3.4 Halbklassische Beschreibung

In fiihrender Ordnung kénnen die Dispersionkurven der Plasma-Anregungen [44] sowie
die HTL-Approximationen der Selbstenergien [45] aus einer halbklassischen Betrachtung
mittels der Boltzmann-Gleichung gewonnen werden. Wir diirfen annehmen, da8§ allein die
Wechselwirkung klassischer Teilchen zur Bildung der thermischen Massen beitragt. Erst in
der Korrektur zur Selbstenergie lassen sich quantenmechanische Beitrége (Paarerzeugung)
nachweisen [21].

Auch bei Resummation der asymptotischen Massen bleibt die klassische Beschreibung
giiltig. Wir betrachten ein Plasma aus geladenen ultrarelativistischen Bosonen und fragen,
ob sich in diesem Medium eine longitudinale elektromagnetische Welle ausbreiten kann.
Im strengen ultrarelativistischen Limes ist die Ruhemasse der Teilchen vernachlassigbar.
Wir wollen jedoch zulassen, daf§ die Teilchen eine thermische Masse m ~ €T besitzen.

Die Verteilung der Ladungstrager f(p;7,t) geniigt der Gleichung

0f(B;7,t) = —eE V,of(3;7,t) — 5(P)Vof(B;7ht) . (3.26)

Die Funktion f (p; T,t) beschreibt die Anzahl der Ladungstrager mit Impuls p in einem
Subsystem am Ort (7,¢). Die Bosefunktion ny(p) ist ihr ortunabhangiger Gleichgewichts-
wert. Gesucht ist eine longitudinale elektromagnetische Anregung des Plasmas. Sie wird
die Gestalt

=y

E(F,t) = %E cos(w(q)t — §7) (3.27)
haben. Die Maxwellgleichung 7 (7,t) = —atE: (7,1) liefert einen Zusammenhang zwischen
elektrischem Feld und der Verteilungsfunktion f.

el . I ST .
7,1 = 2¢ [ 5550(9) S5 7,0 = ~0.B(F.1), (3.28)

wobei v = p/v/p? + m? die Geschwindigkeit eines Teilchens mit Impuls p ist, m ist die
oben angesprochene thermische Masse.
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Das System weiche nur wenig vom Gleichgewicht ab: f(p;7,t) = ny(p) + 6 f(p; 7, 1).
Die Boltzmanngleichung (3.26) wird linearisiert und ergibt

PR n'(y/") pg sin(wt — g7)
6f(p1 ’t) N Eo \/—. g - f)-—é/\/—. (329)

mit /" = /p? + m?. Die Maxwellgleichung liefert die Bestimmungsgleichung fiir w(q).

n'(p) (p9)* 1
woli) = i / v 3.30
(@)= Fr +m2 ¢ w-pg/y" i

wobei m < p in der Bosefunktion ausgenutzt wurde. Die Gleichung 1a8t sich miihelos in

d’p
2m)3

¢ =-1,, mit I, = 262/( n'(p) w\/fci 53 (3.31)

umformen. Dies ist genau die Selbstenergie aus (3.22).

Die halbklassische Betrachtung fithrt also auch am Lichtkegel zum Erfolg. Dies liefert
folgendes physikalisches Bild: Die longitudinale Anregung ist eine kollektive Anregung der
klassischen Teilchen des Plasmas. Es gibt dabei keine quantenmechanischen Wechselwir-
kungen der Teilchen untereinander (z.B. iiber virtuellen Photonaustausch). Mit anderen
Worten heiit das, daB8 die inneren Linien in den Diagrammen der HTL-Selbstenergie auf
der Massenschale sind. Die Teilchen erhalten durch ihre klassische Wechselwirkung ther-
mische Massen. Letztere diirfen in Lichtkegelnahe nicht vernachlassigt werden.



28

KAPITEL 3. DAS PLASMON EINES MODELLSYSTEMS



Kapitel 4

Das QCD-Plasmon am Lichtkegel

Im Modell der skalaren Elektrodynamik haben wir gesehen, welche Effekte kollineare Sin-
gularitaten in den Selbstenergien auf die Dispersionskurve des Plasmon haben und wie die
zerstorte Konsistenz wiederhergestellt werden kann. Die Untersuchung wird nun fiir QCD
wiederholt. Wir werden feststellen, dafl auch im nichtabelschen Fall eine bestimmte asym-
ptotische Masse resummiert werden mufl; um am Lichtkegel die konsistente Bestimmung
der Plasmon-Dispersionkurve zu erméglichen.

Die halbklassische Betrachtung des vorangegangenen Abschnittes 1a8t schon erahnen,
welche Masse zu resummieren sein wird: Die klassischen Freiheitsgrade mit harten Im-
pulsen, welche das Gluon-Plasma bilden, sind die transversalen Gluonen. Longitudinale
Anregungen existieren erst bei kleineren Energien, welche nicht zur Bildung der HTL-
GroBen beitragen. Entsprechend wird bei lichtartigen Impulsen die thermische Masse der
transversalen Gluonen wichtig werden, falls eine solche Masse existiert. Nach Abschnitt
2.2 existiert sie tatsachlich, die transversale Dispersionskurve w;(g) nédhert sich fiir grofie
q namlich der Form w? = ¢ + m? mit
5 e
Also sind transversale Gluonen fiir harte Impulse massiv. Wir kommen zu der Vermutung,

dafB ihre Masse mq, bei der Bestimmung der Plasmon-Selbstenergie in Lichtkegelnahe nicht
vernachlassigt werden darf.

=Miw=gq) fir w,q~T. (4.1)

m

In den folgenden Abschnitten bestédtigen wir die Vermutung. Zuerst wird die fithrende
Ordnung der Gluon-Selbstenergie betrachtet. Sie wird mit den massiven Propagatoren neu
bestimmt, wobei analog zur SED die Masse m,, vorerst unbekannt ist. Letztere wird in
Abschnitt 4.2 festgelegt, in welchem die Korrektur 611, ausgewertet wird. Dabei werden
zunachst alle Beitrdge von HTL-Vertizes vernachléssigt. Sie werden gesondert in Abschnitt
4.3 diskutiert.

Die fithrende Ordnung II der Gluon-Selbstenergie aus Gleichung (2.18) stimmt bis auf
einen Vorfaktor mit der Photon-Selbstenergie der SED iiberein. Wie bei SED divergiert
also IT am Lichtkegel aufgrund einer kollinearen Singularitat.

117,.(Q) ist nun wieder die Gluon-, nicht mehr die Photon-Selbstenergie.

29
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Die Korrektur 61II aus (2.42) besteht aus zwei Teilen. Im ersten sind innere Propagato-
ren und Vertizes nach Braaten und Pisarski resummiert. Der zweite (der Subtraktionsterm
M1y enthalt dagegen nackte Propagatoren. Analog zum entsprechenden Term der SED
hat er die Aufgabe, alle Beitrdge von der harten Impulsskala des ersten Anteils zu kom-
pensieren, so dal in der Differenz die Summationen auf weiche Impulse beschrankt sind.
Wir haben gesehen, daB II[-] unter Umsténden diese Aufgabe nicht erfiillt. Am Lichtke-
gel kann IIl-] aufgrund der kollinearen Singularitit in den nackten Propagatoren beliebig
groB werden. Der erste Teil der Korrektur besteht jedoch aus resummierten Propagatoren,
welche die kollineare Singularitat abschirmen. Dieser Anteil wird am Lichtkegel also nicht
beliebig groB, sondern bleibt endlich. Der Subtraktionsterm kann dann seinen Zweck nicht
erfiillen.

Wir miissen zeigen, da bei Verwendung der resummierten Gluon-Propagatoren tat-
sachlich die Singularitdt abgeschirmt wird. Wenn uns dies gelingt, kénnen wir die Philo-
sophie des vorigen Kapitels vollstandig auf QCD iibertragen. Dann ist in der QCD der
Subtraktionsterm ebenfalls ungeeignet gewahlt, und wir miissen die fithrende Ordnung
der Selbstenergie erneut betrachten.

4.1 Die fithrende Ordnung am Lichtkegel

Wir nehmen zunéchst die Vermutung (4.1) ernst und versuchen, mit ihr eine verbesserte
Version der Gluon-Selbstenergie zu erhalten. Interessant ist vor allem die Frage, ob eine
einzige transversale Masse ausreichend ist, um kollineare Singularitdten zu verhindern.
SchlieBlich stehen noch immer nackte Anteile A, = 1/P? im Propagator.

Zur Resummation der (unbekannten) Masse my, addieren wir analog zu (3.17) der
Lagrangedichte einen Massenterm hinzu, so da8 der transversale Anteil des Propagators
eine Masse bekommt, die anderen Anteile jedoch nicht. Der in A, quadratische Term der
Lagrangedichte wird zu [46]

££‘2:f) = —%Au{ng;w - 2 (a == 1)Q;AQV == m;Auu(Q)}A" . (42)

Die Matrix A, ist der transversale Projektor aus der Basis (2.14). Wie die vollstindige
(eichinvariante) Lagrangedichte mit eingebauter Masse m?2, auszusehen hat, findet sich in
[46]. Wie werden hier nur den Propagator G, benédtigen. Aus (4.2) ergibt sich

Gu(P) = Ay A + (Bu + aD,) Ao (4.3)
1 1
mit Am - m‘:— und AO — ﬁ =

Die gefahrlichen A,-Terme sieht man nun explizit. Neben G, gibt es den Geist-Propa-
gator. Auch dieser ist nicht massiv.

Die fithrende Ordnung II,,,(Q) ist durch die Diagramme aus Abbildung 2.1 gegeben.
Mit dem Gluon-Propagator (4.3) liefern sie

Mer(@) = ¢*NY {Anm—487A0PK, - A;APK.}
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N2(Q) = —¢*Ny3A, (4.4)
Q) = FNLA;ARK,,

so daB in der Summe nur massive Propagatoren vorkommen,
IL,(Q) = 2Ngf{ 2 s THRE A g (4.5)

Dies ist genau derjenige Ausdruck, welchen wir fiir die Photon-Selbstenergie der SED
(3.19) erhalten haben. Wir wissen, daB er am Lichtkegel endlich ist. Der fithrende Anteil
ist analog zu (3.22)

2w2

Mo(Q) = 3m? + 26N / o ™ ) i — (57 (46)

mit m? = g’ NT?/9 und w? = p* + m2,. Die asymptotische Masse m,, ist formal noch un-
bekannt. Sie wird im folgenden Abschmtt aus der Forderung bestimmt, die Summationen
in der Korrektur 611 seien auf weiche Impulse beschrankt. Wir werden auf (4.1) gefiihrt
werden.

Die Gluon-Selbstenergie ist nun auch fiir lichtartige Impulse wohldefiniert. I1,,(Q* = 0)
ist endlich. Entsprechend (vgl. (3.25)) gibt es eine Losung der Gleichung we(girit) = Qkrit:

Gicrie = 3m” [ln (i—i) + % — 1B+ ég)) +0@ T (4.7)

Analog zur SED schmiegt sich die Plasmon-Dispersionskurve nicht mehr exponentiell an
den Lichtkegel an, sondern miindet bei endlichem g,;; in den Lichtkegel ein.

4.2 Die Korrektur 611

Die Korrektur 6I1,, aus (2.42) wird nun auf ihr Verhalten am Lichtkegel untersucht. Wir
werden feststellen, daB es zwei verschiedene Mechanismen gibt, welche §II wachsen las-
sen. Zum einen die aus der SED bekannte ,latente UV-Divergenz“, also die ungeeignete
Wahl des Subtraktionstermes. Zum anderen kénnen die HTL-Zusatze der Vertizes kol-
lineare Singularitaten entwickeln. Sie wurden in Kapitel 2 aus der urspriinglichen Form
der Selbstenergie II hergeleitet. Die HTL-Vertizes haben dabei die Singularitaten von II
»geerbt“. Entsprechend der zwei Mechanismen unterteilen wir éII,, in zwei Teile [22],

8TL,o(Q) =: SII™*(Q) + STIHTLV(Q) . (4.8)

Der Anteil 6II*¢(Q) enthalte keine HTL-Zusatze, sondern nur die nackten Vertizes.
STIHTLV(Q) enthalte den Rest. Die expliziten Ausdriicke fiir beide Teile sind im Anhang
C angegeben.
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Wir wenden uns zunéchst dem tree-Anteil SII¥*® zu, siehe (C.7). Er besteht aus einem
Term mit nackten Propagatoren d, sowie aus etlichen Termen der Form

STIBP .= gzNZAtA;ef(p, k), (4.9)

wobei f(p,k) eine beliebige Funktion der raumlichen Impulse p, k und von @ sowie m
sein kann. Wir untersuchen, ob 6II%*¢ auf weiche Impulse beschrankt ist. Dazu wird der
Limes P > @, m durchgefiihrt, wobei Singularitaten in Lichtkegelnihe beachtet werden
miissen. Der d,-Term aus (C.7) bleibt dabei unveriandert. In den Resttermen darf in den
Propagatoren nicht naiv II = 0 gesetzt werden. Es gilt also nicht A; = A, = A,. Hier gilt
es vielmehr, lichtartige Impulse zu beachten.

Am Beispielterm (4.9) wird das Vorgehen erldutert. Die Propagatoren werden durch
spektrale Dichten ersetzt (Anhang A), so daBl die Frequenzsumme ausfithrbar wird,

S = —g*N / 5 ), dema(@) edz,p)Bee(Qe 2, K) F(p, K) - (4.10)

Der aufBlere Impuls wird fortgesetzt, @, — w + 1€, die Bezeichnung @), jedoch beibehalten.
Der Propagator ist Ay ¢(Q, — z,k) = [(Qo — z)? — k* — I, (Q, — ,k)]™" . Fiir harte p
nahert sich g;(z,p) = §[z% — wi(p)], so daB

d“p ns(p) f(p,k
Bs 2
i s T e e M o)

Abseits des Lichtkegels diirfen Q%, m? sowie II; vernachlissigt werden. Auf dem Licht-
kegel Q, = q kann bei pq = pq der Nenner verschwinden. Dies ist die bekannte kollineare
Singularitat. Sie wird in (4.11) u.a. durch IT;(q — wy, ¢ — p) reguliert, also von einer Selbst-
energie [1(P), deren Argument P ebenfalls (fast) lichtartig ist.

Das Beispiel wird verallgemeinert: Zur Bildung des harten Anteils von §II!:*¢ diirfen die
Selbstenergien in den Propagatoren nicht vernachlassigt werden, sondern miissen durch
ihre Lichtkegel-Grenzwerte ersetzt werden:

g’NT? 2

I, — 5 = Me sowie II, » 0. (4.12)

Durch diese Ersetzungen wird aus (C.7) [22]

S — g’N' Y {2(Am — A0) +49° (AmA;, — AA;) } . (4.13)

Dies ist das Analogon zur Selbstenergie-Korrektur aus der SED (3.4). Wie dort gezeigt,
ist 6I1*"*® am Lichtkegel nicht auf Integrationen iiber weiche Impulse beschrankt, da die
Differenz A,, A, — A,A; nicht verschwindet. Also wird auch in der QCD zur Bildung der

Korrektur ein ungeeigneter Subtraktionsterm verwendet.

Es ist somit gezeigt, dal SII*"*® am Lichtkegel noch Beitrage zur fithrenden Ordnung II
enthalt. II ist also auf eine inkonsistente Weise bestimmt worden. Wie dies zu berichtigen
ist, wissen wir aus der SED. Wir miissen dafiir Sorge tragen, dafl die Differenzen aus
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(4.13) fiir harte P tatsédchlich verschwinden. Dazu sind die harten Propagatoren mit einer
asymptotischen Masse zu resummieren. In Abschnitt 4.1 ist dies getan, wobei dort m.,
noch unbekannt war. Die Masse laBt sich nun aus (4.13) und (4.12) bestimmten: Die
Vermutung (4.1) ist richtig! Eine verbesserte Storungsrechnung muf zur Ausintegration
der harten Impulse die Lagrangedichte (4.2) als Startpunkt haben.

4.3 Beitrage von HTL-Vertizes

Bislang sind die Beitrage der HTL-Vertizes nicht diskutiert worden. Wie oben angedeutet,
verursachen auch sie kollineare Singularitdten in der Selbstenergie. Wir miissen nun die
Frage beantworten, ob die soeben verbesserte Storungsreihe dies aushalten kann. Die
Antwort wird zum Gliick positiv ausfallen: Die Resummation der asymptotischen Massen
ist konsistent. Doch bis wir dort angelangt sind, steht eine gréBere Rechnung bevor. Der
vorliegende Abschnitt enthalt die Diskussion der Philosophie und des Ergebnisses. Die
Rechnung selbst ist im nachfolgenden Kapitel abgedruckt.

Bei den Beitragen der HTL-Vertizes stoBen wir auf ein Problem: Oben wurde ge-
zeigt, dafl die bisherige filhrende Ordnung von II nicht konsistent bestimmt ist. Letztere
ist jedoch der Ausgangspunkt zur Herleitung der HTL-Vertizes, welche somit sicherlich
ebenfalls in inkonsister Form vorliegen. Wir miissen also zunachst annehmen, die Resum-
mation von me, set konsistent. Dann werden die HTL-Vertizes in verbesserter Version
neu bestimmt, um schlieBlich 6II erneut zu untersuchen. Wenn wir feststellen, da§ §II
die Storungsreihe intakt 1aBt, haben wir die Tauglichkeit der Massenresummation gezeigt.
Leider scheitert dieses Arbeitsprogramm in der Praxis. In Kapitel 6 werden zwar verbes-
serte HTL-Vertizes hergeleitet, mit ihnen ist die Auswertung von éII jedoch technisch zu
schwer.

Wir gehen einen Schritt zuriick und verwenden nicht die massiven Propagatoren, son-
dern halten uns an das Original-Schema von Braaten und Pisarski. Die Selbstenergie wird
also wieder echte Singularitidten enthalten, so dal wir dem Lichtkegel nicht beliebig nahe
kommen diirfen. Wir wagen uns auf der longitudinalen Massenschale nur soweit heran,
dafl

l<e?kg® mit €2:=Q%¢. (4.14)

In diesem Bereich ist die Resummation der asymptotischen Massen noch nicht notwendig.
Dort sind wir in der Lage, aus analytischer Rechnung die e-Asymptotik von §[THTW zy
ermitteln,

bl
§ [THTLV =m2g{£2-+ n(e )+ +dln(s)+ } (4.15)

Das ¢ kann nicht beliebig klein werden. Spatestens bei € ~ g wird die asymptotische
Masse mo, wichtig, so daB alle potentiellen Singularititen in € aus (4.15) bei € ~ g
reguliert werden. Direkt am Lichtkegel ist also

V4

S =m’g{a— - h;( YA\ e g } - (4:16)

g2
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Wir nehmen nun an, da ein Beitrag zu einem bestimmten Ordnung der Asymptotik
(4.15) nicht zu einem Term gréBerer Ordnung aus (4.16) beitragen kann. Z. B. wird ein
Beitrag zu c in (4.15) nicht zu a’ aus (4.16) beitragen. Auf diesem Wege ist es moglich, aus
der e-Asymptotik von SIIHLTY abseits des Lichtkegels Riickschliisse auf die Eigenschaften
in der Néahe des Lichtkegels zu ziehen.

Wir betrachten auf dem Lichtkegel die Bestimmungsgleichung (2.34), ¢* = —I1,,(Q),
fir die Plasmon-Dispersionskurve. Die Bestimmungsgleichung ist komplex, Qo 2= ) 1=
wp — 19¢. Der Realteil hat mit (4.16) die Form

1 bl
—¢*=—-3m?hn (—) +m2g{%+ n(9) +E+...} - (4.17)
g g g g

Die fiihrende Ordnung der Selbstenergie ist nur dann durch 3m?1In (l) vollstandig gege-
ben, wenn a = 0 und b = 0 gilt. Ansonsten waren diese Anteile der Korrektur 611 eigentlich
IT zuzurechnen. Der Realteil von éII mu8B also a = 0 und b = 0 als Konsistenzbedingung
erfiillen. Wenn dies gilt, darf (2.38) zur Bestimmung von dw, verwendet werden:

Re 61L,0(we + 1€, q) m2gcfe
5 —_ = ~ — —= T 4.1
we(Q) awHoo(wy q)lw=w1 q 3m2/52 qgec ( 8)
mit € ~ g. Die Gleichung (2.39) ist dann ebenfalls giiltig,
= .
Sm 811, (we + 1€, q) (2.39)

75((]) = 6wHoo(w, q)l

w=wy

Die Dampfung 7, mége v, < wy erfiillen, andernfalls beschreibt die Dispersionskurve keine
physikalischen, sondern iiberdimpfte Anregungen. Dies stellt eine Konsistenzbedingung
(wenn auch nur eine sehr schwache) an den Imaginarteil von éII: Er darf in Lichtkegelnihe
nicht stirker mit ¢ wachsen als 9,I1,,. Nach (2.41) ist 9,II,, ~ 1/e2. Also darf Sm 11

keine stirkere e-Potenz als 1/¢? liefern.
Wir fassen die Bedingungen zusammen:

e Der Realteil Re 11, darf sich maximal wie 1/e
e und der Imaginirteil Sm 61I1,, moge sich maximal wie 1/e? verhalten.

Ist dies erfiillt, so kann die Dispersionskurve des Plasmon konsistent ermittelt werden.
Um abzuschiatzen, wie stark 8 I1,, mit € wachsen kann, sei ein Beispielterm betrachtet.

Das Tadpol-Diagramm aus Abbildung 2.2 liefert den Beitrag (Anhang C)

2(Q) = g"’NiP[At = At]:;:/n (3/22)2 {}f; E ;{Io(}

Er enthalt einen quadratischen Nenner (Y Q)?, welcher zu einem Term der Ordnung 1/¢?
fithren kann. Jedoch kann ¥ zu noch héheren Ordnungen beitragen, denn im (P, = 0)-
Anteil ¥, kann Q% = 0 auch den Infrarot-Bereich der p-Integration beeinflussen:

d3p 1 m? Q
Zo " / / YQEYQ+ep

(4.19)

(4.20)
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Am kollinearen Punkt, d.h. (Y@Q) = 0, verhilt sich der Integrand wie 1/p?, so daB hier eine
logarithmische IR-Divergenz entstehen konnte. Im exakten Resultat wird ¥ zwar keine
echte Divergenz enthalten, jedoch fiihrt die ,IR-Sensibilitit® dazu, daBl ¥ die Ordnung
In(e)/e? anstelle von 1/¢? entwickelt.

Die Auswertung von 6II ist also mit grofiter Sorgfalt vorzunehmen. Man hat nicht
nur den kollinearen Punkt zu beachten, sondern mufl auch Effekte kleiner p studieren.
Die detaillierte Rechnung ist im folgenden Kapitel geschildert. Wir werden dort etliche
Beitrige von S1I finden, welche eine Ordnung 1/e? oder gar In(¢)/e? entwickeln.

Das Endresultat ist jedoch bemerkenswert schon und iiberraschend: In der Summe
aller Terme kompensieren sich die gefahrlichen e-Potenzen.

Re 611, = m’g {0 lns(e) e S0 ln(a) (g)} (4.21)
13N gT 3m? i

- g -

Sndll, = m g{ez 5 s ln( e ) +O(€)} (4.22)

wobei p ein kiinstlicher IR-cutoff ist, vergleiche Abschnitt 2.5. Das Resultat bedeutet,
daB 4I1,, die obigen Konsistenzbedingungen erfiillt! Die Resummation der asymptotischen
Massen fithrt somit zu einer konsistenten Entwicklung der Plasmon-Dispersionskurve.

Als Nebenresultat konnen wir dw, und <, in Lichtkegelnihe ausrechnen. Der Koeffi-
zient von Re §1I,, der Ordnung 1/¢ ist leider nur numerisch zu ermitteln, wir geben ihn
hier nicht an (vergleiche (5.71)). Fiir den Imaginarteil Sm é11,, haben wir jedoch ein
analytisches Resultat erhalten, so da8 fiir die Dampfung aus (2.39) folgt,

¢’NT 3m?
Ye |LC = 1n< o ) : (4.23)

Dies ist der Lichtkegel-Grenzwert von dem bekannten Ausdruck (2.52) fiir die Dampfung
ve. Auf diesem Wege konnen wir also bestatigen, daf die Rechnungen aus Kapitel 5 die
korrekte Asymptotik in ¢ ergeben haben.

4.4 Konsistente Storungsreihe am Lichtkegel

Wir haben gezeigt, dal die Resummation der asymptotischer Massen

mgo — Ht(Qo = Q) ) Qoa Q o

auch im nichtabelschen Fall der QCD ausreichend zur Wiederherstellung der Konsistenz
am Lichtkegel ist. Wie damit eine Stérungsrechnung aufgezogen werden kann, ist uns aus
dem Beispiel SED bekannt. Im nichtabelschen Fall miissen wir jedoch die Existenz der
HTL-Vertizes beachten. Die Prozedur verlauft wie folgt:

Zur Bestimmung der fiihrenden Ordnung der Gluon-Selbstenergie wird die zunéachst
unbekannte Masse my, zu der Lagrangedichte der QCD hinzugefiigt (4.2). Ein entspre-
chender Term wird anschlieend subtrahiert. Er wird als Stérung behandelt und kann hier
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vernachlassigt werden. Der transversale Anteil des Gluon-Propagators erhalt auf diesem
Wege einen Masseneinsatz (4.3). In der Gluon-Selbstenergie werden dadurch die urspriing-
lich vorhandenen kollinearen Singularitdten abgeschirmt, siehe Gleichung (4.6).

Mit der verbesserten Selbstenergie konnen wir die effektive Wirkung der weichen
Impuls-Skala in einer neuen Version ermitteln, siehe Kapitel 6. Die urspriinglichen HTL-
Vertizes verursachen ebenfalls kollineare Singularitaten. In den verbesserten Vertizes wer-
den diese durch die asymptotische Masse abgeschirmt. Somit ist auch die Korrektur 611
zur Selbstenergie am Lichtkegel endlich. Anstelle der Singularitat wéchst 611,, stark an, al-
lerdings wird dadurch die Konsistenz der Storungsreihe nicht erneut gefahrdet. §II wachst
nur so stark, wie es die Konsistenzbedingungen aus dem letzten Abschnitt erlauben. Insbe-
sondere ist in ¢II die innere Summation jetzt durch die neue Wahl des Subtraktionstermes
tatsachlich auf weiche Impulse beschrankt. Genau so ist es von der Renormierungs-Theorie
gefordert.



Kapitel 5

Auswertung der HTL-Vertex-Anteile

In diesem Kapitel wird die Lichtkegel-Asymptotik derjenigen Anteile zur Plasmon-Selbst-
energie ermittelt, welche HTL-Vertizes enthalten: SII2IT™V(Q). Die notwendige Rechnung
wird ausfiithrlich dargestellt, so dafi Leser, welche nicht sehr an technischen Details interes-
siert ist, den Abschnitt als Anhang betrachten mégen. SchlieBlich sind die hier gewonnenen
Ergebnisse schon im vorangegangenen Kapitel vorweggenommen. Derjenige Leser, welcher
sich an schoner Integrierkunst erfreuen kann, findet hier den Hauptteil der Arbeit.

Aufwendig wird die Auswertung dadurch, daB @2 > 0 nicht nur im kollinearen Limes
die Integrale endlich halt, sondern auch den infraroten Bereich kontrolliert. Als Beispiel
haben wir im vorigen Kapitel den Null-Frequenz Anteil des Tadpol an der Stelle w =~ ¢
betrachtet,

dp 1 3m? Q. 1
/ﬂ ( (5.1)

Z"(Q)'”gz’”2T/( ] YQPw—eq+ep

2m)3 p? p? + 3m?
Der kollineare Pol findet sich im Nenner 1/(Y Q)?, der Rest scheint am Lichtkegel end-
lich. Versucht man, das Residuum des Poles zu bestimmen, d.h. w — €q + €p ~ 7p/q,
findet man zwar einen in pq ungeraden Integranden, jedoch auch eine logarithmische
IR-Singularitdt im dp-Integral. Damit ist das Residuum bei dieser groben Herangehens-
weise unbestimmt. Die Lichtkegel-sensiblen Integrationsbereiche miissen also sorgfaltig
herausprapariert und einzeln ausgewertet werden.

Gleichung (5.1) zeigt, da8§ von den HTL-Vertex-Anteilen ein starkes Anwachsen ~ 1/¢?
oder starker fiir €2 = Q?/q®> — 0 erwartet werden muB. Im vorigen Kapitel haben wir
gesehen, daBl gewisse e-Potenzen die Konsistenz der Storungsreihe zerstéren kénnen. Der
Realteil von SIIHTYV(Q) darf maximal mit 1/e wachsen, der Imaginirteil kann jedoch ein
1/€? verkraften. Da wir uns hier nur fiir die Konsistenz interessieren, werden wir uns auf
die negativen Potenzen in € konzentriert. Logarithmisch oder noch schwacher anwachsende
Terme werden vernachlassigt.

Zunichst werfen wir einen Blick auf den vollstandigen HTL-Vertex-Anteil der Plasmon

Selbstenergie. Er ist je nach Typ der inneren Propagatoren in vier Teile zerlegt, vergleiche
Anhang C.
SIE™W(Q)={S+T+2+7} (5.2)

37
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mit
£ = 2f'NY AT, (5.3)
T = %gzNZAA“(JFOOO)Z (5.4)
® = ¢’NY AA {6To0ubTo0" + 2(Ps + Q0)dTo00 } (5.5)
v = %g2NZ AWAST, 6T | (5.6)
sowie A = (A; — A¢)P?/p? und

ST = 0 [ (PO_K,, Y,,YV(P,,_KO>
i (Y@ \YP YK a YQ \YP YK

Dabei ist wie bisher ¢ der duBlere Impuls, iiber P wird summiert und K = Q) — P.

) Bl = 38®

Wie sich herausstellt, tragen nur die ersten beiden Teile ¥ und T zu geféahrlichen Po-
tenzen von € bei. Beide werden hier ausfiihrlich diskutiert. Die Auswertung von ® und ¥
wird nicht dargestellt (ist aber vom Autor durchgefithrt worden), denn sie tragen nicht
zu den gesuchten e-Potenzen bei. Der Hauptgrund dafiir sind die Faktoren (Y'Y”) in ihren
Zahlern. Es gibt nur dann starke kollineare Singularitaten, wenn in beiden Winkelintegra-
len die Nenner (Y Q) klein werden. D.h. es muB e, e’ = g/q gelten. Dann verschwindet
jedoch auch (Y'Y’). Damit enthélt ® (V) effektiv einen (zwei) potentiell singularen Nenner
weniger als z.B T und kann somit keine starken e-Potenzen entwickeln.

5.1 Die Frequenzsumme
Im ersten Schritt fiihren wir die Frequenzsumme aus. Danach erst ist die Fortsetzung

Qo — w + i€ erlaubt, welche zum Erreichen des Lichtkegel erforderlich ist. Mit den Stan-
dardmethoden [24] erhalt man

£ =g 2NT/(2 /d (”)/3’”262" _1 = (5.7)

z—ek
gy o(z,p)e(y,k) [ 3m?3m?
St /d dy 5 eer iy /Qn' YQY'Q

*{1 Q"_“’dé Q°44—2 fi" - : AA}.(s.s)
TQ,—z—ekQ,—z—¢e'k Q,—ep—¢€ekQ,—z—¢ek
Hier wurde ny(z) = % gesetzt, d. h bereits ausgenutzt, da8 alle inneren Impulse weich

sind. Die Dichte o(z, p) ist die spektrale Dichte (Anhang A) des Propagators A.

Wie oben angedeutet, ist im infraroten Integrationsbereich ein endliches @? wichtig,
um die Integration endlich zu halten. Der Bereich mufl abgespalten werden. Alle bislang
bekannten Infrarotdivergenzen [12, 19] beruhen auf der folgenden Eigenschaft der trans-
versalen Dichte,
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Dies ist aquivalent dazu, dal es in der Ordnung g7 keine magnetische Masse gibt, ver-
gleiche Abschnitt 2.5. Auch im vorliegenden Fall ist (5.9) fiir die Schwierigkeiten im IR
verantwortlich. Also wird ¥ und analog T wie folgt unterteilt:

E=L e Nl a0 (5.10)

Die IR-empfindlichen Anteile sind

3 (z p) 3m2Qo 1
Yig = 2NT/ o )3 /Cl / (YQ - _é;; (5'11)
_ 1l o(z p)e(y,k) 3m? 3m?
i —gNT/2)3/dd o—zT—y Jor YQY'Q
1 1 QO Qo
i 1 = = . 5.12
(fc Qo_y)Qo_Eon—E'k ( )

In ihnen darf nicht p? > Q? genihert werden. Dagegen ist dies in X; und T, erlaubt. Die
Unterteilung (5.10) ist gleichbedeutend mit der Abspaltung des (P, = 0)-Anteils aus der
Frequenzsumme.

5.2 IR-Anteil von X

Im IR-Anteil ¥, werden zunachst Summenregeln (Anhang A) verwendet, um die z-
Integration auszufithren. Nach der Winkelintegration (Anhang D) findet man

. = Lony [£21_dnt pmiuGip)
My (2”)31’21’2"'3’”2\/(ﬁ6)2+62p2q2'3

Q*+pa+v : 2 o= 2
*{ln (Q2+§;—\/_') —zw@(p —2pq —Q )} g (5.13)

Eine geschwungene Klammer wie diese wird auch weiter unten bei der Diskussion von
Y, erscheinen. Insbesondere in der Theta-Funktion sieht man schon, dafi Q? als eine Art
IR-cutoff wirkt.

Die Integranden werden via p — eqv und pq/pq — €u dimensionslos.

F/ d /1/‘ B
o A - 1/e ’Uz+02v2\/1+u23

*{m(%i;‘fﬁ)-m@ (v2—2uv—1)} (5.14)

¥, wird in Real- und Imaginarteil aufgeteilt. Nach einigen Standardintegrationen
erhélt man
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sst L ’;—F{ L fin(1'+ 62/p) = pla(l + o?4)] = 2r

i+p
L s arctan oIk B
L ((az+1)\/ﬁ")} (513)
s T 2 (n(@?/p) ~ 2+ 0(?) v (5.16)

o - gt [ (D ()

1 (4w’ 4?1 —w) — p(1 + w)]?
Tw l (4Pw2 + a?[(1 4+ w) — p(1 — w)}z)} (5.17)
E 5% Sl (5.18)

5.3 IR-Anteil von T

Der IR-Anteil von T hat nach Anwendung der Summenregel und der Winkelintegration
die Gestalt

d3p 1 3m? mi w?
To — 2N Qm
e 2
Q*+pq++/ ) . e - }
*<In = — im0 —2pq — ? 5.19
{ (Q”_pq_\/ﬁ (»* — 2579 Q) (5.19)

Es findet sich wie in (5.13) die geschwungene Klammer mit der IR-regulierende Funktion
von @?. Daher darf auch hier nicht p? > Q? genéhert werden. Das schrankt die Moglich-
keiten sehr ein, T, zu vereinfachen. Die einzigen Naherungen sind im Propagator A(Q,, k)
erlaubt.

5.3.1 Der Propagator

In der weiteren Auswertung von T, werden die gleichen Substitutionen durchgefiihrt, wel-
che auf (5.16) gefithrt hatten. Demnach sind sowohl p?, als auch pgq mit Q? vergleichbar.
Entsprechend darf ¢? >> p?, pq ausgenutzt werden.

1 Q2 — k? Q2 — k?
= = - 2
8@ = | G~ R T S
Der transversale Anteil wird nicht zum fiihrenden Term beitragen, denn der Zahler verhalt
sich wie Q2 und IT, verschwindet bei @, ~ k nicht.
—1
A(Qo, k) = :
k2 +3m? [1 — 19 In (Zetk)]

(5.21)
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Bei Fortsetzung (), — w + i€ (anderes €!) bekommt der Nenner neben dem iiblichen [19]
10€, 0 = %1, einen weiteren Imaginarteil vom Schnitt des Logarithmus

Qo +k w+k ol 2 A9
In (Qo = k) — In ——-—k| imO(k* — w’) (5.22)
Aw, k) =~

w —
und somit 1

k2 + oo (w, k) + 1mm2,20(k? — w?) + ieo
Im folgenden werden die Betragstriche um das Argument des Logarithmus weggelassen
und als selbstverstandlich vorrausgesetzt.

(5.23)

Die Theta-Funktion 1a8t sich fiir eine Fallunterscheidung ausnutzen:
®@=0

= : i
o k2 + oo(w, k) s (k B Hoo) i
i . §(k* — ¢%)
- 2
e Bl W) 1 LA T P Bl S

wobei am Lichtkegel ¢ = 1 und 9,2I1,, = —m?2 /Q? gilt. Zur Erinnerung: w = wy(q) ist
von auflen vorgegeben, so dal k? + I1,,(w, k) tatsichlich bei k? = ¢? seine Nullstelle hat,
denn dies ist die Gleichung zur Bestimmung der fithrenden Ordnung von w,. Im folgenden
werden wir von der longitudinalen Massenschale (Ims) sprechen. Die Deltafunktion wird
im weiteren den ,,Spielzeugterm® (2.48) aus [19] liefern und die einzige echte IR-Divergenz
enthalten. Sie mufl mit einer kiinstlich eingesetzten Masse reguliert werden. Alle anderen
Anteile werden IR-endlich sein.

® = 1. Hier darf ¢ im Nenner vernachléssigt werden,
= -1
T k24 ,p(w, k) +imm2 2

0 k

Ay

(5.26)

In beiden Fillen sorgt k* + I1,, fiir eine kompliziertes Aussehen des Propagators. Ein
paar vorsichtige Naherungen liefern jedoch entscheidende Vereinfachungen.

k* + ,o(w, k) = ¢* + p* — 2pq + 3m? e - __,ln(w+\/_‘) . (827)
2\ +p2-2pg \w—V'

Wie angekiindigt wird ¢, m? > p? —2pq genihert, jedoch nicht Q% > p* —2p7q. Des weite-
ren befinden wir uns auf der longitudinalen Massenschale ¢ + 3m? [1 - %‘f In :’,—*_";1 ] = 0.
Man erhalt

2 _ 2
k*+ I, (w, k) = m? In (w o ) : (5.28)

Dies ist ausreichend einfach, so daf§ alle folgenden Integrationen machbar sind.

Die Fallunterscheidung in ©® = 0 und © = 1 wird weiter aufrecht erhalten. Entspre-

chend wird
§ O Oy (5.29)

zerlegt. Die Stiicke werden in den folgenden zwei Abschnitten einzeln behandelt.
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5821 0 =20
1 &p: ). Im? mi w? Q@*+pg+v"
0 = /N7 = = 7 In’ ( = )
2 /(27r)3 PP +3m’ [5)r y a2 \Q+Pa—V
1 . 6(k? — ¢°)
*O(w? — k? + ! 5.30
Sl (&5) T e, 0] B

Es ist einfacher, Real- und Imaginérteil gesondert zu betrachten, zunachst der Realteil.
Nach Skalierung p — eqv und pq/pq — eu ist

a? 1/e 1 6(1+ 2uv — v? 1/v+u++Vuz+1

———/ du In?

v24+0a? Jo1fe u? 4 11n(1 4 2uv — v?) 1/v+u—+u2+1
(5.31)

mit I' = %Zv—fﬂ%’;"—z und o? = 3—2"‘-; Das v-Integral ist an beiden Integrationsgrenzen
endlich. Im U)V wird es durch die Thetafunktion abgeschnitten. Im IR ist die Konvergenz
etwas schwieriger zu sehen; man muf beide Logarithmen nach kleinen v?, uv entwickeln.

Da keinerlei UV-Schwierigkeiten entstehen konnen, darf a? — co ausgefiihrt werden.

Nach v = v/1+u?v —u und ¢t = u/y/ ' symmetrisieren wir in ¢ und v. Schliellich
hilft z = (1 — v)/(1 4+ v) sowie y = (1 — t)/(1 + t), bei folgendem Resultat anzukommen:

1 S
;=
§R€To—2—82'F/; dv;;

ey i 3 : (¢ = y)*In’(zy) + (1 — 2y)*In*(z/y)
Nel = 262F/(,d /pdy(w—y)?(l — zy)? In(z/y) — 21n (L£2)
(5.32)

mit p = 7——"1122: ~ €2/4. Der Integrand F(z,y) ist antisymmetrisch unter Vertauschung
der Argumente: F(z,y) = —F(y, z). Dies fithrt auf

i A ,
0058 EoiEEas.
ReT, = 262F/,’dx/odyF(x,y). (5.33)

Nach Skalierung beider Integrationsvariablen mit p, Vernachlssigung der p ~ €* im In-
tegranden sowie z — 1/z erhilt man

2

o_ i g ley) 1,70
P LT 262F/odz/ody(1_$y)2_62F 6+O(p1n(p) ; (5.34)

Im Imaginirteil von T2 befindet sich die einzige echte IR-Singularitat. Um sie zu
regulieren, wird im transversalen Propagator eine Masse eingesetzt, A(P, = 0) = —(p* +
p?)~1. Sie sei klein gegeniiber der weichen Skala, 4 < gT', ebenso sei der Quotient /e <
gT. Dadurch beschrinken wir uns auf e-Werte, welche nicht vergleichbar klein wie g
werden. Genau dies soll nach (4.14) gelten.

Wir nutzen zunéachst die Deltafunktion in (5.30) aus und substituieren anschlieflend
p — equ. Da auch hier keine UV-Schwierigkeiten existieren, darf wiederum o? — oo
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vorgenommen werden.

g*NT m%w?  mom?, l/llsdvl 1 1,2 VvZ+1 4o
(2m)? e%q® e2q?|1 + O} 11| 4 v?+ 1) v? + b2 VT b Ly

(5.35)
mit b* = p?/(44%?). Zu Gleichung (5.35) 148t sich der asymptotisch in e-fiihrende Term
praparieren (Anhang E.1)

S TO r p Triay
M To —71’2—2 {ln (q2—62-) + 4C(3) 3} o (536)

Den Logarithmus, welcher die Abhangigkeit vom IR-cutoff enthilt, kennen wir aus [19]".

SmY? =

533 @ =1

Mit dem Propagator A; aus (5.26) ist

1 = Llp /dap 1 _3m’ maew’ 9 )
o 2 (27r)3p p +3m2 \/( ) +62p q2 21]_'1( k )—I—’Lﬂ'(.d/k
@+53+v7) ;1
*{1 (Q2 pq—f)—ZW} : Sr

Nach den selben Substitutionen und Umformungen, welche schon bei Re T2 geholfen
haben, wird

1 1 n(z im)? In{= iﬂ'z
nicl gt d {(l(y)+ 2, (m(5)+ )} i

+ (1+ zy)? (z+y)?

mit L=ln (M) Nach Aufteilung in Real- und Imaginarteil bekommen wir

y(1-z)?
T = 262/ /dy Y {FR(:c,y)—wFI(:v,y)} (5.39)
In?(zy) — 72) £ + 272 1n(z In? {2} =a?) L3202 In {2
P e BT R
n?(zy) — nfzy) -2 W (2] —2C1a w2
i) = U e ()(Hy)z() , il

Beide Integranden sind am Ursprung (z,y) = 0 singulér, so daB fiir eine Asymptotik p
nicht naiv Null gesetzt werden darf. Die gefdhrlichen Anteile (Index $) werden isoliert.

i )R s st
erop 0 TV G

IDer fehlende Faktor Zwei kommt von einem gleichen Beitrag aus K, = 0

Fi(z,y) = (5.42)
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Diese sind (bei Beachtung der Singularititen) einfach auszuintegrieren

O N e
5.43

Die verbliebenen Integrale sind im gesamten Integrationbereich brav, so da8 fiir die asymp-
totisch filhrenden Terme die Integrationsgrenze p = 0 gesetzt werden darf. Allerdings ist
das Ausintegrieren nicht trivial?, siche Anhang E.2.

/ d / dy p S Faley) - File,)} = 5 (5.44)

[dz [ty A Pite,n) - Fia)} = 200)-m@-1.  (54)

Zusammen ergibt sich

ReT! = —2% {—2% +0(p ln(p))} (5.46)
b 53 7%2 {ln(p) + 24(3) it 1} . (5.47)

5.4 Zwischenresultat

Fiir die IR-Anteile der Plasmon-Selbstenergie sind die fiihrenden Terme der Asymptotik
in € gefunden,

Re 511, = 61—2[‘7r2 (—1 +2 (% + %) +0(e) =0+0(1) (5.48)
1 3m2 1 /_42
Sm 5Hoo == 6—2F7r (ln (F;) -2 = (111(,0) —In (ﬁ) + 2))
1 3m?

mit = %T%“ﬁ Damit verschwindet im Realteil der so gefahrlich aussehende Term

~ 1/€?. Der Imaginarteil enthilt jedoch weiterhin einen Beitrag dieser Ordnung. Wie in
Kapitel 4 gezeigt, ruiniert er gliicklicherweise nicht die Konsistenz der Stérungsentwick-
lung.

5.5 Der Imaginirteil mit IR-cutoff

In allen Rechnungen wurde bislang davon ausgegangen, dafl ¢ zwar klein gegen 1 ist,
jedoch nicht vergleichbar mit g wird. Diese Annahme war nétig, um die Resummation der

2Ich danke H. Schulz fiir die entscheidenden Hilfen
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asymptotischen Massen zu vermeiden, vergleiche (4.14). Sie ist jedoch ebenso notwendig,
um nicht mit unbekannten Details der magnetischen Skala g?T (z.B. der genauen Gréfle
des IR-cutoffs u) in Konflikt zu geraten, vergleiche die Diskussion nach (5.34). Wenn
wir uns nun dem Lichtkegel nihern, also ¢ 2 g werden lassen, kann die Skala ¢?T die
soeben gewonnenen Resultate beeinflussen. Wir werden in diesem Abschnitt untersuchen,
wie stark dieser Effekt ist. Dazu betrachten wir den Imaginérteil der oben diskutierten
IR-Anteile noch einmal und bauen in alle Terme einen IR-cutoff ein. Auch in jene Terme,
welche keine echten IR-Singularitaten enthalten. '

Der transversale Propagator wird wie in Abschnitt 5.3.2 mit einer Masse p versehen,

werf

m mit ,U,z ~ g4T2 & (5.50)

A(P,=0,p) =

Die Masse p kommt im folgenden nie ,,pur® vor, sondern dimensionslos in der Kombination
b% := u?/e?q?. Immer wenn b? <K 1 gilt, sind fast alle oben praktizierten Vereinfachungen
moglich. Dies ist der Fall, wenn 1 > €2 2 g% gilt. An der unteren Schranke sorgt ¢ fiir
das kleine b, da bei ¢ ~ g auf der longitudinalen Massenschale ¢ ~ gln(g)T gilt. Der
Logarithmus macht b klein.

Bei allen Integralen wird also ¢ < 1 und b < 1 verwendet. Es darf allerdings nicht ¢
gegen b oder umgekehrt genahert werden. Solange € > ¢ gilt, darf b vernachlassigt werden.
Dies haben wir in den vorangegangenen Kapiteln getan. Wird € allerdings kleiner, dreht
sich das Verhaltnis: b > € bei € ~ g.

Der Imaginarteil von ¥, 1aBt sich analytisch in strenge auswerten.

1 3m?  mZw’(pq —p?)
3p? + p?p? 4+ 3m? \/(‘70‘;1‘)2 & €2p2q2'3

- E : In R ¢ In g e's
T e T4p | \e+8?) P \T 1%

b2
+§ 1\1‘79 arctan (ﬁ) i %1\/59 e ((bg(jr—z)f}?)}

7l a? e%q 2u
—<1 - — — 7. :
= { n (g s b2) - arctan (q62 (5.52)

Fiir T? kann das Resultat (5.36) iibernommen werden, denn dort wurde nur b < 1
ausgenutzt, was ja noch immer gilt. Fiir T? ergibt sich trotz p ein zu (5.38) bemerkenswert
ahnlicher Ausdruck:

it
L _L /ld /ld 1 (In(zy) + im)? + (ln (%) T z7r)
= 3 p YL+in (I1+zy)2+by(l—2z)? (z+y)?+b%y(l —z)?

(5.53)

Zur Auswertung kann an der bisherigen Philosophie festgehalten werden: Der Integrand
ist im Ursprung singular (der zweite Term), von dort kommt die wesentliche Abhangigkeit

© (k¥ —w?) (5.51)

d°p
SmB, = —ng®NT /
Sm mg )

Q
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von p und b. Fir den reguldren Anteil kann (5.45) iibernommen werden. Der singulire
Rest wird wie in (5.42) isoliert und ausgerechnet:

r i I‘ e%q 2u
- dy—————— 1 3 — — | -
7r262/ / y(x+y)2+b2 {n(g+b)+ln( )+ - arctan(q62> 2}
(5.54)
ZusammengefaBt ergibt sich:
r u? T

S‘m TS = ﬂ'g {—ln (q—2€—2-) = 24(3) + 3} (555)
SmT = 2F2 {ln(g +b%) + ”q arctan (;Z'u) + C(3) } (5.56)

Wenn wir dies mit ¥, zusammensetzen, kommen wir exakt bei dem alten Resultat (5.49)
an. Damit ist gezeigt, dal auch bei € ~ g die Plasmon-Selbstenergie nicht von der explizi-
ten Struktur der magnetischen Skala abhédngt. Die bekannte logarithmische Abhangigkeit
von p erhélt keinen Zusatz.

5.6 IR-unempfindliche Anteile

Bei den IR-unempfindlichen Anteilen ist nicht mehr mit so starken Potenzen wie 1/e? zu
rechnen, allerdings ist durch bestimmte Uberlappungen der Singularititen die ungewdhn-
liche Ordnung 1/¢ = q/+/Q?% moglich. Nach diesen Termen wird hier gesucht. Wie bisher
werden schwicher anwachsende (z.B. log(¢)) vernachlassigt. Des weiteren ist eine Unter-
suchung des Imaginéarteiles nicht mehr notwendig. Der asymptotisch fithrende Term ist in
(5.49) schon gefunden, eine vergleichbare Ordnung wird hier nicht mehr erreicht. Damit
diirfen wir uns auf den Realteil konzentrieren.

e 2 3m2Qo 1 1

P NT/ /dwd z /(YQ) (Qo-x—eE_Qo_aE> (5:57)
Byl Yo(y, k) 3m? 3m?

Li NT/z )B/d - Qo—x—y a YQY'Q

*{(l_ 1 ) Qo Qo __]; Qo_m Qo
T Qo—vy QO—EEQO—E’E xQo—x—EEQo—x—’é’;

+2 f_?f’ — : -4 A} : (5.58)
Q,—ep—¢ekQ,—z—¢€k

Fir T, empfiehlt sich eine weitere Unterteilung in

Tl - Tintkoppelt & T%ekoppelt : (559)

Die Winkelintegrationen iiber £ und €’ sind im ersten Fall entkoppelt (mittlere Zeile in
(5.58)) und im zweiten gekoppelt (letzte Zeile in (5.58)). Der gekoppelte Fall bereitet bei
der Auswertung die meisten Schwierigkeiten. Jedoch findet sich genau dort der einzige
Anteil der Ordnung 1/e.
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5.6.1 %,

Die Beschrankung auf den Realteil erlaubt zunachst @), — w. Anders als bisher gewohnt,
wird im ersten Schritt die Winkelintegration aus d®p ausgefiihrt, danach erst die Integra-
tion [,. Man erhalt so einen Ausdruck, in dem nur wenige Terme bei w = g gro werden
kénnen. Diese sind (ohne weitere Naherungen)

2
krit o~ 2 me, /oo / Q(ZL',p)
L =rg NT_(27r)2 A dpp | dz ot
{ L ((w q)’ - (w+p)2> ((w q)z—p)
B 2 In 2
z+p (w—1q) (w—9q)
i [ln(“’ q”“’) ( —‘”P)]}. (5.60)
w—q w—q—2T— w—q—0p
Nachdem (5.60) nicht mehr empfindlich auf p = 0 reagiert, bleibt noch die Stelle z = p,
welche mit Vorsicht behandelt werden muB. Dort verhalt sich die Dichte o jedoch lang

nicht so spektakular (vgl. (5.9)), sie verschwindet sogar. Allerdings verschwindet sie nur
logarithmisch, so daB eine genauere Diskussion notwendig ist.

Interessant ist in diesem Zusammenhang nur der Schnitt-Anteil der spektralen Dichte
(Anhang A). Der Pol-Anteil der transversalen Dichte kommt nicht in die kritische Region
z ~ p, sondern bleibt in einem Abstand z% — p? ~ mZ2 . Der Pol-Anteil der longitudi-
nalen Dichte nahert sich zwar dem Punkt z = p exponentlell mit p an, das Residuum
verschwindet jedoch aufgrund des Faktors (z? — p?) ebenso exponentiell, so daf von g8
kein Beitrag kommen kann.

Die Substitutionen z — pz, p — qv sowie ggf. v — v/(z + 1) bilden die interessanten
Regionen z = p und p = 0 beide auf v = 0 ab.

2 2
krit 2 q v 2v €+2'0 qv qv
B =N d”[l“(l‘e_‘*)+?1"(62—2v)]{1‘( w) I(m)}

(5.61)

Die T, /2 sind Integrale iiber die spektrale Dichte,

2 1
i{a) = dz 2 2
L { ol | la+2-20) +[m]}

1 2/(1 + 2)? 1/(1 +2)°
1-2 a — dz * 2 ’
W {[mz)z” Zatel] 4l [ +2- 2L ”“"12}

mit £ =ln i%i) 7, kann analytisch mit Hilfe von Summenregeln ausgewertet werden,
fiir Z, ist jedoch eine Numerik notwendig. Das Resultat findet sich in Abb. 5.1. Man sieht,
daB es fiir kleine a anwiachst, was in (5.61) zu zusétzlichen e-Potenzen fithren kann.

Der einzige mit a — 0 anwachsende Anteil der Z befindet sich im zweitern Term von
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Abbildung 5.1: Die Differenz |Z;(a) — Zz(a)|, in logarithmischer Skala
aufgetragen (Kurve b). Fiir kleine a verhalt sie sich wie Zyi¢(a) (Kurve

a), welche wie 1/,/—aln(a) wachst (Kurve c).

Z,. Er 148t sich schreiben als®

22 1

Yo%
T 2 = = d ~ . 5.62
krit(@) 2 /o : [a/4 + 22In(2)]* + n224 —2aln(a) i

Die Differenz der Z wachst also nur sehr schwach mit -\/—1?— als oberer Schranke. Dies
kann (5.61) gerade noch vertragen, ohne Potenzen von ¢ zu erzeugen. Es bleiben nur
Logarithmen, welche vernachléssigt werden diirfen.

/:dv% [m (1 it ”_2) + i—'jln (52 ks 3")] = I%(e%) + 4ln(e?) + O(1).  (5.63)

et €2 —2v

Damit ist gezeigt, daB8 ¥, nicht zu den gesuchten e-Potenzen beitragt. Es wachst zwar mit
¢ an, jedoch schwach, d.h. logarithmisch.

5.6.2 T(intkoppelt

Die zwei entkoppelten Winkelintegrale konnen mit den Mitteln aus Anhang D ausgefiihrt
werden.

entkoppe m:o = : ez, ’k
T] tkoppelt 3 gzNT(2w)2L dppZ /:_ldll./dil? dy ( P)Q(y )

o_'x_'y

3H. Schulz hat die Asymptotik dieses Integrales analytisch gefunden.



5.6. IR-UNEMPFINDLICHE ANTEILE 49

. 2
1 1 w? Pq+Q*++/(p9)*+ Q%p? :
= — 1 —imO(k? — W?
(z 8. y) Far+Qyp | (55 +Q2 - /($9)? + Q% ) : )}
1 ol = #) i (wx ~ 93— Q% — /(wz — $7)? + Q*(p? — ))
— — —= n >
z(wz = P9P + Q%" —2%) | \we - 53 - Q2+ /(wz - $3) + Q*(p* — =)
2
—imO(k* — (w — x)z)} . (5.64)

mit v = pq/pg. Im allgemeinen findet sich die einzige Divergenz fiir Q> — 0 in den

Logarithmen, welche wie bisher nicht von Interesse ist. Es kann allerdings zu e-Potenzen

kommen, wenn u = € bzw. wz — pq = pge. DaBl dort dennoch keine Gefahr lauert, zeigt
- e —1_z-pu

man mit der Substitution £ = Ju bzw. £ = ¢ S

entkoppelt 2 20 v 62_+_ —1 +§ s 1 :
1. _gNT ) /f§2+1{ (F—P‘F —5) z7r}

X dp/ { AQo k) = = \/p—zf_?e(x,p)A(Qo—x,kz)} (5.65)

mit k; = v/p? + ¢* und k; = /p? — 2pgz + ¢*> . Wie bei (5.61) darf man sich auf den
Schnitt-Anteil der spektralen Dichte beschranken. Man findet zwar eine negative e-Potenz,

aber
1 VEFT €Y. .10
/dfeﬂ{l (m—s) ”} g el

Damit man sicher sein kann, kein 1/e verpafit zu haben, mu8 natiirlich die Restinte-
gration existieren. Das ist der Fall, siehe Abb. 5.2. Die obigen Naherungen in ¢ hatten als
Vorrausetzung, da8 sich bei z? — p? kein Pol befindet, welcher ebenfalls e-Potenzen ent-
wickeln kénnte. Auch dies ist erfiillt, denn o(z, p)A(Qo — z, k2) verschwindet bei z = +p
so schnell, daf8 sogar in der ersten Korrektur in ¢ die Restintegrale bei £ = £p keinen Pol
enthalten.

k 1
516.3 IR

Im gekoppelten Fall ist es leider nicht mehr moglich, die Winkelintegrale exakt aus-
zufithren. Zunachst wird fortgesetzt, @), — w + i€, und der Realteil gebildet,

2
/d dy o(z y,k) 3m? 3m?

gekoppelt 2
i =29 NT./ o—T—y Jag YQY’Q

w 1

*{—wnzé(w—'éf)—'é'k)é(w—:v—ék) } {5.67)

w—ep—e 'kw—z—¢k
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Abbildung 5.2: Die Restintegrale aus (5.65) (Kurve a) und (5.70) (Kurve
b) in logarithmischer Skala aufgetragen.

Die Winkelintegrationen tiber die Deltafunktionen sind trivial, diejenigen tiber den zweiten
Term der Klammer jedoch nicht. Letztere werden in Anhang E.3 diskutiert. Wir erhalten
als Ergebnis, daB dort keine 1/e-Terme entstehen kénnen.

Die Deltafunktionen in (5.67) hingegen fiithren zu einem Anteil der Ordnung 1/¢. Wir
betrachten ihn genauer. Nach der Winkelintegration ist

3
Tfekoppelt = 2g2NT/ d Y4 /d.'l) dy Q($7p)9(y7k)
(271')3 B b=

e (3m) O — (v — 2)70]p" — o7]
{ (2) (wm—ﬁavwz(pz-xz)}- (5.68)

Der Nenner ist fiir kleine Q? eine Darstellung der Deltafunktion,

Q%(p? — =?)
/9 = wdlos~ 53} far OREYEE 5.60
(or 330 1 O — ) né(wz — pq) ur @ ( )
so dafl
2
—r§ekoppelt - .];g NT / dpp/ gy EE ’p) A(w -z, kZ) : (570)
E 2q Vp: — 2%

Somit ist der angekiindigte Term ~ 1/e gefunden. Um sicherzugehen, daB keine héheren
e-Potenzen verpaBt wurden, mu wiederum die Restintegration existieren. Dies ist der
Fall, sieche Abbildung 5.2 und die Diskussion nach (5.66)



5.7. ENDRESULTAT 51

5.7 Endresultat

Die Lichtkegel-Asymptotik in €2 = Q?/¢? von SIIHTWV(Q) ist bestimmt worden. Wir finden
etliche Anteile, welche gefahrliche e-Potenzen enthalten. Im Endresultat kompensieren sie
sich jedoch vollstindig. Wir haben den fiihrenden Beitrag zum Realteil in Gleichung (5.70)
gefunden, ;

14 NT o
Redllo(Q) = - T3 =min [“dpp _';dx—%ﬂ(w—m,kz), (5.71)

wobei der Zahlenwert des Koeffizient numerisch aus der Restintegration ermittelt werden
muB. Er verhalt sich in Lichtkegelndhe wie 1/¢. Das ist diejenige Ordnung, welche nach
unseren Konsistenziiberlegungen aus Abschnitt 4.3 gerade noch erlaubt ist.

Der fithrende Term des Imaginarteil findet sich in (5.49),

1 ?NTm2, (3m?
S 611,0(Q) = {-_:;g -~ ”:1°° m( ;’; ) . (5.72)

Hier bleibt also ein Term ~ 1/¢? iibrig. Im Imaginarteil ist diese recht starke e-Abhéngig-
keit jedoch erlaubt.

Die konkrete Rechnung bestatigt, da$ 611, die Konsistenzbedingungen von Abschnitt
4.3 erfillt. Somit ist die vorgeschlagene Resummation der asymptotischen Massen ausrei-
chend zur Bestimmung der Plasmon-Dispersion einschliellich der Nahe zum Lichtkegel.
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KAPITEL 5. AUSWERTUNG DER HTL-VERTEX-ANTEILE



Kapitel 6

Die verbesserte effektive Wirkung

Die Selbstenergien von Photon (Kapitel 3) und Gluon (Kapitel 4) haben wir neu bestimmt.
Die dabei verwendete Resummation der asymptotischen Massen ist notwendig, um kolli-
neare Singularititen in Lichtkegelndhe zu regulieren. Haufig ist jedoch bei Eichtheorien der
Einbau von Massen mit Brechung der Eichinvarianz verbunden. Im vorliegenden Kapitel
werden wir sehen, auf welchem Wege es dennoch méglich sein wird, aus den Selbstener-
gien eine eichinvariante effektive Wirkung zur Beschreibung der weichen Impulsskala zu
gewinnen. Die neue Herleitung halt sich in sehr eng an die urspriingliche (Kapitel 2). Die
Resultate sehen sogar formal genau gleich aus. Die Buchstaben in den Formeln bekommen
lediglich eine leicht veranderte Bedeutung. Die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels sind
zusammen mit Anton Rebhan veréffentlicht worden [23].

6.1 Skalare Elektrodynamik

Die Selbstenergie des Photons haben wir in (3.22) neu bestimmt.

2w2

1o(Q) =30t 426 [ st e G

Aus ihr wird eine neue, verbesserte Version der effektiven Wirkung (3.2) hergeleitet. Die
urspriingliche Version liefert keinerlei HTL-Vertizes, wir diirfen dasselbe von der neuen
erwarten. Daher wird die Wirkung nicht in der Form von Frenkel, Taylor und Pisarski
(2.25) bestimmt, sondern in der eleganteren und kiirzeren von Braaten und Pisarski (2.26).

Der entscheidende Schritt, welcher die enge Analogie zur alten Herleitung erméglicht,
ist die Umschreibung von (3.22) auf eine neue ,, Y-Sprache“ (2.18). Die dortige Winkelinte-
gration [, kann als eine Mittelung iiber die Richtungen des Einheitsvektors € verstanden
werden, [ ...=:(...) mit (1) = 1. Auch die Integrationen in (3.22) sind eine Mittelung,

< e _:_2/000(1 (1- e‘o‘;)2 4 /dQQ / / (81)

33
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wobei die Integration iiber a aus derjenigen iiber p-Betrag hervorging sowie die Winkelin-
tegration [, wie bisher aus derjenigen iiber die Richtungen von p/p. Die Definition

Y,=(Y,,¢) mit Y,=/1+p?/a? (6.2)

mit 4 = m /T erlaubt die Umschreibung der verbesserten Selbstenergie auf die kompakte
Form des urspriinglichen II,

s ve
10,,(Q) = 3m <UuU,, ST > (6.3)

Zur Erinnerung: Wir bestimmen die effektive Wirkung, indem wir als ,, Anfangsbedin-
gung® fordern, daf8 sie den mit der Selbstenergie resummierten Propagator enthalt. Die
Forderung nach Eichinvarianz liefert dann alle hoheren Vertizes. Im abelschen Fall ist
Eichinvarianz schon dadurch erfiillt, daB die Anfangsbedingung nicht mit den Feldern A,,,
sondern mit dem Feldtensor F),, formuliert wird, denn F),, ist fiir sich eichinvariant. Im
nicht-abelschen Fall liefert die Formulierung mit den Feldern A}, eine Differentialgleichung,
deren Losung eichinvariant ist. Bei Formulierung mit F};, ersetzt man alle vorkommenden
Ableitungen durch ihre kovariante Form und erfiillt auf diesem Wege Eichinvarianz.

Man kénnte meinen, mit (6.3) sei die Bildung der verbesserten effektiven Wirkung
trivial. Man miisse nur den alten Ausdruck (3.2) ibernehmen und die neuen Bedeutungen
der Buchstaben einsetzen. Dies ist jedoch nicht so. Leider ergibt sich nach dem oben
genannten Schema aus (6.3) eine Wirkung, welche nicht die urspriinglich und gewiinscht
einfache Gestalt hat. Statt dessen formen wir die Selbstenergie ein weiteres Mal um,

= ( pq
HOO = 2 / 27!')3 n p) pro = E;EI‘
#p n(p) { PQ, m2 Q2 }
% -2 it e 1 . 6.4
/( P wpQo—Pq  (wpQo— PY)? (6.4)

wobei sich letzteres nach partieller Integration in p ergibt. Auch die Integrationen in (6.4)
sind eine Mittelung,

= 2 Qo 1/12 QZ . _i - ala
. =3m <1— - == >B mit = 71_2/0 da an( )/9 (6.5)

YQ 202 (YQ)

und Y aus (6.2). Obwohl der dritte Term von I1,, in (6.5) auf den ersten Blick als Kor-
rektur ~ e? erscheint, darf er am Lichtkegel @Q? = 0 nicht vernachlissigt werden. Durch
den quadratischen Nenner enthélt er potentiell eine lineare kollineare Singularitat, welche
e? kompensieren kann. Also ist er von der Ordnung Eins. Die beiden Mittelungen sind
somit nicht aquivalent, und wir miissen sie sorgfaltig unterscheiden.

Als Anfangsbedingung fordern wir, da §£ die Selbstenergie (3.22) als Zweipunktfunk-
tion liefert. Die Lagrangedichte

3m? ) Y =
6 Loboton = — =7 F* < (;6)2>B Fo,. (6.6)
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erfiillt diese Forderung: Sie liefert II in der Form (6.5). Eichinvarianz ist in (6.6) offensicht-
lich gegeben. Zusammen mit (3.23) ist damit fiir die SED die verbesserte effektive Wir-
kung der weichen Skala hergeleitet. In einem etwas anderen Zusammenhang ist Braaten
auf (6.6) gestoBen [47]: In einem nicht-ultrarelativistischen QED-Plasma darf die Elek-
tronmasse m. nicht vernachléassigt werden. Dann ist £ ebenfalls die effektive Wirkung
der weichen Skala.

6.2 QCD ohne Quarks

Die Verwandtschaft zwischen QCD und SED ist sehr stark. Die Photon- und die Gluon-
Selbstenergie haben bis auf den numerischen Wert der thermischen Massen m und m,
exakt die gleiche Gestalt. Wir diirfen daher die ,,Y-Sprache“ und die Definition der zwei
Mittelungen von der SED auf die QCD tibertragen. Die Gleichungen (6.1), (6.2), (6.3) und
(6.5) gelten fiir die Gluon-Selbstenergie. Der wesentliche Unterschied zwischen abelscher
und nicht-abelscher Theorie ist die Existenz der HTL-Vertizes. Um sie aus einer verbes-
serten effektiven Wirkung zu bestimmen, ist es vorteilhaft, sich nicht nur auf die manifest
eichinvariante Form analog zu (6.6) zu konzentrieren. Bei Bestimmung der Vertizes ist
eine Version nach Frenkel und Taylor (2.25) vorzuziehen.

Die manifest eichinvariante Version ist aus den Ergebnissen des vorangegangenen Ab-
schnittes sehr einfach zu bestimmen. Da die Selbstenergien {ibereinstimmen, gilt die An-
fangsbedingung (6.6) hier ebenfalls. Im nicht-abelschen ist der Feldtensor jedoch nicht
eichinvariant. Fiir manifeste Eichinvarianz werden die Ableitungen 9, im Nenner durch
ihre kovariante Form D, ersetzt.

3m? Y.r
0Lguon = ———F**( —£°_) F?,. 3
gl 4 a <(YDab)2 >B b u (6 7)

Dies ist die verbesserte effektive Wirkung fiir die gluonische QCD in manifest eichinvari-
anter Form. Sie hat wie angekiindigt ihre urspriingliche Gestalt (2.26) beibehalten. Nur
die Bedeutung der Buchstaben ist geandert.

Die zweite Form der effektiven Wirkung bestimmen wir aus der Anfangsbedingung

Sa[A] = %NT2 Sp / iz <[Ho(a:)]2 i H(x)Y;g°H(x)> (6.8)

mit den Bezeichnungen von (2.25). Dies liefert die Selbstenergie in der Form (6.3). Mit der
Mittelung (. ..) ist diejenige aus (6.1) gemeint, daher fehlt der Index ’B’. Bei der folgenden
Herleitung nach Pisarski [33] darf die genaue Art der Mittelung keine Rolle spielen. Dies
ist tatsachlich der Fall, so daB die Herleitung wortlich aus [33] iibernommen werden darf.

Aus dem Ansatz

514 = sNT*Sp [ d'z ([H (@) ~ 91H]) (69)
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wird aus der Forderung nach Eichinvarianz mit der Anfangsbedingung (6.8) ein entspre-
chendes Funktional ¢[H] bestimmt. Unter einer infinitesimalen Eichtransformation mit
Parameter w = w®T® verhalten sich die Felder wie

0uH, = gY,0,w — ig[H,,w] und duH = gYO0w — ig[H,w] =: gDw . (6.10)
Eichinvarianz der Wirkung heiit §,S[A] = 0 fiir alle w. Dies erfordert nach Ansatz
2(Y,0,H) = (Dog¢[H]) . (6.11)
Bis auf Terme, die unter der Mittelung verschwinden, ist die Losung gegeben durch

2 1 1 1 " 1

n=0

Der Stern * verweist auf alle Terme rechts des Kommutators. Zahlt man nur die explizit
auftauchenden g, also nicht diejenigen in Y,, dann gilt gd,¢[H] = Sp [ Pdiz H Ou¢[H| und
somit
g0,¢[H] = QSp/ d4xZ{ [¢H, *]} YIB Y8, H~ (6.13)
n=0
Die Integration beziiglich g ist nahezu trivial. Die Anfangsbedingung (6.8) bestimmt die
Integrationskonstante zu Null, so dal das Endresultat lautet

55 %NTz sp [ ’ iz <(Ho)2 +(Y,0,H)F (Yia[m, *]) )—%H> (6.14)

mit der schon bekannten Funktion F(z) = 23277, 5. Dies ist die verbesserte effektive
Wirkung in der zur Bestimmung der HTL-Vertizes idealen Gestalt. Auch sie hat ihre
urspriingliche Form bis auf die Bedeutung der Buchstaben beibehalten. Wie angekiindigt
hat die spezielle Art der Mittelung in obiger Herleitung keinerlei Rolle gespielt.

Die verbesserten Vertizes sind mit (6.14) auf die einfachst mégliche Weise zu gewinnen.
Sie behalten ihre alte Form, wiederum dndern nur die Buchstaben ihre Bedeutung.

S Fe <Y”Y"YQ{(YQI))E’YP)‘(YQ;((°YK>} > (8
Ty = e (V| e ) 610

vergleiche (2.29) und (2.30). Sie sind ebenfalls durch Auswertung der HTL-Diagramme
(2.21) und (2.22) zu erhalten, wobei die transversalen Anteile der inneren harten Propa-
gatoren die asymptotischen Massen enthalten miissen. Diese Rechnung ist gemacht [23]
und das Resultat stimmt mit den oben angegebenen Vertizes iiberein. Insbesondere ist
dadurch bestatigt, daB als Mittelung (6.1) verwendet werden mu8), nicht etwa (6.5).
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6.3 Einbau von Fermionen

Bislang sind in dieser Arbeit keine Fermionen (Quarks) diskutiert worden. Der vorliegende
Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber das Verhalten der fermionischen Selbstenergie
am Lichtkegel. Er endet mit einer verbesserten effektiven Wirkung fiir die Wechselwirkung
von Quarks und Gluonen bei weichen Impulsen, so daB damit die Wirkung der QCD
vollstandig ist.

Der Fermion-Propagator mu8) in der weichen Impulsskala analog zum bosonischen Fall
mit HTL-Einsetzungen resummiert werden. Er hat die Gestalt

3 b j @ Q-
3(Q) = ~3 {E—— + E} : (6.17)
wobei die Bezeichnungen Anhang B entnommen sind. Fiir weiche Impulse enthélt er ne-
ben dem Quark eine zweite, kollektive Anregung: das Plasmino. Dessen Dispersionskurve
(Abbildung B.1) erinnert stark an das bosonische Plasmon. Insbesondere nahert sie sich
fiir groBe g exponentiell dem Lichtkegel an. Dem liegt ebenfalls eine kollineare Singularitét
in der Selbstenergie zugrunde.

Doch auch der fermionische Propagator kann keine kollinearen Singularitaten enthal-
ten. Betrachtet man die entsprechende Dyson-Gleichung, sind alle inneren Linien voll-
standig resummiert zu nehmen. Es gibt keine nackten inneren Propagatoren. Fiir die
HTL-Néherung der Quark-Selbstenergie bedeutet dies, da am Lichtkegel analog zum
bosonischen Fall asymptotische Massen mitzunehmen sind. Der resummierte Propagator

*S(Q) verhalt sich fir Q,, ¢ > ¢T wie

il . @Q+O0(M*qg) MRl AT
(@) =~ g~y o7 =~ (0~ %) i

mit M2 = 2Mj}. Entsprechend sind bei allen hoheren HTL-Diagrammen die inneren
Propagatoren mit M2 zu resummieren.

Diagramme, deren dufleren Beine nur aus bosonischen Linien bestehen, im Inneren
jedoch eine Fermion-Schleife besitzen, generieren die gleichen HTL-Resultate wie die im
vorangegangenen betrachteten Boson-Schleifen. Sie unterscheiden sich lediglich im Vor-
faktor durch N;/2 anstelle von N?. Am Lichtkegel ersetzt die fermionische Masse M., die
bosonische mq,. Der Gluon-Anteil der effektiven Wirkung (6.7) bekommt einen entspre-
chenden additiven Zusatz.

Diagramme, welche neben bosonischen auch zwei duBere fermionische Linien enthalten,
bendtigen eine etwas detailliertere Diskussion. Sie bestehen notwendigerweise im Inneren
sowohl aus Fermion- als auch aus Bosonpropagatoren, welche am Lichtkegel mit unter-
schiedlichen asymptotischen Massen resummiert sind. Dies wird dem Wechselwirkungs-
term zwischen Quarks und Gluonen der effektiven Wirkung eine Gestalt geben, welche in
rein bosonischen Theorien nicht vorkommt. Das einfachste Diagramm dieser Klasse ist die
HTL-Naherung der Fermion-Selbstenergie. Es besteht aus zwei daueren fermionischen und
keinen weiteren dufleren bosonischen Linien. Im Inneren wird iiber einen fermionischen
und einen bosonischen Propagator summiert.
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Wir werden die Fermion-Selbstenergie ¥(Q) jetzt unter Beriicksichtigung der asym-
ptotischen Massen neu bestimmen. Sie wird wiederum als Ausgangspunkt zur Bestim-
mung der effektiven Wirkung dienen. Nach Summation iiber die fermionischen Matsubara-
Frequenzen ist

e dsp N(p) [ p1—Dp7 Y% + 7
5(Q) = 290/ o Qo—wp+cbk+Qa+w,,—cbk (6.19)

mit w? = p* + m2, & = p* + Mfo und N(p) = ny(p) + ny(p) . Die HTL-Naherungen
(p < q) liefert analog zu (3.21) fiir die Nenner

e Pq M2, Leat - ME  1pie' —(P9)’ 37.2

Wp — Wk = - (1 o2 ) +t3 . 5 > + O(q°/p*) . (6.20)

Abseits des Lichtkegel gilt w, — @, =~ pq/p. Diese Niherung wiirde uns den bekann-
ten Ausdruck fiir ¥(Q) liefern. Am Lichtkegel kann der Nenner am kollinearen Punkt
Pq = *pq klein werden, so daB die Korrekturterme wichtig werden. Der letzte Term in
(6.20) verschwindet bei pq = +pq und ist eine ’echte’ Korrektur. Beide Terme, welche die
Massen enthalten, sind jedoch nicht vernachlassigbar, auch wenn sie von unterschiedlicher
GroBenordnung sind. Unten wird die Bestimmung der Vertizes eine Moglichkeit aufzei-
gen, bei der die Massendifferenz m2, — M2 allein nicht ausreicht, um alle kollinearen

Singularititen zu regulieren.

oo Bl hmd, = M2
wp =~ = 224 S oy (6.21)
p

Die Selbstenergie bekommt damit die Gestalt

1 d’p N(p) PYo — P7 PYo + P7
b5 = —— 20 T 2
(@) g il /(271')3 p s Phgs _m"_Mm @,Qo + P + _"ichMm.
Yy Yy
— A2 - ® 22
Mf<YQ +YQ—|— dm> ’ (6 )

wobei es uns im letzten Schritt gelungen ist, £(Q) in , Y-Sprache“ zu formulieren. Die
Vektoren Y,, unterscheiden sich von ihrem bosonischen Gegenpart (6.2) kaum, die fermio-
nische Mittelung enthélt jedoch Uberreste der Fermi-Funktion nj.

/ st —147r/d2 , Ya=(%,7) , Yo=y1+ML/(Ta)
(6.23)
sowie dm = (m?2, — M2)/(2T).
Aus der Selbstenergie in Gestalt (6.22) 1afit sich nun die effektive Wirkung fiir die
Quark-Gluon Wechselwirkung bei weichen Impulsen ablesen.

— g b el
= —ypM? 6.24
£ ¢Mf<iyp-47m+iyp+d7m>,“’“”’ (6:24)
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wobei D, = 0, +1gT*A;, die kovariante Ableitung ist. Ersetzt man sie durch die einfache
Ableitung d,,, findet man die Selbstenergie (6.22). Dies ist wiederum die Anfangsbedingung
zur Bestimmung von (6.24) gewesen.

Oben wurde behauptet, daB sowohl der Massenzusatz in Y, ~ 1 + 1 M2 /(Ta)? als
auch die Massendifferenz dm zur Regularisierung der kollinearen Singularitaten notwendig
sind. Vergleicht man die Gr68enordnungen der beiden Terme, wire auf den ersten Blick die
Naherung Y, = 1 erlaubt. Dies ist jedoch nicht so. In Kapitel 7 werden wir den Vierervertex
benétigen. An seinem Beispiel werden wir zeigen, weshalb die Setzung Y, = 1 trotz dm
noch zu singuldren Ausdriicken fithren kann.

Wir bestimmen den Vierer-Vertex (zwei fermionische und zwei bosonische duflere Lini-
en) fiir den Spezialfall, daB8 jeweils die beiden Fermion-Impulse P und die Boson-Impulse
@ tbereinstimmen. Die Lagrangedichte (6.24) liefert

YLiX.Y.o° 1 1
*Fu IS 2M2 BV P
; 3 ’<(YP+‘%")2{Y(P—Q)+"7"‘+Y(P+Q)+‘%"}
YY,Y,? 1 1
2
+(YP—%’“)2{Y(P—Q>—%"+Y(P+Q)—°‘—$}>, (6:25)

Die Nenner scheinen keinerlei Singularitaten mehr zu enthalten. In der Rechnung von
Kapitel 7 wird jedoch der bosonische Impuls lichtartig sein, @* = 0, und iiber den fer-
mionische Impuls P wird summiert. Es empfiehlt sich dann eine Partialbruchzerlegung
beziiglich P,

Y,Y, Y,y 1 ] "
*Fu=_2M2 s =P J 2
v = (S v et rET e TE e E)), 0

plus dem entsprechenden Term mit dm — —dm. Wir sehen, dafl auf diese Weise ein
Nenner (Y Q)? entstanden ist, welcher nicht die Massendifferenz dm enthalt. Hier lauert
bei Y, = 1 eine potentielle Singularitat. Diese wird durch den Massenzusatz zu Y, regu-
liert. Die Naherung Y, = 1 ist dann verboten. In der Veréffentlichung [23] ist diese Falle
leider nicht bemerkt, die dortige Gleichung (48) definiert Y, = 1. Der Fehler sei mit der
Neudefinition aus (6.23) berichtigt.

Die Lagrangedichte (6.24) impliziert eine Besonderheit: Jeder HTL-Vertex mu8 in zwei
Teile zerfallen, welche sich durch das Vorzeichen vor dm unterscheiden. Diese Unterteilung
sollte sich auch nach direkter Auswertung der entsprechenden HTL-Diagramme ergeben.
Dies ist tatsdachlich der Fall. Die Diagramme zum Dreier- und Vierer-Vertex sind explizit
ausgewertet worden. Die Vertizes stimmen mit denjenigen iiberein, welche man aus der
funktionalen Ableitung von (6.24) erhélt. Fiir hohere Vertizes kann man einen induktiven
Beweis finden [23], daB auch dann die Diagramme die Unterteilung liefern.

6.4 Eindeutigkeit der effektiven Wirkung

Die soeben aufgestellten effektiven Wirkungen beseitigen samtliche kollineare Singula-
rititen aus der diagrammatischen Entwicklung. Die Resummation der asymptotischen
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Masse hat sich mit einer iberwaltigenden Einfachheit in das bestehende Braaten-Pisarski-
Schema eingefiigt. Ware die ,,Schonheit der Physik“ ein anerkanntes first principle, dann
ware die Eindeutigkeit der Wirkungen bewiesen. Statt dessen stellt sich die Frage, ob
andere Moglichkeiten zur Beseitigung der kollinearen Singularititen existieren, oder ob
es Zusitze zum vorgestellten Schema geben kann. Wir haben gesehen, daf die asym-
ptotischen Massen die Konsistenz der Stérungsentwicklung bis einschlieBlich der ersten
Ordnung wiederherstellt. Ob sie in héheren Ordnung ebenfalls ausreichend ist, kénnen
wir anhand der vorliegenden Rechnungen sicherlich nicht entscheiden.

Die Einfithrung der asymptotischen Massen ist kein Willkiirakt. Thre Notwendigkeit
ist aus der Analyse der Lichtkegel-Singularitdten der Selbstenergie klar zu erkennen. An-
ders (willkiirlicher) sind wir dagegen mit IR-Divergenzen umgegangen. Dort haben wir
einen cutoff A bendtigt, welcher in den Integrationen das physikalische Wissen iiber die
magnetische Masse ersetzte. Im Falle der kollinearen Singularitaten haben wir geniigend
Kenntnis: Der Blick auf die Dyson-Gleichung zeigte, daB jegliches Vorkommen nackter
Propagatoren stets auf eine unzureichende Entwicklung hindeutete. Die Selbstenergie der
vollen Theorie enthélt nur vollstindig resummierte Propagatoren. Wir benétigen also zu
einer konsistenten Entwicklung Propagatoren, welche mit gewissen Anteilen der Selbst-
energie resummiert sind. Dabei half die Feststellung, da8 jene Anteile unempfindlich auf
lichtartige Impulse sind, so daf wir die urspriingliche Berechnung der Selbstenergie zu
ihrer Bestimmung ausnutzen konnten. Wir fanden die asymptotischen Massen. Thre Re-
summation ist damit durch Rechnung sehr gut legitimiert.

Neben den asymptotischen Massen kann es weitere Anteile der Selbstenergie geben,
welche ebenfalls in Lichtkegelndhe wichtig werden kénnen. Die Masse mg, riithrte vom
Realteil der Selbstenergie her. Letztere ist jedoch komplex. Ihr Imaginarteil liefert nach
Kapitel 2 eine Dampfung des Gluons bzw Plasmons. In einigen Arbeiten, z.B. [48, 49, 50],
wird diskutiert, ob nicht eventuell auch eine bestimmte Dampfung zur Beseitigung der
kollinearen Singularitdten beitragen kann. Daf dies moglich ist, werden wir im folgenden
sehen. Eine entsprechende Resummation oder sogar eine entsprechende effektive Wirkung
ist jedoch bislang noch nicht befriedigend implementiert worden.

Anhand der klassischen Beschreibung durch die Boltzmann-Gleichung werden wir nun
deutlich machen, weshalb Anteile der Dampfung am Lichtkegel interessant scheinen. Wir
betrachten das System von Abschnitt 3.4 und lassen zusatzlich einen Relaxationsmecha-
nismus zu. Er wird in bekannter einfacher Weise in die Boltzmanngleichung eingebaut:

3f(P;7,1) = —E Vo f(5;7,1) — D(B)V.f(3: 7ot) — % [f(B:7>1) —n(p)] ,  (6:27)

wobei die Dampfung +, hier als die Inverse der mittleren Relaxationszeit eingefiithrt worden
ist. Nach Kapitel 2 ist 7, ~ €2T.

Wir fragen, ob sich im System eine longitudinale Welle ausbreiten kann. Aufgrund der
Relaxation wird sie gedampft sein:

=

E(?, ti= %EO cos(w(q)t — a;:)e—q'(q)t : (6.28)
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Gesucht sind nun Frequenz w(q) und Dampfung 7(q) der Welle. Die Boltzmann-Gleichung
wird wie in Abschnitt 3.4 linearisiert. Der Ansatz fiir F liefert

O Ly "'(f)f_a_(w—ﬁa/f)S—(7—7r)C e—’yt
BB T m o P/ T s Ao tefarugiel S

mit /" = /p* + m? sowie (g) = (Si") (wt — g@7). Mit Hilfe der Maxwellgleichung (3.28)

COs,
erhalten wir die Bestimmungsgleichungen fiir Frequenz und Dampfung

’Y(Q) = —262/(d3p n’(p) (ﬁzj)fz (7_7:') (630)

2rP PPl (w PGl #lrem)?
wla) = —o¢2 [LP_7(p) (PY)’ (w—73/y")
A /(27r)3 P ‘¢ (w-pq// VP+H—-%)?’

(6.31)

wobei /" & p + 3m?/p gendhert werden darf. Beide Gleichungen haben den bekannten
Nenner, welcher am Lichtkegel w = ¢ die kollineare Singularitat entwickelt. Wir untersu-
chen ihn genauer: Die Singularitiat befindet sich bei pg = pg. Genau an diesem Punkt
wird der Nenner zu (q%)2 + (v — 7)%. Das bedeutet, daf§ die Differenz der Dimpfungen
(y—=7-)? ~ g*T? der wesentliche Regulator sein kénnte, da (gm?/2p*)? ~ ¢®T?. Auf dieser
Beobachtung fulen die genannten Arbeiten [48, 49, 50].

In dem hier verwendeten Modell-System ist die Dampfung jedoch nur scheinbar wich-
tiger als die asymptotische Masse. Denn nicht die Dampfung selbst, sondern die Differenz
v — - reguliert die Singularitdat. Die Differenz kann klein werden, wenn vy — +,, und
kann somit vergleichbar mit oder kleiner als der Massenterm gm?/p? werden. Dies ist hier
tatsachlich der Fall. Angenommen die Differenz ist wichtiger als der Massenterm, dann
diirfen wir m = 0 setzen. In diesem Spezialfall kann v(g) aus (6.30) bestimmt werden,

v(q) = %ﬁ@ mit k() =2 - 3q—n: (1 + %) : (6.32)

Nahern wir uns mit @ dem Lichtkegel, verschwindet die Differenz v — ~, mit €2 = Q?/¢?

W1
. 2

i Q 2 2
3 Tr = 7r3m2 g T€ 4 (633)

Damit ist 4 — 7, als alleiniger Regulator der kollinearen Divergenz untauglich. Bestenfalls
ist er mit der asymptotischen Masse gleichwertig.

In der vorliegenden Arbeit favorisieren wir die Resummation der asymptotischen Mas-
sen. Wir konnen keinen endgiltigen Beweis liefern, daB dies in allen Ordnung zu konsi-
stenter Bestimmung der Plasmon-Dispersion ausreichend ist. Wir konnen lediglich gute
Griinde angeben, weshalb man es vor einer Dampfungs-Resummation mit der asympto-
tischen Masse versuchen sollte.

Erstens: Der tatsachliche Effekt der Dampfung kann viel kleiner sein als der scheinba-
re. Ein Beispiel dafiir haben wir in unserem Modellsystem gesehen: Die Differenz v — ~,
verschwindet am Lichtkegel. Dies ist jedoch sicherlich in den Unzuladnglichkeiten des Mo-
dells begriindet. Streng quantenfeldtheoretische Rechnungen zeigen jedoch gern, dafl sich
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Beitriage aus Resummation von Dampfungen wegheben. Z.B. kompensieren sie sich in der
SED gegen Beitrage von Vertizes, welche zur Wahrung der Eichinvarianz notwendiger-
weise mitzunehmen sind [21]. In einem jiingst erschienenen Preprint [51] wurde dieses
Verhalten fiir recht allgemeine Theorien bestatigt. Allerdings beschrankte sich der Beweis
[61] auf nicht-lichtartige Impulse. Die Autoren von [51] versuchen momentan, ihren Beweis
zu verallgemeinern.

Zweitens: Eichinvarianz und andere Symmetrien des Lagrangian. Resummation war fiir
uns stets gleichbedeutend damit, dafl wir im Lagrangian etwas addiert und subtrahiert
haben: £ = L + 6L — 6L =: Leg — 6L. Der effektiven Lagrangedichte wurden die resum-
mierten Propagatoren entnommen, £ wurde als Korrektur behandelt. Es ware schon,
wenn man eine Dampfungs-Resummation ebenfalls auf diese Weise verstehen kénnte. Es
ist jedoch offen, wie man in einer Lagrangedichte eine Dampfung einbauen kann. Neben
Eichinvarianz waren natiirlich alle Symmetrien der urspriinglichen Theorie zu wahren. Ins-
besondere ist nicht klar, auf welche Weise man trotz Dampfung die Zeitumkehr-Invarianz
und Energie-Erhaltung der Theorie beibehalten kann.

Drittens: Dampfung ist Effekt der weichen Impulsskala. Unser Ziel war eine effektive
Wirkung, welche die weiche Impulsskala richtig beschreibt. Bei ihrer Bestimmung ist es
nur erlaubt, harte Impulse auszuintegrieren. Es diirfen keine Beitrdge der weichen Skala
einflieBen. Die Dampfung, welche man aus harter Skala erhilt, hat jedoch die GroBenord-
nung v ~ ¢*T und ist somit auf jeden Fall vernachlassigbar. Erst bei Summation iiber
weiche Impulse erhélt man die ungewéhnlich grofie Dampfung v ~ ¢*T'. Die in dieser Ar-
beit vorgeschlagenen effektiven Wirkungen sind also im Sinne der Renormierungs-Theorie
korrekt und eindeutig.

Viertens: Bislang ist keine Notwendigkeit fiir einen Dampfungseinbau zu erkennen. Bei
yvergessener“ Resummation sollte die Stérungsentwicklung Inkonsistenzen zeigen. Davon
ist in den hier durchgefiihrten Rechnungen nichts zu sehen. Entwickelt man z. B. (6.31)
zu

#p n'(p) (p9)* 1 sy
wlo)=-2¢ [ = {w—ﬁa/f (w—ﬁiz‘/f)3} e e

entsteht im Korrekturterm eine quadratische kollineare Singularitét. Solche Terme haben
wir in der QCD tatsachlich erhalten, allerdings kompensieren sie sich im Endresultat
vollstandig.

Zusammenfassend kénnen wir zwar nicht eine irgendwie geartete Dampfungs-Resum-
mation ausschlielen. Forschungsarbeit ist in dieser Richtung sicherlich erforderlich. Jedoch
sind die einschligigen Arbeiten zur Zeit noch in einem Stadium, welches nicht an die
Konsistenz und Schliissigkeit der hier vorgestellten verbesserten effektiven Wirkungen
heranreicht.



Kapitel 7

Photon-Produktionsrate

In diesem Kapitel wenden wir uns der Photon-Produktionsrate zu. Sie ist wie die Plasmon-
Dispersionskurve eine MeBgrofie, welche den Zustand des Quark-Gluon Plasma beschreibt.
Im Gegensatz zum Plasmon ist sie sogar ,,physikalisch“ mit einem Detektor meBibar. Sie
gilt als eine der moglichen experimentellen Signaturen des Plasmas.

Die Plasmon-Dispersion kommt nur an einem einzigen Punkt in die Nahe des Licht-
kegels. Man darf sich fragen, ob dieser eine Punkt die Aufstellung einer neuen Stérungs-
theorie lohnt. Im folgenden werden wir die Photon-Produktionsrate mit der Photon-
Selbstenergie in Zusammenhang bringen, wobei letztere auf dem Lichtkegel auszuwerten
ist. Dies fiihrt wiederum zu kollinearen Singularititen. Wir sind nun in der Lage, mit
ihnen umzugehen. Wir werden die bekannten Rechnungen zur Photon-Produktionsrate
wiedergegeben und kritisch kommentieren. Bei Verwendung der neuen effektiven Wir-
kung ergeben sich endliche Resultate anstelle der alten, divergenten Ausdriicke. Jedoch
wird deutlich, daf8 die vorliegenden Versuche nicht die vollstdndige Rechnung darstellen
kénnen. Erst eine viel aufwendigere Behandlung einer grofleren Anzahl Diagramme hat
eine Chance, verlafiliche Ergebnisse zu liefern. Einen entsprechenden Vorschlag versuchen
wir in Abschnitt 7.3.3.

Zunachst leiten wir einen Ausdruck fiir die Photon-Produktionsrate her, welcher analog
zum Plasmon die Benutzung des Matsubara-Formalismus erlaubt. Das Resultat weicht ein
wenig von dem in der Literatur iiblichen ab. Der neue Zugang vermeidet eine mogliche
Inkonsistenz beim Auftreten starker (linearer) kollinearer Singularitaten.

7.1 Gleichgewichtsrate

Ein Quark-Gluon-Plasma befinde sich im Gleichgewicht, beschrieben durch die Dichte-
matrix

1 o
pgep =) -Z‘e”ﬂ""""IZ)(zl : (7.1)

Die Summe laufe iiber eine vollstandige Basis |i) des QCD-Zustandsraumes. Das Plasma
ist elektrisch neutral, es kann jedoch iiber geladene Quarks mit Photonen wechselwirken.
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Die zugehorige Kopplungskonstante e sei im Vergleich zu g so klein, da§ das Plasma zwi-
schen elektrischen Wechselwirkungen jeweils wieder den Gleichgewichtszustand erreicht,
und daB Photonen nach ihrer Erzeugung das Plasma ohne weitere Wechselwirkung ver-
lassen. Photonen seien nicht thermalisiert.

Die Photon-Produktionsrate beschreibt den Ubergang des Systems aus dem Gleichge-
wicht unter Aussendung eines Photons v in einen Zustand |f,v), wobei |f) wiederum ein
Element aus dem QCD-Zustandsraum ist [52, 53].
dg 1 e Ph

s 2r)T 4

mit 7 = [dt. Der Wechselwirkungs-Hamiltonian ist
Hie = / d'z j, () A¥(z) (7.3)

Der Strom 3, ist wie iiblich aus den Materiefeldern (Quarks) zusammengesetzt und enthalt
keine Photon- oder Gluonanteile.

Die Kopplung e ist klein. Entsprechend soll R in fiihrender Ordnung in e ausgerechnet
werden. Damit darf das Photonfeld A, als dufleres Feld klassisch angenommen werden.
=3 Ep 1Qx —1Qzx
Al(z) = WAS (e +e ) (7.4)
mit @? = 0. Natiirlich kann anstelle nur einer einzigen Fourierkomponente auch ein Wel-
lenpaket betrachtet werden. Dies fiihrt jedoch nicht zu qualitativ neuen Resultaten.

Das klassische Photonfeld kennt, sofern richtig eichfixiert wurde, nur zwei Polarisa-
tionsrichtungen e.?. Wir diirfen sie rdumlich transversal wahlen. Im Plasma ist keine
Richtung ausgezeichnet, so da8 es ausreichend ist, einen bestimmten Polarisationsvektor
€, auszuwahlen, und dR mit Faktor Zwei zu multiplizieren.

_ d%q 2ete”
mit
e PE:
fuw(Q) = > (27)*6*(Q — P: + Py)(il5u(0)|£)( 1. (0)I¢) (7.6)

if
Die Dichte f,, ist das Analogon zur Dichte o, aus (2.6). Anhang F bringt f in Zusam-
menhang mit der retardierten thermischen Photon-Selbstenergie! I1% , welche wir aus dem

o
Matsubara-Formalismus mit der bekannten Fortsetzung iw, — w + i€ ermitteln konnen.
d3q ete” e
dit = (2—71_)ngb(q)5\sm H,_“,(Qo =¥ 1E; Q) . (77)

Die Gleichung (7.7) gibt die Rate in fiihrender Ordnung einer Entwicklung in e an, ist
jedoch exakt in der starken Kopplungskonstanten g.

Die Struktur der thermischen Photon-Selbstenergie ist in dieser Arbeit schon geniigend
diskutiert worden. Sie 1a8t sich zerlegen in I1,, = II;A,, +11,B,,. Es gibt fiir die (abelsche)
Photon-Selbstenergie keinen C,- oder D,,-Anteil>. Im Produkt mit dem raumartigen

1Von hier an bezeichnet II die Photon-Selbstenergie, nicht mehr die gluonische!
2 Auch in der nichtabelschen QCD ist der elektromagnetische Strom erhalten. Also gilt Q*H,.(Q) = 0.
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Vektor ¢, verschwindet der B, -Term. Der einzige Beitrag kommt von II,.

d*q m(q) 1
A= —(—“ZW—)?’TS‘mHt(Qo%q+zs, Q) . (78)
Dies ist der Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Rechnungen. Die Berechnung der Pho-
ton-Produktionsrate ist auf die Auswertung der Photon-Selbstenergie zuriickgefiihrt. Fiir
letztere existiert eine diagrammatische Entwicklung.

In der Literatur [52, 53, 7] findet sich eine etwas andere Version von (7.8): Anstelle von
II; wird II, := II,* verwendet. Bei der Herleitung wird in (7.5) nicht eine bestimmte Polari-
sationsrichtung ¢, ausgewahlt, sondern tiber alle (vier) méglichen summiert. AnschlieBend
wird 3, e;\‘e,’} = —g,, ausgenutzt. Dabei wird jedoch iibersehen, dal zum Beweis dieser
Relation [54] kein Anteil von II,,, bei @Q? = 0 divergieren darf®.

Im thermischen Fall kénnen wir die Gefahr besonders gut sehen. Da Q*I1,,(Q) = 0
und A,, = g., — B, — D, gilt, folgt

2M(@) = 1,(@) + L1(Q) (7.9)

Am Lichtkegel ist @? = 0, also scheint der zweite Term zu verschwinden. Allerdings
darf II,, dann keinen Pol entwickeln, was nach den bisherigen Erfahrungen jedoch nicht
ungewdhnlich ist. Somit stimmen II; und II, nicht notwendig miteinander iiberein.

Wohlgemerkt gibt es in der vollen Theorie weder kollineare noch infrarote Singula-
ritaten. Sie sind durch die diversen Abschirm-Mechanismen im Plasma reguliert (z.B.
Debye-Screening). Daher ist es fiir nichtperturbative Rechnungen erlaubt, den zweiten
Term in (7.9) wegzulassen. Jedoch kann es in einer Entwicklung zu Singularitdten kom-
men. Die Verwendung von II, anstelle von Il ist dann als Vorsichtsmafinahme erforderlich,
um unphysikalische Divergenzen zu vermeiden.

7.2 Produktion harter Photonen

Baier et. al. haben die Produktionsrate harter (~ T) Photonen sowohl fiir das Gleichge-
wichts-Plasma [14] als auch fiir ein Nichtgleichgewichts-Modell [55] berechnet. Die Dia-
gramme zur fithrenden Ordnung in g finden sich in Abbildung 7.1. Im Diagramm (a) ist
der umlaufende Impuls weich, daher ist eine Quark-Linie resummiert. Die andere Linie
sowie die Vertizes miissen nicht resummiert werden, da der aulere Impuls hart ist. In den
Diagrammen (b) und (c) sind beide innere Impulse hart. Diagramme, welche nur aus einer
einzigen Schleife mit hartem inneren Impuls bestehen, tragen aus kinematischen Griinden
nicht bei.

Interessant an der Rechnung [14] ist die Tatsache, dal sowohl Diagramm (a) als auch
die Diagramme (b) und (c) fiir sich genommen von ¢* (dem Cutoff zwischen harter und

3Diese Gefahrenstelle wurde bei Diskussionen mit A. Rebhan entdeckt.
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(a) (b) (c)

Abbildung 7.1: Die Produktion harter Photonen in fithrender Ordnung

weicher Skala) abhangen. Die Zweischleifer (b) und (c) wiirden also ohne Resummation
eine IR-Divergenz enthalten. Erst in der Summe aller drei Diagramme heben sich die
g*-Abhangigkeiten weg. Dies ist ein schones Beispiel dafiir, wie die Betrachtung eines
vollstdndigen Satzes von Diagrammen zu endlichen Ergebnissen fiihrt.

Die g*-Abhéngigkeit des weichen Einschleifers Abb. 7.1.a ist recht einfach zu erhal-
ten. Zur Vereinfachung der Rechnung wird trotz der oben genannten Bedenken II, statt
II; ausgewertet, da es in der interessierenden Ordnung noch keine starken kollinearen
Singularitaten gibt.

Is
SmI}® = —Qme i 2 D. K2 . (7.10)

Nach Einfithrung der spektralen Dichte des Fermion-Propagators (siehe Anhang B) wird
die Frequenzsumme ausgefiihrt. Fiir p > M} darf man die Asymptotik (B.14) verwenden,

D 5 1—su
)2192 Z/ du os(pu, p)—
s=+ =1

1l gzt xd
o = o (oio-3) [

~ @M (ni0)~3) [l 5
= e ) -

Aus den Zweischleifern 1a8t sich die ¢*-Abhéangigkeit nicht so einfach herauspraparie-
ren. In Feynman-Eichung (beide Diagramme sind eichinvariant) ist Abb. 7.1.b der einzige
Beitrag. Nach Frequenzsummation und Ubergang zu reellen Viererimpulsen erhalt man
einen Ausdruck vom Typ

d*l d'p
(2m)* (2m)*

Dabei ist P der fermionische und L der bosonische Schleifenimpuls, N(z,y) ist eine Funkti-
on zusammengesetzt aus diversen Bose- und Fermifunktionen sowie R = P—L, K = P+Q,
Q ist der duBere Impuls. Der Nenner 1/ P? ist dafiir verantwortlich, da88 die d°p-Integration
im Infraroten eine g*-Abhingigkeit entwickelt®. Letztere kompensiert genau diejenige aus

2LQ

i N (po, L) (2m)°8(L*)6(K*)S(R?) —5-

(7.12)

Im Hg“‘ ~ e QZCf/

4Bemerkenswert ist, daB hier eine fermionische Linie fiir IR-Divergenzen sorgt. Ublicherweise sind
Bosonen aufgrund des Verhaltens der Bosefunktion kritischer.
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(7.11), so daB

S T8t = 6114} <n,(q) & %) [111 (le) + 0(1)] . (7.13)

Damit erhélt man eine endliche Rate ohne g*-Abhéangigkeit.

7.3 Produktion weicher Photonen

Zur Produktionsrate weicher Photonen zeigt die Literatur, da8 bislang noch keine voll-
standige und divergenzfreie Rechnung gelungen ist. Der wesentliche Mangel ist das Fehlen
eines zu gegebener Ordnung in g vollstdndigen und konsistenten Diagrammsatzes, wel-
cher die folgenden Bedingungen erfiillt: Er muf8 eichinvariant und transversal sein, darf
keine ¢*-Abhéangigkeiten im Ultravioletten oder Infraroten haben und darf natiirlich kei-
ne unabgeschirmten Singularitdten enthalten. Bisherige Arbeiten behandeln offensichtlich
unvollstandige Satze.

Baier et. al. [20, 56] betrachten die weichen Einschliefer aus Abbildung 7.2. Thr Re-
sultat ist in zweifacher Hinsicht divergent: Zum einen hangt es vom cutoff ¢* ab. Die
Diagramme sind fiir sich genommen also UV-divergent. Es wird erwartet, da8 sich die ¢*-
Abhangigkeit analog zu Abschnitt 7.2 zusammen mit bestimmten Diagrammen mit harten
inneren Impulsen weghebt. Wie sich zeigen wird, sind dazu mindestens drei harte Schlei-
fen notwendig, welche dann natiirlich zu einem vollstandigen Diagrammsatz dazugehéren
miissen.

Zum anderen enthalt Baiers Resultat eine kollineare Divergenz, welche mit dem licht-
artigen duBeren Impuls Q% = 0 zusammenhingt, und welche von den HTL-resummierten
Vertizes verursacht wird. Diese Singularitdt kann mit den verbesserten HTL-Vertizes aus
Kapitel 6 reguliert werden. Ein Satz bestehend aus Abb. 7.2 und den oben angesprochenen
Dreischleifern liefert damit ein endliches Resultat.

Vor kurzem haben Aurenche et. al. [57, 58] einen weiteren Diagrammsatz (Abbildung
7.4) untersucht. Sie finden grundsétzlich die selbe Groflenordnung in g wie Baier, so daf§
beide Séitze zu dem gesuchten vollstandigen gehoren werden. Zusatzlich enthalten die
Diagramme am Lichtkegel lineare kollineare Singularititen, welche nach Regularisierung
die g-Ordnung explodieren lassen. In diesem Fall ist nicht die Resummation der weichen
Gluon-Linien ursachlich fiir die Divergenz, sondern die (HTL-)N&herungen in den harten
Linien. Die asymptotischen Massen fithren auch hier zu einer Regularisierung.

Die beiden genannten Arbeiten werden in den folgenden zwei Abschnitten detaillierter
vorgestellt und kommentiert. Die Rechnungen werden aus zwei Griinden wiederholt. Es
soll getestet werden, inwiefern die Verwendung von II; in Gleichung (7.8) anstelle von
II, das Verhalten der kollinearen Divergenzen dndert. Das Resultat ist in beiden Fallen
negativ, die kollinearen Singularitdten bleiben unverandert erhalten. Die zweite Motiva-
tion ist die Suche nach Hinweisen, welche Diagramme einer zukiinftigen Bestimmung der
Photon-Produktionsrate zugrunde liegen konnen. Hier ist das Resultat positiv; der letzte
Abschnitt dieses Kapitels enthélt einen Vorschlag fiir einen vollstandigen Diagrammsatz.
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Abbildung 7.2: Die Diagrammauswahl zur Produktion weicher Pho-
tonen von Baier et. al. Die inneren Schleifenimpulse sind ebenfalls
weich, und alle Linien sowie Vertizes sind resummiert.

7.3.1 Die Diagrammauswahl nach Baier et. al.

Baier, Peigne und Schiff verwenden die Diagramme aus Abbildung 7.2 zur Approximati-
on der Photon-Selbstenergie II,, in Gleichung (7.8). Beide Diagramme sind zuvor erfolg-
reich von Braaten, Pisarski und Yuan [13] zur Bestimmung der Produktionsrate virtuel-
ler Photonen (bzw. realer Dileptonen) angewendet worden. Sie sind eichinvariant sowie
transversal, wie man mittels Ward-Identitaten schnell sieht, und somit eine verniinftige
Approximation.

I2(Q) = IRYQ) + IRP(Q) (7.14)
mit
I = 22 S**(P)*Ia (P, P; Q,-Q) (7.15)

BV = ¢ Z T, (P, P +Q;—Q)"S*(P)Ty(P + Q, P;Q)"S*(P + Q) (7.16)
P

wobei *S der resummierte Fermion-Propagator (Anhang B) und *I' die resummierten
Vertizes sind,

Y.y
THQ K P) = 72 {g;+M} [ (yx")w} (.17
L) ; iy YYY” 1 1

Wie bisher ist ¢ der aulere Impuls, iber P wird summiert und K = ) — P. Beide Impulse
@ und P seien weich, also ~ ¢gT' <« T'. Damit dies sichergestellt werden kann, benéotigt
die raumliche d®p-Integration einen UV-cutoff ¢T' < ¢* < T.

Baier bestimmt die Spur I1,#(Q). Dabei verschwindet II™¢ denn Y? = 0. Diese Ver-
einfachung féllt bei der hier bevorzugten Spur II; leider weg. Jedoch stellt man bei der
Auswertung von II; fest, daB8 die oben erwédhnte Abhangigkeit von ¢* nicht von beiden
Anteilen herriihrt, sondern allein von II72d [59]. Bei Beschrinkung auf den divergenten
Anteil ist die neu vorgeschlagene Spurbildung somit sogar einfacher als die bekannte.

Nach Frequenzsumme und 7-Spurbildung ist

seh pyied s Lo B AW d"’pl/(eq) = ZeR it
mHt 5= erqu (271')3[) Q w_eqz Zps € ,P)(P Sep)' (719)
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Gagosnond

(a) (b) (c)

Abbildung 7.3: ,Aufgeblasene“ weiche Einschleifer. Die gestrichelten Linien
deuten die Schnitte an, welche zu den elementaren physikalischen Prozessen
fiihren.

Das Winkelintegral [, des resummierten Vertex enthalt fiir w = ¢ eine logarithmische
Singularitat. Den fithrenden Anteil findet man in dem Bereich My < p < ¢*. Dort darf die
asymptotischen Dichte (B.14) verwendet werden. Die Aufteilung nach Pol- und Schnitt-
Anteil der Dichte in Sm 1™ = II° + II® liefert

e2M? mw w+q\) (7 dp 1
o i L / . :
A ¢ T n(w—q) M;(27m)% p sdofoly?0)
e2M? rw et dp M? 2pq
¢ = Bl s Lt ;
St o Ah@WV{q p’“(Aﬁ)} e

Beide Anteile sind abhingig von ¢*, zusatzlich ist II® bei w = q kollinear divergent. II¢
hangt zwar sehr stark (linear) von ¢* ab, jedoch verschwinden diese Terme zusammen
mit TI7°°P [59]. TI® enthilt den einzigen nicht-verschwindenden Beitrag zur logarithmisch
fiihrenden Ordnung,

2 4 * 2
Cx Baier __ € Mfi q_ 4i
bR il 8 ln(Mf){ln<Q2)+0(l)} | shn

Das Resultat von Baier enthalt also eine logarithmische Abhangigkeit von ¢* sowie eine
logarithmische Singularitét fiir @ — 0.

Wir wiederholen die Betrachtung der transversalen Spur von (7.15) mit dem verbes-
serten Vertex (6.26) anstelle von (7.18), beschrinken uns jedoch auf den Anteil II®. Es
kann nun keine kollineare Singularitidt mehr geben, denn der Nenner (Y Q)? verschwindet
auch bei Q% = 0 nicht. Nach etwas Rechnung erhalten wir

Y VE * 2
&Y Baier,neu __ € Mf i_ i__ ﬂ
Sm 11, o - In (Mf) {ln (Mgo +0(1) ¢- & (7.23)
Der singulire Logarithmus In(¢?/Q?) aus (7.21) wird also durch den endlichen Term
In(T?/M?2) ersetzt.

Dagegen bleibt die g*-Abhangigkeit bestehen. Sie zeigt deutlich, daBl der Diagrammsatz
aus Abbildung 7.2 noch nicht der vollstandige sein kann. Es gibt sicherlich Diagramme
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(D e

Abbildung 7.4: Die Diagrammauswahl von Aurenche et. al.

mit harten inneren Impulsen, die iiberzahlige ¢* kompensieren. Welche das sein miissen,
kann aus der Rechnung zu (7.22) abgelesen werden. Dazu ,blast“ man diejenigen HTL-
resummierten Linien und Vertizes auf, welche zu den kollinearen Singularitdten gefiihrt
haben, siehe Abbildung 7.3. Im vorliegenden Fall wird der HTL-Vierervertex durch die
urspriingliche harte Schleife ersetzt, was von Abb. 7.2 auf Abb. 7.3.a fithrt. Im weichen
Propagator gab der Pol-Anteil der spektralen Dichte keine g*-Abhangigkeit, sondern al-
lein der Schnitt-Anteil. Somit entwickelt auch die ehemals weiche Quark-Linie fiir harte
Impulse einen weiteren Schleifeneinsatz, Abb. 7.3.b. Die gesuchten kompensierenden Dia-
gramme enthalten also mindestens drei harte Schleifen.

Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man die Rechnung von Baier nachvollzieht
[59], also die Spur II,* bestimmt. Hier resultiert der einzige Beitrag aus dem Term, in
welchem bei beiden Dreiervertizes aus II"°°P die HTL-Anteile und bei den Quark-Linien
die Pol-Anteile der Dichten mitzunehmen sind. Dies fiihrt fiir harte Impulse auf das Dia-
gramm 7.3.c, welches ebenfalls einen harten Dreischleifer darstellt.

7.3.2 Der ,,enhancement*“-Mechanismus von Aurenche et. al.

Aurenche, Gelis, Kobes und Petitgirard [57, 58] haben kiirzlich einen weiteren Diagramm-
satz untersucht, siehe Abbildung 7.4. Er besteht aus Zweischleifern mit einem harten
(P) und einem weichen (L) inneren Impuls, wobei der weiche durch eine bosonische
Gluon-Linie lauft. Mit einer einfachen Abschatzung kann man sehen, daf sie ebenfalls
zur GrofBenordnung e?g>T? beitragen konnen: Die harten fermionischen Linien liefern je-
weils ein 1/P, und die weiche bosonische Linie trigt ein 1/L? bei. Zusitzlich sorgt die
Bosefunktion der weichen Linie fiir ein weiteres 1/g. Also werden sich die Diagramme
wie Il ~ €26’ Y p 1 5itz !l] ~ €2g°T? verhalten. Aurenche et. al. hofften, mittels der neuen
Diagramme eventuell die kollinearen Divergenzen der bekannten kompensieren zu kénnen.
Statt dessen fanden sie weitaus starkere Singularitaten.

Die neuen Diagramme sind eichinvariant und transversal, wie man mittels Ward-
Identitaten sieht. Zu ihrer weiteren Auswertung wird der Startpunkt aus [58] iibernom-
men. Die Spur iiber die Viererindizes sowie die Spur iiber die Gamma-Matrizen wird
erneut gebildet. Dabei hilft das Computerprogramm FORM [60]. Die fithrenden Terme
sind

4 4
SMINQ) = APTC; [ Fian'(e) [ s R ena(PAL(P + @ + LY

{ 4L%p? 8p*Q?%/ ¢ 8p*'Q?%/q? } )

(B QP Pt BFoo(Pr-Q)f (P QPR(PH-LY
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S DA

Abbildung 7.5: Harte Dreischleifer, welche ebenfalls den ,,enhancement“-
Mechanismus enthalten kénnten.

Die Nenner in (7.24) sind aufgrund der Deltafunktionen sowie Q* = 0 keine Quadrate von
harten Impulsen. Vielmehr gilt

(P+Q)*=2PQ sowie (P+L)*=-2PQ-2LQ. (7.25)

Fiihrt man die iiblichen HTL-N&herungen durch (d.h. LQ <« PQ), erhélt man Nenner ~
(PQ)>. Dies hat lineare kollineare Singularitaten zur Folge, welche sich bei PQ = pw—pq
in den Endpunkten der Winkelintegration iiber p¢/pq finden.

Aurenche et. al. haben erkannt, dafl die Naherung LQ < PQ nicht mehr erlaubt ist,
wenn der Punkt PQ = 0 wichtig wird. Sie fiihren die Integrationen in (7.24) ohne die
angesprochene Naherung aus. Im Resultat finden sei statt der linearen kollinearen Singu-
laritat ein starkes Anwachsen (,enhancement®) ~ 1/g* des ersten Terms der geschweiften
Klammer zuziiglich einer logarithmischen kollinearen Singularitéat. Letztere 1aBt sich durch
Verwendung der mit M2 resummierten Propagatoren in einen Logarithmus In(g) wandeln.
Ihr Resultat hat dann die Gro8enordnung

1
SmIIMT ~ e2g°T? % In (—) = €’gT%In (l) (7.26)
g g g

Es ist also sehr viel groBer als dasjenige von Baier et. al. Die Vermutung liegt nahe, daf8 der
Diagrammsatz aus Abbildung 7.4 der gesuchte vollstindige Satz der fiihrenden Ordnung
sel.

Das Resultat von Aurenche et. al. ist insbesondere unabhangig von ¢*. Dennoch kann
es Diagramme mit harten Impulsen geben, welche ebenfalls eine Art ,enhancemant“-
Mechanismus enthalten. Kandidaten sind in Abbildung 7.5 gezeichnet. Sie werden zwar
keine starke kollineare Singularitit entwickeln, denn der Impuls L der Gluon-Linie ist
nicht weich. Dennoch sollte das Enhancement fiir kleine L zu spiiren sein, wahrschein-
lich als lineare ¢*-Abhéngigkeit im IR der L-Integration. Moglicherweise kann sich hier
eine Vermutung von Grandou [61] bestatigen, dal sich IR und kollineare Singularitéten
kompensieren kénnen.

Der ,enhancement“-Mechanismus ist kein Grund, an der Konsistenz der in dieser Ar-
beit entwickelten Storungstheorie zu zweifeln. Die asymptotische Masse erfiillt ihre Auf-
gabe sogar ausgezeichnet, schlieBlich reguliert sie die verbliebene kollineare Singularitat
in (7.26). Wir haben im Fall der Plasmon-Dampfung gesehen, dal der Imaginarteil der
Gluon-Selbstenergie stark ~ 1/¢? in Lichtkegelndhe wachsen durfte, ohne die Konsistenz
der Storungsreihe zu gefahrden. Im vorliegenden Fall scheint ein Konsistenzschema zu feh-
len, welches entweder das ,enhancement“ erklaren kann oder zeigt, dafl (7.26) tatsachlich
die fithrende Ordnung liefert.
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7.3.3 Minimalprogramm zur Photonproduktion

Die Photon-Selbstenergie I1,,(Q) hat fiir Q@ ~ gT die GréBenordnung e?¢>T?. Das sind
fiinf Kopplungskonstanten, so da man zu einer vollstindigen Rechnung wahrscheinlich
Diagramme mit bis zu drei Schleifen auswerten muB. Das folgende ist ein Minimalpro-
gramm. Weitere Viel-Schleifer kénnten natiirlich bei entsprechend ungiinstigen Uber-
schneidungen von Singularititen ebenfalls die betrachtete Ordnung erlangen, dies ist je-
doch erfahrungsgemaf sehr unwahrscheinlich.

e Einschleifer mit hartem inneren Impuls tragen nicht bei, denn die Streuprozesse,
welche man durch Zerschneiden der Selbstenergie erhélt, sind kinematisch verboten.

e Einschleifer mit weichem Impuls sind ausgewertet, siehe Abschnitt 7.3.1.

e Zweischleifer mit zwei harten Impulsen kénnen beitragen. Nach Abzahlen der Kopp-
lungen haben sie zwar die Ordnung e?g?T"?, jedoch ist der Imaginirteil um eine Ord-
nung in g kleiner. Die zugehérigen Streuprozesse sind ,fast“ verboten, nur in einem
kleinen Impulsbereich diirfen sie beitragen, siehe(7.13): (ns(q) — 3) ~ q fiir ¢ — 0.

e Zweischleifer mit einem harten und einem weichen Impuls tragen bei, sieche Ab-
schnitt 7.3.2. Insbesondere diejenigen mit einer weichen bosonischen Linie. Aller-
dings miissen auch diejenigen mit weicher fermionischer Linie gerechnet werden.

e Dreischleifer mit harten inneren Linien tragen bei, siehe Abschnitt 7.3.1. Nach
Abzihlen der Kopplungen sind sie von der Ordnung e2g*T?, sie miissen also durch
einen noch unbekannten Mechanismus um ein g wachsen.

e Bei Verwendung der effektiven Wirkung fiir weiche Impulse diirfen die entsprechen-
den Counter-Terme nicht vergessen werden.

Bei allen vorgeschlagenen Diagrammbklassen sollten die HTL-Naherungen streng einge-
halten werden. Nur in diesem Falle ist eine konsistente Stérungsrechnung bekannt. Es
gibt genligend Hoffnung, dafl sie mit Hilfe unserer verbesserten effektiven Wirkung auf
Phanomene bei lichtartigen Impulsen verallgemeinert werden kann.

Insbesondere die Auswertung der Dreischleifer ist spannend. Man weifl aus zahlreichen
Rechnungen, da8 hier eine Vielzahl von Singularititen im Spiel sein konnen. Sehr inter-
essant scheint in diesem Zusammenhang die Vermutung [61], daB sich IR-Singularitaten
(bzw. g*-Abhéngigkeiten harter Diagramme) zusammen mit kollinearen Singularitdten
kompensieren konnen. Diese Moglichkeit ist bislang von niemandem fiir die Photonpro-
duktionsrate ausprobiert worden. Eine explizite Rechnung, die alle Singularitdten der
Dreischleifer herausprépariert, ist dringend notwendig.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Aufstellung einer konsistenten Stérungs-
theorie zur Beschreibung eines Quark-Gluon-Plasmas. Wir haben gesehen, daf} die fithren-
den Ordnungen der Selbstenergien von Gluon, Quark und Photon fiir lichtartige auflere
Impulse mit den herkémmlichen Methoden nicht vollstdndig ermittelt werden kénnen.
Vielmehr sind Beitrage von thermischen Massen der Teilchen im Plasma zu beachten.
Andernfalls bricht die Stérungsreihe aufgrund von kollinearen Singularitdten zusammen.

Eine Verbesserung des Resummationsverfahrens von Braaten und Pisarski wird vorge-
schlagen. Die zusétzliche Resummation von bestimmten asymptotischen Massen beriick-
sichtigt die neuen Beitriage zu den Selbstenergien. Es gelingt, das verbesserte Verfahren
in die elegante Form einer effektiven Wirkung zu bringen. Die Herleitung der Wirkung ist
in enger Anlehnung an jene von Braaten und Pisarski sowie Frenkel und Taylor méglich.
Lediglich die Bedeutungen der Formelbuchstaben sind neu festzulegen. Die hier vorge-
stellte verallgemeinerte Wirkung ist fiir lichtartige Impulse wohldefiniert, und sie ist frei
von kollinearen Singularitaten.

Das Wohlverhalten der Dispersionskurve des Plasmons dient als Test der neuen St6-
rungsreihe. Dazu wird die fiihrende Ordnung und die erste Korrektur der Gluon-Selbst-
energie in Lichtkegelnahe ausgewertet. Es wird gezeigt, daB sie gewisse Konsistenzbe-
dingungen erfiillt. Die Umstrukturierung der Stérungsentwicklung ist somit gelungen.
Nebenresultat der Rechnung ist die Plasmon-Frequenz und die Plasmon-Dampfung am
Lichtkegel einschlieBlich der ersten Ordnung in der Kopplung.

SchlieBlich wird die neue Storungsreihe zur Neubestimmung der Produktionsrate wei-
cher Photonen angewendet. Hier waren die bisherigen Rechnungen ebenfalls mit Schwie-
rigkeiten durch kollineare Singularitdten belastet. In den Zugangen von Baier et. al. so-
wie von Aurenche et. al. kann die Resummation der asymptotischen Masse jeweils die
divergenten Resultate durch endliche ersetzen. Jedoch wird deutlich, daB fiir die Photon-
Produktionsrate noch kein Schema existiert, welches zu gegebener Ordnung die Auswahl
eines vollstandigen Diagrammsatzes ermoglicht. Bevor dies nicht gelingt, sind die vorlie-
genden Resultate nur erste Schritte auf einem ldngeren Weg.
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Anhang A

Der Eichboson-Propagator

Der resummierte Propagator eines weichen Eichbosons ist [62]

"G (Q) = A(Q) A (Q) + Ae(Q) Bun(Q) + aAo(Q) Dy (Q) (A.1)

mit Ay(Q) = 1/Q?, Are = [Q? — 1 4(Q)] ! sowie
m(Q) = gmz {z2 L %z(zz S (z f i)} (A.2)
M(Q) = 3m?(1—2?) {1 N %zln C z i)} . (A.3)

und z = @,/q. Die Projektoren in (A.1) entstammen der Matrixbasis

"N oV _Vo@Q+QoV

A=g-B-D , B vz o C= /0% und D = o2 (A.4)
mit V = Q2U — (UQ)Q und U = (1, 0).
Jeder der beiden Nenner liefert eine positive Losung w;¢(q) von
w? = ¢* = i(w, q) bzw.  w? — ¢* = Iy(we,q) . (A.5)
Sie haben die Asymptotiken
3¢ Vo
we = +Eq——%£—3‘+ (¢°)
iy i fir ¢—0 (A.6)
ERBERET ST
sowie %
we=q+2q g
3m? fir ¢g—> 0. (A.7)

wt=q+¥

Die Dispersionskurve w;(q) beschreibt das Gluon und we(gq) beschreibt das "Plasmon’.
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Abbildung A.1l: Die zwei bosonischen Dispersionskurven. Die obere ist
das Photon, die untere das Plasmon.

Die Q.,-Abhéngigkeit der A;, kann mittels spektraler Dichten expliziert werden [63]

8d@ura) = [da 220 (A8)

Die Dichten haben einen Pol- und einen Schnittbeitrag, p = pP°! + p°ut.

= 5 “’w T 0z = w) = 8(z + )] (A.9)
i = ol 0 — ) — b(o + ) (A10)
g o(1 — 2?) (A1)
m*1=2% [92 16— 32In (12 ) + 97222
:
= #11—222 [4% +6:2 +(3zln( +2)]" 4 gr222 i

mit z=z/q.

Fiir die Dichten gelten diverse Summenregeln. Man erhélt sie aus (A.8), indem man die
Asymptotiken @, — 0 und @, — oo bestimmt. Die wichtigsten Regeln sind

p(z,q) _ 1 pe(z,9) 1
/da: T =k /d:z: 5 = gy (A1)
/dx zpe(z,q) = 1 (A.14) /da: °pie(z,q) = miP+¢*. (A.16)



Anhang B

Der Fermion-Propagator

Der resummierte Propagator eines weichen Fermion ist [64]

5(@) 7, oLt e (14933 i

mit Dy (Qo,9) = (1 +a)Q, F (1 +b)g (Beachte die VZ!)

M? ok | M? z+41
L f e R
i QqQol (z—l) . i q? {1 221 (z—l)} )
und z = Q,/q sowie My = £¢g°C;T?. Er 1aBt sich zerlegen in
* - Q'f‘ Q
5(Q)=- 2{D++D_ (B.3)

mit Qy = (1,£79/q). Jeder der beiden Nenner hat eine positive Losung w4 (q) zu positivem

q von
Da(wi,q) =0. (B.4)

Da D4(w,q) = —Dz(—w, q) gilt ebenso Dy (—ws,q) = 0. Die Frequenzen haben folgende

Asymptotiken:
1

wy =M;+ §q+ 0O(q?) fuir ¢—0 (B.5)
= 2 4 2
B . 2
wy=q+—+ —ln e
9 22 2q fir ¢— oco. (B.6)
2}%2_

W= g42ge: !
Die Dispersionskurve w,(q) beschreibt das quark und w_(g) das "Plasmino’.

Die Q,-Abhangigkeit der Dy kann mittels spektraler Dichten expliziert werden [65]

PifCQ)
Qmw /d Qo—z Gl
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Abbildung B.1: Die zwei fermionischen Dispersionskurven. Die obere ist
das quark, die untere das Plasmino.

Die Dichten haben einen Pol- und einen Cutbeitrag p = pP® + put.

2? — ¢

Aw0) = T l6(e —s(a) + 8e-+ () (B.8)
e < B s ed (B.9)

A1 2

AR [%4“’;*+ 12:+1n(i%§)] + 2
und p_(z,q) = p4+(—=z,q). Die Vorfaktoren der Deltafunktionen heilen Residuen der je-
weiligen Anregung, r+(q) = (wi(q) — ¢*)/2M3.

Fir die Dichten gelten diverse Summenregeln. Man erhilt sie aus (B.7), indem man die
Asymptotiken ), — 0 und @, — oo bestimmt. Die wichtigsten Regeln sind:

/dmp+(:c,q) =1 (B.10) /dwm(w,q) = q (B.12)

1 q
/d:z::z2p+(a:,q) = ¢+ M; (B.11) /da: ;p+(x,q) = m . (B.13)

Fiir grofe g verschwindet das Residuum des Plasminos r_(q), da sich w_(g) exponentiell
dem Lichtkegel nahert. Das Residuum 7, (q) des quark wird Eins, was die Namensgebung
"quark’ rechtfertigt. Die cut-parts verschwinden schon ziigig, allerdings entwickeln sie am
Lichtkegel eine gefahrlich grofile Spitze. Folgendes p> enthélt alles wichtige:

M; 1 M7 1
22 q—sz+ M}/q  2¢*wi(q) — sz

5z.q) = fir ¢ My . (B.14)



Anhang C

Die Korrektur 411

Dieser Anhang enthélt ein paar wichtige Formeln zur Korrektur der Gluon-Selbstenergie
SI1. Fiir weitere Details siehe [22] und [37].

Die Korrektur zur Gluon-Selbstenergie ist in (2.42) gegeben. Die Summation iiber
die Vierer-Indizes wird ausgefithrt. Wann immer ein Produkt P#éT,,, entsteht, konnen
die Ward-Indentitaten (2.31) ausgenutzt werden. Die so entstehenden Selbstenergien im
Nenner werden entweder via z.B. A,II,(P) = —1 + P2/, gegen Propagatoren gekiirzt,
oder mit Hilfe der Massenschalen-Bedingung I7,(Q) = @Q? eliminiert. Man erhilt auf diese
Weise

§Moo = g*N Y (co+ A7 Apcue+ A7 Aycu + AT A, cu) (C.1)
mit den Koeffizienten
c = —2A,-— 4A"A(,p2
P2K? K P2 £
P P2
Cy = _p2k2 X y2+5(
PR . K2,,,2 PR 1*2 Pk 36, 35,‘
“ = et Tom Y +ﬁ Yok g2 g 0 g g
sowie
s, = [ m(P) , é= P) = 3P% — 3m? — 28, (C.2)

Natiirlich kann (C.1) sofort via A§ = 1 weiter vereinfacht werden. Die HTL-Vertex-
Zusétze finden sich in

W = 6T s000 ; X = 6T 000 , (C.3)
V? = 6T 00,0 00" , Z? = 6T, 0T,* (C.4)

Die Impulsargumente der Vertizes sind (Q, —Q, — P, P) bzw. (Q, — K, — P). Die gesternten
Versionen sind die entsprechenden Bildungen mit den vollen Vertizes,
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2
*y o *Foou*roou

k?
= Y+ (2P, -4Q,) X - 4P25,+2 8, +5p* — 4k* — (C.5)
*Z2 = *I‘opu*ronu
2 P2 k? 2 2 2 2
= 2’256, - 22587 +3(2P — Q) +9' + K — 8¢ . (C.6)

Der Ausdruck (C.1) fiir die Selbstenergie ist die Grundlage zu jeglicher weiteren Auswer-
tung von éII. Eine etwas allgemeinere Form findet sich im Anhang zu [19]. Sie gilt nicht
nur auf der longitudinalen Massenschale Q? = II,, vielmehr ist sie zur Auswertung sowohl
auf der longitudinalen als auch auf der transversalen Massenschale geeignet.

Im Haupttext 4.2 wird die Unterteilung §II =: 11 + SIIHTV benstigt. Im ersten
Anteil befinden sich keine Beitrdge von den HTL-Vertexzusatzen. Man erhilt ihn aus
(C.1), indem man W = X = )? = Z? = 0 setzt.

SIE™ = *N 3 (do + A7 A dee + A7 A dye + AT A, dy) (&0

mit den Koeffizienten

dy = =20, ~4A; AP
de = 0
K k2
da == k2 |: P268 ﬁ& —5p +4k2+4q:|

f g k
dy i —n [ ;2 é, — K2 — 8, +5k* — 4p* — 4q2]

1 k2
3 [-2—5 6 — 225 67 +3(2Ps = Qo) + PP + K - 8q2]

5
P.K, 36, 367
thgadt =5~

Der zweite Anteil STIETYV enthilt dagegen nur die HTL-Vertexzusitze.

STIETY = g®N 3 (A7 Apdy + A7 A, dy + AT A, d) (C8)
mit den Koeffizienten
PPR? P?
i = —X2 A ——5
174 2p2k2 2 p /4
ot " . P?
d, = — X —ﬁ[y (2P, — 4Q,) X| +0 30
P2K?

P2
X+ [V 2R+ Q) A 2

2p2k2 2



Anhang D

Winkelintegrale

Wann immer man Diagramme mit Hard-Thermal-Loop-Vertizes auszurechnen hat, kommt
man um Winkelintegrale vom Typ

1

1
- = D.1
v /nQo—é‘aQo_x_gk oy

mit k& = § — p nicht herum. Dieser Anhang zeigt, wie man sie 15st.

Zunachst wird @, — w + ¢ fortgesetzt. Den einzigen Imaginérteil bekommt 7 vom
zweiten Nenner. Der erste ist rein reell, da w > ¢ gilt.

I = - { - _.—z'7r5(w—z—é7;)} : (D.2)

Qw—€7 \w—z—ék
Natiirlich sind bei Integrationen iiber Pole ab jetzt die Hauptwerte gemeint.

Fiir die Winkelintegration mufl ein Koordinatensystem gewahlt werden, (Abb. D.1).
Dessen z-Achse zeige in k-Richtung und die zz-Ebene werde durch k& und ¢ aufgespannt,

Abbildung D.1: Das Koordinatensystem fiir €
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das heifit
k= k(0,0,1) ; 7 =4¢(S5,0,C) . € = (scos(¢),ssin(¢),c) (D.3)
mit C = kG/kq und ¢ = &k/k sowie S2 =1 — C? und s = 1 — % S und s sind beide

positiv. Als Integrationsvariable wahlen wir ¢ und ¢.

S R 1 1 :
= %-/—ldcé;/—r(w a — cC — sS cos(9) {b =g - i c)} : (D-4)

wobei @ = w/q und b = (w — z)/k. Es ist wohlgemerkt a > 1. Somit hat der erste Nenner
in (D.4) keinen Pol.

Die Integrationen sind jetzt ausfithrbar. Mit der Substitution ¢ = tan(¢/2) findet man

1 % 1 1
o /_"d¢> a— cC — sS cos(¢) 5 \/(c —aC)? + 42 i)

mit v2 = (a? — 1)(1 — C?). Das c-Integral iiber die Deltafunktion in (D.4) ist trivial. Im
Realteil von J benétigt man

A (c—b+ V(e—aCP +4? + \/<b—a0)2+72') _b-aC) 497 1

c—b+\/(c—aC)2+'y2'-—- \/(b—aC)2+'72' 7 \/(c—aC)2+72‘ b—c
(D.6)

Mit etwas Umformung ergibt sich

; 1 1 1 C—ab— /—
- : e _In . D.7
J. Vle=aCp+y b=c  \/(b—aC)p+? (C—“”F) n

Insgesamt ergibt sich

g =3 -
2\ (zq - aPQ)? + (a2 = 1)(p2¢? — ($9)2)
i e e RO
*{ln (w.’c——p'?f—Q?—i-\/_‘)—me(k —(w x))} (D.8)
il il

2 \J(wz — $9)? + Q*(p? — 22)

we =P ~Q° — 3 . o
*<{In — — im0 (p? — 2? wT — e ’
{1 (w:v——pq—Q2+ ) (» +2(wz — p9) Q)}(D 9)

Alle zu J verwandten Integrale werden mit analogen Methoden gel6st.



Anhang E

Details zu Kapitel 5

E.1 Asymptotik des Imaginirteils von T

Wir benétigen in (5.36) die b-Asymptotik des Integrals

= 1 -1 1 s [VVE+1 4o
/ dv—-—————In" | ———— (E.1)

o vvi4bivi41l Vo4l —wv

Nach Partialbruchzerlegung in v? zerféllt es in zwei Teile

1 Voi4+1l 4o
[z st o e (E:2)

v Ve 1 Voi41l —o 2

1 Tk T
/'@ B3 b S L0 R (E.3)
o vv2 + b? Vvi+4+1l —w

wobei b < 1 gelten soll. Es interessiert im weiteren der fithrende Term von J in einer
Asymptotik in b. Nach Substitutionen ¢t = /" /v und z = (1 +¢)/(1 — ¢t) erhalt man

z+1 In®(z)
—2/ - z—1(z—1)2 +4b%z (E4)

Das Integral reagiert auf b = 0 mit einer 'IR’-Singularitdt bei ¢ = 1. Der geféhrliche
Anteil wird abgespalten, J = Jo + Ji.

= z +11n%(z) — (z — 1)?
. 2/d z—1 a:—l) + 4b%z

z+1 (z—1)?
= dz .

Ji 2/ z—1(z—1)2+4b%z st
Die Aufspaltung beschert leider ein UV-Problem, welches mit A kontrolliert wird. Natiir-
lich muB jegliche Abhéngigkeit von A im Endresultat verschwinden, was es auch tut. In
J, darf b = 0 gesetzt werden, hier besteht keinerlei Gefahr mehr. Die Restintegrale sind
Standard.

(E.5)

J = —21In(4b%) + 6 + O(b) . (E.7)

Bemerkenswert ist, da hier tatsachlich eine Korrektur der Ordnung b ~ g auftaucht.
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E.2 Zu Integrationen in T}

In Real- und Imaginérteil von Y} sind nicht-triviale Integrale zu 16sen. Wir werden uns an
Methoden von H. Schulz halten und als Beispiel das Integral (5.45) aus dem Imaginarteil
in einem schon geradlinigen und straffen Weg knacken. Dasjenige des Realteils (5.44) ist
auf analogem Weg zu 16sen. Wir zeigen

K= [dz [ty o {Frle,n) - Fien)} = 4O - @) -1 (B)
mit £ =In (‘”%l—f—%;) und

()= £ = (@4 (0()-2)" o

Fl(xay)_Ff(i’:,y): 1+ zy)? (z +y)?

Der erste Bruch aus (E.9) 148t sich in zwei Teile zerlegen, was die Moglichkeit gibt, X
in K = K, + K; aufzuspalten mit

o /old:c Aldya;—xw,:-ln(z) (E.10)
o, 1 faen-op  (m(2)-£)
Ki = /()dx/()dy£2+7r2{ ey B (E.11)

Es bleibt X; = I((3) — 1 zu zeigen. Dazu substituire man im zweiten Term von (E.11)
y — 1/y, um anschlieBend y ein 1/z ausspucken zu lassen. Damit kénnen beide Teile von
K1 vereint werden.

e ) ARG E.12
1—/0‘ l';/; y(1+y)21n2(%%%}-z));)+7r2 ( )

Die Argumente der Logarithmen miissen vereinfacht werden: Wir substituieren z — v =
1249 danach y — Z%y. SchlieBlich liefert v — 1/v und y — 1/y

yl-z?’
4ln 1 i 1
dv d E.13
/ 1—v)2/ y(y+v2+y+v)ln2(y)+7r2 ( )

Die Logarithmen werden mit 7 = In(y) und z = In(v) ganz zum Verschwinden gebracht.

o  4eTg? oo 1 e g
o ST S
K /o -~ (1—e=)2 /-oo Ttz \erte? e te= ( )

Jetzt wird es schon: Das 7-Integral wird in der oberen komplexen 7-Ebene geschlossen.
Die Integrations-Kontour umlauft dann die folgenden Polstellen:

1
T =17 Residuum : = ( 4 = - )

27t \1l —e2* ] —¢e°F
1

— =i ”»
T 2z + (2n — 1w 2z = (2n —11)i7r]2 g (E.15)

T=—z+ (20— Lir [z = (2n — 1)in]? 4 2
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mit n = 1,2,...,00. Noch schéner wird es, wenn wir uns die Summen iiber n hinschreiben
und versuchen, sie zu vereinfachen: Fast alles hebt sich dabei weg. Ubrig bleibt lediglich
@ 4~ Fgh 1 1 1
e e s i .
ki S (L—e®P Al —gr™ § o i 2z i

DeI: Rest ist nun Standard. Nach den Partialbruchzerlegungen

i l( i + 1 )
1—e 2 2Nl —e® 1t e®

1 - e L
(1-—e=214+e* 4\(1—e*)? 1—e* 1l4e=

sowie
s -mz . o oie il Bl e, o o 7
i SRS i

kommt man nach etwas Rechnung bei dem Wunschresultat (E.8) an. ((Vorsicht jedoch
bei den Summendarstellungen: Man schreibe den Integranden immer so, da keine IR-
Singularitdten entstehen.))

E.3 Das gekoppelte Winkelintegral

In Gleichung (5.67) benétigen wir das Integral

oy 1 1
j:=2/ - oy E.18
@ YQY'Qu_¢p—-¢kw—z—¢k ( )

Das ungestrichene Winkelintegral ist fiir uns mittlerweile Routine, wir kénnen nach An-
hang D verfahren. Ebenso das erste Teilintegral des gestrichenen Winkelintegrales. Ubrig
bleibt eine einzige Integration,

1 /ld 1 o ac—C — Q*[kq — \/(c — aC)? + 4
2k%q? /1 c(c_ac)z_*_,yz b—c ac—C — Q% kq+ \/(c—aC)2+’)’2‘ ’
(E.19)
wobei die Bezeichungen aus Anhang D entnommen sind. Wir nehmen nun an, daf§ der
Q@*Term im Argument des Logarithmus vernachldssigt werden darf. Das heifit in der
folgenden Rechung darf ac — C nur mit & vergleichbar klein werden, nicht aber mit 2. Bei
dieser Annahme ist J losbar.

J

Nach entsprechenden Substitutionen wird

i | /(l—aC)/v o d L V2t 1 —z
= TTe o b i n
2k2¢2y2 J-+ac)y 1+ 22 y—=z VZ2+1 4z

(E.20)
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mit y = (b—aC)/~. In dieser Form ist 7 16sbar. Wir werden zur Vereinfachung ausnutzen,
daB 4% ~ €%, und entsprechend die Integrationsgrenzen ins Unendliche legen. Dann a8t
sich zeigen, daf§

7 b .1 /°°d 1 1 1 v+l —z
= ——— z n
2k%2¢%2 4% J-oo 1422 y—2z Vzi+1 + =z

. {w2—1n2(\/‘1ﬁT‘_y>}- (E21)

4k2q2 y? 1+ 12 VE+T +y

Wir steigen auf die alten Bezeichnungen um,

1/4 { . 2<wx—5a—\/(wx—ﬁa)um(ptx?) )}
" =37 2(p2 7|7 o i o =
-0 B0 ) we - pg +/(we — $7)* + Q*(p* — 2?)
(E.22)
Mit diesem Resultat kénnen wir analog zu YTS™*°PP* weiterverfahren. Insbesondere Glei-
chung (5.66) zeigt, daB von J kein Term der Ordnung 1/e resultieren kann.




Anhang F

Korrelationsfunktion zweler Strome

In diesem Anhang werden einige Eigenschaften der Korrelationsfunktion W diskutiert,

Wa(z) = (T],,(:E)],,(O))
= 5 [ PADG. ()i 0) exp {i [d'oL(4, 40)} (F.1)

wobei j, der elektromagnetische Stromoperator ist (zusammengesetzt aus den Materiefel-
dern ¢,). Es bleibe zunachst offen, ob in (F.1) der thermische oder der Grundzustands-
Erwartungswert gemeint ist. Die Lagrangedichte lautet

1 J
e _ZF#V Fw'{’[’yf'*'e.?uA#'*'LM 2 (F2)

Der abelsche Feldtensor F),, ist wie iiblich definiert. Die Eichfixierung sei in £,y implemen-
tiert, die Details der Fixierung sind nicht interessant. £ps enthadlt die gesamte Dynamik
der Materiefelder ¢, (Das sind z.B. Elektronen oder sogar die volle QCD inklusive Gluo-
nen). Auch die Wechselwirkung der ¢, untereinander sei in £ enhalten, jedoch nicht
deren Wechselwirkung mit dem Photon. Diese sei vollstindig in j# A, zu finden, wobei die
elektromagnetische Kopplung e klein sei.

Zunachst wird eine Interpretation von W,, gesucht. Dazu betrachte man den vollen
Photonpropagator

Go(P) = / DAD¢, A(P)A,(—P) exp {z [ (—%A“ (GO A" + e b A, + LM)}

(F.3)

Die Verschiebung A, — A, + eG9, ;" entkoppelt das Pfadintegral iiber das Photon vom
"Rest der Welt’.

G (P) = %/’DA Au(P)A,(=P) + €G3, (P)j*(P)j* (- P)G2,(P)]

X exp {—— /d":cA” (G°)r A”} /'Dan exp{ /d4x (—j“ Gl [,M)} (F.4)
= G, (P)+i€’G,,(PYW” (P)G;,(P) - (F.5)
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Dies ist die iibliche Definition der Selbstenergie: W,, ist die uneigentliche Photon-Selbst-
energie —iI1,,. Es ist nicht die eigentliche, denn in (F.5) sind nur freie Photon-Propagato-
ren G, zu finden, nicht etwa volle G,,. Um W,, zu bestimmen, miissen alle Diagramme
mit zwei duBeren Photon-Linien ausgewertet werden, inklusive der Ein-Teilchen redu-
ziblen. Im Haupttext (Kapitel 7) liegt das Interesse allerdings in einer Entwicklung in e.
In fithrender Ordnung sind die eigentliche und die uneigentliche Selbstenergie identisch.

In Kapitel 7 wird eine Relation zwischen der Dichte f,,

e PE:
fw(Q) = Zf 7~ (2m)'6%(Q — (P = P))ilzu ()| ) (f15 (0)15) - (F.6)

und der thermischen Photon-Selbstenergie I1,, (g) benétigt. Die Dichte hat die Eigenschaf-
ten f1,(Q) = fuu(Q) und f,.,(—Q) = €% f;,(Q). Im Haupttext wird der symmetrische
(und relle) Anteil von f,, benétigt.

Soeben wurde gezeigt, daB die Selbstenergie gleich der Korrelationsfunktion zweier
Strome ist. Im Matsubaraformalismus, d.h. z = (—i7,7) und Q = (iw,, q), w, = 27nT,
ist also

0,(Q) = [ dr [&r % 3 —(iliu(@i0)f) (F.1)

i

Mit Hilfe von j(z) = eH"e"'_ﬁFj(O)e'H"e"_ﬁF bekommt man schnell

= do' 1 — P 3
Lu(Q0,9) = [ 5— -0 fun(W',9) (F.8)
Nach Fortsetzung @, — w + i kann man mittels -2— = PL + in§(z) nach der Dichte
auflésen, 3
Fur(@, _‘i) = T eﬁwgm (@ — w + i¢, 5) 2 (F.9)

Dies ist die gewiinschte Bestimmungsgleichung fiir die Dichte f,,.

Die Gleichung (F.9) stellt den Zusammenhang zwischen Ubergangsraten und dem Ima-
ginarteil einer bestimmten Selbstenergie her. Dieser Zusammenhang ist sehr fundamental,
man findet ihn haufig unter dem Stichwort ’cutting rules’. Ein bestimmtes Diagramm zur
Selbstenergie enhilt genau die Prozesse der Ubergangsrate, deren Diagramme man durch
»Zerschneiden“ des Selbstenergie-Diagrammes erhalt. Ein Beispiel findet sich in Abb. F.1.

enthalt u.a. ‘1,777

Abbildung F.1: Beispiel zu ’cutting rules’.
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