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Abstract

Using a simple Monte-Carlo integration method for quantum mechanical problems on a ’time
lattice’ the massgaps of the low lying states of Liischer’s effective hamiltonian for small and
intermediate volumes were computed. For small volumes there is good agreement between this
method and previous Rayleigh-Ritz type calculations in the case of SU(2), while notable dif-
ferences are found in the case of SU(3) for most states. The statistical and systematic errors
are competitive with those of the variational method. Having no dependence on basis set size
the Monte Carlo method ought to be a good alternative to the Rayleigh-Ritz calculations also
for SU(3) in intermediate volumes. An extension of the Monte-Carlo-method for this case was
implemented. Initial results and remaining difficulties are discussed.

Zusammenfassung

Mit Hilfe einer einfachen Monte-Carlo Integrationsmethode fiir quantenmechanische Proble-
me auf einem 'Zeitgitter’ werden die Massen der niedrig liegenden Glueball-Zustinde des von
Liischer eingefiihrten effektiven Hamilton-Operators fiir kleine und mittlere Volumina berechnet.
Man findet eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der obengenannten Methode mit vorher
durchgefiihrten Rayleigh-Ritz-Variationsrechnungen in Fall der SU(2)-Eichgruppe, wihrend sich
spiirbare Abweichungen fiir die meisten Zustande im SU(3)-Fall ergeben. Die statistischen und
systematischen Fehler sind vergleichbar mit den Fehlergrofien, die in der Variationsmethode
durch einen zu kleinen Basissatz an Variationsfunktionen hervorgerufen werden. Da die Monte-
Carlo-Methode keine Basisgroenabhidngigkeit hat, sollte sie auch fiir Berechnungen im mittel-
groflen Volumen geeignet sein. Eine erste Implementierung der Methode fiir SU(3) fiir diesen
Fall wird vorgestellt und erste Ergebnisse und auftretende Probleme diskutiert.
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Kapitel 1

Einleitung

Bevor im zweiten Teil dieser Einleitung die konkreten Ergebnisse und Methoden der vorliegenden
Arbeit vorgestellt werden, soll zuerst versucht werden, die hier verwendete, spezielle Methode
in den Zusammenhang der Probleme nichtabelscher Eichtheorien und der zu ihrer Lésung ver-
wendeten Methoden einzubetten ( — ohne dabei Vollstindigkeit anzustreben):

Seit Feynmans grundlegenden Arbeiten [1, 2] existiert die sog. Pfadintegral- darstellung der
Quantenmechanik als Alternative zum kanonischen Operatorformalismus der Quantenmecha-
nik. Wéahrend man mit dieser Methode nur wenige Probleme analytisch l6sen kann [3], ist die
Formulierung doch einerseits sehr suggestiv, andererseits sehr flexibel und leicht auf Systeme
mit mehreren Freiheitsgraden zu verallgemeinern. Suggestiv ist die Methode in dem Sinn, daf§
sie es dem Anwender erlaubt, sich die Wege, die ein Teilchen im Ortsraum nimmt, vorzustellen.
Zwar mufl man iiber alle méglichen kontinuierlichen, d. h. auch nicht differenzierbaren Wege
summieren, um die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude zu erhalten und dabei den Beitrag
jedes Weges mit dem komplexen Faktor e*5(#)/" gewichten. Aber dieses Verfahren zeigt auch
sofort die Korrespondenz zum klassischen System auf, wenn nahe beieinanderliegende Pfade
durch stark oszillierende Faktoren sich in der Summe gegenseitig aufheben und nur den Weg
iibriglassen, der die Wirkung stationar gegeniiber kleinen Variationen des Weges macht. Dies
zeichnet aber gerade den klassischen Weg aus.

Zwei (bzw. drei) weitere Entwicklungen fiihrten zu einer wachsenden Popularitit der Pfadinte-
gral-Methode: Symanzik [4] zeigte, da man die Pfadintegralversion der Quantenfeldtheorie in
imagindrer Zeit formulieren und alle experimentell interessierenden Grofien am Ende durch ana-
Iytische Fortsetzung erhalten kann. Uberdies wird in dieser Formulierung ein quantenmechani-
sches System einem thermodynamischen dquivalent, wenn man die (imaginire) Zeit periodischen
Randbedingungen unterwirft. Fiir ein Ein-Teilchen-Quantensystem ist das entsprechende ther-
modynamische durch eine Hamiltonfunktion gekennzeichnet, in der die diskretisierte kinetische
Energie nun als potentielle Energie von harmonisch gekoppelten ”Teilchen” erscheint, die je-
weils auf einer Zeitscheibe sitzen und nicht nur dem jeweiligen Potential auf der Zeitscheibe
unterliegen, sondern auch einem harmonischen Potential, das ”Teilchen” zweier Zeitscheiben
miteinander koppelt. In der physikalischen Chemie wird gerne von den sog. Ringpolymeren ge-
sprochen. wenn diese Art der Einfithrung quantenmechanischer Effekte gemeint ist. Die quanten-
mechanische Ubergangsamplitude wird nun in ihrer Struktur dquivalent einer Zustandssumme,
quantenmechanische Zweipunktfunktionen dquivalent thermodynamischen Korrelationsfunktio-
nen, aus deren Abfallverhalten in imaginirer Zeit sich die Energiedifferenz zwischen dem ersten
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angeregten und dem Grundzustand des quantenmechanischen Systems direkt ablesen li8t, ohne
analytisch fortsetzen zu miissen.

Die zweite Entwicklung liegt in der Tatsache begriindet, dal schon 1953 Metropolis, Rosenbluth
& Rosenbluth und Teller & Teller [5] ein Rechenverfahren vorstellten, das es gestattete, die
Zustandssumme von Systemen mit_vielen Teilchen numerisch zu bestimmen. Das stetige Wachs-
tum der Rechenleistung der Computer hat dazu gefiihrt, daB ab Anfang der Achtziger Jahre
auch die Berechnung (3+1) dimensionaler diskretisierter Quantenfeldtheorien méglich wurde.
Die sog. Monte-Carlo-Methoden sind zwar mit systematischen Fehlern behaftet, die aus der
statistischen Auswertung der hochdimensionalen Pfadintegrale herriihren,(neben den durch die
Diskretisierung hervorgerufenen), aber diese gehen mit ﬁ, wobei N die Zahl der unabhingigen
Konfigurationen ist. Inzwischen ist das Monte-Carlo-Verfahren so verbreitet und die Rechenlei-
stung so grofB, dafl man daran denken kann, es auch in der Quantenmechanik einzusetzen, wo
seit Beginn die traditionellen Methoden wie z. B. die Variationsmethode dazu dienen, Ergebnisse
hoher Genauigkeit zu erzielen. (Wihrend diese Methoden in der Quantenfeldtheorie nur wenig
angewandt werden [6] [7].) Natiirlich kann man quantenmechanische Systeme mit nur wenigen
Freiheitsgeraden auch heute mit einer Genauigkeit losen, die jene von Monte-Carlo-Methoden
weit iibertrifft. Aber es gibt heutzutage einen Bereich, in dem die Zahl der Freiheitsgerade, ob-
wohl nicht so grof8 wie in der Gitterfeldtheorie, doch so grof} ist, da§ die MC-Methode langsam
konkurrenzfihig zu werden verspricht. Dies gilt insbesondere dann, wenn der Hamiltonoperator
kompliziert, und eine Basis fiir die Variationsrechnung schwierig zu finden ist. In der vorliegenden
Arbeit wird nun versucht, genau so ein Problem mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode zu losen.
Obwohl die Zahl der Freiheitsgerade relativ klein ist - ndmlich 9 bzw. 24 -, ist der Hamilton-
operator und die Topologie des Konfigurationsraumes doch so kompliziert, dafl die Variations-
verfahren nur unter groflem Programmieraufwand [8, 9] eine gute Genauigkeit erzielen kénnen -
wenn {iberhaupt [10]. Dazu kommt, dal man es hier mit einem Problem vom Typ ’anharmoni-
scher Oszillator’ bzw. double well zu tun hat, nur in mehreren Dimensionen und mit mehreren
Potentialtépfen. Genauso wie man beim anharmonischen Oszillator das Problem dadurch 16sen
kann, da man die Symmetrie des Problems ausniitzt, die dazu fiihrt, dal die Eigenfunktionen
entweder gerade oder ungerade Symmetrie beziiglich des Ursprungs haben miissen, indem man
die (Variations-)Wellenfunktion auf eine Seite des double well-Potentials beschrinkt und an die
Wellenfunktion am Ursprung die Forderung nach verschwindender Wellenfunktion fiir Zustinde
mit ungerader Symmetrie bzw. verschwindender Tangente fiir den Fall gerader Symmetrie stellt,
kann auch dieses héherdimensionale Problem fiir die effektive SU(2)- bzw. SU(3)-Theorie durch
Einschrinkung der Wellenfunktionen auf einen Potentialtopf und Wahl der Randbedingungen
im Ubergangsbereich zu den anderen Potentialtépfen mit Variationsmethoden gel6st werden.
Die Symmetrie zwischen den verschiedenen 'Vakua’ wird durch die Einbeziehung masseloser
Fermionen gebrochen. Es entsteht wieder ein globales Minimum des Potentials. Damit ist die
oben skizzierte Losungsmethode nicht mehr ganz so einfach durchfiihrbar. Als Alternative bieten
sich Monte-Carlo-Methoden auf dem Zeitgitter an.

Da das quantenmechanische Problem aus dem Versuch einer niherungsweisen Losung der Theo-
rie der sog. nichtabelschen Eichtheorie hervorging, wird im folgenden eine kurze Einfiihrung
gegeben: [11. 12] Seit ca. 20 Jahren werden die mit den drei fundamentalen Wechselwirkun-
gen Elektromagnetismus, schwache Kernkraft und starke Kernkraft (bzw. verallgemeinernd
Quantenchromodynamik) verbundenen Phinomene der Kern- und Hochenergiephysik erfolg-
reich durch Quantenfeldtheorien mit lokaler Eichsymmetrie und das Quarkmodell beschrieben.
Im Fall der schwachen und starken Kernkraft sind die entsprechenden Symmetriegruppen (SU(2)
bzw. SU(3)) nichtabelsch, woraus folgt, dal die Wechselwirkungsquanten selbst eine entsprechen-



de 'Ladung’ tragen und auch miteinander wechselwirken kénnen — im Gegensatz zur elektro-
magnetischen Kraft, deren Wechselwirkungsquanten — die Photonen — ungeladen sind. Die
Quarks tragen eine sog. Farbladung, an welche dann die Wechselwirkungsquanten der SU(3)-
Eichsymmetrie (die sog. Gluonen) koppeln kénnen. Obwohl die Existenz der Quarks unter an-
derem durch Elektron-Proton-Streuungsexperimente plausibel gemacht werden konnte, wurden
Quarks bislang noch nicht frei nachgewiesen.

Die Lagrangedichte der QCD ist gegeben durch

- Y 25 1 .
Locp = qu[z7uDu —my] — §TT‘[FuUF“ ] (1-1)
a,f

In der obigen Formel wurden die Spinorindizes der Quarkfelder unterdriickt. Der Index a lduft
von 1 bis 3 und bezeichnet den Farbfreiheitsgrad, wihrend f von 1 bis 6 lduft und den flavour
Freiheitsgrad bezeichnet, d. h. ob die Quarksorte up, down, strange, charm, bottom oder top vor-
liegt. Der flavour-Freiheitsgrad ist fiir die starke und die elektromagnetische Wechselwirkung eine
Erhaltungsgrofe, fiir die schwache Wechselwirkung aber nicht. Der Farbfreiheitsgrad verkérpert
in Analogie zur QED die "starke” Ladung und ist damit fiir die Dynamik verantwortlich. Aus der
Forderung der Invarianz der Quarkfelder nicht nur unter globalen SU(3)-Farbtransformationen,
sondern auch lokalen Eichtransformationen folgt die Existenz von Eichfeldern Af und deren
kovariante Kopplung an die Quarkfelder

D, =0, +igA, . (1-2)

Aus den Eichfeldern leitet man wie in der QED die Feldstdrken Fj, ab. Die lokale Eichinva-
rianz des kinetischen Terms der Eichfelder in der Lagrangedichte erfordert die Addition des
Kommutators. Damit wird aber gleichzeitig eine Selbstwechselwirkung der Gluonen induziert.

F,, =0,A, — 8,A, +ig[A, A, (1-3)

Die Gluonfelder und die daraus abgeleiteten Feldstdrken liegen in der zﬁgehérigen Lie-Algebra
der SU(3)

A? A? :
— a — a
AL~ Au? S FW? - (1-4)
deren acht Generatoren t* die Vertauschungsrelationen
A® :
[t?, tb] = feec | % = ey b,c entsprechend mit a,b,c=1,...,8 (1-5)
und die Normierungsbedingungen
Tr(t°t®) = 6°0/2 (1-6)

erfiillen. (Dabei bezeichnen A% die sog. Gell-Man-Matrizen.) Man nimmt heute an, daf die
Quantenchromodynamik(QCD) bewirkt, da8 sich zwischen zwei Quarks, die man voneinander
trennen mochte, ein linear mit dem Abstand wachsendes Potential aufbaut, das dazu fiihrt, daf
bei geniigend grofilem Abstand, der aber im Vergleich zu makroskopischen Distanzen natiirlich
klein ist, zwischen den Quarks soviel Energie in dem System gespeichert ist, dafl der Prozef
der Paarerzeugung ablduft. Dabei wird zwischen den Quarks ein Quark-Antiquarkpaar gebildet.
Jedes dieser Quarks vereinigt sich mit dem zu trennenden urspriinglichen Quark zu einem ’farb-
ladungsneutralen’, zusammengesetzten Hadron. Da zwischen diesen Hadronen nur noch die sehr
kurzreichweitige starke Kernkraft wirkt, deren Reichweite hier aber schon iiberschritten wurde,
erhalten wir statt zwei getrennter Quarks nur wieder zwei oder mehr Hadronen.
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Dieses Phinomen bezeichnet man.als confinement. Es wirkt ebenso zwischen den Gluonen, da
diese ja ebenfalls Farbladung tragen. Theoretisch sollten also auch farbneutrale, zusammenge-
setzte Zustdnde aus Gluonen existieren. Diese bezeichnet man als ’Glueballs’. Sie kénnen nach
ihren Eigendrehimpulsen und Verhalten unter Raumspiegelungen (Paritit) klassifiziert werden.
In der Praxis ist ein eindeutiger Nachweis ihrer Existenz allerdings schwierig, da sie vermutlich
in dem Massenbereich liegen, in dem man schon viele verschiedene Quark-Antiquark-Zustinde
(sog. Mesonen) gefunden hat, die teilweise die gleichen Quantenzahlen wie die Glueballs haben.
Man glaubt heutzutage, dafl der Grund fiir das confinement in der gluonischen Selbstwechsel-
wirkung, die aus der nichtabelschen Struktur der Theorie folgt, liegt. Nach diesen Vorstellungen
fiihrt die reine Gluonendynamik zur Bildung sog. Fluischliuche aus farbelektrischen Flu. Da
sich in diesen die Feldlinien nicht ausbreiten kénnen wie im Fall der elektromagnetischen Wech-
selwirkung, bleibt die Energiedichte unabhingig vom Abstand konstant und fiihrt so zu einem
linear mit dem Abstand wachsenden Potential. Allerdings gibt es auch Theorien, die den Quarks
die entscheidende Rolle bei der Erklirung des Confinement einrdumen [13].

Die Tatsache, dafl die Wechselwirkungsquanten der QCD selbst Farbladung tragen, fiihrt auch
dazu, dafl die effektive Ladung einer Quelle (z.B. Quark oder Gluon) umso kleiner erscheint,
je weiter man sich ihr nidhert — im Gegensatz zur elektromagnetischen Wechselwirkung. Man
bezeichnet dieses Phinomen als asymptotische Freiheit. Umgekehrt fiihrt dies dazu, daf die effek-
tive Kopplungskonstante bei grofien Abstinden grof§ wird. Damit bricht aber die Grundlage fiir
ein Ndherungsverfahren zusammen, das bei der Berechnung elektromagnetischer Prozesse sehr
erfolgreich war, ndmlich die sog. Stérungstheorie. In ihr werden die zu berechnenden Gréflen in
eine Potenzreihe in Potenzen der Kopplungskonstante entwickelt. Da aber im Fall der QCD die
effektive Kopplung fiir groe Abstinde grof wird, konvergiert die Reihe nun nicht mehr. Hingegen
l&Bt sich die QCD bei kleinen Abstinden bzw. hohen Energien genauso stérungstheoretisch aus-
werten wie die anderen Theorien urid besteht die Tests durch Hochenergie-Streuexperimente gut.
(Man kann stdrungstheoretisch das Verhalten der renormierten Kopplung berechnen. Die gluo-
nische Selbstwechselwirkung fiihrt zu einen negativen Vorzeichen des ersten Terms der sog. Beta-
funktion. Dies zeigt quantitativ das Verhalten der asymptotischen Freiheit.) Bei Fragen jedoch,
die gebundene Zustinde, also z.B. deren Spektren (d.h. in diesem Fall die Massen der Hadronen
bzw. Glueballs) betreffen, versagt die Stérungstheorie aus dem obengenannten Grund [11]. Als
Konsequenz daraus ergibt sich die Notwendigkeit der Suche nach anderen, nichtstérungstheore-
tischen Methoden.

Eine der am meisten verwendeten ist die sog. Gittereichtheorie: Das Raumzeitkontinuum wird
durch ein endliches 4-dim. Gitter genihert. Wenn man periodische Randbedingungen wihlt,
erhilt man die Topologie eines (Hyper-) Torus. Die interessierenden Gréfen werden durch (Funk-
tional)integration in euklidischer Raumzeit berechnet. Da durch die Gitterapproximation die
unendlich vielen Freiheitsgerade einer Feldtheorie auf endlich viele reduziert werden, lifit sich
die Integration mit Hilfe stochastischer Methoden auf dem Computer durchfiihren (z.B. mit der
sog. Monte-Carlo-Methode). Diese Rechnungen benétigen viele Hundert Stunden an Rechenzeit
der groBten Supercomputer [14]. Fiir reine Eichtheorien, d.h. Theorien nur mit den wechselwir-
kenden Gluonen, scheint man heute annihernd den sog. Kontinuumslimes erreicht zu haben,
d.h. die Ergebnisse dndern sich nicht mehr wesentlich, wenn man die Zahl der Gitterpunkte
vergroBert oder den Gitterabstand verkleinert [15]. Theorien mit der vollstindigen Beriicksich-
tigung der Quarks sind aber noch weiter von diesem Ziel entfernt [26] [17]. AuBerdem werden in
diesen Rechnungen unrealistisch groie Werte fiir die Fermionenmassen, d. h. die Massen der up-,
down- und strange-Quarks, verwendet und danach die Ergebnisse der Monte-Carlo-Rechnungen
zu realistischen Fermionenmassen hinunter extrapoliert. Ein Vergleich dieser Extrapolationen
im mittleren Volumen mit den entsprechenden Rechnungen fiir den effektiven Hamiltonoperator
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mit masselosen Fermionen koénnte vielleicht ein niitzlicher benchmark-Test sein.

Dagegen hat schon vor der Entwicklung der Monte-Carlo-Methoden fiir die Gittereichtheorie
Bjorken einen anderen Ansatz vorgeschlagen: Da die effektive Kopplungskonstante der QCD
bei kleinen Abstinden so klein wird, dafl die Stérungstheorie praktikabel ist, schlug er vor,
die Theorie zuerst storungstheoretisch in einem winzig kleinen rdumlichen Volumen (von ihm
Femto-Universum genannt) zu untersuchen. Nachdem man die Theorie dort verstanden hitte,
wiirde man dann versuchen, das Volumen sukzessive zu vergréBern oder mehrere kleine Volumi-
na aneinanderzufiigen [18, 19].

Eine erste konkrete Realisierung dieser Idee war die Arbeit von Liischer, in der er fiir einen
kleinen 3-Torus nach einer Fourierzerlegung der Eichfelder und Ausintegration der rdumlich
nicht-konstanten Feldkomponenten mit Hilfe der Stérungstheorie einen effektiven Hamiltonope-
rator fiir die rdumlich konstanten Moden einer beliebigen reinen SU(N)-Eichtheorie herleitete
[20]. Die Torustopologie des Raumes fiihrt aber in diesem Fall dazu, daf das klassische Vakuum
(d.h. der Zustand kleinster Energie) nicht (bis auf Eichtransformationen) eindeutig bestimmt ist
- namlich alle Feldkomponenten gleich Null -, sondern eine 3(N — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des 3(N?—1) dim. Raumes der rdumlich konstanten Feldkomponenten ist. Diese nennt
man das Toronental. Diese Entartung des klassischen Vakuums wird durch Quantenfluktuatio-
nen teilweise wieder aufgehoben. Es zeigt sich aber, da N® Punkte im Konfigurationsraum
verbleiben, die jeweils ein lokales Minimum der Energie darstellen und voneinander durch ’Po-
tentialberge’ getrennt werden, die durch die Quantenfluktuationen der Moden, die nicht dem
Toronental angehoren, induziert werden. Im Endeffekt hat man also N3 #quivalente "Potenti-
altopfe’, deren Energieeigenwerte in erster Niherung gleich sind, wenn die Schwellen zwischen
den Potentialtopfen so hoch sind, dafl man sie als praktisch voneinander isoliert ansehen kann.
Dies ist fiir einen Torus mit kleinem Volumen der Fall.

Fiir SU(2) wurden die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen fiir die verschiedenen Zustidnde
mit unterschiedlichen Eigendrehimpulsen und Parititen von Liischer und Miinster mit Hilfe
der Raleigh-Ritz-Variationsmethode bestimmt [21]. Spiter gelang dies Weisz und Ziemann auch
fiir SU(3), wenn auch die Zustdnde héherer Energie nicht mit der gleichen Genauigkeit wie in
SU(2) (oder gar nicht) zu bestimmen waren [10]. Fiir Volumina mittlerer Grofe werden die
Potentialschwellen so klein, da8 die Naherung isolierter Potentialtopfe nicht mehr gerechtfertigt
ist. Durch quantenmechanisches Tunneln von einem Topf zum anderen wird die Entartung der
Spektren in den einzelnen Tépfen aufgehoben. Dieses Problem wurde von Van Baal und Koller
fiir SU(2) zuerst mit Hilfe semiklassischer Methoden [22, 23] und spéter mit einer verbesserten
Raleigh-Ritz-Methode geldst [24].

Ein Vergleich mit Monte-Carlo-Ergebnissen zeigt eine gute Ubereinstimmung der energetisch
tiefer liegenden Zustédnde, die fast perfekt wird, wenn man die analytische Rechnung ebenfalls
mit der Gitterregularisierung durchfiihrt und dann die Ergebnisse mit gleicher Anzahl von Git-
terpunkten vergleicht [25]. Fiir SU(3) wurde das Spektrum und dessen Aufspaltung durch das
Tunneln von Vohwinkel in seiner Doktorarbeit berechnet, und ein Vergleich mit Monte-Carlo-
Ergebnissen ist ebenfalls befriedigend [8, 9].

Zusammenfassend kann man also sagen, daf§ im Bereich mittelgrofier Volumina und fiir reine
Eichtheorien ohne Fermionen (d.h. in diesem Fall Quarks) die analytischen und die Monte-Carlo-
Rechnungen gut iibereinstimmen. Dies ist ein wichtiger Test fiir die Monte-Carlo-Simulationen
und zeigt, dafl man die Theorie zumindest bis in diesen Volumenbereich verstanden hat. Leider ist
der Bereich grofer Volumina, in dem sich die Torustopologie des Raumes nicht mehr bemerkbar
machen sollte, analytisch noch nicht erreicht, und auch ein Mechanismus, der das confinement
(in diesem Fall der Gluonen in Gluebillen) verstindlich machen wiirde, noch nicht eindeutig
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demonstriert worden, obwohl sich die Hinweise mehren, daf§ das Szenario der Monopolkondensa-
tion in einem sog. dualen Supraleiter die Dinge zutreffend beschreibt. Den Vakuumzustand der
QCD stellt man sich darin als ein Kondensat farbmagnetischer Monopole vor [26], (obwohl in
letzter Zeit durch die Messung von halbzahligen topologischen Ladungen Theorien Bestitigung
finden, die semiklassische Feldkonfigurationen, die sowohl farbelektrische und farbmagnetische
Ladung tragen, sog. Dyonen, fiir das confinement verantwortlich machen [27] [28].) Das con-
finement kiame in diesem Fall dadurch zustande, daB die Linien elektrischen Farbflusses, die
von den Quarks ausgehen, im dualen Supraleiter nur als FluBschliuche zwischen den Quarks
existieren konnen, da der duale Supraleiter genauso danach strebt, farbelektrische FluBlinien zu
verdrdngen, wie ein realer Supraleiter das Eindringen von magnetischen Feldlinien zu verhindern
sucht (Dualer Meisner-Effekt). Den Abrikosov-FluBschlduche im Supraleiter 2. Art entsprechen
die Schlduche farbelektrischen Flusses zwischen den Quarks, die sich wie die strings im alten
Stringmodell der QCD verhalten [29].

Fiir eine Theorie, die nicht nur die Gluonen, sondern auch die Fermionen beriicksichtigt, lift
sich mit den gleichen analytischen Methoden wie im Fall der reinen Eichtheorie ein effektiver
Hamiltonoperator fiir die riumlich konstanten Moden der Gluonen herleiten, indem man auch
die Fermionfreiheitsgrade in Ein-Schleifen-Ndiherung ausintegriert. Durch den Beitrag der Fer-
mionen zum Potential wird nun die Entartung zwischen den Potentialtépfen aufgehoben, so dafy
es in diesem Fall wieder ein globales Minimum des effektiven Potentials gibt. Die anderen Po-
tentialtopfe werden zu lokalen Minima.

Die Einbeziehung der Fermionen wurde von van Baal[25] sowie von Kripfganz und Michael
[31] vorgeschlagen, die auch eine andere Losungsmethode fiir den effektiven Hamiltonoperator
einfiihrten, namlich das Monte-Carlo-Verfahren angewendet auf quantenmechanische Proble-
me. Hier wird nur die Zeit diskretisiert, und man erhélt ein (1-dim.) Zeitgitter. Obwohl man bei
diesem Verfahren im Prinzip mit dhnlichen Problemen zu kdmpfen hat wie bei Gittereichtheorie-
Monte-Carlo-Rechnungen, namlich Fehler durch endliche Gittergrofie und Zeitschritt, 1at sich
doch - da das Zeitgitter recht grof3 gemacht werden kann - der systematische und statistische
Fehler auf wenige Prozent begrenzen, so dafl die Methode konkurrenzfahig wird zu den Variati-
onsrechnungen, die mit den Fehlern aufgrund eines endlichen Basissatzes fiir die zu variierende
Wellenfunktion belastet sind.

Aufgrund der Tatsache, dal durch die Fermionen die Entartung zwischen den Potentialtopfen
aufgehoben wird, 148t sich die Raleigh-Ritz-Variationsmethode nur noch fiir den Potentialtopf
verwenden, der das globale Minimum des Potentials bildet. Die Einbeziehung auch der lokalen
Minima, die bei mittelgroBem Volumen wichtig werden, ist bislang nur mit der Monte-Carlo-
Methode méglich. Fiir SU(2) wurde der Einfluf8 der lokalen Minima des Potentials ebenfalls von
Kripfganz und Michael berechnet. Diese Rechnungen sind aber schon recht aufwendig, da die
Parametrisierung des Konfigurationsraumes in der Umgebung der Minima und das Aneinander-
passen der Koordinaten im Ubergangsbereich nichttrivial sind. Auch steigt der Rechenzeitbedarf,
da nun alle Tépfe vom Monte-Carlo-Prozef8 untersucht werden miissen [32, 33].

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, die Methoden von Michael und Kripfganz auf den
SU(3)-Fall zu iibertragen. Dieses System ist nun komplizierter als die effektive SU(2)-Eichtheorie.
Die Zahl der Freiheitsgrade wiichst auf 24, da fiir jeden raumlichen Freiheitsgrad 8 Farbfreiheits-
grade beriicksichtigt werden miissen. Aus der Tatsache, daB8 die Lie-Algebra der Gruppe SU(3)
zwei diagonale Generatoren bzw. zwei Casimir-Invarianten besitzt, folgt, dal das Vakuumtal
6-dimensional ist, d. h. 2-dimensional fiir jede Raumrichtung. Zudem stellt sich heraus, daf
die sog. Weylsymmetrie, die im SU(2)-Fall eine einfache Spiegelung am Ursprung entlang des
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Vakuumtals war, hier nun zu einem noch komplizierteren Konfigurationsraum fiihrt, der in der
raumlichen Verteilung der Potentialminima und der Grenzen ihrer Einzugsgebiete entfernt an
eine Bienenwabenstruktur erinnert. AuBerdem werden die Eigenzustinde nicht nur durch ihr
Transformationsverhalten unter den Symmetrien der Wiirfelgruppe und der Raumparitdt son-
dern auch unter der sog. C-Paritdt charakterisiert.

Zuerst wurde die Genauigkeit der Pfadintegral-MC-Methode im Bereich kleinen Volumens, d.
h. wenn Tunneleffekte zu vernachlissigen sind, getestet: Die Lange der Thermalisierungsphase,
die Zahl der unabhingigen Konfigurationen, die benétigt wird, um ein Ergebnis hinreichender
Genauigkeit zu erzielen, und der EinfluB des endlichen Zeitschritts auf die Ergebnisse wurden
ermittelt. Dabei dienten die gutkonvergierten Ergebnisse von Liischer und Miinster [21] als Kon-
trolle. Es zeigt sich, daBl die mass gaps, d. h. die Differenzen zwischen dem ersten angeregten
Zustand und dem Grundzustand, sich mit einer Genauigkeit von wenigen Prozent oder besser
bestimmen lassen. Im Rahmen dieser Genauigkeit hat die Diskretisierung der Zeit keinen Ein-
fluf auf die Ergebnisse. DaBl der Einflul des endlichen Zeitschritts gering (Groflenordnung ein
Prozent) ist, wurde durch Variation des Zeitschritts von 0.2 auf 0.1 bzw. 0.15 gezeigt. Zwar
zeigen die Massenverhiltnisse fiir SU(2) fiir groBere Werte der Skalenvariablen zg+ = mg+L,
die die lineare Ausdehnung des Torusvolumens, gemessen in Compton-Wellenldngen des nied-
rigsten mass gaps bzw. glue balls, angibt, nahe dem Tunneliibergang Abweichungen von den
Raleigh-Ritz-Ergebnissen. Da man aber in diesem Bereich eine abnehmende Genauigkeit der
Variationsrechnung erwartet, miissen diese geringen Abweichungen vielleicht nicht der Monte-
Carlo-Methode angekreidet werden.

Wenn man die von van Baal gefundenen Umskalierungsformel von Raleigh-Ritz-Ergebnissen der
reinen Eichtheorie auf Ergebnisse mit 3 masselosen Fermionen (Quarks) durch direkten Ver-
gleich mit den Monte-Carlo-Ergebnissen iiberpriift, zeigen sich ebenfalls nur Abweichungen im
Prozentbereich. Da die Umskalierung Terme vierter Ordnung in der Entwicklung der Energien
nach Potenzen von g?/% nicht beriicksichtigt, ist eine vollstindige Ubereinstimmung wohl auch
nicht zu erwarten.

Nachdem sich die Pfadintegral-MC-Methode fiir SU(2) im kleinen Volumen als recht genau und
dabei einfach zu handhaben erwiesen hatte, wurde der SU(3)-Fall im kleinen Volumen berech-
net. Hier waren die Ergebnisse von Weisz und Zieman von teilweise fragwiirdiger Genauigkeit,
da fiir einige Zustdnde nur eine sehr kleine Basis fiir die Variationsrechnung gefunden wurde.
Mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode konnte diese Problem umgangen werden, da eine einzige
Basisfunktion als Projektor auf den jeweils gesuchten Zustand dienen kann. Die numerische
Rechnung erfordert einen etwas grofleren Programmieraufwand als bei der SU(2)-Eichgruppe,
da relativ viele Raum- und Farbindizes summiert werden miissen, um eichinvariante Polynome
in den rdumlich konstanten Feldmoden zu erhalten, die dann als Projektoren dienen kénnen.
Statt einer Verschachtelung vieler Programmschleifen empfiehlt es sich, einige der Summen unter
Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der SU(3)-Strukturkonstanten von Hand auszufiihren
und danach die Teilergebnisse in den einzelnen Summen immer wieder zu verwenden. Um das
Programm zu vektorisieren, wurde der red-black-Algorithmus benutzt, d. h. es wurden zuerst die
gradzahligen und danach die ungradzahligen Zeitscheiben in einem sweep durch das Zeitgitter
besucht. Da die so berechneten Erwartungswerte von Korrelationsfunktionen in imaginirer Zeit
effektive Massen liefern, die iiber mehrere Zeitschritte unabhingig vom Zeitabstand zwischen den
Operatoren in den Korrelationsfunktionen sind, und sich die mass gaps auch bei Variationen des
Zeitschritts wenig dndern, ist die Tatsache, daB8 die meisten Monte-Carlo-Ergebnisse unter denen
der Variationsrechnungen liegen, wohl auf die ungeniigende Basissatzgréfe der Raleigh-Ritz-
Rechnung zuriickzufiihren. Da die Abhidngigkeit der mass gaps der verschiedenen irreduziblen
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Darstellungen der Wiirfelgruppe von der Skalenvariablen zg++ und damit der linearen Aus-
dehnung des Torus gemessen in Compton-Wellenlingen des leichtesten ’glueballs’ ziemlich flach
verlduft, lassen sich die Monte-Carlo-’"MeBpunkte’ gut durch ein Polynom zweiter Ordnung in
zp++ interpolieren und das resultierende Ergebnis mit der van Baal’schen Methode umskalieren,
um die Ergebnisse fiir SU(3) im kleinen Volumenbereich mit drei masselosen Quarks zu erhalten.

Bevor man darangehen kann, auch im mittleren Volumenbereich fiir die SU(3)Eichtheorie die
mass gaps mit Hilfe der Zeitgitter-Monte-Carlo-Methode zu berechnen, muf-eine andere Me-
thode entwickelt werden,im Metropolis-Algorithmus neue Konfigurationen vorzuschlagen, die
Tunneliibergéngen zwischen zwei Einzugsbereichen von Quantenvakua entsprechen, da sich Mi-
chaels Vorgehensweise [33] nicht einfach auf den SU(3)-Fall iibertragen laft. Darum wurde die
Methode der 'Reflektion am Rand’ eingefiihrt und zuerst einmal am Beispiel der reinen SU(2)-
Eichtheorie getestet. Im Rahmen der statistischen Fehler Es ergibt sich eine beinahe perfekte
Ubereinstimmung der mit der neyuen Methode erzielten Ergebnisse mit Michaels Resultaten,
wenn man den Rahmen, der durch den statistischen Fehler gegeben ist, beriicksichtigt. Da sich
Michaels Ergebnisse auch bei einem Zeitschritt von 0.1 von den van Baalschen Ergebnissen. die
sozusagen den 'Kontinuumslimes in der Zeit’ darstellen, noch etwas unterschieden, wurde im
Rahmen dieser Arbeit versucht , mit noch kleineren Zeitschritten dem 'Kontinuumslimes’ niher
zu kommen. Da bei immer kleinerem Zeitschritt im Metropolis-Algorithmus das sog. critical
slowing down die Effizienz der Rechnung immer mehr einschrinkt, blieb eine kleine Differenz
zwischen den Monte-Carlo- und den Ergebnissen der Variationsrechnungen bestehen. Der Einsatz
einer verbesserten Wirkung, die Terme zweiter Ordnung im Zeitschritt beriicksichtigt, bewirkte
keine Anndherung an den Kontinuumslimes.

Nach diesen Vorarbeiten wurde dann ein an den hoherdimensionalen SU(3)-Fall angepasstes
Monte-Carlo-Programm entwickelt und getestet. Die Ergebnisse zeigen zur Zeit noch gréflere
statistische Fehler als im SU(2)-Fall, da der Algorithmus noch nicht optimiert ist und zu viel
Rechenzeit zur Erzeugung einer neuen Konfiguration verbraucht. Die Griinde hierfiir sind: Die
Ermittelung der kinetischen Energie zwischen zwei Zeitscheiben wird aufgrund des nichttrivialen
Grenzverlaufs zwischen den verschiedenen Potentialtopfen sehr zeitaufwendig, da das Minimum
des Weges zwischen zwei Vektoren-im Farbraum, die zu unterschiedlichen Zeitscheiben gehéren,
in einem mehrdimensionalen Unterraum gesucht werden mufl. Auch die Methode, neue Konfi-
gurationen fiir den Metropolis-Algorithmus vorzuschlagen, wird sehr rechenzeitaufwendig, wenn
die neue Konfiguration auflerhalb des Einzugsgebiets eines der Potentialtopfe liegen wird, d. h.
Tunneln stattfindet. Der volle Konfigurationsraum wird in einzelne Karten’ zerlegt, die um die
einzelnen Quantenvakua zentriert sind. Die globalen Koordinaten werden umgewandelt in lokale
Koordinaten plus einem diskreten Index. Wie im SU(2)-Fall wird der Pfeil lings des Wegs, der
von der alten zur neuen Konfiguration fiihrt, an der Grenze zweier Karten wie ein Lichtstrahl
reflektiert. Da die Grenze im Vakuumtal einfach zu beschreiben ist, wird vor der Ausfiihrung der
Reflektion der Auftreffpunkt des Pfeiles in die 3-8-Ebene rotiert, danach der Wegpfeil reflektiert
und alles wieder mit der inversen Drehung im Farbraum zuriickrotiert.

AuBerdem ist es schwierig, Projektoren zu finden, die auf Zustinde mit ungeraden Randbe-
dingungen zwischen zwei Potentialtopfen projizieren. Dies fithrte dazu, dafi nur die mass gaps
der sich nach den irreduziblen Darstellungen von AT"L, AfL_, Ett und E*~ transformierenden
Zustinde 'gemessen’ werden konnten. Auferdem konnte das Programm noch nicht vektorisiert
werden, und die Routinen zur Bestimmung der kinetischen Energie bzw. einer neuen Konfigu-
ration sind noch zu rechenzeitintensiv. Unter diesen Bedingungen wurden, verglichen mit den
Rechnungen fiir kleine Volumina, zwanzigmal weniger voneinander unabhingige Konfiguratio-
nen zur Auswertung erzeugt. Dementsprechend sind die Fehlerbalken der Ergebnisse noch sehr
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grof3.

Im Vergleich dazu zeigen die T;F~-, T, t- A7 -, Ty~ -, A7 "- und T3 *t-Zustinde mit ’geraden
Randbedingungen’, d. h. Zustéinde, die sog. ’elektrischen FluB’ tragen, ein besseres Verhalten des
zeitlichen Abfalls der Korrelationsfunktionen der zugeordneten MeBoperatoren (in imagindrer
Zeit), d. h. die statistischen Fluktuationen sind kleiner. Vergleicht man nun deren effektive mass
gaps mit denen der Zustinde, die mit der Variationsmethode erhalten wurden, so sieht man, daf
diese, wie schon im SU(2)-Fall festgestellt wurde, meist unter den mL-Werten der Zusténde ohne
‘elektrischen Fluf’ liegen. Da aber in einem Bereich der Kopplungskonstante g gemessen wurde,
in dem die Tunnelaufspaltung noch nicht so grof} ist, erwartet man auch, daf die Zustdnde mit
beigemischtem ’‘elektrischen Fluf’ sich nicht allzusehr von denen ohne ’elektrischen Fluf8” unter-
scheiden. Diese Erwartung bestétigt sich.

Zusammenfassend kann man sagen, daB die Zeitgitter-Monte-Carlo-Methode eine wirkungsvolle
Alternative zu den Variationsmethoden darstellt. Dies zeigen die Berechnungen fast aller mass
gaps fiir reine SU(3)-Eichtheorie in kleinem Volumen, was via Reskalierung auch die Beriicksich-
tigung masseloser Fermionen erméglicht, und der Zustinde mit ’geraden Randbedingungen’ an
den Grenzen des Einzugsgebiets eines Potentialtopfes fiir das sog. mittlere Volumen. Bevor die
Pfadintegralmethode ihre ganze Leistungsfahigkeit auch fiir den SU(3)-Fall im mittleren Volu-
menbereich zeigen kann — ndmlich durch Einbeziehung des durch die Fermionen erzeugten effekti-
ven Potentials, womit die Rechnungen fiir die Quantenchromodynamik Relevanz erhalten — muf
sie allerdings noch optimiert werden, z. B. durch schnellere Routinen fiir das Vorschlagen einer
neuen Konfiguration und fiir die Berechnung der kinetischen Energie im Metropolis-Algorithmus,
sowie der Entwicklung von Projektoren fiir Zustinde mit 'ungeraden Randbedingungen’.
Allerdings wird das Projekt durch die Tatsache in Frage gestellt, da Vohwinkel zeigen konn-
te, dal Michael’s Methode im Kontinuumslimes verschwindenden Zeitschritts nicht genau die
gleichen Ergebnisse liefert wie van Baals Variationsmethode mit den sog. adiabatischen Rand-
bedingungen [34]. (Dies wird auch dadurch deutlich, daf§ die Versuche mit kleinerem Zeitschritt
oder einer verbesserten Wirkung, die den durch den endlichen Zeitschritt bedingten Fehler redu-
zieren sollte, zu keiner Anndherung fiithrte.) Man kénnte vermuten, daf die Differenz zwischen
den beiden Methoden durch die Kompaktheit des Konfigurationsraums verursacht wird. Um
die Periodizitit der Wellenfunktion auf dem Konfigurationsraum zu gewidhrleisten, muf eine
Pfadintegration auch die Pfade mit hherer Windungszahl beriicksichtigen. (Man vergleiche das
einfache Problem des freien Teilchens auf einem Kreis [35][36].)

Zum Schluf ein kurzer Abrify des Inhalts der vorliegenden Arbeit:

Das erste Kapitel liefert etwas Hintergrundmaterial in Bezug auf Liischers effektiven Hamilton-
Operator und dhnliche Versuche, die QCD in einem endlichen Volumen zu untersuchen. Der
Schwerpunkt liegt dabei auf dem Fall der Torustopologie mit periodischen Randbedingungen.
Im zweiten Kapitel werden die technischen Details der verschiedenen Monte-Carlo-Methoden
genauer erldutert, z. B. die bei ihrer Verwendung méglicherweise auftretenden systematischen
Iehler als auch Methoden, um solche Fehler zu diagnostizieren, zu reduzieren oder zu eliminie-
ren.

Die Pfadintegralmethode steht dabei im Mittelpunkt, aber auch andere Methoden, die der
Variationsmethode dhnlicher sind, werden kurz vorgestellt: AuBerdem werden exemplarische
Anwendungen der Pfadintegral- Monte-Carlo-Methode vorgestellt, die zeigen sollen, wie diese
Methode in Bereiche eindringt, bei denen die Zahl der Freiheitsgerade zwischen der der (Gitter-
JQuantenfeldtheorie und der einfacher quantenmechanischer Systeme liegt.

Das dritte Kapitel prasentiert die Ergebnisse der Monte-Carlo-Rechnungen im kleinen Volumen
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und den Vergleich mit den vorliegenden Variationsrechnungen. Diese Ergebnisse wurden bereits
in einem Artikel publiziert [37].

Schliellich beschreibt das vierte Kapitel Michaels Monte-Carlo-Methode fiir SU(2) und den
Versuch, die Monte Carlo-Methode im mittleren Volumen auch fiir SU(3) zur Anwendung zu
bringen.

Da insbesondere die ersten beiden Kapitel Gegenstiande behandeln, die den Experten wohl ver-
traut sind und nur dazu dienen, die Lesbarkeit der vorliegenden Arbeit zu erh6hen, wurden die
einzelnen Kapitel bzw. Unterkapitel so gehalten, daf§ sie moglichst unabhéngig voneinander zu
lesen sind, so dal man nur ein bestimmtes (Unter-)kapitel lesen muf, wenn man sich iiber eine
bestimmte angewandte Methode informieren will. Dies hat andererseits eine gewisse Redundanz
des Inhalts der einzelnen (Unter-)kapitel zur Folge.

Abschlieend eine Anmerkung zur Notation : Da sich einige englische Fachausdriicke nur schwer
ins Deutsche iibertragen lassen bzw. zu sehr uniiblichen deutschen Bezeichnungen fiithren wiirden,
wurden in der vorliegenden Arbeit in solchen Fillen die englischen Fachausdriicke beibehalten.
Diese sind durch Kursivdruck hervorgehoben.



Kapitel 2

Eichtheorie in einem endlichen
Volumen

Die Formulierung der Eichtheorie in einem endlichen Volumen hat den Vorteil, dafl die mdglichen
Impulse nicht mehr jeden beliebigen Wert, sondern nur diskrete Werte annehmen kénnen. Da
man annimmt, dafl das confinement ein ’Infraroteffekt’ ist, kann man die Hoffnung haben, das
Problem so auf eine kontrollierte Weise angehen zu kdnnen.

2.1 Toroidales Volumen

2.1.1 Periodische Randbedingungen

Das zu behandelnde System ist in einen Kasten mit den Abmessungen L X L X L eingeschlossen.
Die Zeit unterliegt keinen Einschrankungen. Daraus folgt, dafl die Eigenwerte des Impulsope-
rators durch p; = (”T”) gegeben sind, wobei n Element der ganzen Zahlen ist. Die raumlich
konstanten Feldkomponenten haben p; = 0, sie konnen aber aber zeitlich variieren, d. h. ihre
Energie ist ungleich Null. (Da E = p/c nicht erfiillt ist, liegen sie nicht "auf der Massenscha-
le”.) Man nennt diese Feldkomponenten Nullmoden. Wenn das Volumen sehr klein ist, sind die
Nullmoden von den anderen, die im folgenden als Nichtnullmoden bezeichnet werden sollen,
energetisch weit entfernt. Aus der Lagrangefunktion fiir die reine Eichtheorie liest man nach
Fourierzerlegung die Wechselwirkung der verschiedenen Moden miteinander ab. Man kann ver-
suchen, auch hier die sog. Born-Oppenheimer-Ndherung anzuwenden, wobei die Nullmoden den
sog. langsamen Moden bzw. Freiheitsgeraden und die Nichtnullmoden den schnellen Moden bzw.
Freiheitsgraden entsprechen. Wenn man nach dieser Einteilung in schnelle und langsame Frei-
heitgerade die schnellen ausintegriert, erhilt man eine effektive Lagrangefunktion bzw. einen
effektiven Hamiltonoperator fiir die langsamen Moden.
Aus der Torustopologie folgt aber auch eine nichttriviale Vakuumstruktur. Im folgenden sei im-
mer die Ag = 0 Eichung gewdhlt. Diese Eichfixierung 18t nur noch zeitunabhingige Eichtrans-
formationen ¢(Z) zu. Periodische Randbedingungen auf dem Torus bedeuten fiir die Eichfelder
A(Z+ Lé;) = Ak(f) . (2—1)

(Dabei ist ¢; ein Einheitsvektor in i-Richtung. Dieser sollte nicht mit der spiter einzufiihrenden
Komponente des sog. elektrischen Flusses in i-Richtung e; verwechselt werden.) In der obigen

13
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Gleichung wurde die Zeitabhingigkeit der Eichfelder unterdriickt. AuBerdem sind die Eichfelder
Lie-Algebra-wertig
Ai(Z,t) = AL(Z, t)t® . (2-2)

Dabei sind ¢* die Generatoren der Lie-Algebra, a = 1,..,n% — 1 fiir SU(N). Im Falle von SU(2)
sind es 0%/2 bzw. A\*/2, wobei o die drei Pauli-Matrizen und A® die acht Gell-Mann-Matrizen
sind.

Durch die Torustopologie ist die Definition des klassischen Vakuums als dem Zustand kleinster
Energie nicht mehr so einfach wie im Minkowskiraum. Eine Vakuumkonfiguration ist zeitun-
abhéngig und bewirkt eine Minimierung der potentiellen Energie:

1 .
V(A) = ﬁ/Tsd%Tr(F}zj(x)) (2-3)
= 0{.4j—ain+i[Ai,Aj] (2-4)

Da V(A) positiv-semidefinit ist mit der unteren Grenze bei A = 0, sind die klassischen Feldkon-
figurationen gegeben durch F;(&) = 0. Dies ist erfiillt fiir rdumlich konstante Felder, die nur
Werte in der Cartanunteralgebra der SU(N) Eichgruppe annehmen, d.h. abelsch sind. Im Ge-
gensatz zum Minkowskiraum lassen sich Feldkonfiguration mit dem Betrag ungleich Null nicht
durch eine Eichtransformation auf A = 0 zuriickeichen, da man von den Eichtransformationen
auf dem Torus auf jeden Fall fordern muB, daB sie periodisch sind. (Es sei denn, man fiihrt wie t’
Hooft die sog. Twistfunktionen Q(Z) ein [39], — siehe das nichste Kapitel iiber antisymmetrische
Randbedingungen.)

g(z+ Lé;) = g(2) (2-5)
9lAL(T) = g(F)Ax(&)g(D) " — ig(D)Og(T) " (2-6)

Dies hat zur Folge, daB eine Eichfunktion ¢(Z) nur Fouriermoden gréfler 27 /L enthilt, um die
man die diagonale Eichfeldkonfiguration dann verschieben kann.

Im allgemeinen bildet die Menge der Konfigurationen mit minimaler Energie einen 3r-dimen-
sionalen Unterraum. Dabei bezeichnet r den Rang der Eichgruppe. Fiir SU(N) ist einfach r =
(N —1). Die Tatsache, dafi es fiir nichtabelsche Eichtheorien auch Eichtransformationen g:
T3 = G (G bezeichnet die Eichgruppe ) gibt, deren Homotopiegruppe nichttrivial ist, d. h. da8
man sie durch ihren Pontryagin-Index P (P € Z) klassifizieren kann

=

4 1
T 2472

/Ts ik Tr((9(2)0ig(2) 1) (9(8)0;9(2) ™) (9(D) kg (7)) (2-7)

fiihrt dazu, dal die Menge der Vakuumkonfigurationen auch Teile enthilt, die nicht einfach durch
raumlich konstante, abelsche Vektorpotentiale beschrieben werden konnen. Diese verschiedenen
Teile werden Vakuumtiler (oder auch Torontiler) genannt. Sie konnen ebenfalls durch P klas-
sifiziert werden, wenn man sie sich durch eine homotopisch nichttriviale Eichtransformation
mit eben diesem P aus dem homotopisch trivialen Teil erzeugt, und sind durch eine klassische
Energiebarriere der GréBenordnung 1/(Lg?) voneinander getrennt. (Fiir den Bereich von g, in
dem die im folgenden erwihnten stérungstheoretischen Methoden zur Herleitung eines effektiven
Hamiltonoperators fiir die langsamen’ Moden giiltig sind, sind die homotopisch nichttrivialen
Komponenten des Vakuumtals vom homotopisch trivialen effektiv entkoppelt.)

Der SU(2)-Fall stellt sich besonders einfach dar. Die rdumlich konstanten und abelschen

Feldkonfigurationen sind
Cio3

Ailz) =73 (2-8)
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Die Menge dieser Feldkonfigurationen ist invariant unter abelschen periodischen und nichtabel-
schen konstanten Eichtransformationen, d.h. eine rdumlich konstante abelsche Feldkonfiguration
wird wieder in eine andere, aber ebenfalls raumlich konstante und abelsche iiberfiihrt.

9z(&) = exp(—2miZ-kos/L) (2-9)
9-(8) = a G

8

Diese Eichtransformationen bewirken die folgenden Transformationen der C:

) = C+4nk (2-11)
joles € (2-12)

Der sog. elektrische Fluf3

Man konnte nach der vorherigen Diskussion auf die Idee kommen, die Feldmoden, die Teil
des Vakuumtals sind, als die "langsamen” Moden zu betrachten und die anderen Freiheitgrade
auszuintegrieren, um einen effektiven Hamiltonian fiir die "langsamen” Moden zu erhalten.

Andererseits ist der Punkt A = 0 des Vakuumtals verschieden von benachbarten Punkten
des Vakuumtals, da diese Eichfeldkonfiguration nicht nur invariant unter konstanten abelschen
Eichtransformationen ist, sondern unter allen konstanten Eichtransformationen. Dies fiihrt zu
sog. Nullmoden in den transversalen Fluktationen, wenn man versucht, die transversalen Frei-
heitsgrade einfach durch eine quadratische, d. h. Ein-Schleifenndherung auszuintegrieren, da das
Potential um A = 0 eben quartisch in den rdumlich konstanten Feldern ¢; ist:

e et o>
@)=+ = —— 21
Ailz) =T L2 (2-13)
1 2
quartic — —_Q;Q_LTT([CECJ'] ) - (2-14)

Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist, alle rdumlich konstanten Feldkomponenten als ”langsame”
Moden zu betrachten und einen effektiven Hamiltonoperator fiir sie zu berechnen [20]. Das sich
ergebende effektive Potential ist an der Stelle A = 0 am weitesten und verengt sich immer mehr,

je weiter man in das sog. Vakuumtal kommt. Die Wellenfunktion bzw. das Wellenfunktional

werden an jener Stelle ihr Maximum haben. Es gibt nun aber eine zusitzliche Symmetrie des
Hamiltonoperators, die durch die Existenz einer speziellen Klasse von Eichtransformationen (von
Liischer "zentrale Konjugationen” getauft) bedingt ist:
hels) =¥ exp (Comi® 2 23 (2-15)
' L 2
h)(C) = C+ 27k . (2-16)

Zwar sind diese hp nicht periodisch, aber die Periodizitdt der Eichpotentiale A; bleibt trotzdem
gewahrt. da die hp periodisch bis auf ein Element des Zentrums Zg der Eichgruppe G sind. Fiir
SUL(2):

hp(T+ Lé) = (=1)Mhy(2) . (2-17)
Da das Zentrum der Gruppe per Definition mit allen Gruppenmitgliedern vertauscht, kann
man es nach einer Anwendung von /1; auf A; durchziehen, so dal A; gar nicht verindert wird.
Konsequenterweise muf auch der Hamiltonoperator in der Umgebung des zentral konjugierten
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Punktes von A; = 0 genauso aussehen, wie in der Umgebung von A; = 0, d. h. das Potential muf}
weit sein, und die Wellenfunktion ist dort konzentriert. Man kénnte also auch an diesem Punkt
eine analoge Zerlegung in Nullmoden und Nichtnullmoden durchfiihren und einen effektiven
Hamiltonoperator fiir die Nullmoden berechnen. Zusitzlich zu der Periodizitit des Vakuums
verursacht durch Eichkopien mit nichttrivialer Windungszahl — das sog. ©-Vakuum - gibt es
eine zusdtzliche Periodizitdt, die durch sog. Quantenzahlen des elektrischen Flufles e; (e; €
{0,1...(N —1)}) gekennzeichnet wird:

60([g]A) = exp(iP0)¥s4(A) , (2-18)
([hg)A) = exp(2mik-&/N)Wzq(A) . (2-19)

DaB zumindest fiir den elektrischen Flufl die obigen Wellenfunktionen richtig konstruiert

sind, zeigt folgende Betrachtung:
Lokal gesehen ist hp nur eine Eichtransformation. Daraus folgt

H¥[hpA] = HV[A] . (2-20)

Da aber Ay nur quasi-periodisch ist; konnen Polyakov-loops nichttriviale Phasenfaktoren exp (2’;—\'/‘L
((=1)¥ im SU(2)-Fall) unter Anwendung der Eichtransformation aufnehmen. Dies fiihrt zur Kon-
struktion von Wellenfunktionen (bzw. Wellenfunktionalen) mit definiertem elektrischen Flu8.
Im Hilbertraum entsprechen den zentralen Konjugationen h; unitére Operatoren Uy

Up¥[A] = ¥[h' A] (2-21)

mit den folgenden Eigenschaften:
UUp = Ugp, k- T= (kily, kaly, kals) (2-22)
[H. Lz] a= 5 (2-23)

Aus (2-23) folgt, daB die zentralen Konjugationen bzw. ihre Hilbertraumoperatoren eine Gruppe
bilden, die isomorph zu Zy x Zy X Zy ist, wihrend (2-23) bedeutet, dal der Hamiltonoparator
H und U beide gleichzeitig diagonalisiert werden kdnnen. Das heifit, der Hilbertraum zerféllt
in Sektoren mit verschiedenen Eigenwerten von Uz. Die Eigenvektoren sind dann irreduzible

Darstellungen von Z3:

P omik - €. - L
L;E\Dg = exp { N }\pg . (2-24)
DaB die Bezeichnung elektrischer Flufl gerechtfertigt ist. sieht man aus der folgenden Argumen-

tation: [8]
Der Erzeugungsoperator fiir eine Einheit des elektrischen Flusses entlang der Kurve K ist:

C 1 '
E(K) = TTI‘Pexp{—/ dzAr(z)} . (2-25)
LY K
Dabei ist P der Pfadordnungsoperator entlang der Kurve K.

L
ki = %T"PQXP{— / dz;Ai(z)} (2-26)
- JO

)
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ist ein Paralleltransport fundamentaler Felder entlang der i-Richtung. Es muf} sich daher unter
Eichtransformationen als Operator in der fundamentalen Darstellung verhalten. Dies gibt fiir

eine zentrale Konjugation hg:

El = h(0)E:h;'(L) (2-27)
2k,
bzw. im Hilbertraum
o 2mik;
U'EiU; = Eiexp{ ~ ) (2-28)
Daraus erhalt man
- - 2mik;
UEE,'\I/ = E,‘UE\I/ exp{ N } . (2-29)

Wie man sieht, erhilt man fiir jede Anwendung von FE; einen Faktor exp{ﬂlé—kl}. Das heifit, Uy
zahlt, wie oft der Operator F; auf einen Zustand ¥ angewandt wurde, und man muf e; in 2-24
mit dem elektrischen Fluf in der i-ten Richtung identifizieren.

Der effektive Hamiltonian

[20] Wie oben schon erwdhnt, versucht man, das quantenfeldtheoretische Problem unendlich
vieler Freiheitsgrade auf ein quantenmechanisches endlich vieler Freiheitgrade zu reduzieren,
indem man eine Art Born-Oppenheimer-Ansatz wahlt und die ”Gesamtwellenfunktion” als ein
Produkt aus einer Wellenfunktion W(c?) fiir die raumlich konstanten Moden ¢? und einem Pro-
dukt von Wellenfunktionen fiir die rdumlich nicht-konstanten Moden, d. h. fiir die Moden mit
nichtverschwindendem Impuls, zusammensetzt. Dieses Produkt von Wellenfunktionen fiir alle
restlichen Freiheitsgrade ¢ wird hier mit x(q(g) bezeichnet. Dabei mufl man beachten, da diese
Produktwellenfunktion ein Produkt von Grundzustands-Wellenfunktionen ist.

Dieser Ansatz erlaubt es, mit Hilfe der Blochschen Stérungstheorie fiir entartete Zustinde einen
effektiven Hamiltonoperator (H.yss) zu konstruieren, dessen Eigenfunktion(en) dann ¥(c) sind.
(Natiirlich gibt es ein ganzes Spektrum von Energieeigenwerten dieses effektiven Hamiltonope-
rators und damit die zugehdrigen Eigenfunktionen W. Deren Klassifikation wiirde auch entspre-
chende Indizes fiir die W(c) erfordern, aber dies wird erst nach der Vorstellung des effektiven
Hamiltonoperators erldutert werden.) Die Tatsache, dafl bei der Herleitung des effektiven Ha-
miltonoperators eichfixierte Koordinaten im Konfigurationsraum verwendet wurden, nimlich die
sog. Coulombeichung Jdr Ay = 0, fithrt zu einem nichttrivialen Integrationsmaf$ in der funktio-
nalen Schrédingergleichung (das eng mit der Faddeev-Popov-Determinante zusammenhéngt):

p(A) = det'(—0x D(A)) .- (2-30)

Dabei bezeichnet Dy(A) die kovariante Ableitung. Dieses Mafl wurde in das Wellenfunktional
integriert -

U(A4) = p(4)/20(4) . (2-31)

W(4) = U(e)xqlq) - (2-32)
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Der effektive Hamiltonoperator ergibt sich dann aus der Blochschen Stérungstheorie [20] oder
Ausintegration der nichtkonstanten Feldmoden im Pfadintegral [23]:

L-Heys(€) = ~5aars T2 3 a2+VT )+ Via(e) + Via(e) (2:33)

Vi) = 7r2z:sm - T/Q)—21ﬂ

n#0

- .(JZ(L) ; 290 . r |
VZ,Z(C) = 32 [(AV{ 1(e))” + 'ZAVLl(C)AVm(O)]

1
Vr(e) = 4(g +ag) ) FZ

i7,a
+as Z rzF‘12 + ay Z r2F‘12 + asdet®c
tjk,a ij,a

Dabei ist A = 33, a 37 Ti = V/3i_ c%c? sind wieder die eichinvarianten ”Radialkoordinaten”
und F}; = —eabdclcj fiir SU(2) bzw. Fj = —fabdcbcd fiir SU(3). Die Kopplungskonstante ¢ ist
die renormierte Kopplung ¢(L) bei der (Ene1g1ebkala) i = 1/L. In Zweischleifenniherung gilt

(fiir kleine L):

11 ol
207y _ _ LA 0.
g “(L)= 572 In (LAs) 5 In—2In (LAyms) + ... . (2-34)

Der sog. transversale Potentialteil. verschwindet, wenn £ = 0 ist, d. h. wenn ¢} im Vakuum-
tal liegt. Der verbleibende Potentialteil Vj;(c) + 2|r] ist das effektive Potential in Einschlei-
fenndherung entlang des Vakuumtals. Den 2|7] -Term erhilt man durch die Ausintegration der
transversalen rdumlich konstanten Moden. (Da hier die transversalen raumlich konstanten Mo-
den nicht ausintegriert wurden, dies aber in der Berechnung des Ausdrucks, der die Sinusterme
aufsummiert, getan wurde, mufl er nachtriglich abgezogen werden.) Dies ist aber,wie gesagt,
nur moglich an Punkten des Vakuumtals, fiir die gilt (3 B g% (23], da nahe A = 0 aufgrund
der quartischen Form der potentiellen Energie (Fl‘;) fiir die Nullmoden (,da die Ableitungen
in diesem Fall wegfallen und nur der Kommutatorterm fiir die Feldstdrken iiberbleibt,) es kei-
ne Trennung der Energie- bzw. Zeitskalen fiir die abelschen und nichtabelschen Moden gibt.
In einiger Entfernung von A = 0 kann man die Dynamik weiter reduzieren auf eine Dynamik
entlang des Vakuumtals, aber nahe A = 0 und seinen eichiquivalenten Punkten unter zentralen

Konjugationen bricht die sog. "adiabatische” Ndherung zusammen.

Wenn man die beiden Vj-Terme in Potenzen von ¢} entwickelt, erhdlt man eine Form, die fiir
die (Computer-)Auswertung besser geeignet ist. Meist reicht die Entwicklung bis zur sechsten
Ordnung aus, um eine geniigende Genauigkeit zu erreichen.

L-Heprle] = T + = Z dcal — +ag) Y FE? (2-35)
19%) i
+7IZ7'1‘+7‘227'i+732"?’] ‘/427 +os 2 iyt [
i 3 1> £y v

+O(32]';-2 +Q12121q)+a det*c

tyk.a 2 ij.a
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v = —3.0104661- 10"
v = —1.4488847-107°
v3 = +1.2790086- 10~

~ (g/27)* - 3.0104661- 107" , oy = +2.1810429-107* , (2-36)

7k

A

va = +4.9676959-107° + (g/27
+

¥

)

g/27)%-9.9096768 - 1073 | ap = +7.5714590- 1072 |

g/2r)% - 3.6765224-107% | a3 = +1.1130266 - 10™* ,
)%-5.2925358 - 107° | g = —2.1475176-107* |
)2 -1.8496841-107* , a5 = —1.2775652- 1072 ,
)2.5.7110724 - 1073

vs = —5.5172502-107° + (g/27
76 = —1.2423581-107° — (g/2

Bei der Berechnung des Spektrums des obigen effektiven-Hamiltonoperators interessiert vor
allen Dingen das sog. tiefliegende Spektrum, d. h. die Energiewerte, fiir die gilt LE — 0 fiir
g — 0. Die Grundstruktur des Spektrums wird dabei fiir sehr kleine g schon durch den effektiven
Hamiltonoperator in niedrigster nichttrivaler Ordnung in g bestimmt:

L-H.s4(c) g Zac‘ﬂ 5 r([ci,cj']). (2-37)

Fiir kleine ¢ wird das Potential im Vakuumtal so eng, d. h. das Potential wiichst bei Ab-
weichung vom Vakuumtal so steil an, dal durch die Nullpunktsfluktuationen der transversalen
(Null)-Moden ein effektiver Potentialberg entlang des Vakuumtals induziert wird. Dieser kann
zwar durch " Tunneln” {iberwunden werden (siehe das nichste Unterkapitel), aber fiir g << 1 ist
er so hoch, dafl auch Tunnelprozesse kaum vorkommen. Die einzelnen Quantenvakua sind dann
praktisch entkoppelt, d. h. ihre Spektra sind entartet. Man kann das Spektrum mit der Raleigh-
Ritz-Variationsmethode fiir den um A = 0 gelegenen Potentialtopf bestimmen [21, 40, 10]. Da
der effektive Hamiltonoperator nur noch kubische Symmetrie hat, klassifiziert man die Eigen-
zustinde nach den irreduziblen Darstellungen der Wﬁrfelgru;;pe. Es stellt sich heraus, daf nicht,
wie erwartet, der AT—Zustand, der im Limes groflen Volumens, wenn die Rotationsinvarianz
wieder hergestellt ist, zum skalaren glueball wird, der niedrigste Zustand iiber dem Grundzu-
stand ist, sondern der Et-Zustand, der im Limes groBen Volumens mit dem T4 -Zustand zum
Spin-2-Zustand kombinieren wiirde. Der T, -Zustand ist im Bereich kleiner g entartet mit dem
E*-Zustand, da der Einflul des die Rotationinvarianz brechenden Terms im effektiven Poten-
tial noch klein ist. Die Differenz zwischen dem Grundzustand und dem jeweiligen Zustand, der
sich nach einer irreduziblen Darstellung der Wiirfelgruppe transformiert, nennt man mass gap
m. Die dimensionslose Gréfle z = m - L mifit die Linge des Torus in Einheiten der Compton-
Wellenlinge des mass gaps. Solange zp+ kleiner als ungefahr 1 ist, tritt kein Tunneln auf. Man
nennt diesen Langenbereich den Bereich kleinen Volumens. Fiir gréfiere ¢ und damit z wird das
Tunneln zwischen den einzelnen Vakua spiirbar. Die jeweils zu N3 entarteten Zustinde spalten
auf. Die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand des k = (0,0, 0)-Vakuums und dem mit
k= (1,0,0) wird als die Energie einer Einheit elektrischen Flusses bezeichnet.

Tunneln und Randbedingungen

Beim eindimensionalen double well-Potential kénnen die Eigenfunktionen leicht in gerade und un-
gerade eingeteilt werden. Sie unterscheiden sich durch ihr Verhalten am Ursprung: Wihrend die
svmmetrischen (geraden) Eigenfunktionen dort eine verschwindende Ableitung haben miissen,
sind die ungeraden (antisymmetrischen) gezwungen, durch Null zu gehen. Man kann also, anstatt
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die Eigenfunktionen auf ganz IR zu berechnen, sich auf Rt beschrinken und an die Wellenfunk-
tionen die Anforderung stellen, am Ursprung Dirichlet oder von Neumann Randbedingungen
zu gehorchen. Der Hilbertraum (der quadratintegrablen Funktionen) mit definierter Paritét auf
ganz IR zerféllt also in zwei Unterriume, die durch die Forderung charakterisiert werden kénnen,
quadratintegrabel auf Rt = {z|z > 0} zu sein und den beiden oben erwiahnten Randbedingun-
gen zu gehorchen: H = Ht@H ™, Ht = {¥ € L*(R1)|0,¥(0) = 0}, H~ = {¥ € L%(R")|¥(0) =
0}. Fiir kleine Tunnelaufspaltung bilden sich im Spektrum Doubletts aus Eigenwerten, die sym-
metrischen und antisymmetrischen Eigenfunktionen zugeordnet sind.

Diese Methode 148t sich nun auf die Vakuumentartung unter den zentralen Konjugationen iibert-
ragen. Dabei entspricht der Symmetrieoperation Paritit z — —a die Eichtransformation A ,
denn so wie der double well-Hamiltonoperator invariant unter der Anwendung der Parititsopera-
tion ist, ist der Hamiltonoperator der Eichtheorie invariant unter der Anwendung der zentralen
Konjugationen. Daher sollte auch der effektive Hamiltonopator in der Umgebung eines jeden
Quantenvakuums gleich aussehen. Da wir auch wissen, wie die Symmetrien auf die Vakuum-
talkoordinaten C; wirken, kénnte man versuchen, eine effektive Vakuumtal-Wellenfunktion zu
konstruieren und im Vakuumtal die gleichen Forderungen an die Symmetrie der Wellenfunktion
am Symmetriepunkt zu stellen, wie-im Fall des double well-Oszillators am Ursprung. Andererseits
ist eine effektive Wellenfunktion nur auf dem Vakuumtal nicht moglich wegen des quartischen
Potentials an den Quantenvakua. Aber abseits der Quantenvakua innerhalb des Vakuumtals ist
das Potential auch fiir transversale konstante Moden quadratisch. Es ist deshalb méglich, je-
dem Quantenvakuum einen Koordinatenbereich zuzuordnen und die Randbedingungen an der
Uberlappstelle zweier Koordinatenbereiche festzulegen, d. h. bei C; = 4/ — 7. Wenn man eine
derartige Aufteilung fiir den hier vorliegenden drei-dimensionalen Fall verallgemeinert, so er-
gibt sich, wenn sog. Ein-Teilchen-Parititen 7; fiir jede Raumrichtung eingefiihrt werden, fiir die
Felder Aj:[8]

Tk = (—1)5"".7:;C (2-38)
TiAR(E) = (—1)%* Ap(miE)

Fiir die auf das Vakuumtal eingeschrinkte Wellenfunktion ®(C) gilt:

B(C+27k) = (1) () (2-39)
o(nC) = p®(C).
Daraus folgt an den Grenzen C; = 7
®(C; =%} =0 firp(=1)* =1 (2-40)
%(C’i =g} = 0.8l -1)F = 1.

Die obige Argumentation vernachlissigt die Tatsache, daf§ der effektive Hamiltonoperator inva-
riant unter globalen, konstanten Eichtransformationen ist. Das Vakuumtal muf nicht unbedingt
in o3-Richtung liegen. Die Bedingung fiir das Vorliegen einer Vakuumkonfiguration ist nur die
Parallelitit der ¢* im Farbraum. Es empfiehlt sich also, fiir die ¢} Kugelkoordinaten einzufiihren
und die Diskussion auf der Ebene der W(c?) zu wiederholen:

¢} = ¢;sin(6;)cos (¢;) ‘ (2-41)
¢ = c¢;sin(6;)sin (i)
.C? — 1 crcos it
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Die Argumente der Wellenfunktion sind dann:
\I’(C_i, C_éa C_{;) — ‘Il(cla C2, C3, 01 d)) . (2—42)

Dabei wurden alle §; und ¢; kollektiv mit 6,¢ bezeichnet. Bei einer zentralen Konjugation in
x-Richtung transformiert sich die Wellenfunktion numwie folgt:

(c1 4 2mky) W (e + 27ky, €2, ¢3,8, ) = (—=1)¥1€ 1 ¥ (cr, €2, 3,8, @) - (2-43)

Der ¢;-Faktor vor ¥ kommt aus dem ¢;cac3-Faktor, der aus dem Integrationsmaf fiir Kugelko-
ordinaten stammt, und den man eingefiihrt- hat, da man eigentlich die Kontinuitit der Wahr-

scheinlichkeitsdichte betrachtet [8].

Aufgrund der Symmetrie des Hamiltonoperators miissen sich die Wellenfunktionen wie ir-
reduzible Darstellungen der Wiirfelgruppe transformieren. Man kann die Eigenfunktionen so
wihlen, das gilt

\P(C_{, c_év C-:’S) = pllp(—c—iv C_év C_é) = leII(C_iv —C—é, C_é) = p3\IJ(c'i’ C_é, —C—é) g (2-44)

Dabei bezeichen p; die Eigenwerte der sog. 'Einteilchen-Paritédt’, die sich aus der normalen
Paritdtsoperation kombiniert mit einer Rotation um 7 um eine Achse zusammensetzt. (Der
Faktor cjcocs des Integrationsmafles dndert sich dabei nicht.)

Kombiniert man nun eine zentrale Konjugation mit einer Reflektion eines der ¢;, z. B. ¢y, so
erhdlt man

(27(.161 - cl)‘p(Zﬂ-kl — €1,C2,C3, 011 ¢11 021 ¢27 031 ¢3) (2—45)
= (_l)klﬂcl\p(ch C2,C3, T — 01, _QSI, 927 ¢2, 037 ¢3)
— pl(_l)qucllp(clv62163101a¢17027¢,21037¢3) .

Die Wellenfunktion soll bei ¢; = 7 glatt sein, d. h. die Wellenfunktion und ihre erste Ablei-
tungsollten stetig sein. Dies fiihrt zu den Bedingungen

‘I}(F,CQ,C3,0,¢) = pl(—l)klelw(ﬂ7c2yc310a¢) (2-46)
d d
%(C1W(W,C2,c3,9,¢))|q:,r = pl(—l)klelcla_cl(clqj(ﬂ-1c2ac37 03 ¢))IC1=’H’ .

Das Spektrum wird berechnet, indem man durch Linearkombination von ebenen Wellen

oder harmonischen Oszillatorfunktionen Wellenfunktionen mit den obengenannten Symmetri-
en bildet, die zudem eichinvariant und Darstellungen der Wiirfelgruppe sein miissen, und die
Koeffizienten der Linearkombination mit Hilfe des Raleigh-Ritz-Variationsverfahrens bestimmt.
Charakteristisch fiir das Spektrum im sog. mittleren Volumenbereich ist die Aufspaltung der E-
und Tp-Zustdnde, wobei die T5-Zustdnde stets weit iiber<en entsprechenden E-Zustinden liegen
(23, 24]. Die Ergebnisse stimmen gut mit dem in Monte-Carlo-Rechnungen auf dem Raum-Zeit-
Gitter erhalten iiberein, wenn die dimensionslose Skalierungsvariable z = m - L benutzt wird,
wobei m der mass gap ist [41, 42, 8].
Die Ubereinstimmung wird praktisch perfekt, wenn man die analytische Herleitung des effek-
tiven Hamiltons auf dem Gitter wiederholt und so einen effektiven Hamilton-Operator erhilt,
dessen Koeffizienten (z. B. des effektiven Potentials) von der Anzahl der Gitterpunkte abhdngen
[25].
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2.1.2 Antiperiodische Randbedingungen

Auf dem Torus mufl man nicht fordern, daf8 das Eichfeld A, periodisch ist, sondern nur peri-
odisch bis auf eine Eichtransformation [43]. Dies bezeichnet man als verdrehte oder sog. twisted
Randbedingungen. Es wird sich noch zeigen, daB dadurch_die Nullmoden, die auf dem Torus
mit periodischen Randbedingungen auftauchen, eliminiert werden. Als Vorteil der twisted Rand-
bedingungen wird angefiihrt, daff -mit ihnen das Vakuum im kleinen Volumen dem ”wahren”
Vakuum im Limes unendlich grofen Volumens &hnlicher, ndmlich ebenfalls "ungeordnet”, ist,
und somit der Ubergang vom kleinen zum grofien Volumen glatter verlduft.

AT+ Léy) = Qz‘k)Ai(f)Q(k)+iQ{k)8iQ(k) (2-47)
Ao(F+ Léx) = Q) Ao(®)Qp

Die Q) (k=1,2,3) sind Eichtransformationen, die nur von den zu ;. orthogonalen Koordinaten
abhdngen. Aus der Tatsache, dafi der Wert des Vektorpotentials eindeutig bestimmt sein muf.
folgt

Q1) (22 = 0,23)Qz) (21 = L, 23)Q (22 = L, 23)Qf, (21 = 0,23) = exp (in1227/N)  (2-48)

und dhnlich fiir alle anderen (ij)-Ebenen. Der sog. twist-Tensor 7;; [43] hat nur ganzzahlige
Komponenten modulo N. (Andere Autoren ([44, 45]) bezeichnen z;; = exp (in;;2r/N) als twist-
Tensor.) Man fiihrt einen Vektor fiir den sog. magnetischen FluB} ein [39]:

1
M = 5 €Eklm Mm - (2-49)

Unter einer glatten, nicht notwendigerweise periodischen Eichtransformation Q(7) gilt

A7) = A(F) = Q@) AED)UD) +1Q1(2)0:Q(7) (2-50)

z )
Ag(T) = Ap(Z) = QN@)A(D)QE) ,

() = L@ QUZ + Lér)-- (2-51)

Man kann zeigen. daf es immer eine Eichtransformation gibt, die die sz) in Gleichung
(2-51) in rdumlich konstante Funktionen verwandelt. Diese konstanten Matrizen seien mit I’
bezeichnet. (Die spezielle Form der I'; € SU(2) Matrizen ist physikalisch irrelevant, nur der
Wert von 17 spielt eine Rolle. Wenn 7 = 0 ist, kann man die I'; natiirlich als Einheitsmatrizen
wihlen und hat wieder den Fall periodischer Randbedingungen.) Es gilt

[,0; = exp (mie?*mg)T,T; (2-52)

Das Vektorpotential 4; und die elektrische Feldstirke als seine kanonisch konjugierte Variable
unterliegen dann den Randbedingungen:

A;(Z+ Léy) = T A(D)T] (2-53)

E{(T + Lég) = ThEi(B)TT . (2-54)

TR
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Die folgende Diskussion beschrinkt sich auf einen besonders einfachen Fall, nimlich den
der Eichgruppe SU(2) mit m = (1,1,1). Man wahlt bevorzugt m = (1,1,1), da dann die
kubische Symmetrie des Problems erhalten bleibt, denn 1 ist definiert modulo N, in diesem Fall
also 2, so dafBl kubisch rotierte m’s dquivalent zum urspriinglichen sind. Dies ermoglicht einen
besseren Vergleich mit dem Fall periodischer Randbedingungen, da z. B. Glueball-Zustinde nach
den irrededuziblen Darstellungen der kubischen Gruppe klassifiziert werden kénnen. (Auflerdem
kann man noch die Paritdt betrachten. Auch diese Symmetrie wird durch den twist 7 = (1,1, 1)
nicht zerstort.) Man wiahlt folgende twists:

A{(Z + Lég) = iop Ay (F) (Gox) T k=1,2,3 (2°55)
Dies impliziert fiir die einzelnen Farbkomponenten von A:
AT+ Léx) = A*(D) firk =a (2-56)

AT+ Léy) = —A*Z)firk #a
(2-57)

Jede Isospin- bzw. Farbkomponente a definiert einen Dreiervektor f(a) mit Komponente 0 in
Richtung a und Betrag der anderen Komponenten 1/2. Das Fourierspektrum hat also die Form:

2 —

5=+ fw) (2-58)

Dabei ist # ganzzahlig und ﬁl) =110, %, —%), ﬁg) — (—%,O, —%), (3) (%, —%, 0). Offensichtlich

sind Nullmoden mit p'= (0,0, 0) nicht mehr méglich.

Das Spektrum fiir kleine Volumina

Man zerlegt nun den Hamiltonoperator in einen freien Teil und einen wechselwirkenden Teil. In
Coulomb-Eichung erhilt man:

H = Hfrei+g/d3$Tr3kA1[Ak,A[] (2-59)
~g? / zTr[Ax, All[Ax, A1l + g2 / d%Tr[Ek,Ak]K[El,Al]
mit
Hfrei =2 Z ’Iﬂ(LT(fvi)‘a O-)G‘(fvﬁ}a-) i (2_60)

fie
In der obigen Formel bezeichnen a und a' Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren fiir Gluonen
mit Polarisation ¢ und Impuls p.

Bis zur Ordnung g¢* ergibt sich fiir die 24 moglichen Zwei-Gluonen-Zusténde, die sich in
irreduzible Darstellungen der kubischen Gruppe einteilen lassen 2(A} & E+ @ T+) e (T &
)2 (Al 2 E- 9Ty ):

E = (V22n/L) + (¢%/12r%L) X + O(g%) , (2-61)

wobei X ein ful die jeweilige irreduzible Darstellung spezifischer Faktor ist, der die Aufspaltung
zur Ordnung g% quantifiziert [43, 46, 47. 48]. Ein Vergleich mit den Ergebnissen bei periodischen
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Randbedingungen ist schwierig, da man erwartet, dafl die g* Korrekturen wesentliche (circa 25%)
Beitrige liefern werden, aber es deutet sich an, daB z. B. die Aufspaltung zwischen dem T -
und E*-Zustand nicht so stark ist wie bei periodischen Randbedingungen im mittleren Volumen.
Auflerdem ist im Gegensatz zu dem Fall periodischer Randbedingungen hier der Massgap immer
der ein Af-Zustand. Allerdings sind die Zustinde mit negativer Paritit beinahe entartet mit
denen positiver Paritit.

Dies wird auch durch Monte-Carlo-Rechnungen auf einem Gitter mit twisted Randbedingun-
gen bestitigt [49], die in einem B-Bereich von 2.5 bis 4.7 durchgefiihrt wurden. Fiir die Zustidnde
positiver Paritit sieht man qualitative Ubereinstimmung in dem Sinne, daf die Storungsrech-
nungsergebnisse den Monte-Carlo-Daten angepaft werden kénnen, wenn man eine Reskalierung
der Kopplungskonstante vornimmt. Quantitative Ubereinstimmung im Rahmen der Fehler wird
nur bei 3 = 4.7, d. h. der niedrigsten Kopplung auf dem Gitter, erreicht.

Eine Wiederholung der analytischen Rechnungen auf dem Gitter ergibt nur unwesentliche
Korrekturen durch endlichen Gitterabstand. Im allgemeinen sind O(a?) Effekte sogar fiir [ = 4
klein, wenn die Toruslinge gegeben ist durch L = la , I € N. Dies gilt allerdings nicht fiir
die Zustinde mit negativer Paritit wie A7 und E~, deren O(g?) Verschiebungen bei | = 4
betrichtliche Gitterkorrekturen erfahren. [48].

Der Ubergang zu grofien Volumina

Auch unter twisted Randbedingungen zerfillt der physikalische Hilbertraum in Sektoren mit ver-
schiedenem elektrischen FluB e;. Diese sind Darstellungen der Gruppe der singuldren Eichtrans-
formationen, die periodisch sind modulo eines Elements des Zentrums der Eichgruppe Z(N).
Bei Anwesenheit von magnetischem Fluf§ 7 erhilt ein Zustand mit elektrischem Fluff € einen
" Pointing-Impuls”

B 2 . o
g, = m—(e X M) . (2-62)
Da hier immer 7 = (1,1, 1) vorausgesetzt wurde, fithrt dies dazu, daf nicht mehr alle elektri-
schen FluBsektoren stérungstheoretisch entartet sind, wie im Fall periodischer Randbedingungen.
sondern nur noch der € = (0,0, 0)- und der € = (1,1, 1)-Sektor. Die Entartung zwischen diesen
beiden Sektoren wird nur durch ("Instanton”-)Tunneln aufgehoben. Um dieses nichtstorungs-
theoretische Phinomen untersuchen zu kénnen, simulierten. Gonzalez-Arroyo und Mitarbeiter
die Gittereichtheorie auf einem (341)-dim. Gitter mit twisted Randbedingungen in allen Rich-
tungen. Der twist-Tensor ist dann 4-dimensional 7,,, wobei wieder die Raumkomponenten den
magnetischen Flu charakterisieren 7,; = > €ijxmk, wihrend die restlichen Komponenten in
einem Vektor k zusammengefaBt werden k; = no;. Fiir twisted Randbedingungen ergibt der
Ausdruck fiir die Instantonen-Anzahl unter Umstdnden nicht mehr ganzzahlige Werte [39]:
K

/ Tr(F"E,,)d's =v - —. (2-63)
Torus N

B 1
1672

Dabei sind v und & ganze Zahlen, F* der Feldstirke-Tensor in fundamentaler Darstellung und
F,, der zugeordnete duale. Fiir x ergibt sich:

1 - :
5= 1]]#‘/]7‘“/ == k . rﬁ . ! (2—()4)

Q

Man bezeichnet den Fall, in dem & modulo N verschwindet, als "orthogonalen™ twist und x # 0

als nicht-orthogonalen twist.
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Da es eine untere Grenze fiir die Wirkung der Eichfelder in Abhéngigkeit von der Win-
dungszahl gibt, sieht man, daB8 es fiir den hier interessierenden nicht-orthogonalen Fall keine
Konfiguration mit verschwindender Wirkung gibt.

1 K

5 Tr(F,,F*)d'z > 8r*|lv — — (2-65)

2 JTorus

Mit Hilfe einer verbesserten Cooling-Methode [50, 51] wurde auf einem anisotropen Gittertorus
[s - l; nach Feldkonfigurationen mit minimaler Wirkung gesucht — in diesem Fall mit —Q=1/2—
[52, 53, 54, 55, 56, 57, 58]. Diese werden, obwohl sie nur halbzahlige topologische Ladung haben,
ebenfalls Instantonen genannt, da die Anwesenheit eines twists in der Zeit mit € = (1,1,1) in-
terpretiert werden kann als die Anwendung eines Generators der nichtorthogonalen, singuldren
Eichtransformationen. Dadurch kann man eine vierdimensionale, raum-zeitliche Konfiguration
mit twist M = k = (1,1,1) auf einem Torus mit der Periodenldnge [; in Zeitrichtung als eine
klassische euklidische Zeitevolution von einer Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = 0 zu ihrer sin-
guldr transfomierten zum Zeitpunkt [; betrachten. Wenn die minimale Wirkung endlich bleibt
fiir [; — oo, kann man erwarten, daf fiir die meiste Zeit die Energiedichte nahe Null bleibt und
damit die rdumliche Konfiguration beinahe der eines klassischen Vakuums entspricht. Da man
dann fiir [, — oo anscheinend eine naherungsweise Losung der klassischen Bewegungsgleichung
in euklidischer Zeit hat, die sich von einen Vakuum ins andere entwickelt, ist der Name ” Instan-
ton” gerechtfertigt.

In der Monte-Carlo-Simulation konnte fiir /; natiirlich nicht eine unendliche Zeitausdehnung des
Gitters simuliert werden, sondern man muflte sich mit einem [;//;,-Verhiltnis von 2 begniigen.
Trotzdem findet man nach cooling ungefahr selbstduale und anti-se!bstduale Konfigurationen
mit @ = 1/2 und S ~ 4r?%. Die Konfigurationen sind lokalisiert in der Zeit, und ihre Zeitaus-
dehnung wird durch [ bestimmt.

Das Ziel der Untersuchungen ist die Berechnung des Beitrags der obigen Instantonkonfiguratio-
nen zur Energieaufspaltung zwischen den Grundzustdnden mit &= (0,0,0) und €= (1,1, 1), der
die Form haben sollte:

AE = Ag;"exp(=S/g?) , (2-66)

wobei S = 472, g, die renormierte Kopplung und n = 7 ist.

Fiir groB [; ist der mass gap durch die Energie Fadenspannung gegeben, die man aus dem
Abfallverhalten in euklidischer Zeit von Korrelationsfunktionen von raumlichen Polyakov-Loops
misst. In diesem Lédngenbereich sollte sich die entsprechende Energie verhalten wie |é]xl;, wobei
# die Fadenspannung ist. Dieses Verhalten zeigt sich in Monte-Carlo-Rechnungen ab ungefihr
Ze = 3 [49].

2.1.3 C-periodische Randbedingungen

Eine Konsequenz periodischer Randbedingungen ist die Tatsache, daB aufgrund des Gesetze von
Gauss ein periodisches System notwendigerweise immer neutral sein muf}, da auf dem Torus die
FluBlinien. die von einem geladenen Teilchen ausgehen, nicht ins Unendliche gehen kénnen und
somit an einem Teilchen mit der entgegengesetzten Ladung enden miissen. Eine mehr formale
Begriindung liefert das Gauss’sche Gesetz fiir Riume ohne Begrenzung bzw. Rand. In abelschen
Theorien kann man das Problem durch antiperiodische Randbedingungen vermeiden, da dann
die FluBlinien, die von einer Ladung ausgehen, am ladungskonjugierten Bild der Ladung auf
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der anderen "Seite” enden kénnen. Da nicht-abelsche Felder selber Ladung tragen, sind die
natiirliche Verallgemeinerung fiir diesen Fall die sog. C-periodischen Randbedingungen

AR(T + L&) = U@V + AL (E) (2-67)
mit Ap = Agt* und (t*)7 = —t%7 (* bedeutet komplex kanjugiert.) Diese Randbedingungen
identifizieren das Feld an der Stelle & + Lé; mit dem ladungskonjugierten an der Stelle . Dies
fiihrt dazu, daB sich eichinvariante Operatoren mit der C-Paritit C' = +1 periodisch und die
mit C' = —1 antiperiodisch verhalten. Die €;-Funktionen sind die sog. twists — siche auch (2-67)
- mit deren Hilfe man bei (anti-)periodischen Randbedingungen magnetischen Fluf} einfiihren
kann [59, 45]. Unter lokalen Eichtransformationen gilt

[9)Ak(8) = g(&)[i0k + Ax(Z)]g™"(2) | (2-68)

und

[9190:(2) = g(Z+ L&)U(E)g" (2) , (2-69)
wobei g(& eine SU(N)-wertige Funktion mit beliebigen Randbedingungen ist. Da g eine unitire
Matrix ist, gilt g7 = (g=1)~.

Im Fall SU(2) gibt es allerdings eine Eichtransformation, die periodische Eichtransformatio-
nen in C-periodische transformiert

h = exp(%gmg) (2-70)
und umgekehrt, so daf} eine Unterscheidung zwischen periodischen und c-periodischen Randbe-
dingungen in diesem Fall sinnlos ist, da die Physik die gleiche ist. Eine Folge davon ist, daf}
aufgrund des Theorems von Bott fiir alle SU(N)-Gruppen das ©-Vakuum das gleiche ist wie mit
periodischen Randbedingungen [44]. Andererseits sind die beiden Randbedingungen fiir N > 2
tatsdchlich unterschiedlich. Dies wjirkt sich insbesondere auf die mégliche Existenz von magne-
tischem und elektrischem Flufl aus. Aus der Kozyklus-Bedingung fiir die twist-Funktion €,

Qi(F + L&) () = 2,957 + Lé) (@) (2-71)

(wobei fiir den twist-Tensor z, der iiber z;; = exp (2min;;/N) t’Hoofts magnetischen Fluf} be-
stimmt, gilt z;; = z7;,) folgt nach mehrfacher Anwendung in verschiedenen Richtungen, dafl es
keinen magnetischen Flufl im Sinne von t 'Hooft gibt, wenn N ungerade ist, und dieser durch
Zg(d—l)/z klassifiziert wird, wenn N gerade ist.

Auch die Moglichkeiten, elektrischen FluB zu erzeugen, sind stark eingeschrinkt. Fiir Eichtrans-
formationen, die nur bis auf ein Element des Zentrums der Gruppe periodisch sind, gilt unter

C-periodischen Randbedingngen:
hz(Z + Lé;) = zih%(T) , (2-72)

wobei z; = exp (27ik;/N) die N-ten Einheitswurzeln sind, k; den elektrischen Flufl charakteri-
sierte und hz in (1.15) mit hy bezeichnet wurde. Vergleicht man nun

he(& + Léi + Lé;) = zi=Ths(7) (2-73)

mit -
h;(f—f— Lé, + Lé,) = CJZ:hg(’E) y (2—74)
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dann ist das nur konsistent, wenn gilt :
22 =22, (2-75)

Also miissen alle z; gleich sein, wenn N ungerade ist, oder gleich sein bis auf ein Vorzeichen, wenn
N gerade ist (fiir N groBer 2). Wenn man Darstellungen dieser Eichtransformationen auf dem
Hilbert-Raum diskutiert, sieht man, daB fiir den hier am meisten interessierenden Fall SU(3)
keine Sektoren mit elektrischem Fluf existieren. Diese Tatsache gab Anlal zu der Hoffnung, daf§
ein Ubergang zum Limes unendlich groBen Volumens mit den C-periodischen Randbedingun-
gen einfacher zu vollziehen sei. Es zeigte sich aber, da§ der effektive Hamilton trotzdem eine
komplizierte Vakuumstruktur hat, die von den restlichen Symmetrien, die im folgenden gezeigt
werden, bestimmt wird.

Da nun fiir SU(3) alle Ubergangsfunktionen Q; physikalisch #quivalent sind, kann man Q; = 1
wihlen. Damit wird 2-67

AR(E+ L&) = AL@@), A€ {2,571} (2-76)
AYF+ L&) = —AL(E), a€{1,3,4,6,8).

Der Hamiltonoperator 148t sich dann entsprechend in H = H* 4+ H~ aufteilen

H+

/ d*z[=g2EAE? 4 4 O‘zFAFA] (2-77)

B /d3 GRBIES + 205 FFS],
wobei die GroBbuchstabenindizes Gréflen bezeichnen, die aus den periodischen Eichfeldkompo-
nenten gebildet werden, wihrend die kleinen Buchstaben als Indizes fiir die antiperiodischen
Komponenten reserviert sind. Die klassischen Minima dieses effektiven Hamilton sind gege-
ben durch A} = 0, da die antiperiodischen Felder nicht rdumlich konstant sein kénnen, d. h.
ViA} # 0, was dazu fiihrt, dal F} # 0 ist und die Forderung, da8 FA verschwindet. Dies kann

bei penod1schen Feldern erreicht werden durch die Wahl der rdumlich konstanten und abelschen
Feldkomponenten in der Unteralgebra mit A € {2,5,7}. Man wihlt

A =8¢, | | (2-78)
Wie im SU(2)-Fall gibt es Eichsymmetrien, die bestimmte C). miteinander identifizieren:
exp (—4nt’z;/L) : Cx = Ci + 41 . (2-79)
AuBerdem gilt mit { = (1,1,1)
exp (=3nt*Z - [/ L) exp (2rt?z;/L)exp (—=xt*T - I/L) : C — C + 2xi . (2-80)
Weiterhin gibt es noch die diskrete Symmetrie:
exp (—4nt’z;/L) : C - -C . (2-81)

Die singuléren Punkte des Vakuumtals befinden sich also bei C; = 0, (mym,m), (m, 7, —7),
(7. —7.7), (x,—m, —x). Nachdem man nun die Konfigurationen identifiziert hat, die die potenti-
elle Energie minimieren - die sog. Toronen-, kann man nun wieder so vorgehen, wie es Liischer im
Fall periodischer Randbedingungen getan hat, nimlich alle anderen Moden neben den Toronen
auszuintegrieren. um ein effektives Potential zu erhalten. Dessen Minima, auch Quantenvakua
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genannt, dienen dann als Startpunkte fiir eine stérungstheoretische Entwicklung. Wie im Fall
periodischer Randbedingungen stellt sich auch im Fall C-periodischer Randbedingungen heraus,
dafl es neben den Toronen Moden_gibt, die an den Minima des effektiven Potentials quartisch
sind. Diese kénnen also nicht perturbativ ausintegriert werden, und die Dynamik in kleinen
Volumina wird durch einen effektiven Hamilton fiir die quartischen Moden und die Toronen
beschrieben.

Das effektive Potential

, 1 = I =
Vers(C) = Vi(5C) + V(€ — wl) + Vi (5C ~ ) (2-82)
mit :
V(C')—_d;ZL (lé .“‘) 9599
(€)= -7 2 7] et SRR (2-83)

Das effektive Potential hat Minima bei ¢ = 0 und an den oben erwihnten, 247! speziellen

Punkten, die kollektiv als Menge Il zusammengefafit werden. Um zu entscheiden, an welchem
Punkt sich das absolute Minimum befindet, mufl man die Summe ausfiihren. Fiir d = 3 erhilt
man -

LVess(0) = —1.78447... (2-84)
LVe;(Cel) =.-3.25229...

Es gibt also vier entartete, absolute Minima bei C' € IT und ein lokales Minimum bei C=0.

Der effektive Hamilton-Operator

Jedes der vier Minima kann als Startpunkt fiir eine perturbative Berechnung eines effektiven
Hamilton-Operators fiir alle quartischen Moden dienen. Um nicht um den Punkt C' = (7,7, m)
entwickeln zu miissen, fiihrten Kronfeld und Wiese eine Eichtransfomation mit nichttrivialen
twist durch mit
h(Z) = exp (—mt?& - I/L) . (2-85)

Das transformierte Eichfeld gehorcht der neuen Randbedingung

A(T + Lé;) = (D) ALD)]Q7 () (2-86)
Die Toronen sind wieder reelle, konstante, abelsche Felder.

Wenn man die obigen Betrachtungen wiederholt, sieht man, dafl ein absolutes Minimum nun

bei C' = 0 liegt, wiithrend die anderen bei 27é; liegen. Die quartischen Moden an der Stelle C' = 0

sind die konstanten Moden von A! und A2. Fiir diese drei Moden erhilt man einen effektiven

Hamilton a la Liischer:

9 /s - 1 Y l / F . E O =

LH.pp = g*(1 + gzaa)(iff;‘ef # IF{}F{}) + g*Pmijct el g®PSijus BPE B P Cl , (2-87)

wobei g wieder die im minimal subtraction-Schema renormierte Kopplung bei der Skala 1/L ist.
Die numerischen Werte der Koeffizienten sind in [45] aufgelistet.
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2.2 Sphiérisches Volumen

2.2.1 Einbeziehung von Instantonen

Nachdem die Effekte der Torustopologie bzw. der zentralen Konjugationen auf die Vakuum-
struktur im Prinzip verstanden sind, wiirde man nun natiirlich gern den Einflu8 der Vakua
mit nichtverschwindendem Pontryagin-Index (2-7) auf dhnliche Weise beriicksichtigen. Deren
Existenz kompliziert die Vakuumstruktur der Eichtheorie und bedingt die Einfithrung des sog.
Thetawinkels in die Theorie, der das Tunneln zwischen den verschiedenen Vakua analog zur
Bildung von Blochwellen im periodischen Potential von Festkérpern beschreibt. Ein Tunneler-
eignis zwischen zwei Vakua mit verschiedenem Pontryagin-Index erfolgt iiber die sog. Instanton-
Feldkonfiguration, deren analytische Form auf der Dreisphdre bekannt ist — wihrend auf dem
Torus nur numerische Loésungen erhalten wurden. (Dies ist der Hauptgrund, weshalb van den
Heuvel und van Baal dazu iibergingen, den Einflul des Thetawinkels auf das glueball-Spektrum
aul der Dreisphire zu untersuchen.) [60, 61] Wieder wird angenommen, daf§ in kleinen Vo-
lumina die asymptotische Freiheit dazu fiihrt, daf§ die Kopplungskonstante klein ist und die
Storungstheorie anwendbar ist. Darum ist auch die Einschrankung der Eichfelder auf eine sog.
fundamentale Doméne (,die ein konvexer Unterraum aller Eichfeldkonfigurationen ist, die —
modulo konstanter Eichtransformationen — in eins zu eins Korrespondenz mit dem Raum der
Eichorbits stehen,) durch Anwendung der Coulombeichung zuldssig [62]. Mit gréBer werden-
dem Volumen wird das Wellenfunktional sich im Konfigurationsraum weiter in die Richtun-
gen ausbreiten, wo die potentielle Energie am kleinsten ist, d. h. in die Richtung der Moden
des Eichfelds mit der kleinsten Energie. Irgendwann wird das Wellenfunktional auch im Be-
reich der Instantonenbarriere, die zwischen den Eichkopien des Vakuums mit verschiedenem
Pontryagin-Index liegt, einen nicht mehr zu vernachlissigenden Wert annehmen. Wieder nimmt
man an, daf sich das Eichfeld in orthogonale Moden aufspalten 148t, so dafl man die Dyna-
mik eines Systems mit unendlich vielen Freiheitgraden auf ein quantenmechanisches System mit
endlich vielen Freiheitsgraden beschrinken kann, indem man fiir die Moden hoher Energie har-
monische Oszillator-Wellenfunktionen annimmt und einen effektiven Hamilton-Operator fiir die
Niederenergiemoden konstruiert. Diese Niederenergiemoden sollten zuerst auf die Grenze der
fundamentalen Doméne stoflen, wenn sich das Wellenfunktional mit wachsendem Volumen im
Konfigurationsraum ausbreitet. Nichtperturbative Effekte sollten sich wieder dadurch zeigen,
dafl man fiir das Wellenfunktional bzw. die Wellenfunktion fiir die Niederenergiemoden Rand-
bedingungen an der Grenze der fundamentalen Doméne formulieren muf, die vom Thetawinkel
abhdngen werden.

An dieser Stelle kann natiirlich nur eine kurze Zusammenfassung der technisch sehr an-
spruchsvollen Rechnungen [63, 64, 65] gegeben werden, zumal das Hauptinteresse der Disserta-
tion den Problemen, die mit der Torustopologie zusammenhangen, gilt. Die Dreisphire S® wird
in B! eingebettet und durch den Einheitsvektor n, parametrisiert (n,n, = 1). Der Radius R der
Dreikugel wird zunéchst gleich Eins gesetzt. Die R-Abhdngigkeit kann durch Dimensionsanalyse
leicht wieder rekonstruiert werden. Man fiihrt die Einheitsquaternionen o, und ihre konjugierten

o, = (id,it) , 6, = (id, —iT) , (2-88)

a, (.wobei 6, = rr:)

fiir die folgende Multiplikationsregeln gelten

= N (o} = —) ¢
n;lall T ,}Ill/aa ' UNUV o 77;:/0-,0 ' (2_89)
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wobei 't Hoofts 7-Symbole generalisiert wurden, indem man eine in ;¢ und v symmetische Kom-
ponente fiir a = 0 einfiihrte. Mit diesen 1 bzw. 7 kann man nun orthonormale Koordinatensy-
steme auf S* errichten, indem man in den folgenden Gleichungen den Viererindex a auf einen

Dreierindex a einschriankt:

e (o S =¥ =X 5
€r = MM » €5 = Ty, M . (2-90)

(Fiir & = 0 erhélt man die Normale auf S°.) Die Motivatior fiir diese Wahl des Koordinatensy-
stems liegt in der Tatsache begriindet, daB die Instanton-Vektorpotentiale nun eine besonders
einfache Form annehmen. Die Vektorpotentiale auf S® kénnen nun in einem der beiden Systeme
beschrieben werden, z. B. :

Aiel, = Alelo®/2 . (2-91)

Wie bei der Behandlung der Eichtheorie auf dem Torus ist es auch hier wieder das Ziel,
die Moden mit der niedrigsten Energie zu isolieren, da man hofft, da nichtstérungstheoretische
Effekte sich bevorzugt nur in dieser kleinen Anzahl von Feldmoden bemerkbar machen werden.
Der 18-dimensionale Unterraum A(c, d) mit

. Acg = (clel, + die)t° (2-92)

ist der Eigenraum des quadratischen Fluktuationsoperators M
1 )
V(4) = _/53 ~tr(Fy;Fij) = /3 tr(A:Mi;A;) + O(A%) (2-93)
S

mit dem Eigenwert 4. (Der nichste Eigenwert ist 9.) Dieser Unterraum enthélt Eichkopien des
A? = 0 Vakuums und die Tunnelpfade zwischen diesen Vakua. Zum Beispiel ist das Vakuum
A®* = —0?,d. h. in c- und d-Parametrisierung ¢} = —24}, d? = 0, eine Eichkopie von A} = 0 unter
der Eichtransformation ¢ = n-6 mit Windungszahl eins. Der Tunnelpfad wird durch ¢} = —ud?,
d? = 0 parametrisiert. Dabei lduft u von 0 bis 2. Fiir v = 1 geht der Tunnelpfad durch eine"
Eichfeldkonfiguration, die auf einem Sattelpunkt der Energiehyperfliche liegt und als Sphéleron
bezeichnet wird. Das Vakuum ¢? = 0, d* = —262 ist eine Eichkopie von A} = 0 unter der
Eichtransformation ¢ = n-o. Der entsprechende Sattelpunkt wird als Anti-Sphéleron bezeichnet
und ist wiederum eine Eichkopie des Sphileron unter der eben erwihnten Eichtransformation.

Der Hamiltonian in niedrigster Ordnung fiir die oben diskutierten 18 Moden ist:

g(R)2( 9? " 0? V4 In?
472 “9ct0c?  9dod? g(R)?

RH(c,d) = — Veile,d) . (2-94)

Dabei ist g(R) die renormierte Kopplungskonstante, und der Kugelradius R wurde diesmal nicht
gleich eins gesetzt. Das Potential fiir diese Moden ergibt sich zu:

Valed) = - [ Str(Fi ) = Vale) + Va(d) + () (dd) — (et (cla)} (2:95)
= Vo) + Vald) + 3ur(X)er(Y) = er(XY))
mit

Vale) = {2(¢06) + Gdetet L[(eted)(dhd) — (efa)(chel)]} (2-96)

= 2tr(X) +6dete+ %(z‘.r(X)2 - tr(X?) .
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Dabei ist X = ce? und Y = dd”.

Das Spektrum des Hamiltonian wird wieder durch eine Variationsrechnung bestimmt. Man
fiihrt wieder (diesmal zwei) sowohl radiale Koordinaten r, = \/W und r; = \/W als auch
Winkelkoordinaten ¢ und (f“ ein und formuliert die Randbedingungen entsprechend in r. und
rd. Das Sphéleron hat die Radialkoordinaten \/_ 3,0) und Winkelkoordinaten ¢f = —4é mit
¢* = ¢%/r.. Bs ist mit dem Sphaleron bei (0, \/_) durch eine Elchtransformatlon verbunden
Man betrachtet nur den Bereich r, < v/3 und ry < v/3 und beriicksichtigt den vollen Konfigura-
tionsbereich, indem man Randbedingungen fiir die Wellenfunktionen der Form ¢(r.,r4)Y (¢, d)
an dessen Grenzen stellt. Eigentlich ist die Grenze des fundamentalen Bereichs des vollen (c,d)-
Bereichs nicht bekannt, aber in dem hier betrachteten Energiebereich sind die Randbedingungen
nur an den Punkten wichtig, wo die potentielle Energie niedrig ist, d. h. an den Sphéleronkonfigu-
rationen. An den anderen Punkten wird die potentielle Energie viel hGher sein als die Energie der
Wellenfunktion. Das bedeutet, da3 die Wellenfunktion in diesen Bereichen exponentiell abfillt
und daB die Randbedingungen keinen grofien Einflul auf das Spektrum haben sollten. In der
gleichen Weise kann man argumentieren, dafl die genaue Lage der Grenze abseits der Sphile-
ronkonfiguration ebenso wenig wichtig ist, und man dem entsprechend eine gewisse Wahlfreiheit
hat, um sich handhabbare Randbedingungen zu wéhlen. Fiir die Sphileronkonfigurationen sind
die Randbedingungen aber genau festgelegt. Da die beiden Sphilerons durch eine Eichtransfor-
mation mit der Windungszahl eins miteinander verkniipft sind, gilt die Randbedingung;:

W(A(Sph,0)) = e ©W(A(0, Sph)) . (2-97)
Auf diese Weise kommt der Thetawinkel ins Spiel.

Die Gesamtwellenfunktion wird nun wieder zerlegt

= 3 e, ) ) (2-98)

rdn

wobei q alle Moden orthogonal zu den ¢ und d-Moden bezeichnet. Die Funktionen X o
sind wieder perturbative Eigenfunktionen des transversalen Hamiltonian. In der adlabatlscLell
Niherung werden die transversalen Wellenfunktionen y wieder im Grundzustand befindlich an-
genommen, der von den angeregten Zustdnden dynamisch entkoppelt sein soll. Damit ergibt sich
fiir v = ¥(© ein effektiver Hamiltonian

g(R): 6% . |87 D gl 1 1
H=- 12(=+ = A ——=V(c,d) . -
47? ((77 i or 1) (rg = 13) (lfA + i)+ g(R)2V(C’([) ()
Die Randbedingungen iibersetzen sich in
¢(A(sph, 0)) = e © (A0, Sph)) . (2-100)

iir die Ergebnisse der Rechnung sei auf die Originalarbeit verwiesen. Solange die Kopplungs-
konstante klein ist, sieht man praktisch keine Abhingigkeit der Massen von ©. Fiir ein Volumen
von 1 Kubikfermi ergibt sich wieder ein Massenverhiltnis von Spin 2% zu Spin 01 von ca. 1.5.

Die Einbeziehung von Quantenfluktuationen um die klassischen Lésungen in Ein-Schleifen-
Nidherung ergibt wieder Korrekturen zum klassischen Hamiltonian bzw. effektiven Potential [66]:

2

s

]/(fo = (( (l) S 1/ ff s (2‘101)

~R
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V(e,d) = VI (c) + VIV (d) + wetr(X)tr(Y) + rstr(XY) (2-102)
und
V() = kytr(X) + wpdetc + ratr(X)? + katr(X?) 45 det (c)tr(X)retr(X)? (2-103)

1 1. 11 11

i
—_ = — l =7
g% g2 i 1272%¢ s 1272¢ 8 (2ﬁ) 8o )

Eine Wiederholung der Variationsrechnung fiir diesen neuen effektiven Hamiltonoperator ergibt
keine qualitative Verinderung des Spektrums [60, 67, 68]. -

2.2.2 Cavity QCD

Eine andere Methode, mit der versucht wird, die Eigenschaften der Hadronen zu beschreiben,
ist die sog. Hohlraum-QCD [69](und Literatur darin). Die Randbedingungen sind nicht mehr
periodisch, sondern miissen am Rand der Kugel so gewihlt werden, daf sie mit der Eichsymme-
trie und den Feldgleichungen vertriglich sind. Dies geschieht zur Zeit noch etwas willkiirlich und
ad hoc, um das confinement zu simulieren, das ja eigentlich aus der Dynamik der QCD folgen
sollte. Die Rechnungen werden auch nur stérungstheoretisch durchgefiihrt und sind schwierig, da
die Tatsache, dal man die Teilchen in einer statischen Kugel einschliet, die Translations- und
Lorentzinvarianz der zugrunde liegenden Eichtheorie bricht, und es schwer ist, diese Symmetrien
wieder konsistent herzustellen, ohne die Dynamik der Grenze explizit einzufiihren. Auflerdem
wird ‘die chirale Symmetrie gebrochen, und es ist schwierig, diese durch Kopplung an ein ele-
mentares Pionfeld wiederherzustellen. Feynman-Diagramme hoherer Ordnung sind schwierig zu
berechnen, insbesondere wenn sie divergieren, da die Singularitaten numerisch abgespalten wer-
den miissen. Allerdings hilft wieder die Tatsache, dafl die Feldoperatoren in Hohlraummoden
entwickelt werden, anstatt in ebenen Wellen, so daf} die Infrarotprobleme, die bei unendlichem
Volumen auftreten, entfallen. Trotz jahrelanger Arbeit von Viollier und Mitarbeitern ist nicht
klar, ob die perturbative cavity-QCD besser konvergieren wird als die QCD in unendlichem Vo-
lumen. Die bisher berechneten Korrekturen héherer Ordnung haben nicht zu einer Anndherung
zwischen Rechnung und Experiment gefiihrt, sondern fiihren eher davon weg [69].

2.3 Andere Systeme

2.3.1 QCD in 1+1 Dimensionen

Ahnliche Phinomene wie auf dem Torus mit periodischen Randbedingungen ergeben sich auch,
wenn man QCD in 141 Dimensionen mit periodischen Randbedingungen betrachtet [70]. In
Coulomb-Eichung hat man nur ein Eichfeld 4 = A%t*. Fiir SU(2) ist dessen Vakuumtal einfach
A = C'o;. Ein effektiver Hamiltonoperator fiir C' ist sehr einfach und liefert auch eine einfache
Dynamic fiir C [71].
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2.3.2 Thermodynamik von Eichfeldtheorien

Da man die quantenstatistische Zustandssumme von Eichfeldtheorien als Pfadintegral in ima-
gindrer Zeit 7, die wegen der Spur in der Zustandssumme periodisch sein muf}, schreiben kann,
treten fiir die Ag-Komponente des Feldes die gleichen Phdnomene auf, wie fiir die rdumli-
chen Komponenten im Fall periodischer Randbedingungen im Raum. Wenn die Temperatur
1/3 (Boltzmannkonstante gleich 1 gesetzt) sehr hoch ist, wird die kompaktifizierte imaginare
Zeit sehr klein. Man kann dann wieder versuchen, die Stoérungstheorie anzuwenden und fiir die
A;-Eichfeldkomponenten durch Ausintegration der Ag-Nicht-Null-Moden ein effektives Potenti-
al zu erhalten [72, 73, 74, 75, 76, 77, 78]. Auch hier stellt sich dann wieder das Problem der
Vakuumentartung.



Kapitel 3

Die Monte Carlo Methode

Obwohl die folgenden Punkte den Praktikern wohl bekannt sind, soll in diesem Kapitel ein
kurzer Uberblick iiber die verschiedenen Monte-Carlo-Methoden und beispielhaft einige ihrer
Anwendungen gegeben werden, um die Diskussion in Kapitel drei und vier nicht mit technischen
Details zu belasten. Die Auswahl der Beispiele ist natiirlich stark von den Interessen des Autors

gepragt.

3.1 Variationsmethoden

Die bei weitem wichtigsten Methoden zur gendherten Losung der Schrédingergleichung basieren
auf dem Variationsprinzip [79]. Deshalb seien die allgemeinen Prinzipien hier nur kurz zusam-
mengefaft:
1.) Sei Ey die exakte Energie des {Grundzustands des Systems, d. h. der tiefste Eigenwert des
Hamilton-Operators H, und sei ¢ eine beliebige Wellenfunktion, so gilt die Ungleichung

(0, Ho)

(H)o = 6.9) > Eg . (3-1)

Der mit ¢ berechnete Erwartungswert von H ist eine obere Schranke fiir den exakten Energie-
Eigenwert Ej.

2.) Gegeben sei die Variationsaufgabe, (H); in Abhédngigkeit von ¢ stationdr zu machen, d. h.
es sei dasjenige ¢ gesucht, fiir das gilt

§(H)y = 0 (3-2)

fiir beliebige (infinitesimale) Variationen von ¢é. Die Losung dieser Aufgabe ist dann gleichbe-
deutend mit derjenigen. die Eigenfunktionen der Schrédingergleichung

Hy, = Eo, (3-3)

zu suchen. Genau die der obigen Gleichung geniigenden ¥; machen (H), stationdr und umge-
kehrt. Insbesondere ist diejenige Funktion ¢, die (H), zu einem Minimum macht, identisch mit
der zum tiefsten Eigenwert Ej gehorenden Eigenfunktion .

34
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3.) Die Differenz zwischen Eg und (H), ist ein Ma8 fiir die Giite der Naherungsfunktion ¢. Qua-
litativ gesagt, ist ¢ eine um so bessere Naherung fiir v, je kleiner |Eg— (H)4| ist, d. h. je dichter
(H)4 an Ep liegt. Quantitativ wird dies durch die sog. Eckartsche Ungleichung ausgedriickt:

1—[(¢,%0)[* < %"{TE; ; (3-4)
wobei F die (exakte) Energie des ersten angeregten Zustands bedeutet.
Je kleiner man die rechte Seite der obigen Gleichung macht, umso kleiner wird in der Regel auch
die linke Seite sein. Da in der obigen Formel aber die rechte Seite nicht gleich der linken Seite,
sondern nur eine obere Schranke fiir diese ist, kann es durchaus auch vorkommen, daf§ fiir zwei
Niherungsfunktionen ¢; und ¢, bei der einen die rechte, bei der anderen die linke Seite kleiner
ist als bei der anderen. Mit anderen Worten: ”bessere Energie” bedeutet nicht notwendigerweise
auch "bessere Wellenfunktion”.

Das Raleigh-Ritz Verfahren

Man setzt die Variationsfunktion ¢ als eine endliche Linearkombination gegebener Basisfunk-
tionen Y; an

n
= crxk (3-5)
k=1
und betrachtet die Koeffizienten ¢y als die Variationsparameter. Fiir (H)y4 ergibt sich

ik cior(xn Hxx) _ A
2apet(Xnxe) B’

wobei A und B nur Abkiirzungen fiir den Nenner und den Zihler sind. Man differenziert jetzt
(H)4 nach einem herausgegriffenen Koeffizienten ¢;, und setzt die Ableitung gleich Null. (Der
Einfachheit halber betrachtet man im folgenden nur den Fall reeller Basisfunktionen und Koef-
fizienten, d. h. ¢ = ¢;.)

(H)p =

(3-6)

I(H)s A OB

—A—1} = 5
‘ de Bz{ e 801}‘ 0 (3-7)
Dabei ist
0A
30 = Y il Hx) + Y- e, Hx) + 2e(xi, Hx))
’ i(£0) k(1)
= ZZ('A (x1, Hxx) —ZZCkHIA (3-8)
dB
A = ZZCk (xty X&) = ZZCkSIk O (3-9)

Nach ein paar einfachen Umformungen erhilt man

Y erHp — (HYs > cxSi =0 (3-10)
P k

oder

Z{H,A — (H)pSik}er =0 . (3-11)
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Man beachte, daff im Gegensatz zum Fall des vollstindigen Basissatzes hier die Summe endlich
ist, und anstelle der exakten Energie E die gendherte Energie (H), auftritt. Das Gleichungssy-
stem, das ein verallgemeinertes Matrixeigenwertproblem darstellt, hat nur fiir bestimmte Werte
von (H)4 sogenannte nichttriviale Lésungen, und diese Werte sind jeweils obere Schranken fiir
die n ersten Eigenwerte der Schrédingergleichung. Natiirlich erhilt man mit einer endlichen Basis
nur eine Naherungslésung der Schrodingergleichung, aber nran ist zumindest sicher, daf der tief-
ste Eigenwert des Matrixproblems uber dem tiefsten Eigenwert der Schrédingergleichung liegt,
wenn man im allgemeinen auch nicht weif}, wieviel dariiber. Durch Vergroferung der Basis kann
man im Prinzip Energie und Wellenfunktion beliebig dicht an den Lésungen der Schrodingerglei-
chung erhalten. Trotzdem muf man aus praktischen Griinden (Speicherbedarf der Matrizen im
Computer) den Basissatz moglichst klein halten. Eine geschickte, d. h. dem Problem angepaBte,
Wahl der Basis ist also oft entscheidend.

3.2 Das Variations-Monte-Carlo-Verfahren

Sei x ein mehrdimensionaler Vekter mit einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x). Im Fall
eines quantenmechanischen Systems sind in x alle Koordinaten zusammengefafit. Zur numeri-
schen Losung einer Vielteilchen-Schrédingergleichung

HY(x) = Eo¥(x) (3-12)

wobei H den Hamilton-Operator des Systems bezeichnet,

N 2
h
= — =L X1¢ ®(ry;), ri; = |ri — 13 314
; o l+§ (rig), ryg = |ri — 1; ( )
: i SR
VI = 4 —+-—,
: 922 T a7 * 922

h das Plancksche Wirkungsquantum, ¥(x) die Wellenfunktion, Eq die Grundzustandsenergie und
®(ry;) das Paarpotential zwischen Teilchen i und j, kann das Raleigh-Ritz’sche Variationsprinzip
mit der Monte-Carlo-Methode gekoppelt werden. Wenn Wr als Ansatz fiir die Wellenfunktion
verwendet wird, ergibt sich fiir die Variationsenergie als dem Energieerwartungswert

[ Ur(x)HVp(x)dx

Bviar = Ey . 3-14
S (T 4

Das heifit, Ey,, ist eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie. Fiir ¥ = W(x) ist
Ever = Ep. Um die Monte-Carlo-Methode zur Auswertung der Integrale verwenden zu kénnen,
ist die folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion besonders niitzlich:

flx) = W (x)|?

= Tl%r00dx i

und die Variationsenergie wird geschrieben als

Ever = /f(x)E(x)(lx = (E(x)) > Eo , (3-16)
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wobei E(x) die sog. lokale Energie ist, definiert als

1

E(x)= WH\I’T(X) . (3-17)
Um einen Schitzwert fiir Fy,, zu erhalten, werden x=Werte aus f(x) ermittelt und der Durch-
schnitt der daraus resultierenden F(x) gebildet. Fiir Systeme mit mehr als nur ein paar Teilchen
kann die Ermittelung der x-Werte nur mit dem Metropolis-Algorithmus oder dhnlichen durch-
gefiihrt werden. Die MC-Variationsmethode wurde angewendet auf das Problem fliissigen Heli-
ums, Fremd-Molekiile in Helium- clustern [80], strukturelle Optimierung von Wassermolekiilen
[81], Strukturberechnungen von festem Wasserstoff, Diamant, Graphit, Silizium und Nickeloxid,
und vielen anderen Problemen, in denen die Elektronenkorrelationen mit Hilfe der Jastrow-
Wellenfunktionen beschrieben werden, deren analytische Integration zu schwierig ist [82, 83].

3.3 Greenfunktions- und Diffusions-Monte-Carlo

Die Pfadintegral- und Greenfunktionsmethode unterscheiden sich hauptsédchlich darin, wie sie
den Operator der kinetischen Energie T behandeln. Beim Pfadintegral Monte-Carlo wird T Teil
des Potentials zwischen imagindren Replikateilchen, wihrend im Greenfunktions-Monte-Carlo
(GFMC) sein Beitrag gebraucht wird, um Diffusion bzw. einen Random Walk zu bewirken [84].
Eine einfache Form des GFMC ist das sog. Diffusions-Quanten-Monte-Carlo [85, 86, 87]. Wenn
man die Schrédinger-Gleichung in imaginirer Zeit aufschreibt,

iha—qj = _h_qu/ + VU (3-18)

at 2m '

sieht man, daB man die beiden Terme auf der rechten Seite der Gleichung als Diffusionsterm
mit einer Diffusionskonstanten D = A?/2m und einen Zerfalls- bzw. Wachstumsratenterm —V ¥
betrachten kann.
Eine allgemeine Losung der Schrédingergleichung hat die Form:

Wx,0) = Y dilx)e T (3-19)

wobei x ein 3N-dimensionaler Vektor ist, der die Koordinaten der N Teilchen darstellt, und ¢;
und F; die Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte der zeitunabhidngigen Schrodingergleichung sind.
Man sieht, daf fiir imagindre Zeiten die Summe oszillierender Terme zu einer Summe exponen-
tiell abfallender Terme wird. Die imaginédre Zeit wirkt auf diese Weise als ein Projektor, der fiir
grofle Zeiten den Zustand niedrigster Energie herausprojiziett. Da man ein konstantes Potenti-
al zum Potentialterm der Schrédingergleichung addieren kann, ohne daf sich die Form der ¢;
indert, kann man den Nullpunkt der Energieskala auf Fjy verschieben, so dafl der Grundzustand
nicht zerfallt.
In imagindrer Zeit schreibt sich die Schrodingergleichung dann mit 7 = ¢t /h und mit verschobe-
ner Energie:

ov .

3 = DAV — (V — Eq)¥ = -HVY | (3-20)

mit H =T + (V — Ep). Im folgenden wird ein Einheitensystem verwendet, in dem %, m und e
gleich Eins sind. Statt 7 wird wieder t als Bezeichnung fiir die - nun imaginire - Zeit verwendet.
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Die obige ’Diffusionsgleichung’ hat eine formale Greensfunktion oder Operatorlosung der Form

G oS .exp(—tH),mit
Y(t) = GY(0). (3-21)

G kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, daf sich die Teilchenkonfiguration in der
x-Darstellung in der Zeit t von x nach x’ veréndert:

G(x = X', t) = (x| exp [—tT — t(V — Ep)]|x). (3-22)

Da die Greenfunktionsmethode ziemlich kompliziert ist, wird im folgenden nur die Kurzzeitap-
proximation von G vorgestellt. In dieser Niherung nutzt man die Tatsache aus, daB exakte
Losungen fiir das Diffusions- und Zerfallsproblem bekannt sind, so daf eine explizite analytische
Formel fiir G angegeben werden kann - allerdings nur in der Ordnung O(At), da die Tatsache,
da V und T nichtkommutierende Operatoren sind, einen Fehler von hsherer Ordnung in At
hervorruft. Die resultierende Kurzzeitniherung fiir G ist

G(x—x',At) = (x|exp(—AtV/2)exp (—AtT)exp (—AtV/2)|x) exp (+AtEy)
= exp—(At/2)(V(X') + V(x)) + AtEo(x'| exp —AtT|x) (3-23)
= w(x,x;At)Gp(x = x', At), (3-24)

wobei w(x, x'; At) die Zerfalls- bzw. Geburtsrate von Zufallsliufern ist und durch
w(x, x'; At) = exp (—(At/2)(V(x') + V(x)) + AtEy) (3-25)
gegeben ist. Der Propagator GG ist einfach die Losung fiir die gewohnliche Diffusionsgleichung :
Gp(x = x', At) = (4r DAE)~3N/2e(x'~x)? [4dAt. (3-26)

Die Verwendung von At im Argument von Gp soll daran erinnern, daB die Darstellung von G
nur fiir kleine Zeitintervalle gilt.

Der folgende Algorithmus liefert eine Losung der Schrédingergleichung in imaginédrer Zeit sowie
eine Abschdtzung fiir die Grundzustandsenergie und die entsprechende Eigenfunktion.

Man beginnt mit einer Menge von M Konfigurationen, d.h. M Vektoren x im Konfigurations-
raum der N Teilchen. Es ist vorteilhaft, mit Konfigurationen zu beginnen, in denen die Teilchen
vornehmlich in Raumregionen positioniert sind, wo der Betrag der Wellenfunktion wahrschein-
lich grof8 sein wird. Die Zahl M der Konfigurationen hangt natiirlich von der Problemstellung
urid der gewiinschten Genauigkeit ab. Ublich sind Werte im Bereich zwischen 100 und 1000.
Jede dieser Anfangskonfigurationen hat die lokale Zeit ¢t = 0.

1. Wihle eine der M Konfigurationen und verindere jede der Teilchenkoordinaten von x zu x’.
Die Verschiebung wahlt man aus einer Gauss-Verteilung mit der Breite 2DA¢ und dem Mittel-
wert Null. Diese Verdnderung der Koordinaten entspricht dem Diffusionsschritt. Der Zeitschritt
muf natiirlich so klein gewidhlt werden, daf die Kurzzeitnaherung giiltig bleibt. Die lokale Zeit
der neuen Konfiguration erhoht sich um At.

2. Gewichte die Konfiguration x’ mit w(x,x’; At), um die vollstindige Greenfunktion G zu er-
halten. Eine praktische Form der Gewichtung, die die Stichprobeneffizienz erhoht, ist die sog.
Verzweigung(-smethode). Sie hat ihren Namen von der Tatsache, daf z.B. fiir den Fall w = 2
man 2 walker bei x' erzeugt, wo vorher nur einer war. Beim nichsten update-Schritt werden
die beiden walker im allgemeinen an verschiedene Orte gehen, da ihre Bewegungen zufillig sind.
Die Spur des Zufallspfades in der Zeit wird wie ein verzweigter Polymer aussehen, obwohl es
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in diesem Fall kein Verbot der Uberschneidung von Zufallspfaden gibt. Um die Verzweigung in
jedem Fall korrekt durchzufiihren, mufl man eine ganzzahlige Menge von Kopien der Konfigu-
ration machen, deren durchschnittliche Kopienzahl im statistischen Mittel der reellen Zahl w
entspricht. Ein einfacher Weg, dies zu erreichen, liegt darin, den ganzzahligen Anteil von w + x
zu wihlen, wobei x eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall 0 < y < 1 ist. Die Zahl der Kopi-
en kann jede nichtnegative ganze Zahl einschlielich Null sein. Im letzten Fall wird der Random
Walk fiir diese Konfiguration x" abgebrochen. Jede der Kopien hat die gleiche lokale Zeit.

3. Man wiederholt den ersten Schritt fiir alle Mitglieder des Ensembles und generiert dadurch
ein neues Ensemble zu einer spiateren Zeit At mit einer unter Umstidnden verschiedenen Anzahl
von 'Schnappschiissen’ bzw. Konfigurationen. Eine Iteration angewandt auf das Ensemble ist
equivalent zur Durchfiihrung der Integration

W(x', 1) = /de(x X, AW (x,  — Al) . (3-27)

4. Unabhangig von der anfdnglichen Konfiguration ist W(x,t) eine Losung der Schrodingerglei-
chung. Allerdings mufl man die obige Integration solange iteriert werden, bis t so gro wird, daf
man sich asymptotisch der Grundzustandsverteilung ndhert. Dafiir miissen die Schritte 1 bis 3
gewohnlich mehrere tausendmal wiederholt werden. Gleichzeitig mufl man Ej so anpassen, dafl
die Grundzustandspopulation’ nicht auf null Kopien zerfdllt. Wenn dagegen FEy zu klein ist,
wird die Population der Konfigurationen wachsen. Fy ist also so anzupassen, dafl die Population
asymptotisch stabil ist, dann kann man die Grundzustandsenergie abschdtzen. Hingegen wird
man gewohnlich, um die Population stabil zu halten, Fy schrittweise verdndern, im allgemeinen
nach ca. 100 Iterationen. Die generierten ’Schnappschiisse’ sind Stichproben fiir die Rekonstruk-
tion der Grundzustandswellenfunktion, sobald ein stationidrer Zustand erreicht ist, d.h. Fy um
einen konstanten Wert fluktuiert.

Leider kann die obige Methode sehr ineffizient werden, insbesondere durch den Verzweigungs-
prozefl. Wenn das Potential stark negativ wird, wie im Fall des Coulombpotentials, wenn sich
zwei ungleich geladene Teilchen zu nahe kommen, wiirde die Zahl der Kopien eines Zufallsldufers
nahe der Singularitdt extrem anwachsen. Der ndchste Zeitschritt der Simulation wiirde eine rie-
sige Zahl von Zufallsldufern erfordern, und die Simulation wiirde sich extrem verlangsamen. Im
allgemeinen kann dies verhindert werden, indem man schon bekannte Informationen in der Simu-
lation beriicksichtigt, z.B. eine ungefdhre Kenntnis der Wellenfunktion [88, 89], d. h. man macht
einen Ansatz fiir die Wellenfunktion Wr. In dieser Methode stellt man die Schrédingergleichung
in imagindrer Zeit fiir die Produktwellenfunktion f = W7W¥ auf.

Das Ergebnis fiir f ist

Y~ AT~ DY) + (Bo — Br()] (3-2)
wobei I = HWUp /Wy die ’lokale’ Energie und F = 2V In U7 ist. Die Struktur der Formel
ahnelt wieder einem Diffusions- und Verzweigungsprozef}, allerdings ist der Diffusion nun eine
Driftbewegung iiberlagert. Die Singularitdten im Verzeigungsfaktor sind nun fast verschwunden,
da Fp, (im Gegensatz zu V) beinahe konstant ist. Genawer gesagt wird E, konstant wenn W —
. AuBerdem fiihrt der Driftterm den Zufallsprozefl vorzugsweise in solche Regionen des Raumes,

in denen die Wellenfunktion grof ist.Man kann die obige Gleichung fiir die Greensfunktion als

dG - S

e —-HG = —(T+ V)G , mit (3-29)
T = -DA+DV-F+ DF-V und (3-30)
W = EL — EO (3—31)
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schreiben. Ahnlich wie oben setzt ;nan an:
G(x ——>>x’, At) = w(x,x'; At)Gp(x — x', At) , (3-32)
wobei das Gewicht @ nun gegeben ist durch
w(x,x; At) = exp[—(At/2)(EL(x) + EL(X') + AtEy)] (3-33)

und der Propagator G'p durch

Gp(x = x',At) = (x| exp (—AtT)|x)
[x' — x — DAtF(x)]?

- £)~3N/2
(dm DAt) exp 1AL

(3-34)

G'p ist der Propagator fiir eine Diffusion mit Drift und ist die Losung fiir die Schrédingerglei-
chung fiir f ohne den Verzweigungs—, sprich Potentialteil. Die Losungsmethode ist genau die
gleiche wie oben, nur daf der Diffusion nun eine Driftbewegung iiberlagert ist. Die Simulati-
onsmethode bleibt im wesentlichen auch die gleiche, obwohl bei jedem Zeitschritt F; und F
berechnet werden miissen, um @ und Gp zu erhalten.

Fiir Systeme, die Fermionen bzw. Elektronen beinhalten, stellt sich das Problem der Antisym-
metrie der Wellenfunktion. Das heifit, wenn mehr als ein Elektron im selben Spinzustand ist,
muf die Wellenfunktion irgendwo das Vorzeichen wechseln. Diese Forderung ist unvereinbar mit
der Tatsache, daB8 (3-18) und (3-28) Diffusionsgleichungen darstellen sollen, denn die Dichte der
Zufallslaufer mufl positiv sein. Eine Méoglichkeit unter vielen, das Problem anzugehen, besteht
darin, die Wellenfunktion W zu zwingen, an den Knotenflichen von W7 zu verschwinden, denn
die Verteilungsfunktion f wird immer positiv bleiben, wenn ¥ und W7 zusammen das Vorzeichen
wechseln. Diese Knotenfixierungsmethode ist natiirlich nur eine Variationsmethode, d. h. die er-
haltene Energie ist nur eine obere Schranke fiir die wahre Energie. Die Verwendung mehrer ver-
schiedener Versuchswellenfunktionen W7 kann Aufschluff iiber die Grofle des Fehlers geben, der
durch diese Ndherung entsteht. [90] Aufgrund der obengenannten Einschrinkungen hat die Dif-
fusionsmethode hauptsichlich dort Anwendung gefunden, wo die Kenntnis des Grundzustands
die grofite Rolle spielt, z. B. eine sehr genaue Berechnung des Grundzustands des Wasserstoff-
molekiils [92] und anderer kleiner Molekiile [87, 91, 93, 94] [95, 96, 97] und in Systemen, die nur
aus Bosonen bestehen, z. B. bei der Untersuchung von Clustern des Heliums [98], des Wassers
[99, 100] und bei Untersuchungen von Dreikérpereffekten bei Argon-Wasserstoffluorid-Clustern
[101]. Aus Platzgriinden ist die Angabe einer auch nur annihernd vollstindigen Bibliographie
nicht moglich. In den hier angegebenen Referenzen findet man viele weitere Verweise auf die
vielfdltigen Anwendungsmaoglichkeiten dieser Methode.

3.4 Monte-Carlo-Methoden in der Statistischen Mechanik

Schon bald nach der Entwicklung der Computer im zweiten Weltkrieg wurden sie auch zur Be-
rechnung von ZustandsgroBen in der klassischen statistischen Mechanik eingesetzt. Beeinflufit
von Wiener entwickelten Metropolis, die Rosenbluths und die Tellers einen stochastischen Algo-
rithmus zur Auswertung der hochdimensionalen Integrale, die bei der Berechnung von Zustands-
grofen in einem Vielteilchensystem auftreten [106, 5]. Wihrend in diesem bahnbrechenden und
noch heute oft zitierten Artikel [5] als erste Anwendung ein zweidimensionales Gas aus harten
Kugeln berechnet wurde, findet man heute Anwendungen aus jedem Gebiet der physikalischen
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Chemie bzw. Biochemie. Die Rechenmethoden beschranken sich nicht mehr auf das kanonische
Ensemble bei konstantem Volumen, sondern sind fiir alle Ensembles und Randbedingungen ent-
wickelt worden [107]. Nur die Molekulardynamikmethode hat eine dhnlich breite Anwendung in
der physikalischen Chemie gefunden.

Ein Beispiel ist das kanonische Ensemble wechselwirkender (Gas-)Teilchen in einem festen Vo-
lumen. Den thermodynamischen Erwartungswert einer Observablen O berechnet man aus

N N
il o0 o -
=21l / dp] [ / dr;]Oe~E/ksT (3-35)
e oD i=1 Y7
mit
N o N w 5 Bl
z=TI1[ " apa[I([ " drjeBlio (3-36)
i=1 Y= i=1 Y~
und
N pz
Bi= 277;' =+ Z D(|r; — r]-I) ; (3-37)
i=1 “"" <N

Dabei ist ® das intermolekuiare (effektive) Potential. Es ist nur ein effektives Potential, da
hier lediglich ein 2-Teilchenpotential angenommen wurde und 3-Teilchenpotentiale und héhere
Terme vernachlissigt wurden. Dies fiihrt meist zu einem Fehler von gréenordnungsméflig zehn
Prozent [107]. Eine einfache Parametrisierung eines intermolekularen Potentials ist z. B. das
Lennard-Jones-Potential:

rs(r) = 4d(D)1? - (5)9] . (3-38)

r r

Dabei sind € die Potentialtiefe und o der hard core Radius. Die Impulsintegrationen lassen sich
einfach ausfiihren, und man erhalt

N
1 oo
(0) = 7 II[} dr]Oexp{- >  ®(ri;)/kpT} (3-39)
= i<j<N
mit r;; = |r; — r;| und
N oo
= H[/ dr;]exp {— Z ®(r;)/kBT} . (3-40)
Gl S i<j<N )

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f

' expif=— Zi<j§N ‘ID(”iJ')‘/kBT}
| [/ o dri]exp {~ icj<n ®(rij)/kBT}

kann dazu benutzt werden, um Schitzwerte fiir Observable O zu erhalten, indem man x-Werte
mit der Verteilung f(x) ermittelt und den Durchschnitt der daraus resultierenden O(x) bildet.
Fiir Systeme mit vielen Teilchen — da man sich ja dem thermodynamischen Limes nihern will
- kann die Ermittelung der x-Werte nur mit dem Metropolis-Algorithmus oder Zhnlichen Algo-
rithmen mit Stichprobengewichtung durchgefiihrt werden, da ein einfaches zufilliges Erzeugen
von Konfiguration aufgrund des exponentiellen Abfallverhaltens des Boltzmann-Faktors ineffizi-
ent wire, weil die meisten der erzeugten Konfigurationen keinen Beitrag zum Integral bzw. zur
Summe liefern wiirden.

f(x) = (3-41)
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3.5 Pfad-Integral-Monte-Carlo

3.5.1 Allgemeine Prinzipien
Das Feynmansche Pfadintegral

Um den Zusammenhang zwischen der euklidischen Formulierung des Pfadintegrals und der Zu-
standsumme der statistischen Mechanik zu zeigen, ist es vielleicht vorteilhaft, noch einmal kurz
die Ableitung des Pfadintegrals aus der kanonischen Quantisierung zu wiederholen [105]:

Die Ubergangsamplitude zwischen einem Zustand (z,(t,)| und |z(t)), wobei t, —t, = T lautet

(za(ta)|zs(ts)) = (2o|U(ts, ta)]2s) - (3-42)

Man kann den Zeitentwicklungsoperator in eine grofie Anzahl NV + 1 von Faktoren unterteilen,
die nur auf einen infinitesimalen Zeitabschnitt e =t, — t,_1 = (to — t»)/(N + 1) wirken:

(2a(t)|zo(ts)) = (2a|U o, tn)U (N ENZ1) - - Ultns tazy) .. . Ut2, 82)U(t1, ta)|za) . (3-43)

Nach Einschieben eines vollstindigen Satzes von Operatoren der Form
o0
/ deileseat=1 =1, 4., N (3-44)

erhilt man die Ubergangsamplitude als ein Produkt von N Integralen |

N+1

N e
alta)los(®)y = TLL[ " deal I] @nlta)lon-itn-r)) (3-45)

mit £p = TN 41, Lo = To, by = 11, ta = to. Dabei ist die Ubergangsamplitude fiir infinitesimale
Zeitintervalle (, die mitunter auch als Transfermatrix bezeichnet wird,) gegeben durch

(@n(tn)|Tn-1(tno1)) = (@ale ™ F M za_1) . (3-46)

Fiir einen Hamiltonoperator, dessen kinetischer Teil nur vom Impuls und dessen Potentialteil
nur vom Ort abhingt,
H(p,2) =T +V =p*/2m + V() (3-47)

kann der Zeitentwicklungsoperator

picH/h _ —ie(T+V)/h (3-48)

mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel faktorisiert werden:

e—ir_(T+V)/ﬁ _ e—icV/he—isT/he—ic2R/fi2 (3-49)
R= 10 1) - S0,V 1] - 20, 8.7 + (3-50)
~ 2 h'6 3 3 ‘
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Die Terme hoherer Ordnung in € enthalten héhere Kommutatoren in V und T und wurden hier
vernachlissigt. Wenn man auch die ¢2-Terme weglafit, lassen sich die restlichen Matrixelemente

leicht berechnen:

(enle e 1) = [ dafanle VO o) ale= O (3-51)
d
3 1V (2)/h pn zp(:z: Br— 1)/h —1eT(pn)/h
= [ dafaafemiV@imgy [T In, (352)

[ S explipa(an — 2um) /b ieT(p) + Viza)) /0] . (3-53)

Dabei wurde in der zweiten Zeile verwendet, daf gilt
<l_nle—icV(1‘:)/h|; > (S( ) —1eV( r")/h (3_54)

Letztlich erhdlt man nach Einsetzen der Matrixelemente die Feynmansche Pfadintegralformel

N+l o dpn 'SN/h
bty [ty / iz ] / g (3-55)
mit
N+1
= Z [Pn(zn — Tn1) — €H (pn, z4)] - (3-56)
n=1
Im Kontinuumslimes N — oo, e = (tp —t,)/(N+1) =0 ergibt sich dann
(astalzats) = [ Da / %eisww (3-57)
mit ”
b
Sz f il Biplehe(i))] (3-58)

Die Konvergenz fiir glatte und zeitunabhdngige Potentiale ist eine Konsequenz der Trotterschen
Produktformel:

(e—it‘.//ﬁe—ic'f‘/h)N-{-l = lim e—ie(N+l)(T+V)/h ) (3_59)

N—oo

Eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Trotter-Formel ist die Beschranktheit der
Operatoren nach unten.
Betrachtet man eine Hamiltonfunktion der Form

H(p,z)=p*/2m+V(z), (3-60)
so erhdlt man die gegitterte Wirkung in der Form:

N+1 pg
Z {pn — Tp— l - 6'2? - eV(xn)} . (3—61)

Eine quadratische Ergdnzung im kinetischen Term erlaubt es, die Impulsintegrale mit Hilfe der
['resnelschen bzw. Gauflschen Formel auszufiihren.

N+1 L S
=Y (o - et B Enm i) e ey g

2m € €
=l
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Nun ist ; ( :
Popy L A€ TR e y) gy
/—oo onh P h2m (Pn € )} = V2rhie/m ’ i
da

°® de [a2
o V2T \/_x/

Damit ergibt sich die Feynmansche Pfadintegralformel, die erlaubt, die Ubergangsamplitude als
mit dem Phasenfaktor exp {iSV} gewichtete Summe iiber alle Pfade im Konfigurationsraum
aufzufassen.

fira<0. (3-64)

! oN
(zbis|zata) \/27rfue/m H / \/27rﬁze/m p{ﬁS } (3-65)
N e, m(l Tn— 1)
S — Z[if —€V(z,)] (3-66)
n=1

Im Kontinuumslimes geht die obige Summe in die Lagrangesche Form der Wirkung iiber. Diese
ist ein Funktional von z(¢) und z(t).

Seal= | @tie = dt[?r _V(2)] (3-67)

te 6
(a:btblx ta) /Dxe (eAHR (3-68)

Hierbei ist das Integrationsmafl Dz der Kontinuumslimes von

(3-69)

\/Zﬂhze/m / \/27rhze/m

wihrend es im Fall des Phasenraumpfadintegrals ohne die Wurzelfaktoren vor den dz,,-Integralen
und den extra Wurzelfaktor, der von der zusitzlichen Impulsintegration herriihrt, definiert war.
Fiir die spdtere Verwendung erweist sich die Einfiihrung der sog. quantenmechanischen Zu-
standssumme als niitzlich. Sie ist definiert als die Spur des Zeitentwicklungsoperators:

Zom(ts, ta / g lratnlestel = Tr'(e"(“’_t"))f{/fi = /’Dzeis[l’"}]/ﬁ ’ (3-70)

Dieser Pfadintegralausdruck ist symmetrisch in p und z, und das Pfadmaf Dz steht nun fiir den
Kontinuumslimes des Produkts

(3-71)

N+1
e 1/_ \/27rhze/m

Das euklidische Pfadintegral in der Quantenstatischen Mechanik

Fiir ein System mit fester Teilchenzahl und zeitunabhdngigem Hamilton-Operator, das in Kon-
takt mit einem Reservoir der Temperatur T steht, lassen sich die makroskopischen thermody-
namischen Observablen durch die quantenstatistische Zustandssumme:

Z = Tr(e~H/ksT) ZeEn/kaT (3-72)
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bestimmen. Diese kann man auch als eine auf die imagindre Zeit

th
tb = ta = —m— = —Zh,@ (3—73)

fortgesetzte quantenmechanische Zustandssumme
Zaag= Trie a8 (3-74)

betrachten. Die Spurbildung bedeutet hier in der Ortsraumdarstellung mit der Basis |z) die
Integration iiber die Zeitentwicklungsamplitude iiber einen geschlossenen Weg mit z, =z, = 2z
in der analytisch fortgesetzten (imaginiren) Zeit:

7 = /_OO dl(lle—ﬁHll> = /_'oo d;z;(x tbl.?I ta>ltb—ia=—iﬁﬁ . (3_75)

Man kann nun den Boltzmanfaktor e=?# wieder als ein Produkt von N +1 Faktoren e~<H/h mit
¢ = h/kyT'(N + 1) schreiben und erhilt fiir die Zustandssumme eine dhnliche Pfadintegraldar-

stellung wie fiir die quantenmechanische Zustandssumme:
N+1 L . X
7=1L1[ _da en sl e e B M) . (erle B ey . (376

Genau wie im quantenmechanischen Fall gilt auch hier

A o
(oaleT B f B pmlenmnen it ssonemnll, (3-77)

nur daf} der Faktor ¢ vor der Hamiltonfunktion fehlt. Das oi)ige Produkt sieht dann folgender-
maflen aus:

N dpn o—SH /A
7 = dey, LS =
H / 3 / e (3-78)
mit
N+1 :
S]EV = Z [_ipn(l'n - J:n-—l) +- EH(p‘nv IIIn)] . (3'79)
n=l

Im Kontinuumlimes N — oo, ¢ — 0 erhilt man wieder

Z = / Da / %e-sﬂwl/ﬁ (3-80)
mit -
Sp = /0 dr[—ip(t)z(r) + H(p(7),2(7))] . (3-81)

Sk steht fiir euklidische Wirkung, da die Pfade im Phasenraum in der imaginiren Zeit 7 = it
verlaufen.
Zur Bestimmung lokaler thermodynamischer Observablen benutzt man die sog. Dichtematrix

p(2s,2a) = 27 aale™ " |za) | (3-82)
deren Diagonalelemente die Teilchendichte p(z,) enthalten.

pza) = 27N zale ™ |2,) (3-83)
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Der Faktor Z~! normiert das Raumintegral iiber p auf 1. Durch Einschieben eines vollstindigen
Satzes von Eigenfunktionen v, (z ) des Hamilton-Operators erhdlt man die sog. Spektralzerlegung

len )|%e "’E"/Ze‘”E" : (3-84)

p(z,) ist die mittlere normierte Teitchendichte in Abhiingigkeit von der Temperatur, da |, (z,)|?
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Systems in den Eigenzustinden |n) im Konfigurationsraum
und e=PEn /57 e=FFn die normierte Wahrscheinlichkeit angibt, mit der das System im Zustand
|n) gefunden werden kann.

Im Limes T — 0 bleibt nur der Grundzustand iibrig, und man erhilt aus p die Wahrscheinlich-
keitsverteilung im Grundzustand. v

In Analogie zur Quantenmechanik kann auch in der Quantenstatistik einen 'Zeitentwicklungs-

operator’ in der imaginédren Zeit eingefiihrt werden:
Up = e~ (ro=7a)H/A . (385)
mit den lokalen Matrixelementen in imagindrer oder euklidischer Zeit 7 = it
(zoTh|2zaTa) = (o] Ug (15, Ta)|2a) - (3-86)

Die Zustandssumme ergibt sich durch Integration iiber die Diagonalelemente
Z :/ dz(zhp|z0) = Tr(e_(T""T“))H/hlgﬁ. (3-87)

Die Dichtematrix ergibt sich nach Division durch den Normierungsfaktor Z.

Eine Pfadintegraldarstellung fiir die Dichtematrix erhdlt man mit den gleichen technischen Ar-
gumenten wie im Fall der quantenmechanischen Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude. Mit
einer Gitterung der euklidischen Zeit:

N o ]\/"-{-1 00 dpn gN/}-
(2pTh|TaTs) ~ J‘:‘[l[/—w dz,] nl;[l [/—ﬁ0 m]e g (3-88)
mit
N+1
SE = Y [~iPalzn — 2uo1) + €H(pn, z4)] - (3-89)
n=1

Im Kontinuumslimes ergibt sich - wie im quantenmechanischen Fall- wieder

Ddp, _s. 12 ,
(Enilzare) = /D / MI; Selpel/h (3-90)

Betrachtet man wieder eine Hamiltonfunktion der Standardform
H(p,z) = p*/2m+ V(z) ‘ (3-91)

so kann man die Impulse ebenso mit Hilfe einer quadratischen Ergdnzung ausintegrieren und
erhilt die euklidische Form des Ortsraumpfadintegrals.

hi3
(@nlza) = [Drexp{-3 [ dr[F 6,07 + V(@) (3-92)
N+1

23 (11,1 m ( Ln 1)2 )
- ——— — V{(z,
V2 hf/m H \/27rhe/m iER 1 (”2:1 (=]}

X
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Im Kontinuumslimes findet man fiir die quantenstatistische Zustandssumme
Z = / Dze~Selodl/h : (3-93)
Dabei steht Sg fiir die euklidische Form der Lagrangeschen Wirkung;:
: b : io m . o
Sgle, ] = / drlgle &) = / dr[?x - V(z)] . (3-94)
Ta Ta »

Hierbei ist das Integrationsmafl Dz der Kontinuumslimes von

(3-95)

nl;[l [/_\J \/27rhe/m] '

Wegen der Spurbildung iiber x féllt der Vorfaktor —2—\/-——;———7-— weg.

Importance Sampling

Die Monte-Carlo-Methode wird gerne dann verwendet, wenn es gilt, hochdimensionale Integrale
zu berechnen, bei denen Methoden, die ein Netz von Stiitzstellen, d. h. eine feste Anzahl von
Stiitzstellen in jeder Richtung, verwenden, astronomisch lange Rechenzeiten erfordern wiirden.
Als Beispiel sei das Pfadintegral gewihlt. Man approximiert das Integral [ f(x)Dx durch ei-
ne Summe mit endlich vielen Termen ), f(x,)Ax,. Wenn allerdings, wie in diesem Fall, der
Integrand f(x) = exp —S(x) iiber viele Gréflenordnungen variiert, selbst fiir nicht allzugrofle
Zeitintervalle T, wird eine einfache Monte-Carlo-Methode, die nur Stichproben an den zufillig
ausgewihlten Stitzpunkten x, entnimmt, um aus dem Mittelwert den Wert des Integrals zu be-
stimmen, immer noch astronomisch lange Rechenzeiten brauchen, um den statistischen Fehler
soweit zu driicken, dafl das Ergebnis einen praktischen Wert hat. Der Grund ist einfach der, daf§
die meisten Terme, die an den Stiitzstellen berechnet werden, wegen der exponentiellen Unter-
driickung so klein sind, daf sie zum Integral bzw. der Summe praktisch nichts beitragen.
Die von Metropolis und anderen [5] eingefiihrte Monte-Carlo-Methode basiert dagegen auf der
Idee des importance sampling, d. h. der Stichprobenentnahme mit Gewichtung [108]. Dabei wer-
den die Stiitzstellenpunkte nicht vollkommen wahllos gesetzt, sondern sind in den Regionen des
Konfigurationsraumes konzentriert, die den dominanten Beitrag zum Wert des Integrals liefern
werden. Analog zur statistischen Mechanik wéhlt man x,, die entsprechend der Boltzmannver-
teilung

Péi(x,)Dx = exp (—S(x,))Dx

J Dxexp (—5(x,))

verteilt sind. Dann wird die MC-Abschétzung A fiir die GroBe (A) einfach das arithmetische
Mittel

(3-96)

) 1 M
A== Ax,), (3-97)
M
v=1
wobei M die Gesamtzahl der in der Monte-Carlo-Rechnung generierten unabhingigen Stich-
proben. d. h. verschiedenen Konfigurationen, ist. Man kann das importance sampling dadurch
realisieren, indem man einen Markov-Prozef benutzt, um die M Konfigurationen {x,} zu erzeu-

gen. Dieser Prozef} ist so konstruiert, daff im Limes M gegen Unendlich die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens einer Konfiguration x,, in der Markovkette durch die erste Gleichung (3-96) gegeben
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ist. Im folgenden werden die grundlegenden Eigenschaften von Markovprozessen kurz darge-
stellt, sofern sie zum Verstindnis des Metropolis-Algorithmus wichtig sind. Ein Markovproze§
kann durch eine N x N Matrix W (N < oo) mit Eintréigen Wi]-/ > 0, die die Bedingung

YW el (3-98)
il

fiir alle i erfiillen, beschrieben werden. Wir unterdriicken im folgenden die Fettdruckschreibweise
fiir den Konfigurationsvektor x. Die W;; sollen die Wahrscheinlichkeit darstellen, daB ein Sy-
stem, das gegenwiirtig im Zustand s; ist, einen Ubergang zu einem Zustand s; macht, und zwar
in einem sog. Markovschritt, den man sich als einen elementaren Zeitschritt vorstellen kann.
Dabei bezeichnen die Indizes i und j die méglichen Konfigurationen des Systems. Man kann
diesg Definition erweitern, um auch kontinuierliche Zustandsriume zu erfassen, indem man ei-
ne Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte W (z,2’) fiir den Ubergang = — 2’ definiert, die den
Bedingungen
W(z,2') >0 (3-99)

und
/ dn' Wiz, o) =1 (fir alle x) (3-100)

geniigt. In einem Zweischrittprozef von z nach z’ (oder von s; nach s;) mufl das System einen
Zwischenzustand z; passieren. Die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von z nach 2’ in zwei
Schritten in einer Markovkette ist gegeben durch

W@ (z,¢') = /d:cﬂV(x,zl)IfV(xl,z') ] (3-101)

Fiir ein diskretes System entspriche dies einer Matrixmultiplikation. Ahnlich gilt fiir den n-
Schrittprozef

w(z,2') = /d:cl.../dwn_1W(x,x1)W(zl,x2)...W(xn_l,x') (3-102)

. /d:caI/V("_l)(x‘.ra)W(za,J:’) .

Das Langzeitverhalten des Systems kann man ermitteln, indem man die Eigenschaften von wir)
im Limes n — oo ermittelt. Mit den oben definierten Eigenschaften der "Ubergangsmatrix’ kann

gezeigt werden, daf :
lim W (z,2") = P*(2') , (3-103)

n—oo

fiir alle x. Im Limes groBer n ist die Ubergangswahrscheinlichkeitsfunktion unabhéngig von der
Anfangskonfiguration und durch P*(z) gegeben. Wenn man in 3-103 den Limes n — oo nimmt,
wird ersichtlich, dal P*(z) stationir ist in dem Sinne, daf:

P*(z') = /dmaP*(n;a)W(ma,z') : (3-104)

Mit anderen Worten, P* ist ein Linkseigenvektor von W mit dem Eigenwert eins. Aus dem
Vergleich mit (3-99) und (3-100) sieht man auch, daB P*(z) die Anforderungen, die an eine
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion gestellt werden, erfiillt :

P{e) 200 (Fisalle x} (3-105)
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und
/(l:};'P*(m/) el o s (3-106)

Es ist einfach zu zeigen, dal P* eindeutig bestimmt ist. Sei P eine andere Wahrscheinlichkeits-
dichte, die die obigen Bedingungen erfiillt. Dann gilt

Bie') = / P P st} < (3-107)

Wenn obige Gleichung n mal iteriert wird, erhédlt man

P(z') = / 20 P(20) W™ (22, 2") . (3-108)
Im Limes n — oo findet man
P(a') = lim dzoP(zo)W™ (24, 2") (3-109)
= /d:z:aP(xa)P*(x’)

= P*(2'y fiir alle &’ .

Daher ist P* ein eindeutig bestimmter Fixpunkt des Markov-Prozesses im Limes unendlich
langer Kettenlinge. Letztlich kann man die Bedingungen, die W(z, 2’) erfiillen muf, wie folgt
zusammenfassen:

W(z,z") >0 (wenn P(z) >0 und P(z') >0), (3-110)
/d$/W($‘,$I) =1, (3-111)
P(z) = /deeq(x)W(a:,a:') , (3-112)

wobei P die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, mit der die Stichproben bei der Umwandlung des
Integrals in eine Summe gewichtet werden sollen. Eine einfache Méglichkeit, die obigen Bedin-

gungen zu erfiillen, ist sich auf die Erfiillung der Bedingung des detaillierten Gleichgewichts zu
beschranken:

Wix,x) | P{x')

W) o Poex) &)
P ist ein Eigenvektor von W, da gilt
Ps!) = / dz P ()W (2, z') (3-114)
Pei(z!)
. eq /
= /da:P (z)W(z', z) Pea(a)
gt /diV(m’,m)Pe”(z’)

= RS

Die vorletzte Gleichung (3-113) legt W (z,z') immer noch nicht eindeutig fest. Es gibt verschie-
dene Wege, von einer Konfiguration zur néchsten zu gehen. In dieser Arbeit werden konsekutiv
die Konfigurationsvariablen jeweils eines Zeitpunktes im Zeitgitter verindert. Also ist W in die-
sem Fall eine Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit W;. Die detailed balance-Bedingung ist in
diesem Fall sehr einfach. Wenn man den 'Boltzmann-Faktor’ vom Anfang dieses Unterkapitels
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fiir P°? einsetzt und alle Variablen auBer denen auf der Zeitscheibe j, die hier kollektiv mit z;
bezeichnet werden, festhilt, findet 'man

W(x,x] e~ 5(=)
WS(X,,X) — e_S(xJ) 3 (3"115)

wobei S(z;) der Teil der Wirkung ist, der nur von z; und seinen niichsten Nachbarn (in der
Zeit) abhangt. Der Markov-Proze ist dadurch definiert, daB man sukzessive alle Variablen
des Zeitgitters sehr oft besucht, wobei besuchen die Anwendung von W(z — z’) auf einen
bestimmten Zeitpunkt des Zeitgitters meint. Einen Durchgang durch das ganze (Zeit-)Gitter
bezeichnet man als eine Monte-Carlo-Iteration oder auch sweep. Wenn alle Variablen des Gitters

- besucht wurden, geht man zur néchsten Iteration iiber. Die Matrix, die den Monte-Carlo-ProzeB

fiir eine Iteration definiert, ist gegeben durch:
I'V(N) — Ws(l'ﬁ\p -T‘/\])W'S(J;f’v_l,llj\"_l) aie . I/Vs("l'/2~ 322)1/‘/'5(1'/1,131) 3 (3—116)

W, (2}, z;) ~ e~5() (3-117)

Der Metropolis-Algorithmus

Die historisch erste und auch heute noch weit verbreitete Methode, die detailed Balance Bedin-
gung zu erfiillen, wurde von Metropolis u.a. eingefiihrt [106, 5]. Die einfachste Form fiir W, ist
gegeben durch
1 .
Wilzj.2;) = m(l -O(S(x;) — S(z3)) + exp (—AS(z}, 2;))0(S(z}) — S(z;)) (3-118)

+ [ de'(1 = exp (~AS(2),2,))B(S (&) - 5(2,)8(25 - 3,))

wobei AS(z/,z) = S(2') — S(z) und Ny das Volumen der Konfigurationsmannigfaltigkeit ist.
Eine algorithmische Beschreibung der obigen Formel kénnte folgendermafen lauten: Man beginnt
mit einem willkiirlich gewdhlten neuen Wert 2 mit gleichverteilter Wahrscheinlichkeitsdichte.
Dieser Wert wird als Ersatz fiir z; “vorgeschlagen’. Wenn sich durch die Ersetzung von z; durch
1:3 die Wirkung verringert, wird der Vorschlag akzeptiert d. h. die Variable zur Zeit j auf den
neuen Wert z; gesetzt. Wenn AS > 0 ist, wird eine Zufallszahl p mit einer gleichverteilten
Wahrscheinlichkeitsdichte zwischen 0 und 1 generiert, und die Variable wird nur auf den Wert
¢’ gesetzt, wenn exp (—=AS) > p. Andernfalls behilt die Gittervariable ihren fritheren Wert
z;. Danach geht man zum néchsten Gitterort und/oder neuen Zeitscheibe iiber. Diese 'néchste’
Zeitscheibe mufl nicht unbedingt die benachbarte sein, sondern kann willkiirlich gewdhlt oder
jeweils die iiberndchste sein, was sich bei einer vektorisierten Implementierung des Algorithmus
als niitzlich erweist, da so Abhdngigkeiten, die durch die Tatsache enstehen, dafl der kinetische
Teil der Wirkung nichtlokal ist, vermieden werden kénnen. Man teilt also das Zeitgitter in gerade
und ungerade Zeitebenen und besucht abwechselnd nur die geraden oder ungeraden bei einem
Durchgang. (Der Algorithmus wird gern Rot-Schwarz genannt.) Man sieht leicht, daf} der obige
Metropolis-Algorithmus die Bedingung des detailierten Gleichgewichts erfiillt. Falls z und z’
so gewidhlt sind, da S(z') < S(z) ist, gilt W,(z,2z") = 1 und W,(z',z) = exp(—-AS(z,z')).
Umgekehrt gilt, wenn S(z’) > S(z). Ws(z,2') = exp (—AS(z',z) und Wi(a',z) =1 .

Fiir die spitere Diskussion ist es vorteilhaft, die Ubergangswahrscheinlichkeit(-sdichte) W (z, 2’)
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in eine "a priori’ Vorschlags-Verteilung(-sdichte) T'(z, z’) und eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit(-
sdichte) A(z,2’) aufzuteilen,

W(z,z') = T(z,z')A(z,2') . (3-119)
Im allgemeinen Fall ergibt sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit A(z,z’) zu

T, )P (")

T(w,2)Pi(z) ) S

A(z,2") = man[l,
In der einfachsten Methode wird T'(z, 2’) so gewihlt, dafl das neue 2’ mit konstanter Wahrschein-
lichkeit innerhalb eines Wiirfels mit der Seitenlinge s (der sog. 'Schrittweite’) liegt. In diesem
Fall ist T'(z,2') = T(2',2), da s in beiden Fillen gleich ist und somit die Wahrscheinlichkeit
von einem gegebenen x nach x’ zu gelangen genauso grof ist, wie die Wahrscheinlichkeit von x’
wieder nach x zu gelangen. Die obige Gleichung vereinfacht sich zu

Pei(a")
Prifa)

A(z,z") = min[l, i4 (3-121)

Fiir nichttriviale Ubergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich fiir die Bedingung des detailierten

Gleichgewichts '
Wize- T, 2P 2').
Wie', 2} Pz, ) Pe(z)

Wenn man fiir eine gegebene Ubergangsregel die Nachbarschaft N(z) eines Punktes im Zu-
standsraums definiert als die Menge der Zustinde x’, die man in einem Schritt erreichen kann,
sieht man sofort, dafl diese Nachbarschaft reflexiv sein muf. Das heifit, wenn x’ in der Nach-
barschaft von x ist, ist x auch in der Nachbarschaft von x’. Andernfalls wire die Bedingung des
detailierten Gleichgewichts nicht mehr zu erfiillen.

(3-122)

Berechnung der Grundzustandsenergie

Die Berechnung der Grundzustandsenergie eines Systems mit der Pfadintegralmethode erweist
sich als schwieriger als erwartet [111, 110]. Zwar ist es im Prinzip einfach, den niedrigsten
Energieeigenwert aus

Eo = (H)= lim [Tr(e”HT/"H) /Tre=HT/M (3-123)
—00
= " g T0. —————InZ
T—)f\ T ()( )
_ -1 9 S[=/h
*YIL»;TZ) ln/De

zu berechnen, aber der geschwindigkeitsabhdngige Teil der Wirkung divergiert in der diskre-
tisierten Form der obigen Gleichung mit verschwindendem Zeitschritt e. Wihrend der Erwar-
tungswert des Potentialteils des Hamiltonian einfach als Mittelwert der Stichproben (Anzahl der
Stichproben sei K) des fiir jede Stichprobenkonfiguration iiber die Zeit gemittelten Potentials
(N Zeitscheiben) genommen werden kann, da das Potential eine ’lokale’ Grofle in der imaginiren
Zeit ist, deren Kontinuumslimes ¢ — () problemlos ist,

W, e==3Vv;, (3-124)
k=1 =1
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ist die kinetische Energie nichtlokal in der imaginiren Zeit und fluktuiert mit kleiner werdendem
Zeitschritt
(i = zi-1)?

1
(Buin) = (5 —m—— 53

wobei die Erwartungswertklammern auf der rechten Seite der Gleichung Mittelung iiber die
Stichprobe und die imaginire Zeit bedeuten. Der obige Ausdruck fiir die kinetische Energie ist
Teil des sog. Barker-Schitzers fiir die Gesamtenergie fiir ein Teilchen in einer Dimension [112].
(Die Verallgemeinerung im Fall mehrerer Teilchen und Dimensionen ist trivial.) Eine andere
Form des Barker-Schitzers ist

) (3-125)

N mN & PR
T T - —_ Vv ) 18 3-12
0= 53 2h252;( 1) +N; (z:) (3-126)
In der obigen Formel wurde die thermodynamische Sprechweise gewihlt. Dabei ist 3 = 1/kgT.
Hier ist 7' die Temperatur einer klassischen statistischen Zustandssumme. Dies darf man nicht
verwechseln mit der Zeitausdehnung 7" des Zeitgitters in der dquivalenten quantenmechanischen
Zustandssumme, die hier [ entspricht.
Ein anderer oft verwendeter Schitzer umgeht die Probleme mit dem Term fiir die kinetische
Energie, indem das Virialtheorem verwendet wird, um den Erwartungswert der kinetische Ener-
gie durch den Erwartungswert der potentiellen Energie auszudriicken:
PR W
§m<z )= §m(z -Vi(z)) . (3-127)
Entsprechend ergibt sich der sog. Virialschitzer zu

1 N

by = T Z 01:, + N;V(aci) . (3-128)

Beide Schitzer ergeben im Limes einer groflen Anzahl von Konfigurationen den gleichen Wert.
Sie unterscheiden sich aber in der Grofe ihrer Varianz. Herman et al. behaupteten [111], der
Virialschidtzer wire ziemlich unabhingig von der Zahl der Diskretisierungspunkte N, wihrend
die Varianz des Barker-Schdtzers linear mit N zundhme. Dies fiihrte zu einer Empfehlung des
Virialschdtzers. Andererseits zeigten Giasanti und Jacucci [113], das die Korrelationslinge des
Virialschétzers schneller als linear mit N wichst, wahrend diejenige des Barker-Schétzers nur
schwach mit N ansteigt, so dafl in realistischen Simulationen, bei denen auch die Autokorrela-
tion der einzelnen erzeugten Konfigurationen eine Rolle spielt, der Virialschdtzer dem Barker-
Schitzer keineswegs iiberlegen wire. SchlieBlich stellten Cao und Berne [114] fest, dafl die Genau-
igkeit der beiden Schitzer stark von der Art des verwendeten Monte-Carlo-Algorithmus abhéngt.
Weiterhin behaupteten sie, dafl bei Verwendung optimaler Methoden der Virialschétzer geeig-
neter als der Barker-Schitzer wire. Um das Mafl der Verwirrung voll zu machen, wiederholten
Fernandes et al. diese Untersuchung fiir die Modellsysteme des harmonischen Oszillators, des
asymmetrischen double-well-Potentials und des Morse-Oszillators fiir verschiedene 3-Werte und
verschiedene Werte der jeweiligen Potentialgradienten. Dabei wurden zwei verschiedene, fortge-
schrittenere Monte-Carlo-Algorithmen verwendet: Der einfache Metropolisalgorithmus mit pe-
riodischen Translationen der ganzen Konfiguration und das sog. Normalmoden-Verfahren. Die
Varianz wurde unter Einbeziehung der Autokorrelationslinge in die Berechnung der ’'naiven’
Varianz, d. h. der Varianz, die man unter der Annahme vollstindig unabhéngiger Stichproben
errechnet, bestimmt. Fiir beide MC-Verfahren wurde gefunden, dafl der Barker-Schdtzer sich
mehr fiir Systeme mit niedriger Temperatur und groBem Potentialgradienten eignet, in denen
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Quanteneffekte eine gréBere Rolle spielen, wihrend der Virialschédtzer besser dort zum Einsatz
kommen sollte, wo Quanteneffekte keine so grofie Rolle spielen, also bei hoher Temperatur und
kleinen Potentialgradienten.

Einschrinkend muB man sagen, daB in der obengenannten Studie nur eine Diskretisierung mit
25 Zeitscheiben vorgenommen wurde, so dafl Fehler durch endlichen Zeitschritt, die insbeson-
dere fiir Systeme mit grofen Potentialgradienten wichtig werden,- siehe das Unterkapitel iiber
endliche Zeitschrittfehler — spiirbar werden sollten. Denn variiert man bei fester Anzahl N von
Zeitscheiben [, so dndert sich auch gleichzeitig die Grofle des Zeitschritts €. Zwar haben Fern-
andez [110] et al. fiir den Morse-Oszillator 250 Zeitscheiben verwendet und behaupten, daf ihre
Ergenisse sich nicht dnderten, doch wire die Problematik es wert, diese Untersuchung fiir grofle
N und konstanten Zeitschritt, bzw. mit einer Zeitschrittkorrektur zu wiederholen.

Angeregte Zustande

Wihrend die Berechnung des ersten angeregten Zustands iiber dem Grundzustand aus dem Ab-
klingen der Korrelationsfunktionen relativ einfach zu bewerkstelligen ist, auch wenn das Signal
mit zunehmendem Abstand eine immer groflere Varianz aufweist und bald darauf 'im Rauschen
versinkt’, ist die Berechnung héherer angeregter Zustdnde aus demselben Grund schwierig, da
die Beitrdge zur Korrelationsfunktion exponentiell mit der Energiedifferenz abklingen. Man kann
also nur fiir kleine Zeitabstinde einen Beitrag erwarten, der dann nur einer unter vielen ist. Da
ein Multiexponential-fit schwierig, d. h. numerisch instabil ist, werden andere Verfahren zur
Berechnung der angeregten Zustdnde untersucht. Eins davon besteht darin, das Abfallverhalten
einer Korrelations-matriz zu untersuchen [115, 116]:

Cij(r) = (07 (1)0;(0)) — (07 (7)){0;(0)) - (3-129)

Diese besteht aus allen moglichen Kombinationen von N geeignet gewahlten Observablen O;,
die die gleichen Symmetrieeigenschaften haben, d. h. sich als Projektoren auf einen bestimmten
Teil des Spektrums eignen.

Im Limes grofler imagindrer Zeit 7 hat die Spektralzerlegung der Korrelationsmatrix die Form:

Cij(r) = Y e 7(AE)(0]03(0)]a)(al0;(0) 0) , (3-130)

=1

wobei AF, die Energiedifferenzen des Systems sind. Die Observablen O miissen so gewihlt
sein, dafl die N-Komponentenvektoren v{ = (a|0;(0)|0) (a = 1,..., N) linear unabhingig sind
und sowohl den Beitrag der ersten N angeregten Zustinde maximieren als auch den Einflufl
der hoheren angeregten Zustinde auf die Korrelationsmatrix minimieren. Dazu mufl die Zahl
der unabhéngigen Operatoren grofier-gleich N sein. In der Praxis ist es vorteilhaft, die Zahl der
unabhingigen Operatoren r groBer als N zu wihlen, um dem Einflul der statistischen Fluktua-
tionen in der Korrelationsmatrix zu begegnen. Im Prinzip gilt fiir 7 — oo:

A7) = pge T ok (SR E] (3-131)

wobei AAFE, der Abstand zwischen AFE, und den anderen Spektralwerten AFEp ist. Es wurde
angenommen, dafl die Eigenwerte der Korrelationsmatrix C'(7) so angeordnet sind, daf \; >
Ay > ... 2 A, Leider kann C'(7) gewdhnlich fiir groBe 7 nicht sehr genau bestimmt werden, so
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daB der Fehlerterm in der obigen Gleichung nicht vernachlissigbar ist.
Eine bessere Methode ist es, von einem generalisierten Eigenwertproblem

C(m)u= A(r,70)C(70)u (3-132)
zu starten, wobei 7y fest gewdhlt und klein ist. Dabei berechnet man
A(r, 0) & C(10)H2C (1) C (10) 712 (3-133)
und bestimmt AF, aus
AE, = In (—2e{.0) (3-134)

(/\o (T e TO)

wobei man 7 so grofl wie moglich wihlt und 7o klein ist.

Korrelationsfunktion und mass gap

Mit der obigen Methode fiir angeregte Zustdnde ist man wieder — wie bei der Variationsmethode
— darauf angewiesen, eine moglichst grofie Basis fiir einen Zustand bestimmter Symmetrie zu
suchen.

Wenn man nur an dem mass gap interessiert ist, kann man sich, wie oben erwidhnt, darauf be-
schranken, das Abfallverhalten einer Korrelationsfunktion zu bestimmen [109]:

Wie im Unterkapitel iiber Korrelationsfunktionen auf einen endlichen Gitter noch genauer aus-
gefiihrt wird, erhdlt man den mass gap in euklidischer Feldtheorie mit Hilfe der Gleichung

Colt)
—_— . ‘ _1
C——o(t 5) exp(—mét) (3-135)
Dabei ist C'n(t) die verbundene Korrelationsfunktion.

Co(t) = (0]0(0)O(1)|0), (3-136)
= (0]0(0)O(1)[0) — (0|0(0)[0)(0]O(t)]0) -

Der Vakuumerwartungswert eines Operators O (0|0|0) wird mit Hilfe des euklidischen Pfadin-
tegrals berechnet: ~

0l0j0) = Z-l/moexp(-sE) (3-137)
Z = /Dxexp(—SE). (3-138)

Dabei ist Sg die euklidische Wirkung, die durch analytische Fortsetzung in der Zeit ¢t — it
erhalten wird. In diskretisierter Form schreiben sich die obigen Gleichungen wie folgt:

/Dr = ]lm/dl‘l /dr /dzlﬂ /d:rN 1 (3-139)
e—0

5p = 3 e n) | (V) + V),

=0
In dieser Notation bedeutet z; = z(t;), da die Zeit wie folgt diskretisiert wurde:
I =dgns iNe= T (3-140)

i1 =t = €-
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Bei der Grenzwertbildung lim ¢ — 0 muB8 N entsprechend erhéht werden, um T konstant zu
halten. Erst danach li8t man T gegen Unendlich gehen, um den Vakuumerwartungswert zu
erhalten.

Bei einer numerischen Auswertung des Pfadintegrals miissen ¢ und T natiirlich ungleich Null
bzw. endlich bleiben. Man wahlt meist periodische Randbedingungen in der Zeit, d.h. z¢ = z7.
Wenn E; einen typischen Energieeigenwert des Systems bezeichnet, sollte fiir € und T gelten

1 1
— E; - -141
T <L B K E (3 )

Wihrend die erste Bedingung fiir die Berechnungen in dieser Arbeit gut erfiillt ist, trifft man
bald auf das Phidnomen des sog. critical slowing down, wenn man versucht, den Zeitschritt
wesentlich kleiner als 0.1 zu machen. (Siehe das Unterkapitel iiber den Metropolis-Algorithmus.)
Die systematischen Fehler, die durch den endlichen Zeitschritt und die endliche Zeitausdehnung

hervorgerufen werden, werden in dem Unterkapitel iiber die Korrelationsfunktionen mit Hilfe
des Transfermatrixformalismus genauer dargestellt.

Messoperatoren

Aus den Eigenschaften des in dieser Arbeit behandelten Systems ergeben sich Forderungen an
die Operatoren, mit denen die mass gaps "gemessen” werden [40]:

Die Operatoren, die in den Matrixelementen (0|O,|n) auf den Zustand [n) mit den jeweiligen
Quantenzahlen, die hier summarisch mit n abgekiirzt wurden, projizieren, miissen eichinvariant
unter der verbleibenden globalen Eichtransformation der mit L skalierten Felder ¢? sein. Unter
dieser globalen, zeitunabhéngigen Eichtransformation g transformieren sich die ¢? wie folgt:

(i) =geg™" . .. (3-142)

Die Operatoren O, kénnen z. B. dadurch eichinvariant gemacht werden, da§ man sie als Spuren
iiber Produkte von ¢; = c?A® wéhlt. Also

On

Tr{le:Ple;)?...) (3-143)
Tr(geig~'geig™"..)
= Tr{eic;...)

wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter der Spur. Da die Rotationssymmetrie des Systems
nur im Limes unendlichen Volumens wiederhergestellt wird, wenn die Torustopologie keine Rolle
mehr spielt, wihrend es im Fall endlichen Volumens nur noch invariant unter den Operationen
der Oktaeder-(Wiirfel-)gruppe ist, lassen sich die Zustéinde n nur nach den irreduziblen Darstel-
lungen der Wiirfelgruppe klassifizieren. Auflerdem nach der Paritit ¢; — —¢; und im Fall der
SU(3) der sog. C-Paritdt ¢; — —{e;}*. Da die Wiirfelgruppe eine Untergruppe der Rotations-
gruppe ist, sind irreduzible Darstellungen der Rotationsgruppe, die nach dem Spin [ klassifiziert
werden, zwar auch Darstellungen der Wiirfelgruppe, aber im allgemeinen nicht mehr irreduzibel.
Die folgende Tabelle zeigt die Aufspaltung der Spin-Irreps in die irreduziblen Darstellungen der
Wiirfelgruppe:
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Spin —wrrep | Dim. | Irreps der Oktaedergruppe Dim.
0 1 Ay 1
1 3 T 3
2 5 EdT, 263
3 T AQ@T]@TZ | 1@3@3
4 9 APERT 0T, 1620363

Tabelle 3.1: Die irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe zu einem bestimmten Drehimpuls
und ihre Aufspaltungen in die irreduziblen Darstellungen der Wiirfelgruppe

3.5.2 Systematische Fehler
Fehler durch endlichen Zeitschritt

Da man den Zeitschritt in einer numerischen Simulation nicht gegen Null gehen lassen kann,
und man zusitzlich bei einem lokalen Algorithmus wie dem Metropolis-Algorithmus schnell
durch das Phénomen des critical slowing down an die Grenzen der Rechnerkapazitit stoBt,
sucht man nach nichtlokalen updating-Algorithmen wie z.B. Mehrgitterverfahren [118, 119, 120]
und /oder versucht, den Einflufl des endlichen Zeitschritts durch Korrekturterme in der Wirkung
zu verkleinern [121, 122].

Die Herleitung des Pfadintegrals aus der kanonischen Formulierung der Quantenmechanik basiert
auf der sog. Trotterformel '

exp(-B(T +V) = lvlgnw(exp(—ﬁT/N)exp(—ﬂV/N))N : (3-144)

wobei in diesem Fall 3/N = ¢/h ist, T fiir die kinetische Energie steht (nicht fiir die Zeitaus-
dehnung des Gitters) und V fiir die potentielle Energie. (¢ bezeichnet den Zeitschritt.)
Fiir relativ kleine N stellt die obige Formel moglicherweise keine hinreichend gute Néaherung
dar, da typischerweise der Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen 7' = p?/2m nicht mit dem
Potentialterm V' kommutiert.
Unter Verwendung der Baker-Campell-Hausdorff-Formel fiir die Exponentialentwicklung zweier
nichtkommutierender Exponenten erhilt man nach einigen Umformungen den ersten Korrektur-
term, indem man V(x) durch

1 h? € 2 2

Vi(x)+ ﬂﬁ(ﬁ) (VV(x))

(3-145)
ersetzt.

Bei einem komplizierten Potentialterm erhéht dieser Zusatzterm die Komplexitédt des Potenti-
als und damit die Rechenzeit zur Auswertung der Wirkungsdifferenz im Bewertungsschritt des
Metropolis-Algorithmus.Da die Autokorrelationszeit im Fall des critical slowing down mit 1/€?
anwiichst, konnte es sich aber als praktisch erweisen, den durch den endlichen Zeitschritt her-
vorgerufen systematischen Fehler durch diesen Korrekturterm zu verkleinern, als durch direkte

Verringerung von €.

Fehler durch endliche Gittergrofle

Sei 7 die Transfermatrix [41]. Sie hingt natiirlich nicht von der L;-Ausdehnung des Zeitgitters
ab und ist positiv definit. (Die Ausdehnung des Zeitgitters wird hier mit L; bezeichnet und nicht
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etwa mit T, um jede Verwechselung mit der Bezeichnung fiir die Transfermatrix auszuschlielen.)
Der Vakuumzustand wird durch |O) bezeichnet. Man definiert Eigenzustinde und Eigenwerte
mit Hilfe von

Tln) = Auln) -~ (3-146)

mit A, = exp —(my), Ant1 < An, 7 > 0. Man betrachte den Erwartungswert eines eichinvarian-
ten Operators O, der lokal in der Zeit ist. Auf einem Gitter mit endlichem L, gilt

Z = Tr(TH) = Zexp —m,L (3-147)
= 1+O(exp(—m1Lt))

und
{0} & ‘Z n|O|nYexp(—my,L;) . (3-148)

Die Standardmethode zur numerischen Berechnung des Massenspektrums ist die Analyse der
Korrelationsfunktionen von eichinvarianten hermitischen Operatoren.

Definiere

chp, (t) = exp (—mt) + exp (—m(L; — t)) . (3-149)
Die verbundenen Korrelationsfunktionen fiir den Operator O sind definiert durch

Colt) = (O)O()), ‘ (3-150)

= (0(0)0(t)) - (0(0))(O()) ,

wobei t = 0,1,2, ..., L; — 1 der Abstand in der (diskreten) Zeit ist. Die Positivitit der Transfer-
matrix impliziert Co(t) > 0. Die implizite Gleichung

Co(t) _ chp(t)
Colt—1) ... chn(t~1) Lol

definiert m(t), die sog. effektive Masse bei der Entfernung ¢. D1e Gleichung
0)|n) = Zc”| ) clreell, ¢ =c (3-152)

impliziert, daf die Korrelationsfunktionen durch folgende Formel gegeben sind:

(00)0@r)) = z 'Tr(OTOTH Y (3-153)
= W Z(n[@’f‘(ﬂn) exp (—m(L; — t))

= z1 Z Z 2 exp ( —mgt)exp (—m(L; — t)) .

Der verbundene Teil ist

(O(0)O(t)). = ao + Y aichm,(t) + > brchim;—mn)(?) (3-154)
i>1 >n,n>1
mit
ap = Z7'Y (e exp(—myLy) +{Z‘1Z )exp (—m, L)} (3-155)
ol g, 1
a; = Z7Yc)® i=12,..,

b = Z7'(c}) exp (~mn L)
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Man kann zeigen, da ag > 0 ist. Fiir Operatoren mit
¢k = {n|Oln) =0 firn=12,..., (3-156)

gilt ap = 0. Andernfalls erreicht ag nur im Limes L; — 00 0 = (¢§)? — (c§)2. Der letzte Term
in Gleichung 3-154 kann auch positive konstante Terme heitragen, wenn Zustinde existieren
mit m; = m, und nichtverschwindendem b*. Da man auBerdem keine analytische Kontrolle
iiber die Massendifferenzen (m; — m,) in diesen b”-Termen hat, ist die niedrigste Masse, die
in einer Korrelationsfunktion erscheint, wahrscheinlich nicht eine Masse, sondern eine Massen-
bzw. Energiedifferenz. Die endliche Ausdehnung in der Zeit hat also nicht nur die Folge, daf
aus exp (—mt) chy,(t) wird, sondern sorgt auch dafiir, da§ neue Beitrige erscheinen, die fiir eine
unvorhergesehene Abnahme der effektiven Massen fiir grofe ¢ verantwortlich sind. Obwohl diese
Beitrige exponentiell klein sind im Sinne von exp (—=m;L;), kénnen sie doch die Monte-Carlo-
Daten beeinflussen, wenn es eine grofie Zahl von beitragenden Termen gibt.

Thermalisierung

Da man meist noch keine Konfiguration besitzt, die eine hohe Vorkommenswahrscheinlichkeit
hat, muff man am Beginn des Markov-Prozesses eine einfache Startkonfiguration vorgeben oder
mit anderen Methoden versuchen, eine genidherte Grundzustandswellenfunktion zu erhalten.
Durch die Anwendung des Markov-Prozesses wird sie sukzessive in eine Konfiguration transfor-
miert, die mit einer Wahrscheinlichkeit entspechend ihrem Boltzmann-Gewicht auftritt. Da der
Metropolis-Algorithmus ein lokaler Algorithmus ist, braucht man viele sweeps durch das Gitter,
bis die "Erinnerung’ an den Anfangszustand verschwunden ist. Man sagt, dafl das System ’ther-
malisiert’ wurde. Wahrend dieser Thermalisierungsphase werden die sweeps durch das Gitter
meist ausgefiihrt, ohne Messungen (aufler einfachen Variablen, wie mittlere Energie, mittlerer
Radius, Akzeptanzrate u.d.) vorzunehmen. Dabei mu8 man allerdings beachten, dafi die Mit-
telwerte lokaler Operatoren sich schon stabilisieren, lange bevor man numerische Konvergenz
fiir die langreichweitigen Korrelationsfunktionen feststellen kann. Die Aussage, daB eine Konfi-
guration sich im Gleichgewicht befindet, ist damit ungenau formuliert, da der Mittelwert eines
Operators moglicherweise eher stabil wird als der eines anderen. Beim Beweis, dafi der Fixpunkt
eines Markov-Prozesses nicht von der Anfangskonfiguration abhéngt, diskutiert man meist nur
den Fall, daB die Markov-Kettenlinge unendlich wird. In realen Anwendungen hat man es immer
mit endlichen Markov-Prozessen zu tun, d. h. es ist immer ein systematischer Fehler vorhanden,
der von der Abweichung vom Fixpunkt herriihrt und der nicht vorhergesagt werden kann. Au-
Berdem kann er auch noch fiir jeden Operator verschieden sein. Die Kunst in der Praxis besteht
darin, den Fehler so zu minimieren, dafl er gegeniiber dem statistischen Fehler nicht ins Ge-
wicht fillt. Um zu iiberpriifen, ob Thermalisierung in diesem Sinne wirklich erreicht wurde. und
daB die Daten innerhalb des statistischen Fehlers nicht von der Anfangskonfiguration abhingen,
kann man zwei einfache Methoden wihlen. Erstens kann mran den gesamten Datensatz einer
Observablen in je eine Anfangs- und Endhilfte teilen und sehen, ob der Erwartungswert fiir
jede Hilfte mit dem der anderen im Rahmen der Fehler iibereinstimmt oder ob der Erwartungs-
wert der Endhilfte mit dem Erwartungswert iiber den ganzen Datensatz iibereinstimmt. (Wenn
nicht, ist man in Schwierigkeiten, und man sollte mehr Daten am Anfang der Markov-Kette
unberiicksichtigt lassen.) Die zweite Moglichkeit besteht darin, die ganze Prozedur mit einer an-
deren Startkonfiguration zu wiederholen. Zum Beispiel kann man mit einer maximal geordneten
Konfiguration beginnen (Kalter Start’)- z.B. alle Koordinatenvariablen fiir jede 'Zeitscheibe’
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gleich Null gesetzt— oder mit einer Zufallskonfiguration ("Heiler Start’). Wieder sollten beide Er-
wartungswerte im Rahmen der Fehler iibereinstimmen. In der vorliegenden Arbeit wurde meist
die erste Methode benutzt.

Bestimmung der statistischen Fehler

Dieser Abschnitt beschiftigt sich hauptsichlich mit dem Problem der Abschdtzung der statisti-
schen Fehler von Massen, die durch Analyse der (mehr oder weniger) verrauschten Korrelations-

funktionen bestimmt werden [41].
Ein oft benutzter Schitzer der verbundenen Korrelationsfunktionen (xy) ist

N L¢-1

Crc(l) = Z Z {0 t® 2)0(z) — 9@57} , (3—157)
NL’i 1 z=0

wobei t & 2z = (t + 2) mod (L) ist und

fo = 1 wenn (O)#0 ; (3-158)
6o = 0 wenn (O)=0 .

Der Index i korrespondiert mit der iten Messung, und N ist die Anzahl der unabhingigen Mes-

sungen. Auflerdem ist
N L¢-1

= ﬁfz > Oi(z (3-159)

=1 2=0

der Schitzer fiir den Erwartungswert (O).

Binning

Die Monte-Carlo-Daten, die wihrend einer Simulation erzeugt wurden und in der Compu-
terlaufzeit aufeinander folgen, sind korreliert, da in den Entscheidungsschritt des Metropolis-
Algorithmus ja immer die Differenz in der Wirkung zu der vorher erzeugten Konfiguration
eingeht. Die Nichtbeachtung dieser Korrelationen wiirde zu einer Unterschdtzung der statisti-
schen Fehler fiihren. Zwei Standardmethoden, um mit diesem Problem fertig zu werden, sind
die Berechnung der Autokorrelationsmatrix oder das sog. binning. Nur die letzte Methode wird
in dieser Arbeit verwendet. n gewShnlich aufeinander folgende Daten definieren einen bin. Die
Gesamtanzahl an Daten wéahlt man bequemerweise als ein ganzzahliges Vielfaches von n. Dies
bedeutet N = Kn, wobei K die Anzahl der bins ist. Fiir gebinnte Daten wird (3-159)

g -
' § Oy, | (3-160)
wobei
A 1 1 kn Lt 1
t

i=14(k—1)n z=0
der bin-Durchschnitt des k-ten bins genannt wird. Ahnliche Formeln gelten auch fiir die Korre-
lationsfunktionen. Mit K bins ergibt sich der Schitzer der Varianz zu

K

1 B
e 3 0 T (3-162)
s k=1

$$H(0) =
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und der entsprechende Fehlerbalken

5=/s2(0) = /22 (0)/K . (3-163)

Natiirlich kann die GréBe Oy in det obigen Gleichung jeder passende bin-Durchnitt sein, z.B. die
Korrelationsfunktion C%;(t). Wir betrachten hier nur jweils gleich grofie bins. Im anderen Fall
verwendet man geeignet normierte Gewichtsfaktoren wy ( ", wx = 1) in einer Verallgemeinerung
der obigen Formel

i
1 B,
7 . . 2 3
= 1 k§=1 wi (O — Of) (3-164)
mit
R - g
= E ;. . 3-16!
O % 2 [y (3-165)

Um effektive Massen zu berechnen, braucht man Abschdtzungen fiir Verhiltnisse von Korrela-
tionsfunktionen
Cumc(t)

Cumc(t—1) )
Da die in der Zeit aufeinanderfolgenden Korrelationsfunktionen Cyre(t — 1) und Cye(t) stark
korreliert sind, lassen sich die iiblichen Fehlerfortpflanzungsmethoden nicht verwenden, um den
Fehlerbalken von Rysc(t) zu berechnen. Stattdessen bestimmt man den Fehler von Rpsc(t), in-
dem man das Verhiltnis der Korrelationsfunktionen selbst bint. Fiir grofie Zeiten verschwindet
das Signal der Korrelationsfunktionen friiher oder spéter im statistischen Rauschen. Dies hat
katastrophale Konsequenzen, sobald die Fluktuationen dazu fiihren, daf8 RIIC\/[C ~ 0/0. Offen-
sichtlich wird dieses Problem zuerst fiir kleine bins kritisch und fiir die ganze Messung nur fiir
sehr grofle t-Werte. Im letzten Fall sind die Daten natiirlich nutzlos. Meist taucht in Monte-
Carlo-Rechnungen dieses Problem nur fiir einzelne bins auf, verschwindet dagegen, wenn der bin
alle Daten enthilt. In solchen Fillen wird in der Regel die sog.jack-knife-Methode angewandt.

Rue(t) = (3-166)

Jack-knife-Methode

Die jack-knife-Methode ersetzt (3-162) durch

K
$50c=(K-1)Y (0 -0y)?, (3-167)
k=1

wobei der Index J fiir jack-knife steht und

. il 1 )
O = o 1201- . (3-168)
e i#1
Die effektiven Massen werden mit
o Ll o
T e o) (3-169)
C'l\:[C'(t i 1)
und zusidtzlich zum Vergleich mit
1k (t
Rie(t) = _Cucl) (3-170)

- Ch it — 1)
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bestimmt, wobei die CA','{',,C wie oben beschrieben definiert sind. In dhnlicher Weise geht man
bei der Bestimmung von Massenverhiltnissen vor. Im allgemeinen stellt man aber fest, daf fiir
die in dieser Arbeit verwendeten bin-Gréflen kaum ein Unterschied zwischen beiden Methoden
festzustellen ist, solange die Korrelationsfunktionen noch nicht zu sehr von statistischen Fluk-
tuationen beherrscht werden. Es wurde deswegen darauf verzichtet, die Fehleranalyse mit der
noch aufwendigeren bootstrap-Methode zu wiederholen.

3.5.3 Beispielhafte Anwendungen

Feldtheorie

Eine der bekanntesten und rechenzeitintensivsten Anwendungen der MC-Methode ist die nume-
rische Berechnung des Pfadintegrals bzw. der n-Punkt-Funktionen in der Gittereichtheorie[14].
Die Pfadintegral-Formulierung der QCD liefert schon einen Ansatzpunkt fiir die nétige Diskreti-
sierung, wird doch das Pfadmaf als Grenzwert des unendlichen ProduktmafBes der Feldvariablen
definiert. Betrachtet man nun die Feldvariablen auf einem endlichen, diskreten Raumzeitgitter
N3Ny, so reduziert sich die Pfadintegration auf ein endlich-dimensionales, gewdhnliches Inte-
gral [123]. Das PfadmaB selbst ergibt sich als ein wohldefiniertes ProduktmaB der Feldvariablen.
Hierbei wird angenommen, dafl auch in einer wechselwirkenden Theorie das Pfadmaf als Limes
N — oo eines endlichen Produktmafes definiert werden kann.
Durch die Einfiihrung eines hyperkubischen Gitters wird die Theorie regularisiert, da die Git-
terkonstante a einen Abschneideparameter darstellt, der zusammen mit der endlichen Ausdeh-
nung des Gitters die moglichen Frequenzen sowohl im Ultravioletten wie auch im Infraroten
beschrankt. Der Impulsraum wird also auf die diskrete Brillouin- Zone B reduziert.

B={k|ky =42 il =0, N,—1} (3-171)

B 7 a Nya' R

Wie in jedem anderen Renormierungsschema, erhdlt man die physikalisch relevanten Ausssagen
im Limes eines verschwindenden Regulators, d. h. dem Kontinuumslimes a — 0 der Gittertheo-
rie. Hierbei wird das Volumen, gemessen in physikalischen Gr68en, natiirlich konstant gehalten.
Danach mufl man auch das Volumen gegen Unendlich gehen lassen, d. h. man nimmt den sog.
thermodynamischen Limes. Man hofft natiirlich auch schon fiir endliches a und endliches Vo-
lumen Ergebnisse zu erhalten, die sich denen der Kontinuumstheorie hinreichend angenihert
haben.
Die Gitterformulierung der QCD benutzt meist die geometrische Interpretation der Eichtheorien.
In dieser Formulierung sind die Eichfelder die infinitesimalen Paralleltransporter der Materie-
felder, d. h. der Quarkfelder in der QCD. Diese werden auf die einzelnen Gitterpunkte gesetzt
und mittels der Eichfelder in Form eines Paralleltransports-auf den verbindenden Kanten des
Gitters in eichinvarianter Weise miteinander verkniipft.
Im Kontinuum ist der Paralleltransport entlang einer Kurve von x nach y durch den folgenden
Ausdruck bestimmt:

dz

o7 A Pexp{ig/: Au(e) Tdr} . (3-172)

P ist der sog. Pfadordnungsoperator, der fiir die richtige Anordnung der nicht-abelschen Felder
entlang der Kurve sorgen soll. Eine lokale Farbeichtransformation g(z) der Materiefelder U(z) —
g(x)¥(r) fiihrt zum folgenden Transformationsverhalten des Paralleltransporters:

Ulz,y) = g(2)U(z,y)g7y) . (3-173)
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Man kann auf diese Weise raumlich voneinander getrennte Materiefelder durch Einfiigen eines
Paralleltransporters zu einem eichinvarianten Ausdruck verbinden.

Fiihrt man nun auf dem Gitter einen Paralleltransport, ausgehend vom Punkt x, entlang der
Kante p mit der Lénge a aus, so erhélt man aus (3-172) den folgenden Ausdruck fiir U, (z) :

Uz, 2+ ) = Uu(z) = exp {igA,(z)a} . (3-174)
Die Beziehung zwischen dem Feldstirketensor F,, und der kovarianten Ableitung D,
[Dy, D] = igFus (3-175)

kann man geometrisch interpretieren und den Feldstirketensor mit einem Paralleltransport ent-
lang eines infinitesimalen Rechtecks in der uv-Ebene verbinden, um eine diskretisierte Eichfeld-
wirkung zu erhalten. Im Fall des hyperkubischen Gitters wihlt man gewShnlich einen Parallel-
transport entlang des kiirzesten geschlossenen Pfades in der uv-Ebene, der sog. Plaquette P,
obwohl auch andere geschlossene Pfade méglich wiren, solange sie nur in der Entwicklung in
der Ordnung O(a?) die Kontinuumswirkung liefern.

Ualz;pv] = Uu(2)U(z+ @)U (z + 0)US ()
= exp{igF,a*+ O(a")} (3-176)

Mit dieser Beziehung laBt sich nun leicht eine eichinvariante Gitterwirkung fiir die reinen Eich-
felder konstruieren, die den korrekten Kontinuumslimes besitzt [123].

Sy Z = gTr(UD + UD) (3-177)

Da die Wirkung Sg eine Funktion der Paralleltransporter U ist, faflt man die Lie-Gruppen-
wertigen Felder U, als die dynamischen Variablen der Gitter-QCD auf.
Das Pfadmaf D[A#] der Kontinuumstheorie geht in das sog. Haarsche Mafl dii der kompakten
Lie-Gruppe SU(3) iiber.

_ D[A] = D[U] = dp{U} (3-178)
Das Haarsche Mafl hat den Vorteil, endlich und eichinvariant unter Eichtransformationen zu
sein, so da} man keine Eichfixierungsterme in der Wirkung benétigt. Denn da die U, in der
Lie-Gruppe SU(n) liegen und nicht in der Lie-Algebra, ist die Mannigfaltigkeit der U, kompakt
im Gegensatz zu der der Eichfelder A,. Deshalb fallen die sog. kompakte und nichtkompakte
Formulierung der QCD nur im Grenzfall kleiner Feldstirken und kleiner Kopplung zusammen.
Diese Tatsache und die Beobachtung, daff nicht nur die nichtabelschen reinen Gittereichtheorien,
sondern auch die kompakte Gitterformulierung der Quantenelektrodynamik confinement zeigt,
haben zu Zweifeln an der kompakten Gitterformulierung gefiithrt und zu Versuchen, auch nicht-
kompakte Formulierungen der nichtabelschen Gittereichtheorie zu finden. Insbesondere Cahill
und Palumbo haben lange auf diesem Gebiet gearbeitet. Obwohl es jahrelang so aussah, als
wiirden nichtkompakte Formulierungen der Gitter-QCD kein confinement zeigen, hat sich nun
herausgestellt, da dieser Effekt ein Artefakt war, hervorgerufen durch die Tatsache, daf die
nichtkompakte Formulierung nur im Limes verschwindender Gitterkonstante eichinvariant war.
Durch eine neue Formulierung, die diesen Defekt nicht aufweist, konnte confinement auch fiir
die nichtkompakte Gitter-QCD in MC-Rechnungen gezeigt werden [124, 125, 126, 127].
Den fermionischen Teil der Wirkung erhdlt man aus der Kontinuums-Lagrangedichte der Quark-
felder v durch Ersetzung der Gradienten der kinetischen Energie durch die entsprechenden Dif-
ferenzenquotienten.

SEjre = @' Z{Z {u (z+ @) = ¥z = p)} + mi(2)e(2)} (3-179)
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Der dazugehorende freie Gitterpropagator P(k) besizt im Impulsraum neben dem Pol ka =
(0,0,0,0), den man auch im Kontinuum erwarten wiirde, fiinfzehn weitere Pole fiir ky,a = +—.
Die Quarkmassen wurden in der obigen Diskussion unterdriickt.

isink,a
a

yred (3-180)

P(k) = (Z'Yu

Im Kontinuumslimes liefert diese Wirkung ein Spektrum aus 16 entarteten Quarks. Zur Zeit sind
zwei Methoden gebriuchlich, um mit dieser Entartung fertig zu werden, nimlich die Methode
von Wilson und die von Kogut und Susskind. Daneben werden natiirlich sténdig neue Methoden
erprobt, um dieses Problem einer Lésung zuzufiihren. Da die Methode der Kogut-Susskind-
Fermionen etwas komplizierter ist, sei hier nur kurz die Methode der Wilson-Fermionen erldutert.
Diese besteht in der Addition eines Zusatzterms zur Wirkung, des sog. Wilson-Terms, dessen
Effekt darin besteht, die Massen der zusidtzlich auftretenden 15 Fermionen kiinstlich in den
Massenbereich oberhalb des durch die Gitterkonstante eingefiihrten Abschneideparameters % zu

verschieben und damit effektiv aus dem Spektrum zu entfernen.
SR = SEfe — /23 (D d(@){$(a+ i) + ¥(z - 1)} - 20(2) ()} (3-181)
T " .

Der durch den Wilson-Term modifizierte freie Gitter-Fermionpropagator stellt sich im Impuls-
raum wie folgt dar:

1sink,a

Pl = (Z P + %Z(l — cosk,a 4+ m))™! (3-182)

a

Dieses kurze Kapitel kann natiirlich nur einen minimalen Einblick in die Probleme und Methoden
der Gittereichtheorie geben. Ausfiihrlicher werden die Dinge in [14] diskutiert.

Tunnelprozesse in Ungeordneten Systemen

Sowohl bei der Photosynthese als auch bei der Zellatmung spielen Tunnelprozesse von Elektro-
nen in Proteinen eine entscheidende Rolle [128].

Im Photosynthetischen Reaktionszentrum wird das nach der Lichtabsorption im sog. Speziel-
len Chlorophyll-Dimer freigesetzte Elektron iiber verschiedene Kofaktoren an die Oberfliche des
Proteins geleitet. Dort wird es von Quinonen iibernommen und nach deren Diffusion in der Mem-
bran nach Kollision an andere Proteinkomplexe iibergeben, in deren Inneren die Bewegung des
Elektrons iiber mehrere Porphyrin-Kofaktoren und Metall-lonen hin zum n#chsten Elektronen-
akzeptor den gerichteten Transport von Protonen entgegen dem Konzentrationsgefille bewirkt.
Dadurch wird ein sog. chemiosmotisches Potential iiber die Chloroplastenmembran aufgebaut,
das von der sog. ATP-Synthase genutzt werden kann, um ATP zu synthetisieren, indem der
Protonenflufl innerhalb des Enzyms entlang des Konzentrationsgradienten zu einer Konformati-
onsinderung der ATP-Synthase fiihrt, die die Energie fiir die Synthese von Adenosintriphosphat
(ATP) aus Adenosindiphosphat(ADP) und anorganischem Phosphat liefert.

Analog werden in der sog. Atmungskette in den Mitochondrien der Zelle Elektronen, die von
Nicotinadenosindinucleotidphosphat (NADP) aus dem Krebszyklus geliefert werden, iiber ver-
schiedene Membranprotein- Komplexe letztendlich iiber das Elektronentransportprotein Cyto-
chrom ¢ an die Cytochrom-c-oxidase weitergeleitet,wo sie mit Sauerstoff und Protonen zu Wasser
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rekombinieren. Dabei werden, wie.in der Photosynthese, Protonen entgegen dem Konzentrati-
onsgradienten iiber die Mitochondrienmembran hinweg transportiert, so dafl wieder ein Che-
miosmotisches Potential entsteht, das von einer ATP-Synthase zur Synthese von ATP benutzt
werden kann.

In allen diesen Elektronentransportprozessen handelt es sich um Tunnelprozesse, da die ver-
schiederien Kofaktoren in den Proteinkomplexen weit voneinander entfernt in die Matrix des
Proteins eingebettet sind. Die einfachsten theoretischen Modelle, die nach dem Einflufl dieser da-
zwischenliegenden Proteinteile auf die Elektronentransferrate fragen, behandeln das Protein als
strukturloses Medium und sagen eine einfache exponentielle Abhingigkeit der Elektronentran-
ferrate vom Abstand voraus. Andererseits hat ein Protein klarerweise eine spezifische rdumliche
Struktur, und es erhebt sich die Frage, ob bestimmte Teile dieser Struktur bzw. sogar einzelne
Aminosdurereste den Elektronentransport erméglichen oder gar lenken. Bestimmte, evolutionir
konservierte Aminosdurereste im Cytochrom ¢ haben immer wieder diesbeziigliche Spekulatio-
nen ausgel6st[128]. Kuki und Wolynes [129] haben deshalb eine Pfadintegralrechnung fiir ein von
den Experimentalisten untersuchtes Modelsystem - nimlich das penta-aminoruthenium modifi-
zierte Zinkmyoglobin - vorgenommen. Dabei dient der Porphyrinring mit einem Zinkatom als
Zentralatom als Elektrondonator(D) und das fiinffach Aminokoordinierte Ruthenium an der Au-
Benseite des Proteins als Elektronenakzeptor(A). In der Born-Oppenheimer-Niherung findet die
Bewegung der Atomkerne auf einer elektronischen Energiefliche statt, die entweder der neutra-
len Konfiguration DA oder der ionischen Dt A~ entspricht. Wire kein Elektrontunneln méglich,
wiren die beiden elektronischen Zustinde entkoppelt. Das Tunneln koppelt die beiden Zustinde
durch das sog. Tunnelmatrixelement A, das die Wahrscheinlichkeit fiir Uberginge zwischen den
Energie-(hyper)flichen fiir feste Kernkonfiguration(-en) angibt. Wenn man die Kernbewegung
als der klassischen Mechanik folgend annimmt, ist die kritische Konfiguration fiir den Ubergangs-
prozefl an der Stelle, wo sich die beiden Potentialenergieflichen kreuzen. Nur in der Umgebung
dieser Kreuzungsfliche ist die Resonanzbedingung erfiillt, und das Elektron kann springen. (Fiir
kleine A ist die Wahrscheinlickeit, dafl das Elektron springt, proportlonal A%)) Dieses surface
hopping-Bild macht klar, daB dasjenige A entscheidend fiir die Ubergangsrate des Elektrons ist,
das an der Kernkonfiguration ausgewertet wird, wo DA bzw. Dt A~ isoenergetisch sind. Dies
ermdoglicht die Bestimmung von A durch die Pfadintegralmethode.

Obwohl das Elektronentunneln ein dynamischer Proze8 ist, kann man die energetischen Kon-
sequenzen auch in imaginirer Zeit berechnen. Der Tunnelproze bewirkt ein Aufspalten der
adiabatischen Potential-Energieflichen, so daf sie in Wirklichkeit nicht mehr entartet sind, wie
in der obigen Diskussion angenommen wurde. Diese Aufspaltung betrigt 2A am Kreuzungs-
punkt der Hyperflichen nullter Niherung. A kann man bestimmen durch Untersuchung des
nichtdiagonalen Elements der thermalen Dichtematrix fiir das Elektron am Kreuzungspunkt
zwischen zwei Zustinden 1 und 2. In imaginirer Zeit ergibt sich G2 = (1]e™##|2), wobei 3 die
imaginire Zeit bzw. die inverse thermische Energie darstellt, wenn man die thermodynamische
Sprechweise wihlt. Der obige Propagator kann als Pfadintegral dargestellt werden:

(1]e™ ’3H|2 /dzlu /dlfw zf) /D"c ) exp{— / H(z(p")ds'} , (3-183)
wobei -
H(z(8) = 5 (5) + V(@(9) (3-184)

und V(z) das Potential ist, in dem sich das Elektron auf dem Pfad z(#’) bewegt. z; und z;
sind die Ixoordmaten fiir die Anfangs- und Endzustinde, und m ist die Elektronenmasse. Das
[ntegral fo (z(3"))d3'} ist die Wirkung in imaginirer Zeit. V(x) besteht aus der Summe aller



N S

3.5. PFAD-INTEGRAL-MONTE-CARLO 65

Pseudopotentiale, die die Bewegung des Elektrons in der Umgebung jedes Atoms des Proteins
beschreiben, und zwei Potentialtépfen, die das Elektron beschreiben, wenn es am Donator oder
Akzeptor gebunden ist. ¥, ist eine Wellenfunktion, die am Donor und %, eine, die am Akzeptor
lokalisiert ist. Die genaue Form der Wellenfunktionen ist nicht wichtig, solange nur der Uberlapp
mit den wahren Wellenfunktionen grofl genug ist. Die diskretisierte Form des Pfadintegrals mit
800 Zeitscheiben wird mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode ausgewertet. Fiir geniigend grofie 3
ist in der 'Ein-Instanton-Ndherung’ der Zusammenhang zwischen derTunnelamplitude und der
Freien Energie eines Tunnelereignisses (eines ’Instantons’)Fr gegeben durch:

A= (1/8)ePFr (3-185)

Fiir die Konstruktion der Pseudopotentiale der 1217 Nicht-Wasserstoffatome des Myoglobins
und der detailierten Methode zur Auswertung der Freien Energie eines Tunnelereignisses sei auf
die Originalarbeit verwiesen. Dort finden sich auch Bilder, die die Tunnelpfade des Elektrons im
Molekiil zeigen. Da in letzter Zeit immer mehr Proteinstrukturen der Atmungskette bzw. des
Photosynthesapparats mit Hilfe der Rontgenstrukturanalyse aufgeldst werden konnten, sollte
die eben beschriebene Methode noch viele Anwendungsmoglichkeiten finden.

Einbeziehung von Nullpunktsfluktuationen

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der Pfadintegral-Methode ist die Berechnung der Null-
punktfluktuationen von Atomen. Diese sind in der Physik der kondensierten Materie und der
Chemie natiirlich insbesondere bei leichten Atomen wie dem Wasserstoff von Belang. Jiingst wur-
de die Struktur des hyperkoordinierten Carbonium lons, das man durch Behandlung gesittigter
Kohlenwasserstoffe mit Supersduren erhilt, untersucht. Die Frage war, ob die fiinf C-H Bin-
dungen im protonierten Methan C'HZ", als einfachstem Vertreter dieser Stoffklasse, alle effektiv
dquivalent sind, weil sie in schnellem dynamischen Austausch stehen, so da das CHZ ein sehr
flexibles Molekiil ohne feste Struktur wire, oder ob das nicht-klassische Carbokation Bindun-
gen enthilt, in denen zwei Elektronen sich im EinfluBbereich von drei Atomkernen aufhalten,
sog. drei-Zentren-zwei-Elektron-Bindungen. Im letzteren Fall wiirde das Molekiil eine trigonale
Pyramide mit drei "normalen” C-H Bindungen und dem Kohlenstoffatom an der Spitze bilden,
iiber dem ein gestrecktes Hy-Molekiil sifle, das die Drei-Zentren-Bindung mit dem Kohlenstoff
ausbilden wiirde. Da direkte experimentelle Bestimmungen der Struktur des Molekiils bisher
erfolglos waren, wandten Marx und Parinello [131] eine Kombination aus der Dichtefunktio-
naltheorie zur Berechnung der Elektronenkonfiguration und der Pfadintegral-Methode fiir die
Berechnung der Atomkerndynamik auf das Problem an. Das Pfadintegral fiir die sechs Kerne
wurde mit 32 Zeitscheiben diskretisiert. Da periodische Randbedingungen in der imaginiren
Zeit gewdhlt wurden, ergab sich eine endliche Temperatur von fiinf Kelvin fiir die dem Pfa-
dintegral dquivalente Zustandssumme. Das internukleare Potential wurde mit einer korrigierten
lokalen Dichtefunktionalmethode berechnet. Der Vergleich der Erwartungswerte fiir die radialen
Verteilungsfunktionen mit Ergebnissen klassischer Berechnungen zeigt den ausgeprigten Effekt
der quantenmechanischen Nullpunktsfluktuationen in einer starken Verbreiterung der Verteilung
der C-H Bindungslangen, verglichen mit der klassischen Verteilung bei gleicher Temperatur. Die
Grundzustandsverteilung der H-H Distanzen ist signifikant verbreitert durch die Quantenfluktua-
tionen. Dies ermdglicht quantenmechanisches Tunneln zwischen verschiedenen Konfigurationen.
Andererseits ergibt die Analyse der erzeugten Konfigurationen, dafl das Molekiil in 80% der Zeit
in der trigonalen Form mit einer drei-Zentren-Bindung vorliegt. Dafiir spricht auch, daB der Gip-
fel in der H-H Bindungsverteilungsfunktion einem gestreckten H,-Molekiil zugeordnet werden
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kann. Man findet also, daf trotz ausgeprigter quantenmechanischer Effekte der Grundzustand
durch eine Struktur dominiert wird, in der eine H,-Einheit an eine C'H3-Gruppe gebunden ist
und eine drei-Zentren Bindung ausbildet. Insofern &hnelt C HY also anderen Carbokationen.

Die eben beschriebene Methode 148t sich sicher auf andere Systeme iibertragen, bei denen intra-
molekulare Quanteneffekte wie z. B. Quantentunneln von Protonen wichtig werden, oder deren
Aktivierungsenergien fiir eine Isomerie-verindernde Reaktion klein sind [133]. Fiir solche sich
leicht verformenden Molekiile kénnte das Quantentunneln zwischen verschiedenen Strukturen
erheblichen Einfluf8 auf ihre Eigenschaften haben. Nicht zu vernachlissigende Effekte kénnten
sich auch bei der Berechnung von Aktivierungsenergien fiir chemische Reaktionen ergeben, da
die Reaktionsraten empfindlich voin der Hohe der Freien-Energie-Barriere abhingen kénnen.

Vielteilchenprobleme in der Quantenmechanik

Die Tatsache, dafl die Gesamtwellenfunktion eines fermionischen Systems antisymmetrisch sein,
daher Knotenflichen aufweisen muf}, und die Wellenfunktion nicht positiv semidefinit sein kann,
bewirkt das Auftauchen des sog. Fermionenproblems in der Pfadintegral-Monte-Carlo-Methode,
da diese darauf beruht, das Maf Dze~5(*) als Wahrscheinlichkeitsverteilung zu betrachten, die
mittels eines Markovprozesses die Wahrscheinlichkeit der Erzeugung der einzelnen Konfigura-
tionen z(¢) steuert. Deshalb findet die PIMC-Methode vor allen Dingen Verwendung, wenn es
effektiv nur um ein Fermion geht, oder wenn das System aus Bosonen besteht. Viele Atome
und Molekiile sind Bosonen. Die Gesamtwellenfunktion eines Clusters aus (Edel-)Gasatomen
oder Molekiilen oder von Molekiilen in einem periodischen Volumen, die eine unendlich ausge-
dehnte Fliissigkeit reprisentieren sollen, ist dann total symmetrisch, wére also geeignet fiir die
PIMC-Methode. Allerdings sind die meisten Atome und Molekiile so schwer, dafi Quantenef-
fekte nur bei sehr niedrigen Temperaturen oder gar keine Rolle spielen . Dies bedingt in der
PIMC-Methode eine riesige Ausdehnung des Zeitgitters und damit eine entsprechende Rechen-
und Speicherleistung. Daher verwendet man zur Simulation von Fliissigkeiten, bei denen sowieso
nur der Grundzustand interessiert, die Diffusions MC-Methode [99].

Die wichtigsten Ausnahmen von dieser Regel sind Systeme aus den verschiedenen Isotopen
von Wasserstoff und Helium. Insbesondere die Suprafliissigkeit des Heliums und die damit zu-
sammenhingenden Effekte eignen sich gut fiir eine Berechnung mit der Pfadintegralmethode.
Einen ausfiihrlichen Uberblick gibt Ceperly in [102]. Bei der Herleitung der Zustandssumme
fiir ein System von Bosonen muf man beriicksichtigen, daB die Teilchen ununterscheidbar sind.
Nur total symmetrische Eigenfunktionen ®;(R) tragen zur Dichtematrix bzw. Ubergangsam-
plitude bei, so daf ®;(PR) = ®;(R), wobei P eine Permutation der Teilchenindizes ist, d.h.
PR = (rpi,rpz..rpy). Sei PO(R) = 775 p ®(PR) der Teilchensymmetrisierungsoperator.
Wenn der Hamiltonian symmetrisch unter Teilchenvertauschung ist, sind alle Zustdande entweder
gerade oder ungerade in bezug auf eine gegebene Permutation. P projiziert dann die Zustdnde
heraus, die der Bose-Statistik geniigen. Wenn man P auf die Dichtematrix bzw. Ubergangsam-
plitude in euklidischer Zeit anwendet, erhédlt man die bosonische Dichtematrix

pi(Ro, R B) = 5 3 p(Ro, P13 ) (3-186)
" P

wobei py die bosonische und p die der Boltzmann-Statistik gehorchende Dichtematrix sind. Man
kann P auf das erste Argument von p, das zweite Argument oder auf beide anwenden. Das Er-
gebnis ist immer das gleiche.

Fiir groBe Teilchenzahl N ist eine direkte Auswertung der Permutationssumme natiirlich nicht
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moglich, da sie N! Terme enthilt. Da aber alle Terme der Summe positiv sind, kann man die
Summe durch eine Monte-Carlo-Summation bestimmen, d.h. eine bosonische Simulation besteht
aus einem random walk im Pfadraum und dem ’Permutationsraum’. Die den einzelnen Teilchen
zugeordneten Pfade haben jetzt nicht mehr einfache periodische Randbedingungen, sondern
kdénnen miteinander vernetzt sein. Bei hohen Temperaturen dominiert die Einheitspermutation,
d.h. die einzelnen Teilchenpfade bleiben getrennt, aber bei niedrigen tragen alle Permutationen
bei, und die Pfade der Teilchen in imaginirer Zeit sind nicht mehr getrennt. Wenn die Vernet-
zung das gesamte Volumen erfafit hat, ist der suprafliissige Zustand realisiert.

Fiir Helium 4 konnten mit Hilfe der Monte-Carlo-Pfadintgralmethode nicht nur die kritische
Temperatur fiir den Ubergang in die suprafliissige Phase bestimmt werden, sondern auch die
spezifische Wiarme, die Paarkorrelationsfunktion und die Strukturfunktion, die Kondensatfrakti-
on und Verunreinigungen durch einzelne Fremdatome in fliissigem Helium. Die Ubereinstimmung
mit dem Experiment ist gewohnlich sehr gut.



Kapitel 4

SU(2) und SU(3) im kleinen

Volumen

Dieses Kapitel beschreibt die Berechnung des Spektrums des effektiven Hamiltonians bzw. der
effektiven Lagrangefunktion fiir die rdumlich konstanten Moden des Eichfelds in einem klei-
nen Volumen mit Torustopologie mit Hilfe des Metropolis-Monte-Carlo-Algorithmus auf einem
Zeitgitter. Die Motivation dafiir wurde in der Einleitung erklért, und ein kurzer Abrif} der hi-
storischen Entwicklung der Problemstellung und der von vielen Autoren erzielten Ergebnisse
wurde in Kapitel 1 gegeben. Die Grundlagen der numerischen Berechnung wurden in Kapitel
3 jeweils in den entsprechenden Unterkapiteln kurz erliutert. Im folgenden beziehen sich die
Sektionsangaben hinter den Stichwértern immer auf Kapitel 3.

4.1 Der effektive Hamilton-Operator

Durch Ausintegrieren der rdumlich nicht-konstanten Feldmoden erhielt Liischer [20] einen effek-
tiven Hamilton-Operator fiir die rdumlich konstanten Moden. Zusammen mit Miinster berech-
nete er auch das Spektrum fiir kleine Toruslangen L mittels der Raleigh-Ritz-Variationsmethode
(5.1) [21]. Eine analoge Rechnung wurde von Weisz und Zieman [10] und Vohwinkel [8, 9] fiir
SU(3) durchgefiihrt. Die fiir die in diesem Kapitel beschriebenen Berechnungen benutzte Form
des effektiven Hamiltonians bzw. des entsprechenden Lagrangians sei hier noch einmal kurz
aufgefiihrt. Fiir die Rechnungen im kleinen Volumenbereich wurden nur Terme bis zur vierten
Ordnung in ¢! benutzt.

4.1.1 SU(2)

Im Fall der SU(2)-Eichgruppe wird hier der effektive Hamilton-Operator gleich mit der von van
Baal vorgenommenen Einbeziehung von n; masselosen Fermionen - d. h. Quarkspezies gezeigt —
[30]. Man kann deren Einflul beriicksichtigen, indem man wieder durch Ein-Schleifen-Integration
ein effektives Potential fiir die rdumlich konstanten Eichfeldmoden berechnet. Bei Annahme von
antiperiodischen Randbedingungen fiir die Fermionen ergibt sich wieder ein effektives Potential
von gleicher Form wie bei der Ausintegration der nicht-konstanten Feldmoden. Die Koeffizienten
vor den einzelnen Termen des effektiven Potentials werden also nur einen von den Fermionen
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stammenden zusitzlichen Beitrag erhalten, der umso stirker ist, je mehr Fermionenspezies ny
beitragen.

. . 8, . -
L-Heyy = g*Ho+g"Phicicd + g% (k2 + 3 (K1 = £3)) Ho (4-1)
+3g%/3 (k3 — Ra)eleice] + B Racteieiel
PR s AR
o = ~5geztqfalh
1

Dabei ist K; = k; — 2n sk} und

K1 = —3.0104661-107" | k] = —2.1272012-107%, (4-2)
Ky = —6.3319840-1073 | k) = 2.2421241-107*,

K3 = +5.6289546-107" , kj = +3.5180967- 107",

ke = —1.5687855-1072, k} = +1.5850480- 10~* .

Liischer und Miinster [21] konnten ihre mit der Variationsmethode und Stérungstheorie ge-
wonnenen approximativen Energieeigenwerte als Potenzreihe in ¢%/3 angeben. Dadurch, daB die
Koeffizienten im effektiven Hamilton-Operator von ny abhdngen, werden auch die Entwicklungs-
koeffizienten ¢;,i € {1,2,3,...}, von ny abhdngig und zwar iiber p = £;/k; = (1 — 0.14132ny):

g = g2/3€-1 +g4/3€~24+92€~3 +g8/3€~:1 +O(g10/3) ) (4_3)

Dabei ist €, = €, , € = pey , €3 = p?e3, wihrend der Zusammenhang zwischen €; und e4
komplizierter ist. Da ¢4 aber sehr klein ist, soll die Reihe nur bis zur dritten Ordnung betrachtet
werden. Auflerdem sieht man, da8 fiir die ersten drei Ordnungen der Stérungsreihe ein einfaches
Skalierungsverhalten fiir die Energien gilt:

L-E(ngs,g)=p""L-E(0,p°%) . (4-4)

Daraus kann dann fiir die Massenverhiltnisse bzw. z-Variablenverhiltnisse rp = mR/mE =
zr/z}; abgeleitet werden, daB sie mit 2} = m}, - L im Rahmen der oben gemachten Niherung
skalieren wie:

re(ng, zE) = rr(0, pz3) . (4-5)

4.1.2 SU(3)

Die der von Liischer hergeleiteten effektiven Hamilton-Funktion bzw. dem Hamilton-Operator
entsprechende Lagrange-Funktion hat die folgende Form:

L 1

L AN 2 2 a.a abe pecd a b c d 7
eff = q3(1+g (Lg)(§CiCi +Zf f CZ'CJ'Cl'C]') (4-6)
todmele] + g5 (ags™ et elcse] + ags™eteleicf)
Die a-Koeflizienten sind:
a, = -3.0104661-107", (4-7)
a; = —9.4979760-1072 , '

az = +3.1975214-1073,
ay = -—3.9219638-1073.
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Dabei ist s%*°? der total symmetrische Tensor, der im Fall der Eichgruppe SU(3) sehr einfach
geschrieben werden kann:

sabcd = %(&zbécd + 6ac5bd + éad(Sbc) ) (4—8)

Wenn man antisymmetrische Randbedingungen fiir die Fermonen fordert, bleibt die obige Form
der effektiven Langrange-Funktion erhalten. Es miissen nur folgende Ersetzungen vorgenommen
werden, um den Einflul der Fermionen zu beriicksichtigen:

ap = ayp — 20Ky, (4-9)

a3 — az— gnf(/{é — Ky,
- 0
G4 = G4 FnRy .
Wenn man wieder nur die ersten drei Ordnungen der Reihenentwicklung der Energien beriick-
sichtigt, ergeben sich wieder die Skalierungsformeln (4-4) und (4-5), aber mit einem anderen p
[30]:
p = (381 —4nyk)/(361) = (1 —0.09421n/) . (4-10)

Also p = 0.71737 fiir ny = 3.

4.2 Methodische Details

Da die Rotationssymmetrie des Systems durch die Torustopologie gebrochen wird, enthilt der
effektive Lagrangian einen Term (der letzte in Formel (1.1)), der die O(3)-Symmetrie bricht.
Die verbleibende Symmetrie ist die der Oktaedergruppe, und deshalb werden die zu messenden
Zustdnde als irreduzible Darstellungen (irreps) dieser Gruppe konstruiert. Zusdtzliche Symme-
trien sind Paritdt P and Ladungskonjugation C. Letztere ist allerdings nur fiir SU(3) nichttrivial.
Tabelle 1 zeigt die MeBoperatoren fiir jeden Zustand. (Uber wiederholte Indizes ist zu summie-
ren.)

Um das Spektrum zu berechnen, wurde die Metropolis-Monte-Carlo-Methode benutzt (5.1.4)
(31, 32] (und Literatur darin). Diese 148t sich einfach vektorisieren. Nach jedem zwanzigsten
sweep im Fall von SU(2) bzw. nach jedem fiinfzehnten im Fall von SU(3) wurden die Korrela-
tionsfunktionen der verschiedenen Darstellungen der glueball-Zustande 'gemessen’. Die Vektor-
und Tensorzustandsoperatoren wurden fiir alle méglichen Raumrichtungen konstruiert (5.1.8).
Die Erwartungswerte der Korrelationsfunktionen wurden daraufhin iiberpriift, ob sie invariant
gegen alle Permutationen der Koordinatenachsen waren, und, falls das der Fall war, gemittelt.
Zur Bestimmung des mass gaps aus den Korrelationsfunktionen siehe [32, 33] und (5.1.7).

Im Fall von SU(2) wurden die Daten in 128 bins 4 250 Messungen zusammengefafit [32]. Die
Zahl der Thermalisationssweeps (5.2.3) entspricht 16 bins. Die Fehlerbalken wurden berechnet, -
indem man die Daten in jeweils 128, 64, 32 und 16 bins zusammenfafite und den statistischen
Fehler aus den bin-Mittelwerten als Daten bestimmte (5.2.4). Es wurde der jeweils grofte Feh-
ler angegeben. Die meisten Datenpunkte wurden mit einer Zeitschrittweite von 0.2 auf einem
Zeitgitter von 400 Punkten berechnet. Bei den hochsten g-Werten wurden auch Zeitschritte
von 0.15 und 0.10 verwendet, um die Ergebnisse auf systematische Fehler, verursacht durch die
endliche Zeitschrittweite, zu iiberpriifen (5.2.1). Dabei wurde die Gesamtlinge des Zeitgitters
jeweils konstant gehalten, d. h. T'= Np - ¢ = const. = 80.
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Tabelle 4.1: In den Korrelationsfunktionen verwendete Operatoren fiir die verschiedenen irredu-
ziblen Darstellungen der Wiirfelgruppe unterschiedlicher Paritit und C-Paritit

Fiir SU(3) wurden die Daten in 400 bins & 40 Messungen zusammengefaBt. Die Zahl der
Thermalisationssweeps entspricht 24 bins. Die statistischen Fehler der z-Werte und der Mas-
senverhiltnisse wurden mit der jack-knife-Methode (5.2.6) berechnet [41] (und Literatur darin)
fiir 400, 200, ..., 25 bins . Falls mit zunehmender bin-GréBe sich kein Plateau im statistischen
Fehler einstellt, wird der gréBte Fehler angegeben. Die Ergebnisse, die in Tabelle 2 fiir den Fall
der reinen SU(3) Eichtheorie dargestellt sind, wurden alle mit einem Zeitschritt von 0.15 auf
einem periodischen Zeitgitter mit 320 "Zeitscheiben’ erhalten. Eine VergréBerung des Zeitschritts
auf 0.2 bewirkt keine Abweichungen im Rahmen des statistischen Fehlers. Dieser ist allerdings
grofer als im Fall von SU(2), da die Zahl der Daten geringer ist infolge begrenzter zur Verfiigung
stehender Rechenzeit. (Die Produktion eines bin benétigte 150 Sekunden auf einer IBM 3090.)
Fiir g-Werte kleiner als 0.1 wird die MC-Methode allerdings zunehmend rechenzeitintensiver, da
der mass gap mit verschwindenden ¢ ebenfalls gegen Null geht.

Da fiir ¢ — 0 die Terme niedrigster Ordnung (der klassische Lagrangian) dominieren, sind
die mass gaps proportional g§ und daher die Massenverhdltnisse unabhingig von g. Man kann
deshalb die Massenverhiltnisse fiir ¢ = 0 bestimmen, indem man alle Terme h&herer Ordnung
im effektiven Lagrangian wegldBt und die Simulation fiir ein geeignet gewihltes g durchfiihrt.
Da die Kurven fiir die Massenverhiltnisse in der Ndhe von z = 0 sehr flach verlaufen, kann man
die =-Werte, die man nicht messen kann, durch Interpolation erhalten.

4.3 Resultate und Diskussion

4.3.1 SU(2)

Fiir diese Gruppe wurde die Monte-Carlo-Methode zur Bestimmung des Spektrums (bzw. der
mass gaps) zuerst von Kripfganz and Michael [31, 32] benutzt, und die Reproduktion ihrer
Resultate dient hier nur dazu, die Genauigkeit der Methode zu illustrieren. Die Bilder 1 und 2,
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die auch schon in [37] zur Illustration verwendet wurden, zeigen eine recht gute Ubereinstimmung
zwischen der Monte-Carlo- und der Variationsmethode — wie auch in [32] berichtet wurde.
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Abbildung 4.1: Massenverhiltnisse fiir die Eichgruppe SU(2)

Die durchgezogene Linie zeigt die Ergebnisse von Liischer und Miinster [21], und die gepunk-
tete Linie erhdlt man, wenn man zusitzlich drei Spezies von masselosen Fermionen im effektiven
Lagrangian beriicksichtigt. Die Ergebnisse der Variationsmethode lassen sich dann ndherungs-
weise umskalieren, wie von van Baal erldutert [30]. Im Fall von SU(2) beobachtet man allerdings
einen deutlich sichtbaren systematischen Fehler fiir groe zg+, verursacht durch den endlichen
Zeitschritt, da die Massenverhiltnisse fiir A} und T kleiner werden, wenn man vom Zeitschritt
0.2 iiber 0.15 zu einem Zeitschritt von 0.1 iibergeht. (Die physikalische Lange des Zeitgitters
wird jeweils konstant gehalten.) Diese Verringerung der Massenverhiltnisse wird hauptsichlich
bewirkt durch eine VergroBerung von zp+ um etwa ein Prozent fiir jede Verringerung des Zeit-
schritts um 0.05. Dagegen sind die Zuwichse der z-Werte fiir 75" und A] etwas kleiner, und
- zeigt iiberhaupt keine Zeitschrittabhdngigkeit. Der 3_4]+~Wert andert sich um drei bis fiinf
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Abbildung 4.2: Massenverhiltnisse fiir die Eichgruppe SU(2) - Vergré8erung des obigen Bildes

Prozent, wenn man vom Zeitschritt 0.2 zu einem von 0.1 iibergeht, aber der statistische Fehler
ist in diesem Fall auch grofler. Es sieht also so aus, als konnte man keinen Plateauwert fiir die
jeweilige Masse erreichen, indem man den Zeitschritt verringert, und obwohl es méglich ist, daf
die verbleibenden Abweichungen der Datenpunkte von den Kurven in Bild 1 verschwinden, wenn
man zu noch kleineren Zeitschritten ginge, so ist dies doch praktisch nicht erreichbar, da die
Autokorrelationszeit mit immer kleiner werdendem Zeitschritt anwichst. Mit dem hier erreich-
ten Wert des statistischen Fehlers 148t sich der Unterschied zwischen den Kurven mit und ohne
Fermionen mit der Monte-Carlo-Methode nicht auflésen, wenn zg+ kleiner als 0.5 ist im Fall der
A7 und T; -Zustinde und fiir zp+ kleiner als 0.75 im Fall des Af-Zustands. Da der effektive

Hamiltonian in niedrigster Ordnung mit gg skaliert, sind die Massenverhiltnisse unabhingig
von g und daher in dieser Ordnung auch unabhéngig von zp+. Der Term des effektiven Lagran-
gian. der die Hauptabweichung der Massenverhéltnisse von einem konstanten Wert fiir alle zp+
bewirkt, ist x, da die x3- und ny-Faktoren eine bzw. zwei GréBenordnungen kleiner sind. Da &,
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durch den fermionischen Beitrag im Betrag von ca. 0.3 auf ca. 0.17 reduziert wird, ist es offen-
sichtlich, dafl die MassenverhialtniSkurven flacher werden und die Kurven fiir reine Eichtheorie
im Limes g — 0 d.h. zp+ — 0 treffen miissen. Der A -Zustand scheint ein wenig unterhalb
des Variationsergebnisses zu liegen und stirker mit zunehmenden zp+ anzuwachsen, aber die
Differenz zum Variationsergebnis ist klein, und daher mag diese Beobachtung eine Uberinterpre-
tation der Daten sein. Die Aufspaltung der E*- und T5'-Zusténde, die im Limes des unendlichen
Volumens des Torus entartet sein sollten und zum 2% gluebat! kombinieren, wird von der Monte-
Carlo-Methode im kleinen Volumen natiirlich nicht aufgeldst, (d.h. der statistische Fehler 148t
sich nicht geniigend veringern), da der k4-Faktor zu klein ist. Fiir reine Eichtheorie setzt das
Tunneln circa bei zpy = 0.9 ein, wihrend mit 3 Fermionfeldern das Tunneln kurz vor Erreichen
von zpy = 1.2 beginnnt. Dies zeigt sich in der MC-Rechnung durch einen pl6tzlichen Anstieg
des z Zpy relativ zum zg+-Wert. Da in dem fiir das kleine Volumen verwendeten Programm nur
ein Potentlaltopf vorhanden war, was streng genommen zu einer nur metastabilen Simulation
fiihrte — denn wenn das System in einen anderen Potentialtopf tunnelte, war dort das Potential
nicht korrekt, und das Programm wurde abgebrochen - ist es nicht sinnvoll, die z-Verhéltnisse
anzugeben.
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4.3.2 SU(3)

Die folgende Tabelle zeigt die Resultate der Monte-Carlo-Rechnungen im Fall reiner Eichfelder,
die Ergebnisse von Vohwinkel fiir den niedrigsten in [8] angegebenen g-Wert und auBerdem die
Massenverhiltnisse, die Weisz und Ziemann in [40, 10] fiir ¢ = 0 erhielten.

g>=0[10] | "¢*=0" [ g*=0.01]¢%>=10.05]| ¢g*=0.16 | ¢* = 0.16 [8]

ZE++ 0 0 0.448(10) | 0.715(9) | 0.956(8) 0.993
: PG :

et
= 1.000 1.013(13) | 1.006(27) | 0.994(19) | 0.990(13) 1.078
AT 1.230 1.25(2) 1.28(5) | 1.25(11) | 1.23(4) 1.309
Azt 2.30 2.35(5) | 2.45(5) | 2.63(4) | 2.78(4) 4.29
AFe 6.80 5.49(14) | 5.56(20) | 5.61(16) | 5.87(20) 6.45
g 3.71 3.42(5) | 3.63(10) | 3.77(5) | 3.98(8) 4.18
E-* 3.71 3.45(5) | 3.61(7) | 3.76(6) | 3.95(6)
T 4.20 4.05(7) | 4.22(7) | 4.39(6) | 4.72(6) 4.94
Et- 4.20 4.09(5) | 4.22(7) | 4.38(7) | 4.68(7)
F 3.8 3.99(6) | 4.15(10) | 4.42(9) | 4.60(10) 3.28
i 4.60 4.87(7) | 4.99(10) | 5.19(9) | 5.33(16) 5.39
Tr 2.39 2.72(5) | 2.84(7) | 2.93(6) | 3.22(5) 3.48
Tar 1.97 1.82(3) | 1.83(4) | 1.86(4) | 1.86(4) 1.90
A 1.73 L:55(2) f vLETE4) | o1.57(8) |. 1.57(2) 1.67

Tabelle 4.2: Massenverhéltnisse in Abhdngigkeit von zg++ fiir verschiedene Werte der Kopp-
lungskonstanten g

Obwohl in [10] Massenverhéltnisse fiir alle relevanten zg++-Werte angegeben werden, werden
hier nur die Werte fiir ¢ = 0 zitiert, da ein Vergleich bei anderen g-Werten qualitativ die glei-
chen Ergebnisse liefern wiirde. Man findet gute Ubereinstimmung fiir die E++, T+, AT dad
A7 t-Zusténde. Die Differenz zwischen der Monte-Carlo-Rechnung und dem Resultat der Varia-
tionsrechnung in [8] fiir E** ist eine 40 Abweichung und kénnte entweder dadurch verursacht
sein, dafl in der Rechnung von Vohwinkel die Terme sechster Ordnung im effektiven Hamilton-
Operator mitberiicksichtigt wurden — da diese im mittleren Volumen bemerkbare Beitrige liefern
- oder durch Effekte des endlich groflen Basissatzes (obwohl von Vohwinkel als kleiner als zwei
Prozent geschidtzt) oder durch den systematischen Fehler durch den endlichen Zeitschritt in der
Monte-Carlo-Rechnung. Da man fiir den skalaren A}*-Zustand die zusammenhingende Kor-
relationsfunktion zur Bestimmung des mass gaps berechnen, d.h. zwei statistisch fluktuierende
GroBen voneinander abziehen muf, ist der statistische Fehler fiir den mass gap ziemlich groB.
Im Vergleich mit der Variationsmethode kann man also keinen Gewinn an Genauigkeit verbu-
chen. Andererseits liegen die mass gaps fiir die AT~, T, T;f =, E¥~, A7~ und T; ~-Zusténde
deutlich niedriger als die mit der Variationsmethode errechneten. Dies ist sicher ein Effekt des
zu kleinen Basissatzes in den Rayleigh-Ritz-Rechnungen, da eine Anderung des Zeitschritts in
der Monte-Carlo-Rechnung auf 0.2 keine Abweichung innerhalb des statistischen Fehlers erken-
nen laBt. Ungliicklicherweise liefern die Korrelationsfunktionen fiir AT7, E77 und T; ™ keine
Massenabschitzung, die es wert wire zu Papier gebracht zu werden.



76 KAPITEL 4. SU(2) UND SU(3) IM KLEINEN VOLUMEN

In Bezug auf die in der obigen Tabelle dargestellten Ergebnisse sind folgende Bemerkungen
angebracht, wenn man mit den Ergebnissen der Variationsmethode vergleicht:
Der Tj-Operator transformiert als eine irreduzible Darstellung der Wiirfelgruppe, die nicht nur
in der Spin-1-Darstellung sondern auch in der Spin-3-(und hohere Spins)-Darstellung der Rota-
tionsgruppe enthalten ist. Dies bedeutet, dafl die 75- und A- mit einer T}-Darstellung zu einer
Spin-3-Darstellung kombinieren, wenn die Rotationsinvarianz ungebrochen ist. Also sollten der
Ty - und der A;"-Zustand hinsichlich der Masse entartet sein. Da aber der Term im Lag-
rangian, der die Rotationssymmetrie bricht, so klein ist, und der 77 ~-Operator so konstruiert
ist, daB er ein Spin-1-Operator wire, wenn die Rotationsinvarianz ungebrochen wire, projiziert
er wahrscheinlich beinahe ausschlielich auf den 7| ~-Zustand, der im Limes des unendlichen
Volumens zum 1~ ~-Zustand gehort. So liefert nur die A7 ~-Korrelationsfunktion den mass gap
des Spin-3~~-Zustands.
In dhnlicher Weise projiziert der T;"*-Operator nicht auf den Zustand, der sich nach der ir-
reduziblen Darstellung 7,7 transformiert, die zum Spin 4t+ gehdrt, den Vohwinkel als den
Spinzustand mit der kleinsten Masse, der T1++ enthilt, identifizierte, sondern auf den Spin-
1**-Zustand. Leider stimmt der mit der Monte-Carlo-Methode bestimmte Wert nicht mit dem
Massenwert iiberein, der in [8] fiir den nichsthéheren 7, gefunden wurde, der nicht zum 4*++
gehort.
DafBl die Rotationssymmetrie im kleinen Volumen ungebrochen ist, zeigt sich auch durch die
Entartung von 7,7~ und E*~, die zum 2¥~-Zustand gehoren, genauso wie 7, und E~7, die
zum 2~ *-Zustand gehoren . ,
Die leichte Abweichung des 7, " bei ¢ = 0 im Vergleich mit dem Ergebnis der Variationsrech-
nung konnte vielleicht durch die Tatsache erklirt werden, daf ein angeregter Zustand auf der
Massenskala in der Ndhe liegt (bei 4.86, wenn man das Ergebnis von Vohwinkel linear nach
g = 0 extrapoliert.) Dies kénnte dazu fithren, dal man eine effektive Masse mifit, die grofer er-
scheint als der wirkliche massgap, da bei der Uberlagerung der Exponentialabfille der Term mit
dem kleineren Exponenten sich erst durchsetzen kann, wenn das Signal der Korrelationsfunktion
schon langst im statistischen Rauschen verschwunden ist. Siehe (5.2.2).
Wenn man die (wenigen) Datenpunkte dazu verwendet, jeweils eine Kurve zweiter Ordnung zu
fitten, erhilt man mit der Routine 'Gnuplot’ [134] folgende Koeffizienten fiir eine Potenzreihe
z(irrep)/zg = r, + r1zg + r2(2g)?. Die Fehler in Klammern in der folgenden Tabelle geben nur
die Fehler des fits an.

Die folgenden Bilder stellen die obigen Ergebnisse noch einmal in graphischer Form dar:

Der Effekt der Fermionen mit antiperiodischen Randbedingungen auf die Massenverhilt-
nisse ist fiir SU(3) kleiner als fiir SU(2), da der bosonische Teil des ;-Koeffizienten, der die
Steigung der Massenverhiltniskurven hauptsichlich bestimmt, proportional zu N ist im Fall von
SU(N), wohingegen der fermionische Teil unabhingig von N ist. Daraus folgt, daff der Einfluf
der Fermionen im Fall der SU(3) kleiner ist, als es bei der SU(2)-Theorie der Fall war. Aus
der Skalierungsformel fiir die Energien (4. 10) bzw. Massenverhdltnisse (4. 11) kann man trotz-
dem die Abhingigkeit der Massenverhiltnisse von zg++ berechnen, da man durch einen fit an
die ohne Fermionen erhaltenen "Messpunkte’ die entsprechenden r-Koeffizienten der Potenzreihe
z(irrep)/zg erhalten kann, die dann mit den oben erwdhnten Formeln nur umskaliert werden
miissen, um die Massenverhiltniskurven fiir den fermionischen Fall zu erhalten.

Da fiir SU(3) die Massenverhiltniskurven in Abhéngigkeit von zg44 ziemlich flach verlau-
fen, erwartet man im kleinen Volumenbereich also selbst mit drei masselosen Quarks nur einen
sehr kleinen Effekt. Deshalb wurde darauf verzichtet, die Monte-Carlo-Berechnungen noch ein-
mal mit einem um die fermionischen Anteile erginzten Potential durchzufiihren, da sehr lange
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et ro ri(ng = 0) | ra(n; =0) | ri(ny =3) | ra(ns =3)
1, 1.01315(2) | -0.0217(2) | -0.0031(2) | -0.0156 -0.0016
Lo 1.25006(13) | 0.1363(14) | -0.1652(15) | 0.0978 -0.0850
At 2.3460(7) | 0.1142(31) | 0.3626(31) | 0.0819 0.1866
AT 5.4944(44) | -0.239(26) | 0.635(29) -0.1715 0.3268
X 3.4212(7) | 0.2691(43) | 0.3213(50) | 0.1930 0.1653
E-t 3.4504(2) | 0.1939(8) | 0.3421(9) 0.1391 0.1761
i P 4.0554(13) | -0.0268(63) | 0.7438(64) | -0.0192 0.3828
£t 4.0918(8) | -0.0694(46) | 0.7062(50) | -0.0498 0.3634
T 4.8680(14) | 0.1470(94) | 0.381(11) 0.1055 0.196
T 2.7242(15) | -0.1369(83) | 0.6734(87) | -0.0982 0.3465
T~ 1.8191(2) | 0.0338(11) | 0.0123(12) | 0.0242 0.0063
Az 1.55010(2) | 0.0574(2). | -0.0385(2) 0.0412 -0.0198

Tabelle 4.3: Die durch einen fit erhalten Koeffizienten fiir eine Potenzreihenentwicklung der
Massenverhéltnisse in Abhédngigkeit von zp++

Rechenzeiten erforderlich wiren, um den statistischen Fehler soweit zu driicken, da man eine
Abweichung von den Resultaten der reinen Eichtheorie sicher auf den Einflufl des fermionischen
Anteils des effektiven Potentials zuriickfiihren kénnte.



78 KAPITEL 4. SU(2) UND SU(3) IM KLEINEN VOLUMEN

6.5 T T T T T T T T T

zi;'rep/ze++

R S LU A L .

25

e

Lo AT -

-

Abbildung 4.3: Massenverhéltnisse in Abhdngigkeit von der Skalenvariable zp4+ fiir die
Zustinde, die gemiB der irreduziblen Darstellung A", AT~ und A]" transformieren. ‘
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Abbildung 4.1: Massenverhéltnisse in Abhéngigkeit von der Skalenvariable zg4+4+ fiir die
Zustiinde. die gemiB der irreduziblen Darstellung A7 ™, E*t~ und E~% transformieren.
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Abbildung 4.5: Massenverhiltnisse in Abhiingigkeit von der Skalenvariable zp++ fiir die
Zustdnde, die gemiB der irreduziblen Darstellung 7,7, T;7~ und T, " transformieren.
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Abbildung 4.6: Massenverhiltnisse in Abhéngigkeit von der Skalenvariable zp+4 fiir die
Zustinde, die gemiB der irreduziblen Darstellung 75*, 757~ und T T transformieren.



Kapitel 5

Reine SU(2)- und SU(3)- Eichtheorie

im mittleren Volumenbereich

5.1 SU(2)- Eichtheorie

5.1.1 Die Pfadintegral- Monte- Carlo-Integration des effektiven Lagrangian

Wie in Kapitel 2 schon besprochen, ergibt sich durch Ausintegration der Moden mit Impuls
ungleich Null im Pfadintegral oder mit Hilfe der Blochschen Stérungstheorie in einem endlichen
Volumen mit periodischen Randbedingungen und der Seitenlinge L eine effektive Wirkung bzw.
ein effektiver Hamiltonian fiir die rdumlich konstanten, aber zeitabhdngigen Moden A%(t) =
¢f(t)/L und die entsprechenden Feldstdrketensoren F}; = —e“bcc?cj. In der letzten Formel wurde
die Zeitabhingigkeit unterdriickt und nur der SU(2)-Fall dargestellt. Der Index i lduft von 1 bis 3,
da die temporale Eichung fiir die Impuls-Null-Felder gewdhlt wurde. In Ein-Schleifen-Naherung
erhilt man den folgenden effektiven Hamiltonian, wobei das Resultat im sog. Vakuum-Tal in
allen Ordnungen gilt, wihrend transversal dazu nur Terme vierter Ordnung in ¢ beriicksichtigt

wurden [24].

LH = Hkin it ‘/FF £ ‘/tm‘ (5-1)
Dabei sind 4

Hyin = =5(97" + a1)7'0°/0(e})* , (5-2)

7 1 - a rha 1 =1 710y a _a\: c
Vir = (9 ¢ ) FLFL = 59 *+ag) ) cled — (cfe?)? und (5-3)

i<j
. 4 sinz(%nici) . L _
Vir = 13 3 a2l e =D ckad)? (5-4)
n#0 a

Fiir die praktischen Berechnungen ist es Computerzeit-6konomischer, Vi, in eine Reihe zu ent-
wickeln. Die Einbeziehung der Terme der Ordnung c® diirfte eine ausreichende Niherung fiir
Vior darstellen. Siehe GI1.(5.18) und Tabelle 3 der Ref. [24].

. 2, . 4, . 22, 6 i . 42, 223 e
Vior = /12@ a7 ;QZC,' + JBZCiCJ‘ +74Z(:i + /SZQCJ' + 76€1C2€3 (5-5)
i ; in : wy
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wobei

e = (Y efel)? | O

die Liange der ¢%’s im Farbraum ist. Entsprechend ergibt sich in euklidischer Zeit die effektive
Lagrange- Funktion

LL = Liin + Vrr + Vior : (5-7)
mit
ki L deddc?
ey St 5-8
Lkm 2(9 +011) dt dt ( )

Wie in Kapitel 2 schon erldutert, ergibt sich das Minimum der klassischen Wirkung, wenn alle
drei Felder ¢ im Farbraum parallel sind, d.h. wenn Vg verschwindet. Da die rdumlich konstan-
ten Felder ¢?(t) nur von der Zeit abhdngen, tragt in diesem sog. Toronental nur der kinetische
Term zur klassischen Wirkung und zur Energie bei, d.h. das Vakuum ist nicht mehr nur der
Punkt ¢ = 0, sondern besteht aus allen nicht durch eine Eichtransformation aufeinander abzu-
bildenden Eichfeldkonfigurationen mit der kleinsten Energie. Liischer fithrte das Toronental in
[20] urspriinglich als die Felder ein, die diagonal im Farbraum sind, d.h. proportional % im Fall
der SU(2). Da auf dem Torus nicht unbedingt die Eichfelder, aber immer die Eichtransformatio- .
nen periodisch in L sein miissen, lassen sich nicht alle Felder ¢? durch eine Eichtransformation
auf den Ursprung ’zuriickeichen’. Felder ¢} > 47 sind allerdings unter den erlaubten Eichtrans-
formationen eichdquivalent zu solchen im Bereich 0 bis 47, d.h. das Vakuumtal ist periodisch
modulo4w, wenn man eichdquivalente c? zuldft, oder kompakt, wenn man nur nichteichiqui-
valente Felder ¢? zuldBt. (Schon im SU(2)-Fall gibt es die Wahl, ob man das Vakuumtal in
o3- Richtung oder —o3 Richtung wihlt. Beide Félle unterscheiden sich nur durch eine kon-
stante Eichtransformation. Im SU(3)-Fall wird das Toronental durch A3 und Ag parametrisiert.
Dadurch ergibt sich eine weitere Mehrdeutigkeit, wie im Unterkapitel zur SU(3) noch gezeigt
werden wird.) Da die Lagrangefunktion invariant unter globalen Drehungen im Farbraum ist,
kann das Vakuumtal aber in jeder Richtung liegen, solange die drei Felder nur parallel sind.
Das Toronental kann dann durch die Lingen ¢; der drei parallelen Felder parametrisiert wer-
den. Durch Beriicksichtigung der Quantenfluktuationen der nichtkonstanten Moden und ihrer -
Ausintegration in Einschleifenndherung im Pfadintegral erhélt man die Terme Vi, im effekti-
ven Potential, die die Entartung des Vakuums zu einem Vakuumtal wieder aufheben und dafiir
sorgen, daB nur die Punkte im Konfigurationsraum mit ¢; = 0 oder 27 nun quantendquivalente
Vakua bleiben. Die Punkte ¢; = 0 und 27 sind durch die sog. zentralen Konjugationen ver-
bunden. Dies sind Eichtransformationen, die die beiden Punkte ineinander iiberfithren modulo
einer Multiplikation mit einem Element des Zentrums der Gruppe. Beide Felder sind also nicht
eichdquivalent zueinander, aber da der Hamiltonian invariant unter dieser Operation ist, soll-
ten beide Felder dquivalente Vakua nach Ausintegration der nichtkonstanten Moden sein. Diese
Entartung spielt fiir kleine Volumina L® keine Rolle, da wegen der asymptotischen Freiheit in
nichtabelschen Eichtheorien die Kopplungskonstante g in diesem Fall klein ist. Das hat zur Folge,
daB der transversale Teil des Potentials grof wird. Dadurch wird das Toronental weit entfernt
von den quantendquivalenten Vakua so eng, dafl die Quantenfluktuationen der ¢ , wenn diese
dazu fiihren, daB die ¢? nicht mehr parallel sind, einen Beitrag zu einem effektiven Toronenpo-
tential liefern. Dieses effektive Potential stellt fiir eine Bewegung enlang des Toronentals eine
so hohe Barriere dar. dafl die quanteniquivalenten Vakua praktisch isoliert sind. Mit anderen
Worten: Weichen die ¢} weit entfernt vom Punkt C'* = 0V:Va durch Quantenfluktuationen von
der Parallelitit ab, laufen sie sofort in ein hohes transversales Potential. Das Vakuum ist dann
so eng , daf} ein System mit Quantenfluktuationen es nicht durchqueren kann, ohne einen ho-
hen Energiepreis zu bezahlen, was den Prozefl sehr unwahrscheinlich werden 148t. Man hat bei




84 KAPITEL 5. REINE SU(Q).— UND SU(3)- EICHTHEORIE IM MITTLEREN VOLUMENBEREICH

diesen kleinen g-Werten dann wieder ein eindeutiges Vakuum. Dieser Fall wurde im Kapitel 4
untersucht.

Wenn g und L goBer werden, kénnen auch die ¢; grofier werden, da die effektive Potentialbarriere
kleiner wird. In diesem Fall gewinnt die Méglichkeit des Tunnelns zwischen den 8 quanteniqui-
valenten Vakua bei ¢; = 0 oder 27 (fiir jedes i) an Bedeutung. Man muf} den Konfigurationsraum
um die 8 Vakua mit 8 Karten parametrisieren. Michael [32, 33] benutzt die Notation, in der neue
c; eingefiihrt werden, fiir die immer gilt ¢; < 7 . Die Karten werden unterschieden durch einen
diskreten Index k;, so da r; = ¢;, wenn k; = 4+1 und r; = 27 — ¢;, wenn k; = —1 gesetzt ist,
wobei 7; nun die Rolle spielt, die vorher ¢; gespielt hatte, d.h. es parametrisiert den gesamten
Bereich des Vakuumtals von 0 bis 27.

Koller und van Baal benutzten den Hamiltonformalismus und umgingen die Berechnung des
Spektrums im vollen Konfigurationsraum, indem sie das Tunneln durch Annahme geeignter
Randbedingungen fiir die Wellenfunktionen an der Stelle ¢; = m beriicksichtigten. (Zur Illustra-
tion des Verfahrens stelle man sich den symmetrischen double well Oszillator vor: Anstatt das
Problem im vollen Konfigurationsraum von —oo bis oo zu lésen, kann man sich zunutze machen,
daf alle Eigenfunktionen entweder symmetrisch oder antisymmetrisch beziiglich des Nullpunk-
tes sein miissen. Man kann dann das Problem auf dem eingeschrénkten Konfigurationsraum von
0 bis oo l6sen, indem man fiir die gesuchten Eigenfunktionen nur Variationsfunktionen zuldft,
die beziiglich des Nullpunktes gerade oder ungerade sind. Dies iibersetzt sich in entsprechende
Randbedingungen am Ursprung: Die geraden Funktionen miissen aus Symmetriegriinden am
Ursprung eine verschwindende lokale Steigung haben, wihrend die ungeraden Wellenfunktionen
am Ursprung den Funktionswert Null haben miissen.) Man kann die gleiche Vorgehensweise im
SU(2)-Fall anwenden, wenn man die Wellenfunktion ¥ als Summe von Produktwellenfunktionen
darstellt.

18
e e, 888 6,k 8,3 = E ¢’im(’”lyrz,rs)@l'm(al,¢1,92,¢2,93»¢3) ; (5-9)
l,m

wobei nun Kugelkoordinaten im Farbraum fiir die einzelnen ¢? verwendet wurden. Die von Koller
und van Baal verwendete ’adiabatische Niherung’ besteht in der Annahme, daf die Fluktuatio-
nen um das Vakuumtal von der Art sind, da8 fiir den hier betrachteten Bereich der Kopplung g
sich die sogenannte transversale Wellenfunktion ® immer im Grundzustand ®O0 befindet. Unter
dieser Annahme kann man die radialen Wellenfunktionen ¢ danach klassifizieren, ob sie gerade
oder ungerade beziiglich der Operation r; — 27 — r; sind, und entsprechende Randbedinungen
am Symmetriepunkt bzw. Symmetrieebene, d.h. hier r; = 7, fordern, wenn man die Variations-
wellenfunktion auf den Bereich r; < 7 einschrankt. :

Als Alternative zu dieser Methode, die Wellenfunktion auf einen Koordinatenbereich (eine Kar-
te) einzuschrinken, indem man Randbedingungen aufstellt, kann man natiirlich versuchen, das
Problem auf dem vollen Koordinatenbereich zu studieren. Michael [32, 33] fiihrte hierzu SU(2)-
wertige Koordinaten U; ein, um die 8 Koordinatenbereiche mit nur einer Karte zu parametrisie-
ren und die Topologie des Vakuums dadurch zu beriicksichtigen, daf der effektive Hamiltonian
bzw. eine effektive Lagrangefunktion als eine Funktion der U; geschrieben wurde, die gerade in
den U; war und das Potential fiir kleine C; reproduzierte, wenn man die U; um die Einheitsmatrix
bzw. die negative Einheitsmatrix in eine Reihe entwickelt:

1 - 1
U,(t) =cos (57'1») + i0%c2 sin (57']-) (5-10)
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bzw., wenn man die Aufteilung in die 8 Koordinatenbereiche wieder explizit macht, aber dafiir
die ¢; auf den Bereich von 0 bis 27 beschriankt :

U;(t) = k; cos (-;-cj) - io“c”? sin (%Cj) . (5-11)
Wie oben schon erwdhnt, nimmt &; nun die Werte +1 oder —1 an, und c? ist ein Einheitsvektor
in Richtung von ¢f.

Die Schwierigkeit bei dieser Lagrangian-Methode liegt darin, einen geeigneten Ausdruck fiir die
kinetische Energie derjenigen ¢;- Felder zu finden, die fiir aufeinander folgende Zeitpunkte in
verschiedenen Koordinatenbereichen liegen. Michaels erste Wahl fiir die kinetische Energie war

Liin = =2(97% + o) Tr(U; ) Us (¢t + €)T /€2, (5-12)

wobei ¢ die Zeitdifferenz zwischen benachbarten diskreten Zeitpunkten bezeichnet und der Li-
mes € — 0 die Ergebnisse des Hamiltonformalismus von van Baal reproduzieren sollte. Die obige
Parametrisierung des Vakuumtals stimmt nur fiir kleine ¢; mit dem effektiven Hamiltonian von
van Baal iiberein. AuBerdem wird das Vakuumtal durch die Gruppenmannigfaltigkeit der SU(2)
parametrisiert, die topologisch S* entspricht, wodurch zwar die Periodizitit bzw. Kompaktheit
des Vakuumtals und die Rotationsymmetrie unter globalen Eichtransformationen korrekt wie-
dergegeben wird, aber die flache Metrik der Lie-Algebra durch die gekriimmte von S° ersetzt
wird. Dies fiihrte dazu, dal das Spektrum nur qualitativ mit dem von Koller und van Baal
iibereinstimmte.

Van Baal zeigte [25], dal man durch eine stereographische Projektion U-Variablen erzeugen kann,
mit denen man wiederum eine U-Variablen Wirkung konstruieren kann, die die c-Variablen-
Wirkung in jeder Karte genau reproduziert. Die Verkniipfung zwischen den U- und c-Variablen

lautet: ( , 2)
ki(m® — ¢%) + 2mioc]
(t) = d -1 513
U, (0 i (5-13)

Das Pfadintegral in euklidischer Zeit fiir die entsprechende effektive Wirkung schreibt sich dann

Tr(U;(t) Ul (t + €) = 1)
el (O Ki(t+¢€)

gusis /HdUi exp(3" =3In(Ky) +2(97% + o)
: i

Tr(Ui(t)U; (UL (U] () - 1)

+e(g7% + az) ; O, ~ Vior (c(1))) (5-14)
wobei
Ki= 2+ [Tr(U)])/x = dr/(x* + &) (5-15)

und dU; das Haarsche Ma8 fiir SU(2) ist. Diese effektive Wirkung reproduziert, wie gesagt, in
Jeder Karte den effektiven Lagragian, der am Anfang dieses Kapitels angegeben wurde. Der
kinetische Term ist proportional

(et () = it + ) (cf(E) = cFt + ) = df | (5-16)

wenn sowohl ¢;(t) als auch ¢;(t 4 €) sich in derselben Karte befinden. Dies ist gerade die eukli-
dische Entfernung zwischen zwei Punkten ins Quadrat genommen. In diesem Fall liegen beide
Punkte in ein und derselben Karte, die jetzt einer Kugel mit dem Radius 7 entspricht. Der
gesamte Parameterbereich entspricht zwei Kugeln mit dem Radius 7, deren Rinder aneinander
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c(t+dt) k=+1
c(t) k=+1

c(t) k=+1

c(t+dt) k=-1

Abbildung 5.1: Bestimmung der geodétischen Entfernung

‘geklebt’ sind. Diese Topologie spielt dann eine Rolle, wenn das Tunneln zwischen den beiden
quanteniquivalenten Vakua wichtig wird, d.h. r;(t) ist kleiner und r;(t + €) gréBer =. In der
Sprache der ¢; kann man sich z.B. ¢;(¢t) und ¢;(t + €) als zwei Punkte vorstellen, die jeder in
einer Kugel mit dem Radius 7 liegen. Wird ein ¢; gréfler als 7, gelangt es in die andere Kugel
und wird zu einem c¢; mit einem Radius 27 — r;. Der kinetische Term fiir den Fall des Tun-
nelns wird also die Entfernung der beiden Punkte sein, wenn man iiber die Grenze geht. Die
einfachste Annahme wird sein, dafl der Weg die geoddtische Entfernung iiber die Grenze der
beiden Kugeln sein wird, da die Metrik innerhalb der beiden Kugeln flach ist. Die geoddtische
Entfernung entspricht einem Weg, der eine Reflektion an der Grenze erleidet, wenn man beide
Wege in die gleiche Kugel projiziert. Siehe die nachfolgende Zeichnung: Dabei ist auf der linken
Seite die Entfernung zwischen ¢ (t) und c{(t+¢€) als unterbrochene Linie dargestellt fiir den Iall,
daf beide in derselben Kugel liegen, d. h. das gleiche k; haben, wahrend auf der rechten Seite
die geoditische Entfernung iiber den Rand gezeigt wird, wenn sich ¢(t) und c(t 4 dt) (Indizes
unterdriickt) in ihren k-Werten unterscheiden.

Allerdings ergibt der kinetische Term, den man mittels der van Baalschen stereographischen
Projektion erhilt,

d? = (ci(t) —cl(t+€)) - (ci(t) —ct+¢)) + (7."2 = c‘f(t))(ﬂ"2 ~ C?‘(t e 6))/772 (5-17)
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ein etwas anderes Ergebnis. Wenn man den Spezialfall ¢f(t) = c}(t + €) und ¢; = # — § wihlt,
erhilt man (26)%(1 — §/(2r). Man hitte aber erwartet, da man die minimale Entfernung iiber
die Grenze erhilt, nimlich (28)%2. Man kann zwar argumentieren, daf fiir ¢ — 0 das erwartete
Resultat erreicht wird, da fiir kleine € auch die akzeptierten 6 Werte immer kleiner werden, aber
es ist fraglich, wie schnell die Konvergenz erfolgt.

Deshalb wihlte Michael den 'natiirlichen’ kinetischen Term fiir das Tunneln zwischen den beiden
Koordinatenbereichen, indem er die geodatische Distanz fiir jedes Tunnelereignis berechnete.

Mit den Abkiirzungen p = ¢;(t) und ¢ = ¢;(t + €) und nach Definition des Winkels ¥ durch
ct(t)c}(t + €) = pgcos ergibt sich mittels des Kosinussatzes ein Ausdruck fiir den Weg iiber
den Rand

d? = ((p* + 7% = 2pmcosd)? + (4" + w” = 2qm cos(1 — n)9)7)? . (5-18)

Dabei wird das Minimum beziiglich n im Bereich von 0 bis 1 gesucht. Dies geschah in einem
vektorisierbaren Programm mittels einer iterativen Zweiteilung des Suchbereichs, wobei nach
dem Vorzeichenwechsel von d(d?)/dn gesucht wurde. Drei Iterationen ergaben eine Priizision
von drei Prozent, was sich als ausreichend herausstellte.

Die eigentliche Monte Carlo Berechnung wurde auf zwei verschiedene Weisen implementiert:
Einmal wurden SU(2) Variablen gewihit und Zufallsschritte in S® gemacht, indem die SU(2)
Matrix mit einer geeignet gewdhlten Zufallsverteilung multipliziert wurde. Dies entsprach dem
Haar Ma$ fiir SU(2). Das flache Maf erhielt Michael durch Multiplikation mit dem Korrektur-
faktor In K; in der Wirkung. Eine andere Moglichkeit ist, die neuen c;-Variablen zufillig mit
konstanter Dichte in einer Kugel mit Radius 7 zu wahlen und sie zufillig auf die beiden Koordi-
natenbereiche zu verteilen, d.h. k; zuféllig +1 oder —1. Diese Prozedur wird natiirlich fiir jedes
¢ durchgefiihrt. Die Akzeptanz ist allerdings auch fiir den groften gewihlten g-Wert nur circa
25%.

Die Zustandssumme fiir die c-Variablen Formulierung lautet nun:

7 = /H Z d®c;exp(—e Z (Lkin + VEF + Vior)) (5-19)

3.0k

mit

Liin = (972 + 01) Zdz/ : (5-20)

Dabei ist d; die Entfernung zwischen cf(t) und c(t + €). Es wird immer der kiirzeste Weg zwi-
schen beiden Punkten im Farbraum gesucht, egal ob sie sich im gleichen oder in verschiedenen
Koordinatenbereichen befinden. Wenn sie verschiedene k;-Werte haben, wird die minimale Ent-
fernung iiber den Rand mit Hilfe des bindren Suchverfahrens ermittelt.

Die Auswertung des Pfadintegrals erfolgt mit Hilfe des Standard- Metropolis-Algorithmus. Die
mass gaps werden aus dem Abfallverhalten der Korrelationsfunktionen geeignet gewihlter Ope-
ratoren bestimmt. Die Operatoren werden klassifiziert durch ihr Transformationsverhalten un-
ter den Symmetrien der effektiven Wirkung. Diese sind alle diskret, da die Rotationssymmetrie
durch die Torustopologie auf die Symmetrie der Wiirfelgruppe heruntergebrochen wird. Au-
Berdem gibt es noch drei zusdtzliche diskrete Z;-Symmetrien, die man am einfachsten in der
urspriinglichen U-Variablen Formulierung sieht : U; — —U; fiir festes i. Zustinde, die gerade
sind unter dieser Operation, sind glue balls, wihrend Zustinde bzw. Operatoren, die ungerade
beziiglich einer oder mehrerer dieser Operationen sind, als Zustinde mit einer Einheit des sog.
elektrischen Flusses in der betreffenden i-Richtung bezeichnet werden. Die Zustinde kénnen also
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irrept in c-Variablen in U-Variablen
A7 (0,0,0) Z+ I+ /2 Tra(Us) + Tra(U,) + Tra(U2)
E+(O’ 0’0) ff & 3; fxz * f; = 2fz2 TrA(U:C) — TTA(Uy)vetc'
7,7(0,0,0) fzfyczey und zykl. permut. Tra(U:Uy) - TrA(UIUJ),etc.
A7 (0,0,0) fxfyfze“bcc‘;:cgcf, *r(UUUU,U.U,) - Tr(U;U.U.UU,U,)
AT (1L,1,1) Fodul Tr(Un) I (Uy)T7(U,)
T;'(l, 1,1) | f.czcy ; und zykl. permut. Tr(U,)(Tra(UzUy) — TrA(UxUJ)),etc.
A7 (1,1,1) e®eclcd e Tr(UUU,) - Tr(UU,Uy)
A(1,0,0) fx Tr(lz)
B(1,0,0) fefyfoic Tr(Us)(Tra(U,Uz) — Tra(U,U7)
A(1,1,0) Ll Tr(U)Tr(0y)
B(1,1,0) ciet Tr(U,U,) — Tr(UU])

Tabelle 5.1: Messsoperatoren in U - und c-Variablen ausgedriickt

durch jeweils einen Dreiervektor mit den Eintrigen 0 oder 1 gekennzeichnet werden. Ein Zustand
mit dem Vektor (0,0,0) ist hinsichtlich aller Transformationen U; — —U; Vi invariant, ist also ein
glue ball. Dagegen ist der Zustand niedrigster Energie mit dem Transformationsverhalten (1,0,0)
ein einfaches FluBquantum in x-Richtung, ein sog. Torelon. Zustdnde, die in allen Richtungen
entweder gerade oder ungerade sind, d.h. mit (0,0,0) oder (1,1,1) gekennzeichnet werden, kénnen
beziiglich der restlichen rdumlichen Symmetrie nach der Wiirfelgruppe O}, klassifiziert werden.
Zustéinde mit ein oder zwei Fluflquanten dagegen nur nach der Gruppe Dy. Deren irreduzible
Darstellungen A; und B, werden in der folgenden Tabelle mit A oder B bezeichnet.

Die Operation U; — —U; entspricht in c-Variablen ¢ — —c? ,¢; = ¢; und k; — —k;. Die
folgende Tabelle zeigt alle gemessenen Operatoren in U- und c-Variablen.

5.1.2 Abédnderungen und Korrekturen der obigen Methode
Anderung der Updating-Methode : Schrittweise Anderung und Reflektion bei r, = 7

Um die Rechnungen von Michael zu iiberpriifen und Erfahrung fiir den SU(3)-Fall zu gewinnen,
wurde im Rahmen dieser Arbeit noch einmal der Monte-Carlo-Algorithmus fiir SU(2) implemen-
tiert. Dabei wurden nur die Lie-Algebra-wertigen ¢; Variablen benutzt. Die Unterschiede zur Im-
plementation von Michael beziehen sich auf die Art Vorschlige fiir den Metropolis-Algorithmus
zu machen. Wihrend Michael die neuen ¢; zufillig sowohl in den Kugeln als auch zwischen ihnen
verteilte, indem die k; zufillig als + oder — gewihlt wurden, was zu einer sehr kleinen Akzep-
tanzrate fiihrte, wenn g klein war, werden die ¢; hier schrittweise variiert mit einer Schrittweite,
die so gewihlt ist, daB die Akzeptanzrate immer bei 50% liegt. Es ergibt sich natiirlich die Frage,
was passiert, wenn ein Schritt iiber den Rand einer der Kugeln hinausfiihrt. Natiirlich dreht sich
das Vorzeichen des betreffenden k; um. Dann wird mit Hilfe des binary search-Algorithmus der
Schnittpunkt des Pfeils vom alten ¢? zum vorgeschlagenen neuen ¢’ mit der Grenze r; = 7
festgestellt. Wenn man den Pfeil von ¢? nach ¢?’ als Weg eines Teilchens betrachtet, wird das
Teilchen an der Tangentialebene, die auf dem Auftreffpunkt errichtet wird, wie an einem Spiegel
reflektiert, d. h. die Komponenten des Pfeils senkrecht zur Normalen (, die in diesem Fall immer
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@) k=+1

Abbildung 5.2: Vorschlag einer neuen Konfiguration

zum Ursprung zeigt,) bleiben erhalten, wihrend sich die Komponente des noch zu laufenden
Weges in Normalenrichtung umkehrt. Dieses Verfahren wird unter Umstdanden wiederholt, wenn
der reflektierte (Rest-)weg wiederum die Kugelgrenze schneidet. In der obigen Abbildung wird
auf der linken Seite gezeigt, wie sich durch Addition eines Zufallsvektors (durchgezogene Linie)
zum Farbvektor ¢(t) (durchbrochene Linie, Indidizes unterdriickt) der Vorschlag fiir den neuen
Vektor ¢/(t) ergibt. Auf der rechten Seite ist die gleiche Situation noch einmal fiir den Fall dar-
gestellt, dafl der neue Farbvektor in die andere Kugel wechselt.

Man kann zeigen, dafl diese Methode, im Monte-Carlo-Algorithmus neue Konfigurationen vor-
zuschlagen, das Kriterium

T(z',z) = T(z, z) (5-21)

erfiillt. (Dies ist wichtig zur Erfiillung der Bedingung des ’detailierten Gleichgewichts’. Siehe den
Abschnitt iiber importance sampling in Unterkapitel 3. 5. 1. . Dies bedeutet, daf, wenn man von
x startet, man mit gleicher Wahrscheinlichkeit P nach x’ kommt, wie wenn man von x’ startend
nach x gelangt.

Dies ldfit sich auch fiir gekriimmte Spiegelflichen zeigen, wenn man beriicksichtigt, dal P eine
Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Man muf} also jeweils ein kleines Volumenelement um x und x’
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irrept’ [24] |[33],dt=0.2 | [33],dt =0.1 | dt = 0.1 | dt =0.05
A7(0,0,0) | 5.671 5.77(9) 5.37(25) | 5.56(13) | 5.64(12)
E*(0,0,0) [ 5.179 |  5.10(1) 5.18(2) 5.21(2) | 5.21(2)
T,7(0,0,0) | 9.739 8.84(2) 9.16(3) 9.17(2) | 9.26(6)
A7(0,0,0) | - 14.16(33) 14.70(4)— | 14.76(1) | 14.98(3)
AT(1,1,1) | 5.747 4.81(2) 4.98(2) 5.03(1) | 5.18(5)
A7(1,1,1) | 6.613 |  6.59(4) 6.67(5) 6.72(4) | 6.83(1)
A(1,0,0) | 1.682 | 1.423(2) 1.478(3) | 1.475(5) | 1.533(7)
B(1,0,0) - 10.47(5) 10.87(2) | 10.87(3) | 11.07(2)
A(1,1,0) |3.573 | 3.01(1) 3.13(1) 3.11(2) | 3.23(3)
B(1,1,0) | 2.733 2.74(1) 2.86(1) 2.77(3) | 2.73(2)

Tabelle 5.2: Massenwerte fiir g2 = 6.76

herum betrachten. Dies hat zur Folge, dafl man auch Auftreffpunkte betrachten muf, die um
die infinitesimale Strecke Az vom Auftreffpunkt abweichen. Durch die Kriimmung werden die
entsprechend reflektierten Strahlen verschieden sein und nicht mehr alle in das kleine Volumen-
element um x’ fallen. Aber dieser Effekt ist in hoherer Ordnung in Az und spielt deshalb bei
der Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsdichte, d. h. im Limes Az — 0, keine Rolle.

Untersuchung des durch endlichen Zeitschritt bedingten Fehlers

Die Ergebnisse, die Michael mit der MC-Methode erhielt, unterscheiden sich doch um mehrere
Standardabweichungen des statistischen Fehlers, wenn auch nur um paar Prozent, von den Wer-
ten, die van Baal mit der Variationsmethode erhalten hatte. (Dieser Effekt zeigt sich besonders
bei dem mL-Wert des elektrischen Flusses A(100), der mit einer Genauigkeit gemessen werden
konnte, die erst die dritte Stelle nach dem Komma durch den statistischen Fehler unsicher wer-
den 148t.) Diese Differenzen liefen sich auch nicht bei einer Verringerung des Zeitschritts von
0.2 auf 0.1 verringern - eher im Gegenteil -, wobei man im letzten Fall argumentieren kdnnte,
daB sich bei einem Zeitschritt von 0.1 das sog. critical slowing-down bemerkbar machte und zu
einer lingeren Autokorrelationszeit fiithrte, was zu einer Unterschitzung des statistischen Fehlers
fithrte. Um zu iiberpriifen, ob die Diskrepanz durch die adiabatischen Randbedingungen der van
Baalschen Methode oder durch den endlichen Zeitschritt der MC-Methode hervorgerufen wurde,
wurden die MC-Rechnungen im Rahmen dieser Arbeit mit der oben besprochenen abgednderten
Methode noch eimal mit progressiv immer kleinerem Zeitschritt bis zu einer Schrittweite von
0.05 wiederholt. Dabei wurde die Zahl der Zeitscheiben so erhsht, da die nominale Ausdeh-
nung des Zeitgitters konstant blieb, um Fehler durch ’eine endliche Temperatur’ - in der Sprache
der Zustandssumme - moglichst auszuschlieBen. Das fiihrt zor der Notwendigkeit, beim kleinsten
Zeitschritt dt = 0.05 960 Zeitscheiben zu verwenden. Insbesondere der A(1,0,0)-Zustand, d. h.
ein Zustand mit einer Einheit elektrischen Flusses, und in noch stirkerem Mafle der TQL(O,O,O)—
Zustand, zeigen an, dafl der Kontinuumslimes (,wenn man einmal van Baals Resultate als Konti-
nuumslimes annimmt,) noch weit entfernt ist. Eine weitere Verkleinerung des Zeitschritts wiirde
nur in das sog. critical slowing down fiithren. Multigrid-Verfahren miifiten zur Anwendung ge-
bracht werden, um das zu verhindern.
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irrep?t [24],’dt =0’ | [33],dt = 0.2 | dt = 0.2 | dt = 0.2 mit d¢t>-Korrektur
A7(0,0,0) 5.671 5.77(9) 5.65(7) 5.55(15)
E+(0,0,0) 5.179 5.10(1) 5.07(3) 5.09(1)
7;(0,0,0) 9.739 8.84(2) 8.82(3) 8.77(3)
A7 (0,0,0) - 14.16(33) | 14.27(3) 14.24(3)
A1t(1,1,1) 5.747 4.81(2) 4.85(1) 4.74(3)
A7 (1,1,1) 6.613 6.59(4) 6.55(8) 6.63(2)
A(1,0,0) 1.682 1.423(2) | 1.426(4) 1.404(4)
B(1,0,0) - 10.47(5) 10.46(7) 10.43(1)
A(1,1,0) 3.573 3.01(1) 3.02(1) 2.95(2)
B(1,1,0) 2.733 2.74(1) 2.73(1) 2.74(1)

Tabelle 5.3: Massenwerte fiir g? = 6.76

Als zweite Moglichkeit, den Fehler durch einen endlichen Zeitschritt zu minimieren, ohne dabei
in das critical slowing-down zu geraten, wurde die Methode verwendet, in der Pfadintegralablei-
tung den Kommutatorterm zwischen kinetischer und potentieller Energie, der zweiter Ordnung
im Zeitschritt ist, mitzunehmen. Dies fiihrt wie erwdhnt zu einem Korrekturterm zum Potential
in der euklidischen Wirkung. (Siehe Unterkapitel 3. 5. 2. .)

V(2¢) wird durch

Lk e 2
T g I 8342 L
ersetzt. Dabei ist V = % der Gradient beziiglich aller z¢, wobei sowohl a als auch i von

1 bis 3 laufen. Das Potential ist hier Vior + Vrp. Wie die folgende Tabelle zeigt, fithrt auch
diese Korrektur des endlichen Zeitschrittfehlers nicht ndher an die Variationergebnisse - eher im
Gegenteil. (Die statistischen Fehler sind fiir die z-Werte, die noch einmal zur Kontrolle beim
Zeitschritt dt = 0.2 ohne Korrekturterm in der Wirkung berechnet wurden, etwas grofer als
die von Michael berechneten, da nur 176 Blocke zu je 250 Messungen berechnet wurden, im
Gegensatz zu den 256 Blocken, die bei Michael die Grundlage fiir die Fehlerechnung bilden.) Es
zeigt sich also, dafl der endliche Zeitschritt der MC-Methode wahrscheinlich nicht die Quelle der
Differenzen zwischen beiden Methoden ist.

Der Kinetische Term und die Randbedingungen bei r; = 7

Eine Bestitigung der durch die im letzten Unterkapitel vorgestellten numerischen Ergebnisse
gewonnenen Vermutung , daf die Differenzen in der Energie der elektrischen Fliisse und der mass
gaps zwischen der Monte-Carlo-Methode und der Variationsmethode nicht nur eine Folge des
endlichen Zeitschritts waren, brachten Vohwinkels analytische und numerische Untersuchungen
der Problematik in einem radikal vereinfachten Spielzeugmodel fiir den SU(2)-Fall [34]: Da die
Diskrepanz zwischen den Ergebnissen der beiden Methoden auch fortbesteht, wenn man das
Potential abschaltet [34], kann man auch den Fall eines freien Teilchens betrachten, das sich in
zwei Kugeln vom Radius 7 bewegt, denn das urspriingliche Problem mit den drei Farbvektoren
cf.cy und ¢j entkoppelt ja in drei unabhédngige Teilchen, d. h. die Wellenfunktion des Problems
faktorisiert in drei Wellenfunktionen fiir jeden Farbvektor ¢;. Aufgrund der Kugelsymmetrie des
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vereinfachten Problems bieten sich Kugelkoordinaten zusammen mit einem diskreten Index &,
an, der anzeigt in welcher der beiden am Rand identifizierten Kugeln sich das Teilchen befinden.

li! =3 li’(ry 9) ¢7 k) (5_23)

Aufgrund der Symmetrie des Problems kénnen die Eigenfunktionen danach klassifiziert werden,
ob sie symmetrisch oder antisymmetrisch bei Vertauschung der Kugeln sind. Man kann daher die
Wellenfunktion durch die auf eine Kugel beschrinkte Wellenfunktion ¥ und deren Symmetrietyp
beschreiben.

Die Randbedingung bei r = 7 ist eindeutig fiir die antisymmetrischen Wellenfunktionen:

U(r,0,¢6)=0. (5-24)
Hingegen kann man fiir die symmetrischen Wellenfunktionen verallgemeinerte Randbedingungen

betrachten [34]:

P
Elog (rU{r,8,¢))lr=x =1 . (5-25)

Bislang war nur b = 0 betrachtet worden. Fiir jedes b ergibt sich eine bestimmte Basis von
Eigenfunktionen. Aufgrund der Kugelsymmetrie des Problems faktorisieren die funktionen:

\Ilil'm(r1 01 ¢) = j[((lir)}/[m(a, ¢) e (5‘26)
Da die von Michael gewihlte Definition der kinetischen Energie
Tkin = dgeo/2€2 (5—27)

die geoditische Entfernung iiber den Rand der Kugel beinhaltet und diese geodétische Entfer-
nung analytisch die Losung einer quartischen Gleichung erfordert, berechnete Vohwinkel den
Effekt des endlichen Zeitschritts durch eine Berechnung der Transfermatrix mit Hilfe der Van
Baalschen Wahl der kinetischen Energie (5-17). Die Transfermatrix zwischen zwei Wellenfunk-
tionen W und ® ist dann gegeben durch:

1
Too= 3 [ deideabies, k)@ (va ko) K (vy,ra, by — kal) (5-28)
k1 ,k2:0

mit

[((1'1 sy T2, Ak) - exp [—GT[\'l'n(I‘l, ra, Ak)] : (5_29)

1
, V2me
Als Ergebnis einer Entwicklung der Transfermatrix fiir { = 0 und einer Raleigh-Ritz-Berechnung
mit einem Basissatz von maximal 800 Basiszustinden erhielt er sehr genaue Werte fiir den
Grundzustand, den ersten antisymmetrischen Zustand und dem ersten angeregten Zustand mit
| = 1 fiir e-Werte bis 2.0-107°, z. B.

Eo(€) = 0.06882408 — 0.0085092+/¢ + 0.007¢ . (5-30)

Ein Vergleich mit einer Monte-Carlo-Rechnung mit van Baals kinetischen Term (5-17) ergibt
ausgezeichnete Ubereinstimmung im Rahmen des statistischen Fehlers. Eine Wiederholung der
Monte-Carlo-Rechnung mit dem von Michael gewiihlten 'geoditischen’ kinetischen Term ergibt
Abweichungen von den analytischen Resultaten von der gleichen GroBe wie schon in den vollen
SU(2)-Rechnungen.

Man kann einen kinetischen Term ‘konstruieren’, der die mit einem Hamiltonoperator gewonnen
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Resultate fiir das 'Spielzeugmodel’ exakt reproduziert. Man erhdlt aus der Spektraldarstellung
des Kurzzeitpropagators [105]

I 00
eLrn(riradk) = /3 SN S (1Yo Bk (agiry) i) Pi(c)e VD0 L (5:31)
. 5=03,/=0

Dabei ist ¢ der Kosinus des Winkels zwischen ry und rz und og; und ay;; sind entsprechend |
(5-24) und (5-25) gewihlt. Man kann die Summen fiir endlich grofie € nach /4, und jmqe. abbre-
chen, ohne einen in der Monte-Carlo-Simulation bemerkbaren Fehler einzufiihren — fiir ¢ = 0.15
reichten [, = 100 und ., = 40. Klarerweise kann man nicht bei jedem Monte-Carlo-Schritt
die Summe neu berechnen. Deshalb wurde Lg;, , das nur von ry,ro und ¢ abhingt in einer
Tabelle mit 50° Eintrigen tabelliert und alle nicht in der Tabelle erfaiten Werte per Spline-
Interpolation gewonnen, wenn sie in der Monte-Carlo-Rechnung benétigt wurden. Mit dieser
Methode gelang es Vohwinkel nicht nur in dem Spielzeugmodell die ’Kontinuumswerte’ mit der
Monte-Carlo-Methode zu reproduzieren, sondern auch im vollen SU(2)-Modell die Resultate von
van Baal im Rahmen des statistischen Fehlers zu reproduzieren. Da durch den Potentialterm
Korrekturen der Ordnung O(¢?) méglich werden, mufl man nun die mass gaps fiir mehrere ver-
schiedenen Zeitschritte berechnen und die Ergebnisse nach ¢ = 0 extrapolieren.

Durch Vohwinkels Arbeit [34] diirfte klar sein, daf§ die Unterschiede zwischen der Raleigh-Ritz-
Methode zur Bestimmung des Spektrums des effektiven Hamilton-Operators und der Monte-
Carlo-Methode auf dem Zeitgitter hauptsichlich in der Behandlung des kinetischen Terms be-
griindet sind.

5.2 SU(3)- Eichtheorie

5.2k 1 Das Vakuumtal

Im Falle von SU(3) sind die rdumlich konstanten Eichfeldkonfigurationen, die den magnetischen
Teil der Wirkung minimieren, gegeben durch:

Ai(z) = diag(q;,a?,a}) . (5-32)

Durch die geforderte Periodizitdt der Eichtransformationen auf dem Torus lassen sich nicht alle
diese 'reinen Eichungen’
Ai(z) = g(2)dig(2)™! (5-33)

wieder auf das klassische Vakuum A = 0 zuriickeichen. Vielmehr sind zwei Felder A; und A;
eichdquivalent, wenn gilt

« J )
a¢ = a?® mod (%) : (5-34)
wobei o eine beliebige Permutation der Farbindices b ist, und fiir alle A gilt
3
Yal=0 (5-35)
b=1

aufgrund der Tatsache. dafl die A-Felder Lie-algebra-wertig und daher spurlos sind. Wieder ist
der Hamiltonoperator fiir eine reine Eichtheorie invariant gegeniiber zentralen Konjugationen,
die zur Transformation der Eichfelder mit Elementen des Zentrums von SU(3), d. h. Z3, fiihren.
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Man wird also entlang des Vakuumtals 3 quanteniquivalente Vakua erwarten. Wenn man ein
Element W der SU(N)-Algebra definiert

b
W = ]—V—dzag(l,...,l,(l—N)) ; (5-36)
schreiben sich die quasi-periodischen Eichtransformationen

or
hp(z) = exp (3 %zkiziW), ki=0,..,(N-1). (5-37)

1

Die Eichtransformation A ist quasiperiodisch mit

hp(z + L&) = et () . (5-38)

Da SU(3) zwei Generatoren hat, die diagonal sind, d. h. miteinander vertauschen, ist das
Vakuumtal, in dem das klassische Potential o [A;, A;]? gleich Null ist, zwei- bzw. sechsdimensio-
nal. Die Gruppe SU(3) hat dem Rang zwei, d. h. es gibt zwei Casimir-operatoren, also auch zwei
eichinvariante Polynome. Das erste ist analog SU(2) das Quadrat des 'Radius’ im Farbraum.

Mou

= 2Tr(c?) (5-39)

a=1

Dabei bezeichnet i den Raumindex. Die Invariante vom Grad 3 ist gegeben durch:

g = Zabe .t etdype = 4Tr(c ) (5-40)

[ 2 2
= V3(—c} — 3ckes — 3ckes — 2ckes + 3cies + 3cies + 3cies (5-41)
—3V3esc} — §v3escd + $v3escd + 3v/3esch
+3v/3ciescr — 3v/3eaeqcr + 3v/3eaescs — 3v/3cicacs)

Dabei wurde in der letzen Formel auf der rechten Seite der Raumindex i unterdriickt und die
Farbindices nach unten gezogen. Man kann zwar die Rénder eines Teilvakuums durch die In-
varianten r und s beschreiben, aber diese Wahl wire unbequem, da die Grenzen komplizierte
Funktionen von r und s wiren. Stattdessen ist es einfacher, eichinvariante ’x’ und ’y’ einzufiihren.

Man definiert :

1 3
¢; = — arcsin \/§i (5-42)
3 2
r;, = risin (p, (5-43)
Yi = ricos¢;

Wie im Folgenden gezeigt wird, besteht im Vakuumtal — genauer gesagt in dem in Abbildung 5.
3 schraffierten Dreieck — zwischen diesen 'x’ und ’y’-Koordinaten und den 3- und 8-Koordinaten
eine einfache Beziehung. Man kann eine Feldkonfiguration, die im Vakuumtal liegt, d. h. bei der
der Eichfeldkommutator verschwindet, immer in die 3- und 8-Koordinatenebene drehen. Auch
wenn die ¢; nicht alle miteinander kommutieren, d. h. eine Vakuumkonfiguration vorliegt, kann
man zumindestens ein ¢; immer in die Diagonalform

3
A /2 = diag(a Zab (5-44)

b=1
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Abbildung 5.3: Das SU(3)-Vakuumtal.
In der obigen Abbildung steht C! fiir cg = ¢ und C? fiir ¢3 = ¢}

l' .

bringen, da die ¢{ ja hermitische Matrizen sind. Allerdings sind diese 3- und 8-Koordinaten bzw.
x’ und 'y’ nicht eindeutig bestimmt, da eine gleichzeitige Permutation der entsprechenden a’s,
eichidquivalent zur Ausgangskonfiguration ist. [20] (Im SU(2)-Fall war dies die Wahl von o3/2
oder —o3/2 als Richtung des Vakuumtals. Eine globale Farbrotation bildet beide Vakuumkonfi-
gurationen aufeinander ab.)

Entsprechend gibt es auch drei Moglichkeiten zentrale Konjugationen zu bilden, die periodisch
sind bis auf ein Element von Z3. Zeichnet man das Vakuum und seine durch zentrale Kon-
jugationen erzeugten Bilder in ein 3-8 - Koordinatensystem und errichtet auf halber Strecke
zwischen den 'Vakua’ senkrechte Trennungslinien auf den Verbindungslinien der Vakua, so wird
die 3-8-Ebene in ein hexagonales Gitter von Einzugsbereichen der einzelnen Quantenvakua ein-
geteilt. In der obigen Abbildung, entnommen aus [19],ist das effektive Potential im Vakuumtal
als Hohenlinien eingezeichnet. In dem schraffierten Gebiet liegen die aus (2.30) und (2.31) aus
den farbinvarianten r und s errechneten x’ und ’y’-Koordinaten. In diesem schraffierten Gebiet
fallen sie mit den entsprechenden 3- und 8-Koordinaten zusammen. Andere, auflerhalb dieses Ge-
biets, aber ebenfalls nur in der 3- 8-Ebene liegende Punkte, erhalten die gleichen r und s-Werte
und damit auch x” und 'y’-Koordinaten. Man betrachte den Einzugsbereich um den Ursprung.
Durch konstante Farbrotationen wird im gesamten Farbraum ein Gebiet abgegrenzt, wenn die
farbrotierten Grenzen im 3-8-Raum auch die Grenzen im gesamten Farbraum bilden. Wie im
SU(2)-Fall betrachtet man nur das Einzugsgebiet um das Vakuum um ¢! = 0. Punkte in diesem
Gebiet erhalten den diskreten Index k; = 0, Punkte deren r- und/oder s-Werte bzw. x,y-Werte
in dem schraffierten Bereich der obigen Abbildung in die Einzugsgebiete der mit '+’ oder ’-’
ockennzeichneten Bereiche fallen, erhalten entsprechend k; = +1 oder k; = —1.
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3
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Abbildung 5.4: Der gesamte Bereich des Vakuumtals mit den Einflulbereichen der zentral kon-

jugierten Vakua und deren Weyl-rotierte Kopien.Die drei Pfeile bezeichnen dquivalente zentrale
Konjugationen des Vakuums ¢ = 0.
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5.2.2 Vorschlag einer neuen Konfiguration

Wie im SU(2)-Fall werden neue c?(t)" aus den alten ¢? durch Addition eines Zufallsvektors mit
maximaler Schrittweite S gebildet:

' =ct+ f*S Va,Vi. (5-45)

dabei sind die f¢ gleichverteilte Zufallszahlen im Bereich [—1, 1]. Um zu sehen, ob der Vorschlag
auflerhalb des Kartenbereichs gefiihrt hat, berechnet man aus ¢’ die entsprechenden 7’ und s’
bzw. ' und y’. Wenn man diese hat, 1Bt sich leicht feststellen, ob die Grenzen iiberschritten
wurden. (AuBlerdem ergibt sich sofort das neue k;.) Ist dies der Fall, wird die Strecke ||c}’ — ¢?||
und ein Einheitsvektor in Richtung ¢}’ — ¢? bestimmt. Dieser Pfeil von ¢ nach ¢’ soll wie
im SU(2)-Fall an der Tangentialebene des Auftreffpunktes auf die Grenze reflektiert werden.
Dazu wird der Schnittpunkt mit der Grenze durch bindre Unterteilung gesucht. Dann wird der
Schnittpunkt in die 3-8-Ebene gedreht (wobei die U-Matrizen numerisch bestimmt werden [136])

cha9 = ye, Ut (5-46)

wobei ¢, = ¢2t*/2 die Schnittpunktskoordinaten darstellt, und der Raumindex i unterdriickt
wurde. Mit derselben Transformationsmatrix U wird der Einheitsvektor in Pfeilrichtung trans-
formiert. Der Pfeil wird dann analog dem SU(2)-Fall in Komponenten in der 3-8-Ebene und
die anderen zerlegt. Die Komponenten in der 3-8-Ebene werden an der Grenze reflektiert, die
anderen Komponenten bleiben unverdndert. Danach wird das Ergebnis mit der inversen Matrix
U~1 zuriicktransformiert und der Weg entlang des neuen Einheitsvektors fortgesetzt.

Diese Prozedur wird unter Umstinden wiederholt, falls im weiteren Verlauf des Pfeils erneut
eine Grenze getroffen wird.

5.2.3 Berechnung der kinetischen Energie und der Wirkung

Die Berechnung des kinetischen Teils der Wirkung ist einfach, wenn k;(t) = k;(t +¢) ist, ndmlich
ASgin = {(c3(t) = ct(t+€))*}/{2¢}. Fiir den Fall, da ¢2(¢) nicht im gleichen Bereich wie % (t+¢)
liegt, d. h. sich die entsprechenden k;’s unterscheiden, wird wieder ASk;, = {(dgeo)?}/{2¢}
gewihlt, wobei d,., die geoddtische Distanz zwischen den beiden cf-Vektoren sein soll. Obwohl
der einem k; zugeordenete Bereich nicht mehr die Gestalt einer (Hyper-)Kugel hat, wird das Mi-
nimum der Entfernung iiber den Rand zuerst in der von ¢?(t) und c?(t+¢) aufgespannten Ebene
durch bindre Unterteilung gesucht. Erst danach wird um das Minimum dieser eingeschrinkten
Suche eine random-walk-Suche in allen Dimensionen vorgenommen. Es stellt sich heraus, daf
in den meisten aller Fille das dann erhaltene Minimum nur um einige Prozent von dem der
eingeschrankten Suche abweicht.

Bei der Suche der minimalen Entfernung iiber den Rand werden keine minimalen Wege beriick-
sichtigt, die iiber zwei Grenzen hinweg fiihren wiirden, da eine Minimierung mit Variation von
zwei Punkten auf den Grenzflachen zu rechzeitintensiv wire. Gliicklicherweise sind solche mini-
malen Wege nur fiir wenige Konfigurationen moglich, bei denen die Endpunkte der ¢?-Vektoren
nahe den Ecken der Einzugsbereiche der Quantenvakua liegen. Das effektive Potential im Va-
kuumtal, das durch die transversalen Fluktuationen der ¢} induziert wird, ist in diesem Bereich
am groBten. so daBl diese Konfigurationen bei den Werten der Kopplung, fiir die das Tunneln
zwischen den Quantenvakua selten ist und in den Minima des effektiven Potentials erfolgt, keine
grofle Rolle spielen werden.

Das effektive Potential, in dem sich die ¢? bewegen, wird induziert von den Nullpunktsfluk-
tuationen aller rdumlich nicht-konstanten Moden und wird hier in der Wirkung bis zur vierten
Ordnung transversal zum Vakuumtal und bis zur sechsten Ordnung im Vakuumtal verwendet.



Abbildung 5.5: Beziehung zwischen den zentral konjugierten Eichfeldern ¢ und c¢’, sowie den auf
verschiedenen Seiten einer Grenze liegenden Eichfeldern ¢ und ¢”.

5.2.4 Randbedingungen fiir die angeregten Zustinde und Operatoren

[8] Um die Randbedingungen an den Grenzen der Einzugsbereiche der Quantenvakua zu fin-
den, beschrankt man sich wieder darauf, das Transformationsverhalten der Wellenfunktionen im
Vakuumtal zu finden, und verallgemeinert die Randbedingungen dann, indem man die Trans-
formationsgesetze eichinvariant formuliert. Wie im Fall von SU(2) kann man wieder den elek-
trischen FluB fiir jede Raumrichtung i unabhingig von den anderen definieren. Die folgende
Abbildung zeigt, wie sich eine zentrale Konjugation auf eine Konfiguration nahe der Grenze des
Einzugsgebiets auswirkt. Um die Randbedingungen an der Grenze der Einzugsbereiche festle-
gen zu konnen, mufl man eine zusitzliche Reflektion ausfithren und das Verhalten der einzelnen
Zustdnde unter diesen 'Einteilchen’-Reflektionen untersuchen. In der Abbildung wird die auf
das Vakuumtal beschrinkte Konfiguration ¢ = (c3,cs) durch eine zentrale Konjugation auf ¢
abgebildet. Die Wellenfunktion mit elektrischen FluB e transformiert sich wie

(') = 2 /3P (c) . (5-47)

Jm die Randbedingungen festzulegen, mufl man eine Beziehung zwischen den Konfigurationen
¢ und ¢” herstellen. Man findet[8], dafl positive Paritdt der Wellenfunktion W(c3, cg) in i-Rich-
tung die Randbedingung W(e3, —cg) = W(cs, cs) impliziert und negative Paritdt W(cs, —cs) =
—W(es, cg) ergibt. Diese Randbedingungen iibertragen sich auch auf die Weyl-rotierten Grenzen
zwischen den Quantenvakua. Man findet also fiir Zustdnde, die invariant unter Reflektionen
sind, einfach Periodizitat unter zentralen Konjugationen, wahrend antisymmetrische Zustdnde
an der Grenze zwischen den Einzugsbereichen verschwindende Wellenfunktionen haben miissen.
Zur Bestimmung der mass gaps der Zustdnde, die symmetrisch beziiglich der Grenzen sind,
wurden wieder die Operatoren aus Tabelle 1 verwendet. (Siehe vorheriges Kapitel.) Analog dem
SU(2)-Fall, wo Michael Z,-Faktoren fiir jede 'Einteilchen’-Symmetrie einfiihrte (siehe Tabelle 2
und die Diskussion davor), wurden hier nun ein oder mehrere komplexe Zs-Faktoren eingefiihrt.
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g = 258 8] dt = 0.15
ZE++ 1.847 1.9(5)
Zgi- 12,86 {1, ") 12.7(5)
Za4+ 2.919 3.7(8)
244 13.93 13.4 +/- 1.8

Tabelle 5.4: mL-Werte fiir ¢ = 1.6

g2=1256| [8] |dt=0.15

ara- | 9937 92(2)
zp—+ | 10.28 | 124(1)
Zy- | 57T | 4.4(3)
2 | 470 | 6.0(2

(2)
zr | 920 | 8.1(7)
2+ 3.78 2.8(1)

Tabelle 5.5: mL-Werte fiir g = 1.6

5.2.5 Resultate und offene Probleme

Aufgrund der ungeniigenden Statistik, d. h. der rechenzeitintensiven da nicht optimierten Im-
plementierung des Monte-Carlo-Algorithmus’, 1a8t sich bei den E**- und A *-Zustéinden noch
kein Plateau der effektiven Massenwerte erkennen, da das statistische Rauschen mit zunehmen-
den Zeitabstand in der Korrelationsfunktion anwéchst und die obengenannten Zustidnde mit den
verwendeten Operatoren erfahrungsgemifl erst bei groferem Zeitabstand ihr Plateau erreichen.
Die angegebenen Werte kénnen deshalb nur obere Grenzen sein.

Die entsprechenden Zustidnde mit negativer C-Paritdt zeigen ein etwas besseres Verhalten

der Korrelationsfunktionen bzw. der effektiven Massen. Da in [8] keine mL-Werte fiir die E+~-

Zustinde angegeben sind, wurde stattdessen der g = 1.6-Wert fiir den 75 ~-Zustand zum Ver-
gleich herangezogen unter der Annahme, daf beide in mittlerem Volumen zur Spin-2-Darstellung
gehdren und nicht so stark von der Aufspaltung betroffen sind wie 75"+ und E*+. Wie im vor-
herigen Unterkapitel erldutert, haben die TF¢, APC und TF¢ Randbedingungen zwischen den
zentral konjugierten Quantenvakua, die einen Nulldurchgang der entsprechenden Wellenfunktio-
nen an den Grenzen fordern. Um die Energien der Zustinde zu *messen’, muf man Operatoren
konstruieren, die nur auf diese Zustdnde projizieren und nicht auf solche mit symmetrischen
Randbedingungen. Der Versuch, dies mit komplexen Z3-Faktoren zu erreichen, ist fehlgeschlagen,
nur die Zustdnde mit den ’falschen’, d. h. symmetrischen Randbedingungen konnten gemessen
werden.

Diese zeigen ein wesentlich besseres Verhalten des zeitlichen Abfalls der Korrelationsfunktio-
nen bzw. der effektiven Massen. Man sieht aber insbesondere beim "7, **-Zustand den gleichen
[Zffekt. der schon bei den SU(2)-Rechnungen auftrat: Der Zustand mit falschen Randbedin-
gungen liegt unter dem ‘richtigen’ T, *-Zustand, d. h. Zustinde, die elektrischen Fluf tragen,
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konnen trotzdem mit ihren Massenwerten unter denen ohne elektrischen Fluf liegen. Man erwar-

tet, daB dieser Effekt ein Artefakt des endlichen Volumens ist und bei VergréBerung des Torus
verschwindet.
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Schluibemerkungen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde gezeigt, dafl die Monte-Carlo-Methode auch bei Problemen, die
von der Zahl der Freiheitsgrade eher dem Bereich der Quantenmechanik als dem der Quanten-
feldtheorie zuzurechnen sind, mit den traditionellen Methoden der Quantenmechanik wie z.B.
der Variationsmethode konkurrieren kann. Dabei lassen sich die gleichen Techniken verwenden,
die auch bei der Berechnung von sog. Gittereichtheorien zur Anwendung kommen, — nur das
das Raum-Zeit-Gitter der Gittereichtheorie auf ein Zeitgitter reduziert wird. Auflerdem sind die
behandelten Probleme gekennzeichnet durch das Vorhandensein mehrerer entarteter Potential-
minima (‘Vakua’), zwischen denen Tunneliiberginge stattfinden konnen. Diese Entartung ist
eine Folge einer Zn-Symmetrie der Hamiltonfunktion der reinen Eichtheorie SU(N). Die in der
Hamiltonfunktion des Systems auftretende Kopplungskonstante hingt als sog. 'laufende Kopp-
lungskonstante’ von der linearen Ausdehnung des raumlichen Volumens des Systems ab, dessen
toroidale Topologie die ebenfalls toroidale Topologie des Konfigurationsraumes der Systemfrei-
heitsgrade bestimmt. Wenn diese Kopplungskonstante nun sukzessive vergroflert wird, gelangt
man ab einem gewissen Wert der Kopplung von einem Bereich, in dem die Tunnelrate exponenti-
ell unterdriickt und die Aufspaltung der Spektren durch das Tunneln unmefibar klein ist — dem
sog. Bereich kleinen Volumens —, zu einem qualitativ anderen Bereich, in dem die Tunnelrate
grof} ist und starke Auswirkungen auf die Energie der verschiedenen Zustinde haben kann. So
wird z. B. die Entartung der sich nach der irreduziblen Darstellung der Wiirfelgruppe transfor-
mierenden Zustinde E und 7%, die im Limes unendlich grossen Volumens einen Spin-2-Zustand
bilden wiirden, in diesem sog. Bereich mittelgroen Volumens aufgehoben. Weiterhin ist das hier
vorliegende Potentialproblem insofern unkonventionell, als das Potential es den "Teilchen’ erlau-
ben wiirde, im sog. Vakuumtal aus dem EinfluBbereich je eines der entarteten sog. Quantenvakua
zu entkommen, wenn nicht ihre Quantenfluktuationsbewegung transversal zum Vakuumtal einen
effektiven Potentialberg induzieren wiirde, der sie fiir kleine Werte der Kopplung auf den Be-
reich um je ein Quantenvakuum beschrinkt. Es zeigt sich nun, da die Monte-Carlo-Methode
auch die rdumliche Beschrankung durch dieses dynamische, von Quantenfluktuationen induzier-
te Potential genauso effektiv simuliert wie solche, die durch herkommliche Potentialterme in der
Hamiltonfunktion bedingt sind.

Im kleinen Volumenbereich, d. h. wenn Tunneleffekte zu vernachlissigen sind, erhilt man fol-
gende Ergebnisse: Die mass gaps, d. h. die Differenzen zwischen dem ersten angeregten Zustand
und dem Grundzustand, lassen sich mit einer Genauigkeit von wenigen Prozent oder besser
bestimmen. Auferdem hat die Diskretisierung der Zeit im Rahmen dieser Genauigkeit keinen
EinfluB auf die Ergebnisse. Dafl der Einflul des endlichen Zeitschritts gering (Gréfenordnung ein
Prozent) ist, wurde durch Variation des Zeitschritts von 0.2 auf 0.1 bzw. 0.15 gezeigt. Dement-
sprechend zeigen die Massenverhéltnisse fiir SU(2) auch nur fiir grélere Werte der Skalenvaria-
blen zp+ = mpg+ L, die die lineare Ausdehnung des Torusvolumens, gemessen in Compton-
Wellenléingen des niedrigsten mass gaps bzw. glue balls, angibt, nahe dem Tunneliibergang
Abweichungen von den Raleigh-Ritz-Ergebnissen. Da man in diesem Bereich eine abnehmen-
de Genauigkeit der Variationsrechnung erwartet, sprechen diese geringen Abweichungen nicht
unbedingt gegen die Monte-Carlo-Methode. Eine Uberpriifung der von van Baal gefundenen
Umskalierungsformel von Raleigh-Ritz-Ergebnissen der reinen Eichtheorie auf Ergebnisse mit
3 masselosen Fermionen (Quarks) durch direkten Vergleich mit den Monte-Carlo-Ergebnissen
zeigt ebenfalls nur Abweichungen im Prozentbereich. Da die Umskalierung Terme vierter Ord-
nung in der Entwicklung der Energien nach Potenzen von ¢*/3 nicht beriicksichtigt, ist eine
vollstéindige Ubereinstimmung wohl auch nicht zu erwarten. Die Vorteile der quantenmechani-
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schen Monte-Carlo-Methode zeigen sich insbesondere dann, wenn es aufgrund der Problemstel-
lung schwierig ist, eine moglichst vollstindige Basis fiir die Berechnung der Matrixelemente im
Raleigh-Ritzschen Variationsverfahren zu finden.

So erwiesen sich die Variationsrechnungen fiir SU(3) im kleinen Volumen als sehr viel schwieri-
ger als im Fall der SU(2)-Eichgruppe, da Weisz und Zieman fiir einige Zustinde nur sehr kleine
Basissdtze finden konnten. (Zwar konnte Vohwinkel die Schwierigkeiten von Weisz und Ziemann,
eine Basis fiir den Fall des effektiven Hamiltonoperators der reinen SU(3)-Eichtheorie auf dem
Torus zu finden, {iberwinden, aber die von ihm verwendete Basis ist auf die Berechnung von
Matrixelementen im mittleren Volumen optimiert, so da§ die Genauigkeit im kleinen Volumen
beeintriachtigt sein kénnte [8].)

Fiir die Monte-Carlo-Methode stellt sich dieses Problem nicht. Eine einzige Basisfunktion kann
als Projektor auf den jeweiligen Zustand dienen, wobei sich die Zustinde nach den irreduziblen
Darstellungen der Wiirfelgruppe transformieren und durch ihr Verhalten unter Paritits- und (im
Fall der SU(3)) C-Paritdtsoperationen klassifiziert werden kénnen. Die einzige Schwierigkeit, die
bei der Implementierung der MC-Methode auftritt, ist durch die Tatsache bedingt, daf fiir einige
Zustdnde auch die einfachsten moglichen Polynome, die sich entsprechend transformieren, schon
viele Summationen iiber verschiedene Farb- und Raumindizes erfordern. Diese lassen sich nicht
als simple Verschachtelung von Programmschleifen programmieren, da in diesen dann meistens
nur Null aufaddiert wiirde. Also empfiehlt es sich, einige der Summen von Hand auszufiihren
und die Teilergebnisse dann geschickt zu verkniipfen. Meistens erhdlt man mit den in dieser
Arbeit verwendeten Projektoren Plateaus in den effektiven-Masse-plots, d. h. die mass gap-
Bestimmungen sind in einem Bereich von mehreren Zeitschritten unabhédngig vom Zeitabstand
zwischen den Operatoren, die man benutzt, um den Erwartungswert der entsprechenen Kor-
relationsfunktionen zu bestimmen. Diese Tatsache und die Stabilitdt der Ergebnisse gegeniiber
Variationen des Zeitschritts lassen die Vermutung berechtigt erscheinen, daf§ die Monte-Carlo-
Resultate deshalb deutlich unter den Ergebnissen der Raleigh-Ritz-Rechnungen liegen, weil die
Basissatzgrofe der Variationsrechnungen nicht ausreichte, so daf8 die Variationswellenfunktion
der wahren Wellenfunktion nicht nahe genug kommen konnte. Man kann nun ein Polynom (zwei-
ter Ordnung) in zp++ an die Monte-Carlo-Daten fiir jeweils einen Zustand anpassen und dieses
Ergebnis wieder mit der van Baalschen Methode umskalieren, um die Ergebnisse fiir SU(3) im
kleinen Volumenbereich mit drei masselosen Quarks zu erhalten.

Im sog. mittleren Volumenbereich wurden die Massenverhdltnisse fiir SU(2) sowohl ohne als auch
mit (masselosen) Fermionen schon von Michael [33] mit der quantenmechanischen MC-Methode
berechnet. Seine Vorgehensweise, im Metropolis-Algorithmus neue Konfigurationen vorzuschla-
gen, die Tunneliibergingen zwischen zwei Einzugsbereichen von Quantenvakua entsprechen, lafit
sich nicht einfach auf den SU(3)-Fall im mittleren Volumen iibertragen. Deshalb wurde die Me-
thode der ’Reflektion am Rand’ eingefiihrt und am Fall der reinen SU(2)-Eichtheorie getestet.
Im Rahmen der statistischen Fehler ergibt sich eine perfekte Ubereinstimmung der Ergebnisse.
Der Versuch, mit noch kleineren Zeitschritten dem durch die van Baalschen Ergebnisse vorge-
gebenen Kontinuumslimes in der Zeit niher zu kommen, war nicht vollsténdig erfolgreich, da
bei immer kleinerem Zeitschritt im Metropolis-Algorithmus das sog. critical slowing down die
Effizienz der Rechnung immer mehr einschrinkt. Ein Versuch mit einer verbesserten Wirkung,
die Terme zweiter Ordnung im Zeitschritt beriicksichtigt, brachte ebenfalls keine Ann&herung
an den Kontinuumslimes. Eine an den héherdimensionalen SU(3)-Fall angepasste Variante der
Reflektionsmethode wurde dann fiir den Fall der reinen SU(3)-Eichtheorie in mittlerem Volu-
men erprobt. Die Ergebnisse zeigen noch grofere statistische Fehler als im SU(2)-Fall, da der
Algorithmus noch nicht optimiert ist und zu viel Rechenzeit zur Erzeugung einer neuen Konfigu-



5.2. SU(3)- EICHTHEORIE 103

ration verbraucht. Der Hauptgrund dafiir ist sicher in der Tatsache zu suchen, daf die Reflektion
am Rand bei der Berechnung einer neuen Konfiguration fiir den Metropolis-Algorithmus sich
auf numerische Methoden bei der Diagonalisierung der Farbmatrizen stiitzt, was die Rechnung
verlangsamt, wenn zuviele Konfigurationen vorgeschlagen werden, die iiber den Rand des Ein-
zugsgebiets eines der zentral konjugierten Vakua hinausgehen, d. h. wenn die Tunnelrate nicht
mehr klein ist. Eine Methode, die wahllos die Vorschlage plaziert, wére sicher ebenfalls ineffektiv.
Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeit zu iiberwinden, kénnte darin bestehen, den Konfigurations-
raum in kleinere Bereiche mit Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen diesen aufzuteilen [33].
Die Suche nach einem Minimum des Weges iiber den Rand ist ebenfalls noch nicht optimiert.
Beide Probleme sorgen dafiir, daf im Rahmen dieser Arbeit mit der zur Verfiigung stehen-
den Rechenzeit im Fall der reinen SU(3)-Eichtheorie die statistischen Fehler der Resultate noch
zu grof} sind. Auflerdem mufl das Problem der Randbedingungen fiir die Zustdnde mit negati-
ver 'Einteilchen-Paritdt’ noch gelost werden. Daher konnten von den eigentlich interessierenden
glueball-Zustinden nur die mass gaps der sich nach den irreduziblen Darstellungen von Af¥,
AT~, E** und E*~ transformierenden Zustinde 'gemessen’ werden — und davon wiederum nur
die Zustdnde mit negativer C-Paritdt mit einer Genauigkeit von 5 bis 15 Prozent. Hingegen ha-
ben die Zustinde, die sog. ’elektrischen FluB’ tragen, nimlich die 7} ~-, 75 - A; -, Ty -, A t-
und 7, *-Zustinde mit geraden Randbedingungen, ein besseres Verhalten des zeitlichen Abfalls
der Korrelationsfunktionen der zugeordneten Mefloperatoren (in imaginédrer Zeit), d. h. die sta-
tistischen Fehler sind kleiner und liegen im Prozentbereich. Vergleicht man nun deren effektive
mass gaps mit den Ergebnissen der Variationsmethode , so sieht man, dafl diese, wie schon im
SU(2)-Fall festgestellt wurde, meist unter den mL-Werten der Zustdnde ohne ’elektrischen Fluf’
liegen. Da aber in einem Bereich der Kopplungskonstante g gemessen wurde, in dem die Tunne-
laufspaltung noch nicht so grof ist, war auch zu erwarten, dafl die Zustdnde mit beigemischtem
‘elektrischen Fluf’ sich nicht allzusehr von denen ohne ’elektrischen Fluf8’ unterscheiden. Diese
Ergebnisse zeigen also, daf eine Verallgemeinerung der Monte-Carlo-Methode auf einem ’Zeit-
gitter’ auch auf den komplizierteren Fall der effektiven SU(3)-Eichtheorie méglich ist.

Obwohl derzeit der Ubergang vom ’mittleren’ in den grofien Volumenbereich durch Einbezie-
hung von Instantonkonfigurationen auf S® im Mittelpunkt des Interesses steht [67, 68],da es auf
dem Torus keine analytischen Ein-Instanton-Losungen gibt, bleibt die Einbeziehung insbeson-
dere masseloser Fermionen im Fall der SU(3-)Eichtheorie auf dem Torus und der Vergleich mit
Gittereichtheoriesimulationen mit dynamischen Fermionen, bei denen eben zwangsliufig immer
noch die Torustopologie zugrunde gelegt wird, sicher weiter interessant. Auch erhilt man bei der
Berechnung effektiver Hamilton-operatoren mit periodischen Fermionen oder im Fall der reinen
SU(3) Eichtheorie mit C-periodischen Randbedingungen mehrere entartete Vakua. Hier konnte
es ebenfalls vorteilhaft sein, das Monte-Carlo-Verfahren anzuwenden. Vorher sollte allerdings das
Problem des Kontinuumslimes auf dem Zeitgitter naher untersucht werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wurden erste Untersuchungen dazu gemacht. Vohwinkel [34] hat dann an einem verein-
fachten Model sehr genau gezeigt, dafl die Differenzen zwischen dem Monte-Carlo-Verfahren und
der Variationsmethode auf die Definition der kinetischen Energie beim Tunneliibergang zuriick-
zufithren sind. Obwohl die Differenzen zwischen beiden Methoden gering sind, sollten sie wegen
der angestrebten hohen Genauigkeit im Detail untersucht und, wenn méglich, beseitigt werden.
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Appendix: Erzeugung von (Pseudo-)Zufallszahlen

Da die Erzeugung wirklicher Zufallszahlen in einem Computer (einem deterministischen Auto-
mat) nicht méglich ist,(aufler mit spezieller Hardware), erzeugt man eine Folge von Pseudozu-
fallszahlen mit statistischen Eigenschaften, die denen wahrer Zufallszahlen so nahe wie méglich
kommen. Die Technik, die man benutzt, besteht darin, eire Transformation auf eine Basiszahl
im Generatorspeicher anzuwenden, um eine neue Zahl aus dem alten Wert zu erhalten.Um die
iberndchste Zahl zu erhalten wird die Transformation auf die neue Zahl angewandt. Dieser Pro-
zefl wird dann fiir die neueste Zahl wiederholt usw. usf. Durch geignete Wahl der Basiszahl und
der Transformation ist es moglich, eine Folge von Zahlen mit den gewiinschten Eigenschaften
- wie z.B. vernachissigbare Korrelation zwischen aufeinanderfolgenden Zahlen — zu erzeugen.
Fiir Monte-Carlo-Anwendungen benutzt man meist Generatoren, die gleichverteilt Zufallszahlen
zwischen 0 und 1 erzeugen. ’ '

Alle Pseudozufallszahlengeneratoren haben eine endliche Zykluslinge, bevor die Zahlenfolge sich
wiederholt. Fiir den hier verwendeten Generator der NAG-Unterprogrammbiblothek GO5CAF
(doppelt genau) ist die Zykluslinge 2°7. Als Faustregel sollte man in einer Rechnung nie mehr
Zufallszahlen verwenden als die Wurzel aus der Zykluslinge betragt, da sonst die statistischen
Eigenschaften beeintrichtigt sein kénnten. Wichtig ist auch, daf die statistischen Eigenschaften
der Pseudozufallszahlen nur innerhalb einer Folge garantiert sind und nicht zwischen Folgen mit
verschiedenen Anfangswerten. Wiederholte Initialisierung fiihrt daher zu Zahlen, die eine gréfere
statt kleinere Abhdngigkeit aufweisen. Deshalb mufl man den Zustand des Zufallszahlengene-
rators retten,wenn man das Programm unterbricht, und vor dem Neustart den alten Zustand
wiederherstellen.

Der Generator GO5CAF beruht auf einem 'multiplikativ kongruenten’ Algorithmus [137].

biy1 = 13"3b; mod 2°° (5-48)

biy1 wird durch 259 geteilt, um eine Zahl zwischen 0 und 1 zu erhalten. Der Wert von b; wird
intern im Programm gespeichert. Der erste Wert by wird standardmaBig auf 123456789(2% + 1)
gesetzt.

In den letzten Jahren wurde die Qualitit von Pseudozufallszahlen- generatoren im Hinblick auf
die Verwendung in Monte-Carlo-Rechnungen von Ferrenberg u.a. [139] kritisch iiberpriift, indem
das 2-dimensionale Ising-Modell, das analytisch exakt berechnet werden kann, mit dem Wolff’-
schen Cluster-Algorithmus ,dem Swendsen-Wang-Algorithmus und dem Standard Metropolis-
Algorithmus unter Verwendung verschiedener Typen von Zufallsgeneratoren numerisch berech-
net wurde. Dabei zeigte sich, daf} gerade ein moderner Zufallszahlengenerator vom shift register-
Typ zusammen mit dem Wolff-Algorithmus nicht vernachldssigbare systematische Fehler her-
vorrief, wahrend ein 32-bit kongruenter Generator Ergebnisse produzierte, die korrekt waren
innerhalb der Fehlerbalken. Allerdings lassen sich auch fiir die linear kongruenten Generatoren
sytematische Fehler nicht ausschliessen. Im Licht der obengenannten Ergebnisse hat Liischer
einen sogenannten subtract-with-borrow-Algorithmus weiterentwickelt, der dessen chaotische Ei-
genschaften verbessert und damit unkorrelierte Zufallszahlen mit einer extrem langen Periode
garantiert [138].
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