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Using a simple Monte-Carlo integration method for quantum mechanical problems on a 'time
lattice' the massgaps of the low lying states of Llischer's effective hamiltonian for small and
intermediate volumes were computed. For small volumes there is good agreement between this
method and previous Rayleigh-Ritz type calculations in the case of SU(2), while notable dif-
ferences are found in the case of SU (3) for most states. The statistical and systematic errors
are competitive with those of the variational method. Having no dependence on basis set size
the Monte Carlo method ought to be a good alternative to the Rayleigh-Ritz calculations also
for SU(3) in intermediate volumes. An extension of the Monte-Carlo-method for this case was
implemented. Initial results and remaining difficulties are discussed.

Mit Hilfe einer einfachen Monte-Carlo Integrationsmethode flir quantenmechanische Proble-
me auf einem 'Zeitgitter' werden die Massen del' niedrig liegenden Glueball-ZusUinde des von
Llischer eingeflihrten effektiven Hamilton-Operators flir kleine und mittlere Volumina berechnet.
Man findet eine gute Ubereinstimmung del' Ergebnisse del' obengenannten Methode mit vorher
durchgeflihrten Rayleigh-Ritz-Variationsrechnungen in Fall del' SU(2)-Eichgruppe, wahrend sich
splirbare Abweichungen flir die meisten Zustande im SU(3)-Fall ergeben. Die statistischen und
systematischen Fehler sind vergleichbar mit den FehlergroBen, die in del' Variationsmethode
durch einen zu kleinen Basissatz an Variationsfunktionen hervorgerufen werden. Da die Monte-
Carlo-Methode keine BasisgroBenabhangigkeit hat, sollte sie auch flir Berechnungen im mittel-
groBen Volumen geeignet sein. Eine erste Implementierung del' Methode fur SU(3) fur diesen
Fall wird vorgestellt und erste Ergebnisse und auftretende Probleme diskutiert.
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Kapitel 1

Einleitung

Bevor im zweiten Teil diesel' Einleitung die konkreten Ergebnisse und Methoden del' vorliegenden
Arbeit vorgestellt werden, soli zuerst versucht werden, die hier verwendete, spezielle Methode
in den Zusammenhang del' Probleme nichtabelscher Eichtheorien und del' zu ihl'el' Lasung vel'-
wendeten Methoden einzu betten ( - ohne dabei Vollstandigkeit anzustreben):

Seit Feynmans grundlegenden Arbeiten [1, 2] existiert die sog. Pfadintegral- darstellung del'
Quantenmechanik als Alternative zum kanonischen Operatol'fol'malismus del' Quantenmecha-
nik. Wahrend man mit diesel' Methode nul' wenige Problem'e analytisch lasen kann [3], ist die
Fol'mulierung doch einerseits sehr suggestiv, anderel'seits sehr flexibel und leicht auf Systeme
mit mehreren Freiheitsgraden zu vel'allgemeinern. Suggestiv ist die Methode in dem Sinn, daB
sie es dem Anwendel' erlau bt, sich die Wege, die ein Teilchen im Ortsraum nimmt, vorzustellen.
~war muB man libel' alle maglichen kontinuierlichen, d. h. auch nicht differenzierbaren Wege
summieren, urn die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude zu erhalten und dabei den Beitrag
jedes Weges mit dem komplexen Faktor eiS(x)/1i gewichten. Abel' dieses Verfahren zeigt auch
sofort die Korrespondenz zum klassischen System auf, wenn nahe beieinanderliegende Pfade
d urch stark oszillierende Faktoren sich in del' Summe gegeitseitig aufheben und nul' den Weg
iibriglassen, del' die Wirkung stational' gegenilbel' kleinen Variationen des Weges macht. Dies
zeichnet aber gerade den klassischen Weg aus.
Zwei (bzw. drei) weitel'e Entwicklungen filhrten zu einer wachsenden Popularitat del' Pfadinte-
gral-Methode: Symanzik [4] zeigte, daB man die Pfadintegralversion del' Quantenfeldtheorie in
imaginarer Zeit formulieren und aile experimentell interessierenden GraBen am Ende durch ana-
lytische Fortsetzung erhalten kann. Uberdies wird in diesel' Formulierung ein quantenmechani-
sches System einem thermodynamischen aquivalent, wenn man die (imaginare) Zeit periodischen
Rand bedingu ngen unterwirft. Fill' ein Ein- Teilchen-Quantensystem ist das entsprechende ther-
modynaIllische clurch eine I-lamiltonfunktion gekennzeichnet, in del' die diskretisierte kinetische
Encrgie nUll als potentielle Energie von harmonisch gekoppelten "Teilchen" crschcint, die je-
\veils auf einer Zeitscheibe sitzen und nicht nul' dem jeweiligen Potential auf del' Zeitscheibe
untcrliegen, sondern auch einem harmonischen Potential, das "Teilchen" zweier Zeitscheiben
miteinander koppelt. In del' physikalischen Chemie wird gerne von den sog. Ringpolymeren ge-
sprochen. \\"enn diese Art del' Einflihrung quantenmechanischer Effekte gemeint ist. Die quanten-
IlH'chanischc (Tbergangsamplitude wird nun in ihrcr Struktur aquivalent einer Zustandssumme. ,
quant enmcchanische Zweipu nktfun ktionen aq uivalent thermodynamischen Korrelationsfunktio-
nell. aus deren Abfallwrhalten in imaginarer Zeit sich die Encrgiedifferenz zwischen dem ersten



angeregten und dem Grundzustand des quantenmechanischen Systems direkt ablesen laBt, ohne
analytisch fortsetzen zu m ussen.
Die zweite Entwicklung liegt in del' Tatsache begrundet, daB schon 1953 Metropolis, Rosenbluth
& Rosenbluth und Teller & Teller [5] ein Rechenverfahren vorstellten, das es gestattete, die
Zustandssumme von Systemen mit. vielen Teilchen numerisch zu bestimmen. Das stetige Wachs-
tum del' Rechenleistung del' Computer hat dazu gefuhrt, daB ab Anfang del' Achtziger Jahre
auch die Berechnung (3+1) dimensionaler diskretisierter Quantenfeldtheorien moglich wurde.
Die sog. Monte-Carlo-Methoden sind zwar mit systematischen Fehlern behaftet, die aus del'
statistischen Auswertung del' hochdimensionalen Pfadintegrale herruhren,(neben den durch die
Diskretisierung hervorgerufenen), aber diese gehen mit JR, wobei N die Zahl del' unabhangigen
Konfigurationen ist. Inzwischen ist das Monte-Carlo- Verfahren so verbreitet und die Rechenlei-
stung so groB, daB man daran denken kann, es auch in del' Quantenmechanik einzusetzen, wo
seit Beginn die traditionellen Methoden wie z. B. die Variationsmethode dazu dienen. Ergebnisse
hoher Genauigkeit zu erzielen. (WalHend diese Methoden in del' Quantenfeldtheorie nul' wenig
angewandt werden [6] [7].) ;\fatiirlich kann man quantenmechanische Systeme mit nul' wenigen
Freiheitsgeraden auch heute mit einer Genauigkeit lasen, die jene von Monte-Carlo-Methoden
weit ubertrifft. Abel' es gibt" heutzutage einen Bereich, in dem die Zahl del' Freiheitsgerade, ob-
wohl nicht so groB wie in del' Gitterfeldtheorie, doch so groB ist, daB die MC-Methode langsam
konkurrenzfahig zu werden verspricht. Dies gilt insbesondere dann, wenn del' Hamiltonoperator
kompliziert, und eine Basis fur die Variationsrechnung schwierig zu finclen ist. In del' vorliegenden
Arbeit wird nun versucht, genau so ein Problem mit Hilfe del' Monte-Carlo-Methode zu lasen.
Obwohl die Zahl del' Freiheitsgerade relativ klein ist - namlich 9 bzw. 24 -, ist del' Hamilton-
operator und die Topologie des Konfigurationsraumes doch so kompliziert, daB die Variations-
verfahren nul' unter groBem Programmieraufwand [8,9] eine gute Genauigkeit erzielen kannen -
wenn uberhaupt [10]. Dazu kommt, daB man es hier mit einem Problem yom Typ 'anharmoni-
scher Oszillator' bzw. double well zu tun hat, nul' in mehreren Dimensionen und mit mehreren
Potentialtapfen. Genauso wie man beim anharmonischen Oszillator das Problem dadurch lasen
kann, daB man die Symmetrie des Problems ausnutzt, die dazu fiihrt, daB die Eigenfunktionen
entweder gerade odeI' ungerade Symmetrie bezuglich des Ursprungs haben mussen, indem man
die (Variations-) Wellenf un ktion auf eine Seite des double well- Poten tials beschrankt und an die
Wellenfunktion am Ursprung die Forderung nach verschwindender Wellenfunktion flir Zustande
mit ungerader Symmetrie bzw. verschwindender Tangente fur den Fall gerader Symmetrie stellt.
kann auch dieses haherdimensionale Problem fur die effektive SU(2)- bzw. SU(3)-Theorie durch
Einschrankung del' Wellenfunktionen auf einen Potentialtopf und Wahl del' Randbedingungen
im Obergangsbereich zu den anderen Potentialtapfen mit Variationsmethoden gelost werden.
Die Symmetrie zwischen den verschiedenen 'Vakua' wird durch die Einbeziehung masseloser
Fermionen gebrochen. Es entsteht wieder ein globales Minimum des Potentials. Damit ist die
oben skizzierte Lasungsmethode nicht mehr ganz so einfach durchflihrbar. Als Alternative bieten
sich }'Ionte-Carlo-~Iethoden auf dem Zeitgitter an.

Da das quantenmechanische Problem aus dem Versuch einer nliherungsweisen Lasung del' Theo-
rie del' sog. nichtabelschen Eichtheorie hervorging, wird im folgenden eine kurze Einfuhrung
gegeben: [11. 12J Seit ca. 20 Jahren werden die mit den drei fundamentalen Wechselwirkun-
gen Elcktromagnetismus. sclmache Kernkraft und starke Kernkraft (bzw. verallgemeinernd
Quantenchromodynamik) verbundenen Phanornene del' Kern- und Hochenergiephysik erfolg-
reich durch Quantenfeldtheorien mit lokaler Eichsymmetrie und das Quarkmodell beschrieben.
1m Fall del' Sch\\"3chen und starken Kern kraft sind die entsprechenden Symmetriegruppen (SU(2)
bz\\". Sq:3)) nichtabelsch. woraus folgt. daB die Wechselwirkungsquanten selbst eine entsprechen-



de 'Ladung' tragen und auch miteinander wechselwirken konnen - im Gegensatz zur elektro-
magnetischen Kraft, deren Wechselwirkungsquanten - die Photonen - ungeladen sind. Die
Quarks tragen eine sog. Farbladung, an welche dann die Wechselwirkungsquanten del' SU(3)-
Eichsymmetrie (die sog. Gluonen) koppeln konnen. Obwohl die Existenz del' Quarks unter an-
derern durch Elektron-Proton-Streuungsexperimente plausibel gemacht werden konnte, wurden
Quarks bislang noch nicht frei nachgewiesen.
Die Lagrangedichte del' QCD ist gegeben durch

[QeD = I>7j[i-yiLDiL - mI] -1Tr[F iLIIFiLII] .
a,f

In del' obigen Formel wurden die Spinorindizes del' Quarkfelder unterdrlickt. Del' Index a Hiuft
von 1 bis 3 und bezeichnet den Farbfreiheitsgrad,wahrend f von 1 bis 6 lauft und den flavour-
Fl'eiheitsgl'ad bezeichnet, d. h. ob die Quarksorte up, down, strange, charm, bottom oder top vor-
liegL. Del' flauour-Fl'eiheitsgrad ist flil' die starke und die elektromagnetische Wechselwirkung eine
El'haltungsgl'oBe, flir die schwache Wechselwirkung aber nicht. Del' Farbfreiheitsgrad verkorpert
in Analogie zur QED die "starke" Ladung und ist damit flir die Dynamik verantwortlich. Aus del'
Fol'derung del' Invarianz del' Quarkfelder nicht nul' unter globalen SU(3)-Farbtransformationen,
sondern auch lokalen Eichtransformationen folgt die Existenz von Eichfeldern A~ und deren
kovariante Kopplung an die Quarkfelder

Aus den Eichfeldern leitet man wie in del' QED die Feldstarken F:II ab. Die lokale Eichinva-
rianz des kinetischen Terms del' Eichfelder in del' Lagrangedichte erfordert die Addition des
f\.ommutators. Damit wird aber gleichzeitig eine Selbstwechselwirkung del' Gluonen induziert.

Die Gluonfelder und die daraus abgeleiteten Feldstarken liegen in del' zugehorigen Lie-Algebra
derSU(3)

A = Aa A
a

iL iL2

deren acht Generatoren ta die Vertauschungsrelationen

erflillen. (Dabei bezeichnen Aa die sog. Gell-Man-Matrizen.) Man nimmt heute an, daB die
Quantenchrornodynamik(QCD) bewirkt, daB sich zwischen zwei Quarks, die man voneinander
tl'enneu mochte, ein linear mit dem Abstand wachsendes Potential aufbaut, das dazu flihrt, daB
bei gen ligend groBem Abstand, del' aber im Vergleich zu makroskopischen Distanzen natlirlich
klein is!. zwischen den Quarks soviel Energie in dem System gespeichert ist, daB del' ProzeB
del' Paarel'zeugung ablauft. Dabei wird zwischen den Quarks ein Quark-Antiquarkpaar gebildet .
.Jedes diesel' Quarks vel'einigt sich mil, dem Zll trennenden ul'sprlinglichen Quark zu einem 'farb-
ladungsnelltl'alen', zllsammengesetzten Hadron. Da zwischen diesen Hadronen nul' noch die sehr
kul'zreichweitige starke h:el'nkraft wirkt, dcren Reichweite hier aber schon liberschritten wurde ,
nhalten \\"ir statt zwei getrennter Quarks nul' wieder zwei oder mehr I-Iadronen.



Dieses Phanomen bezeichnet man.als confinement. Es wirkt ebenso zwischen den Gluonen, da
diese ja ebenfalls Farbladung tragen. Theoretisch sollten also auch farbneutrale, zusammenge-
setzte Zustande aus Gluonen existieren. Diese bezeichnet man als 'Glueballs'. Sie kannen nach
ihren Eigendrehimpulsen und Verhalten unter Raumspiegelungen (Paritat) klassifiziert werden.
In del' Praxis ist ein eindeutiger Nachweis ihrer Existenz allerdings schwierig, da sie vermutlich
in dem Massenbereich liegen, in dem man schon viele verschiedene Quark-Antiquark-Zustande
(sog. Mesonen) gefunden hat, die teilweise die gleichen Quantenzahlen wie die Glueballs haben.
Man glaubt heutzutage, daB del' Grund fill' das confinement in del' gluonischen Selbstwechsel-
wirkung, die aus del' nichtabelschet1 Struktur del' Theorie folgt, liegt. Nach diesen Vorstellungen
[ilhrt die reine Gluonendynamik zur Bildung sog. FluBschlauche aus farbelektrischen FluB. Da
sich in diesen die Feldlinien nicht ausbreiten kannen wie im Fall del' elektromagnetischen Wech-
selwirkung, bleibt die Energiedichte unabhangig yom Abstand konstant und flihrt so zu einem
linear mit dem Abstand wachsenden Potential. Allerdings gibt es auch Theorien, die den Quarks
die entscheidende Rolle bei del' Erklarung des Confinement einraumen [13].
Die Tatsache, daB die Wechselwirkungsquanten del' QCD selbst Farbladung tragen, flihrt auch
dazu, daB die effektive Ladung einer Quelle (z.B. Quark odeI' Gluon) umso kleiner erscheint,
je weiter man sich ihr nahert - im Gegensatz zur elektromagnetischen Wechselwirkung. Man
bezeichnet dieses Phanomen als asymptotische Freiheit. Umgekehrt filhrt dies dazu, daB die effek-
tive Kopplungskonstante bei groBen Abstanden groB wird. Damit bricht aber die Grundlage fill'
ein Naherungsverfahren zusammen. das bei del' Berechnung elektromagnetischer Prozesse sehr
erfolgreich war, namlich die sog. Starungstheorie. In ihr werden die zu berechnenden GraBen in
eine Potenzreihe in Potenzen del' Kopplungskonstante entwickelt. Da aber im Fall del' QCD die
effektive Kopplung fill' groBe Abstande groB wird, konvergiert die Reihe nun nicht mehr. Hingegen
laf3t sich die QCD bei kleinen Abstanden bzw. hohen Energien genauso starungstheoretisch aus-
werten wie die anderen Theorien uri.d besteht die Tests durch Hochenergie-Streuexperimente gut.
(1\Ian kann starungstheoretisch das Verhalten del' renormierten Kopplung berechnen. Die gluo-
nische Selbstwechselwirkung [lihrt zu einen negativen Vorzeichen des ersten Terms del' sog. Beta-
funktion. Dies zeigt quantitativ das Verhalten del' asymptotischen Freiheit.) Bei Fr'agen jedoch,
die gebundene Z~stande, also z.B. deren Spektren (d.h. in diesem Fall die Massen del' Hadronen
bz\\'. Glueballs) betreffen, versagt die Starungstheorie aus dem obengenannten Grund [11]. Als
Konsequenz daraus ergibt sich die :\otwendigkeit del' Suche nach anderen. nichtstarungstheorc-
tischen Methoden.
Eine del' am meisten verwendeten 'ist die sog. Gittereichtheorie: Das Raumzeitkontinuum wircl
durch ein endliches 4-dim. Gitter genahert. Wenn man periodische Randbedingungen wahlt,
erhalt man die Topologie eines (Hyper- )Torus. Die interessierenden GraBen werden clurch (Funk-
tional)integration in euklidischer Raumzeit berechnet. Da durch die Gitterapproximation die
unendlich vielen Freiheitsgerade einer Feldtheorie auf endlich viele reduziert werden, laBt sich
die Integration mit Hilfe stochastischer Methoden auf dem Computer durchflihren (z.B. mit del'
sog. Monte-Carlo-Methode). Diese Rechnungen benatigen viele Hundert Stunden an Rechenzeit
del' graBten Supercomputer [1-1]. Flir reine Eichtheorien, d.h. Theorien nul' mit den wechselwir-
kenden Gluonen, scheint man heu'te annaherncl den sog. Kontinuumslimes erreicht zu haben,
d.h. die Ergebnisse andern sich nicht mehr wesentlich, wenn man die Zahl del' Gitterpunkte
vergraBert odeI' den Gitterabstand verkleinert [I.::>]. Theorien mit del' vollstandigen Berilcksich-
tigung del' Quarks sind aber noch weiter yon diesem Ziel entfernt [26] [17]. AuBerdem werden in
diesen Rechnungen unrealistisch groBe Werte flir die Fermionenmassen, d. h. die Massen del' up-,
down- und strange-Quarks, verwendet und danach die Ergebnisse del' Monte-Carlo-Rechnungen
zu realistischen Fermionenmassen hinunter extrapoliert. Ein Vergleich diesel' Extrapolationen
im mittleren Volumen mit den entsprechenden Rechnungen fill' den effektiven Hamiltonoperator



Dagegen hat schon VOl'del' Entwicklung del' Monte-Carlo-Methoden fur die Gittereichtheorie
Bjorken einen anderen Ansatz vorgeschlagen: Da die effektive Kopplungskonstante del' QCD
bei kleinen Abstanden so klein wird, daB die Storungstheorie praktikabel ist, schlug er Val',
die Theorie zuerst storungstheoretisch in einem winzig kleinen raumlichen Volumen (van ihm
Femto-Universum genannt) zu untersuchen. Nachdem man die Theorie dart verstanden hatte,
wurde man dann versuchen, das Volumen sukzessive zu vergroBern oder mehrere kleine Volumi-
na aneinanderzufUgen [18, 19].
Eine erste konkrete Realisierung diesel' Idee war die Arbeit van Luscher, in del' er fUr einen
kleinen 3-Torus nach einer Fourierzerlegung del' Eichfelder und Ausintegration del' raumlich
nichl-konstanten Feldkomponenten mit Hilfe del' Storungstheorie einen effektiven Hamiltonope-
rator fu r die raumlich konstanten Moden einer beliebigen reinen SU (N)-Eichtheorie herleitete
[20]. Die Torustopologie des Raumes fUhrt aber in diesem Fall dazu, daB das klassische Vakuum
(d.h. del' Zusland kleinster Energie) nicht (bis auf Eichtransformationen) eindeutig bestimmt ist
- namlich aile Feldkomponenten gleich Null -, sondern eine 3(N -l)-dimensionale Untermannig-
falligkeit des 3(N2 - 1) dim. Raumes del' raumlich konstanten Feldkomponenten ist. Diese nennt
man das Toronental. Diese Entartung des klassischen Vakuums wird durch Quantenfluktuatio-
nen teilweise wieder aufgehoben. Es zeigt sich abel', daB N3 Punkte im Konfigurationsraum
verbleiben, die jeweils ein lokales Minimum del' Energie darstellen und voneinander durch 'Po-
tentialberge' getrennt werden, die durch die Quantenfluktuationen del' Moden, die nicht dem
Toronental angehoren, induziert werden. 1m Endeffekt hat man also N3 aquivalente 'Potenti-
altOpfe', deren Energieeigenwerte in erster Naherung gleich sind, wenn die Schwellen zwischen
den Potentialtopfen so hoch sind, daB man sie als praktisch voneinander isoliert ansehen kann.
Dies ist fur einen Torus mit kleinem Volumen del' Fall.
Fur SU(2) wurden die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen fUr die verschiedenen Zustande
mil unterschiedlichen Eigendrehimpulsen und Paritaten van Luscher und Munster mit Hilfe
del' Raleigh-Ritz-Variationsmethode bestimmt [21]. Spater gelang dies Weisz und Ziemann auch
fLir SU (3), wenn auch die Zustande hoherer Energie nicht mit del' gleichen Genauigkeit wie in
SU(2) (oder gar nicht) zu bestimmen waren [10]. Fur Volumina mittlerer GroBe werden die
Potentialschwellen so klein. daB die Naherung isolierter Potentialtopfe nicht mehr gerechtfertigt
ist. Durch quantenmechanisches Tunneln van einem Topf zum anderen wird die Entartung del'
Spektren in den einzelnen Topfen aufgehoben. Dieses Problem wurde van Van Baal und Koller
fUr SU(2) zuerst mit Hilfe semiklassischer Methoden [22, 23] und spater mit einer verbesserten
Raleigh-Ritz-Methode gelost [24].
Ein Vergleich mil Monte-Carlo-Ergebnissen zeigt eine gute Obereinstimmung del' energetisch
Liefer liegenden Zuslande, die fast perfekt wird, wenn man die analytische Rechnung ebenfalls
mil del' Gitterregularisierung durchfUhrt und dann die Ergebnisse mit gleicher Anzahl van Git-
terpunklen vergleicht [2.5]. Fur SU(3) wurde das Spektrum und dessen Aufspaltung durch das
Tunneln \'on Vohwinkel in seiner Doktorarbeit berechnet, und ein Vergleich mit Monte-Carlo-
Ergebnisscn ist ebenfalls befriedigend [8, 9].
Zusammenfassend kann man also sagen, daB im Berei€h mittelgroBer Volumina und fur reine
Eichtheorien ohne Fermionen (d.h. in diesem Fall Quarks) die analytischen und die Monte-Carlo-
Rcchnungcn gut ilbereinstimmen. Dies ist ein wichtiger Test fur die Monte-Carlo-Simulationen
und 7,eigl. daB man die Theorie zumindest bis in diesen Volumenbereich verstanden hat. Leider ist
del' Bereich groBer Volumina, in dem sich die Torustopologie des Raumes nicht mehr bemerkbar
m<lchen sollte. anal~·tisch noch nichl erreicht, und auch ein Mechanismus, del' das confinement
(in diescm Fall del' Gluonen in Glueballen) versti:i.ndlich machen wurde, noch nicht eindeutig



demonstriert worden, obwohl sich die Hinweise mehren, daB das Szenario del' Monopolkondensa-
tion in einem sog. dualen Supraleiter die Dinge zutreffend beschreibt. Den Vakuumzustand del'
QCD stellt man sich darin als ein Kondensat farbmagnetischer Monopole VOl'[26], (obwohl in
letzter Zeit durch die Messung von halbzahligen topologischen Ladungen Theorien Bestatigung
finden, die semiklassische Feldkonfigurationen, die sowohl farbelektrische und farbmagnetische
Ladung tragen, sog. Dyonen, fUr das confinement verantwortlich machen [27] [28].) Das con-
finement kame in diesem Fall dad urch zustande, daB die Linien elektrischen Farbfl usses, die
van den Quarks ausgehen, im dualen Supraleiter nul' als FluBschlauche zwischen den Quarks
existieren konnen, da del' duale Supraleiter genauso danach strebt, farbelektrische FlllBlinien zu
verdrangen, wie ein realer Supraleiter das Eindringen von magnetischen Feldlinien zu verhindern
sucht (Dualer Meisner-EffekL). Den Abrikosov-FluBschlauche im Supraleiter 2. Art entsprechen
die Schlauche farbelektrischen Flusses zwischen den Quarks, die sich wie die strings im alten
Stringmodell del' QCD verhalten [29].
Fur eine TheOl·ie, die nicht nur die Gluonen, sondern auch die Fermionen berucksichtigt, laBt
sich mit den gleichen analytischen Methoden wie im Fall der reinen Eichtheorie ein effektiver
Hamiltonoperator fur die raumlich konstanten Moden del' Gluonen herleiten, indem man auch
die Fermionfreiheitsgrade in Ein-SJ::hleifen-Naherung ausintegriert. Durch den Beitrag der Fer-
mionen zum Potential wird nun die Entartung zwischen den Potentialtopfen aufgehoben, so daB
es in diesem Fall wieder ein globales Minimum des effektiven Potentials gibt. Die anderen Po-
tentialtapfe werden zu lokalen Minima.
Die Einbeziehung del' Fermionen wllrde yon van Baal[25] sowie van Kripfganz und Michael
[31] vorgeschlagen, die auch eine andere Losungsmethode fUr den effektiven Hamiltonoperator
einfUhrten, namlich das Monte-Carlo- Verfahren angewendet auf quantenmechanische Proble-
me. Hier wird nul' die Zeit diskretisiert, und man erhalt ein (I-dim.) Zeitgitter. Obwohl man bei
diesem Verfahren im Prinzip mit ahnlichen Problemen zu kampfen hat wie bei Gittereichtheorie~
Monte-Carlo-Rechnungen, namlich Fehler durch endliche GittergroBe und Zeitschritt, laBt sich
doch - da das Zeitgitter recht groB gemacht werden kann - der systematische und statistische
Fehler auf wenige Prozent begrenzen, so daB die Methode konkurrenzfahig wird zu den Variati-
onsrechnungen, die mit den Fehlern aufgrund eines endlichen Basissatzes fur die zu variierende
Wellenfunktion belastet sind.
Aufgrund del' Tatsache, daB durch die Fermionen die Entartung zwischen den Potentialtopfen
aufgehoben wird, laBt sich die Raleigh-Ritz- Variationsmethode nul' noch fur den Potentialtopf
verwenden, der das globale Minimum des Potentials bildet. Die Einbeziehung auch der lokalen
Minima, die bei mittelgroBem Volumen wichtig werden, ist bislang nul' mit del' Monte-Carlo-
Methode moglich. Fur SU(2) wurde der EinfluB der lokalen Minima des Potentials ebenfalls von
Kripfganz und Michael berechnet. Diese Rechnungen sind aber schon recht aufwendig, da die
Parametrisierung des Konfigurationsraurnes in del' Umgebung del' Minima und das Aneinander-
passen del' Koordinaten im Obergangsbereich nichttrivial sind. Auch steigt der Rechenzeitbedarf,
da nun aile Topfe vorn Monte-Carlo-ProzeB untersucht werden mussen [32, 33].

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, die Methoden yon Michael und Kripfganz auf den
SU(3)-Fall zu ubertragen. Dieses System ist nun komplizierter als die effektive SU(2)-Eichtheorie.
Die Zahl del' Freiheitsgrade wachst auf 24, da fur jeden raumlichen Freiheitsgrad 8 Farbfreiheits-
grade berucksichtigt werden mussen. Aus del' Tatsache, daB die Lie-Algebra der Gruppe SU(3)
zwei diagonale Generatoren bzw. zwei Casimir-Invarianten besitzt, folgt, daB das Vakuumtal
6-dirnensional ist, d. h. 2-dimensional fur jede Raumrichtung. Zudem stellt sich heraus, daB
die sog. vVeylsyrnrnetrie, die im SU(2)-Fall eine einfache Spiegeillng am Ursprung entlang des



Vakuumtals war, hier nUll zu einem noch komplizierteren Konfigurationsraum fuhrt, del' in del'
raumlichen Verteilung del' Potentialminima und del' Grenzen ihrer Einzugsgebiete entfernt an
eine Bienenwabenstruktur erinnert. AuBerdem werden die Eigenzustande nicht nur durch ihr
Transformationsverhalten unter den Symmetrien del' Wurfelgruppe und del' Raumparitat son-
dern auch unter del' sog. C-Paritat charakterisiert.

Zuerst wurde die Genauigkeit del' Pfadintegral-MC-Methode im Bereich kleinen Volumens, d.
h. wenn Tunneleffekte zu vernachlassigen sind, getestet: Die Lange del' Thermalisierungsphase,
die Zahl del' unabhangigen Konfigurationen, die benotigt wird, urn ein Ergebnis hinreichender
Genauigkeit zu erzielen, und del' EinfluB des endlichen Zeitschritts auf die Ergebnisse wurden
ermittelt. Dabei dienten die gutkonvergierten Ergebnisse von Luscher und Munster [21] als Kon-
trolle. Es &eigt sich, daB die mass gaps, d. h. die Differenzen zwischen -:tern ersten angeregten
Zustand und dem Grundzustand, sich mit einer Genauigkeit von wenigen Prozent odeI' besser
bestimmen lassen. 1m Rahmen diesel' Genauigkeit hat die Diskretisierung del' Zeit keinen Ein-
fluB auf die Ergebnisse. DaB del' EinfluB des endlichen Zeitschritts gering (GroBenordnung ein
Prozent) ist, wurde durch Variation des Zeitschritts von 0.2 auf 0.1 bzw. 0.15 gezeigt. Zwar
zeigeI1 die Massenverhaltnisse flir SU (2) flir groBere Werte del' Skalenvariablen ZE+ = mE+ L,
die die lineare Ausdehnung des Torusvolumens, gemessen in Compton-Wellenlangen des nied-
rigsten mass gaps bzw. glue balls, angibt, nahe dem Tunnelubergang Abweichungen von den
Raleigh-Ritz-Ergebnissen. Da man aber in diesem Bereich eine abnehmende Genauigkeit del'
Variationsrechnung erwartet, mussen diese geringen Abweichungen vielleicht nicht del' Monte-
Carlo-Methode angekreidet werden.
Wenn man die von van Baal gefundenen Umskalierungsformel von Raleigh-Ritz-Ergebnissen del'
reinen Eichtheorie auf Ergebnisse mit 3 masselosen Fermionen (Quarks) durch direkten Ver-
gleich mit den Monte-Carlo-Ergebnissen uberpruft, zeigen sich ebenfalls nul' Abweichungen im
Prozentbereich. Da die Umskalierung Terme viertel' Ordnung in del' Entwicklung del' Energien
nach Potenzen von g2/3 nicht berucksichtigt, ist eine vollstandige Ubereinstimmung wohl auch
nicht zu erwarten.
Nachdem sich die Pfadintegral-MC-Methode flir SU(2) im kleinen Volumen als recht genau und
uabei einfach zu handhaben erwiesen hatte, wurde del' SU (3)-Fall im kleinen Volumen berech-
net. Hier waren die Ergebnisse von Weisz und Zieman von teilweise fragwurdiger Genauigkeit,
da fur einige Zustande nul' eine sehr kleine Basis fur die Variationsrechnung gefunden wurde.
ylit Hilfe del' Monte-Carlo-Methode konnte diese Problem umgangen werden, da eine einzige
Basisfunktion als Projektor auf den jeweils gesuchten Zustand dienen kann. Die numerische
Rechnung erfordert einen etwas groBeren Programmieraufwand als bei del' SU(2)-Eichgruppe,
da relativ viele Raum- und Farbindizes summiert werden mussen, um eichinvariante Poly no me
in den raumlich konstanten FeIdmoden zu erhalten, die daim als Projektoren dienen konnen.
Statt einel' Verschachtelung vieleI' Programmschleifen empfiehlt es sich, einige del' Summen unter
Ausnutztlllg del' Symmetrieeigenschaften del' SU(3)-Strukturkonstanten von I-land auszufuhren
und danach die Teilergebnisse in den einzelnen Summen immer wieder zu verwenden. Um das
Programm zu vektorisieren, wurde del' red-black-Algorithmus benutzt, d. h. es wurden zuerst die
gradzahligen und danach die ungradzahligen Zeitscheiben in einem sweep durch das Zeitgitter
besucht. Da die so berechneten Erwartungswerte von Korrelationsfunktionen in imaginarer Zeit
errektive \[assen liefern. die libel' mehrere Zeitschritte unabhangig vom Zeitabstand zwischen den
Operatol'en in den Korl'elationsfunktionen sind, und sich die mass gaps auch bei Variationen des
~eitschl'itts wenig andel'n. ist die Tatsache, daB die meisten Monte-Carlo-Ergebnisse unter den en
del' \'aria t iOllsrech IlUngen liegen, wohl auf die ungen ugende BasissatzgroBe del' Raleigh-Ritz-
1{0chnung zurlickzufiihren. Da die Abhangigkeit del' mass gaps del' verschiedenen irreduziblen



Darstellungen del' Wurfelgruppe von del' Skalenvariablen ZE++ und damit del' linearen Aus-
dehnung des Torus gemessen in Compton- Wellenlangen des leichtesten 'glueballs' ziemlich f1ach
verlauft, lassen sich die Monte-Carlo-'MeBpunkte' gut durch ein Polynom zweiter Ordnung in
ZE++ interpolieren und das resultierende Ergebnis mit del' van Baal'schen Methode umskalieren,
urn die Ergebnisse fur SU(3) im kleinen Volumenbereich mit drei masselosen Quarks zu erhalten.

Bevor man darangehen kann, auch im mittleren Volumenbereich fur die SU(3)Eichtheorie die
mass gaps mit Hilfe del' Zeitgitter-Monte-Carlo-Methode zu berechnen, muBeine andere Me-
thode entwickelt werden,im Metropolis-Algorithmus neue Konfigurationen vorzuschlagen, die
Tunnelubergangen zwischen zwei Einzugsbereichen von Quantenvakua entsprechen, da sich Mi-
chaels Vorgehensweise [33] nicht einfach auf den SU(3)-Fall ubertragen laBt. Darum wurde die
Methode del' 'Reflektion am Rand' eingefuhrt und zuerst einmal am Beispiel del' reinen SU (2)-
Eichtheorie getestet. Im Rahmen del' statistischen Fehler Es ergibt sich eine beinahe perfekte
Obereinstimmung del' mit del' nel,len Methode erzielten Ergebnisse mit Michaels Resultaten,
wenn man den Rahmen, del' durch den statistischen Fehler gegeben ist, berucksichtigt. Da sich
Michaels Ergebnisse auch bei einem Zeitschritt von 0.1 von den van Baalschen Ergebnissen. die
sozusagen den 'Kontinuumslimes in del' Zeit' darstellen, noch etwas unterschieden, wurde im
Rahmen diesel' Arbeit versucht , mit noch kleineren Zeitschritten dem 'I\:ontinuumslimes' naher
zu kommen. Da bei immer kleinerem Zeitschritt im Metropolis-Algorithmus das sog. critical
slowing down die Effizienz del' Rechnung immer mehr einschrankt, blieb eine kleine Differenz
zwischen den Monte-Carlo- und den Ergebnissen del' Variationsreetinungen bestehen. Del' Einsatz
einer verbesserten Wirkung, die Terme zweiter Ordnung im Zeitschritt berucksichtigt, bewirkte
keine Annaherung an den Kontinuumslimes.
Nach diesen Vorarbeiten wurde dann ein an den hoherdimensionalen SU(3)-Fall angepasstes
Monte-Carlo-Programm entwickelt und getestet. Die Ergebnisse zeigen zur Zeit noch groBere
statistische Fehler als im SU(2)-Fall, da del' Algorithmus noch nicht optimiert ist und zu viel
Rechenzeit zur Erzeugung einer neuen Konfiguration verbraucht. Die Grunde hierfur sind: Die
Ermittelung del' kinetischen Energie zwischen zwei Zeitscheiben wird aufgrund des nichttrivialen
Grenzverlaufs zwischen den verschiedenen Potentialtopfen sehr zeitaufwendig, da das Minimum
des Weges zwischen zwei Vektoren·im Farbraum, die zu unterschiedlichen Zeitscheibengehoren.
in einem mehrdimensionalen Unterraum gesucht werden muB. Auch die Methode, neue Konfi-
gurationen fUr den Metropolis-Algorithmus vorzuschlagen, wird sehr rechenzeitaufwendig, wenn
die neue Konfiguration auBerhalb des Einzugsgebiets eines del' Potentialtopfe liegen wird, d. h.
Tunneln stattfindet. Del' volle Konfigurationsraum wird in eH1zelne 'Karten' zerlegt, die um die
einzelnen Quantenvakua zentriert sind. Die globalen Koordinaten werden umgewandelt in lokale
I\:oordinaten plus einem diskreten Index. Wie im SU(2)-Fall wird del' Pfeil langs des Wegs, del'
von del' alten zur neuen Konfiguration fUhrt, an del' Grenze zweier Karten wie ein Lichtstrahl
reflekLiert. Da die Grenze im Vakuumtal einfach zu beschreiben ist, wird VOl'del' AusfUhrung del'
Reflektion del' AuftreffpunkL des Pfeiles in die 3-8-Ebene rotiert, danach del' Wegpfeil reflektiert
und alles wieder mit del' inversen Drehung im Farbraum zuri:ickrotiert.
AuBerdem ist es schwierig, ProjekLoren zu finden, die auf Zustande mit ungeraden Randbe-
dingungen zwischen zwei Potentialtopfen projizieren. Dies fuhrte dazu, daB nul' die mass gaps
del' sich nach den irreduziblen Darstellungen von Ai+, Ai-, E++ und E+- transformierenden
Zustande 'gemessen' werden konnten. AuBerdem konnte das Programm noch nicht vektorisiert
werden. und die Routinen zur Bestimmung del' kinetischen Energie bzw. einer neuen Konfigu-
ration sind noch zu rechenzeitintensiv. Unter diesen Bedingungen wurden, verglichen mit den
Rechnungen fUr kleine Volumina. zwanzigmal weniger voneinander unabhangige Konfiguratio-
nen zur Aus\vertung erzeugt. Dementsprechend sind die Fehlerbalken del' Ergebnisse noch sehr



groB.
1m Vergleich dazu zeigen die T1+- -,T;+ -,A2- -, T1-- -,A1+ - und Ti+ -ZusUinde mit 'geraden
Randbedingungen', d. h. ZusUinde, die sog. 'elektrischen FluB' tragen, ein besseres Verhalten des
zeitlichen Abfalls del' Korrelationsfunktionen del' zugeordneten MeBoperatoren (in imaginarer
Zeit), d. h. die statistischen Fluktuationen sind kleiner. Vergleicht man nun deren effektive mass
gaps mit denen del' Zustande, die mit del' Variationsmethode erhalten wurden, so sieht man, daB
diese, wie schon im SU (2)-Fall festgestellt wurde, meist unter den mL- Werten del' Zustande ohne
'elektrischen FluB' liegen. Da aber in einem Bereich del' Kopplungskonstante g gemessen wurde,
in dem die Tunnelaufspaltung noch nicht so groB ist, erwartet man auch, daB die Zustande mit
beigemischtem 'elektrischen FluB' sich nicht allzusehr von denen ohne 'elektrischen FluB' unter-
scheiden. Diese Erwartung bestatigt sich.

Zusammenfassend kann man sagen, daB die Zeitgitter-Monte-Carlo-Methode eine wirkungsvolle
Alternative zu den Variationsmethoden darstellt. Dies zeigen die Berechnungen fast aller mass
gaps fUr reine SU (3)-Eichtheorie in kleinem Volumen, was via Reskalierung auch die BerUcksich-
tigung masseloser Fermionen ermoglicht, und del' Zustande mit 'geraden Randbedingungen' an
den Grenzen des Einzugsgebiets eines Potentialtopfes fUr das sog. mittlere Volumen. Bevor die
Pfadintegralmethode ihre ganze Leistungsfahigkeit auch fUr den SU(3)-Fall im mittleren Volu-
men bereich zeigen kann - namlich durch Einbeziehung des durch die Fermionen erzeugten effekti-
yen Potentials, womit die Rechnungen fUr die Quantenchromodynamik Relevanz erhalten - muB
sie allerdings noch optimiert werden, Z. B. durch schnellere Routinen fUr das Vorschlagen einer
neuen Konfiguration und fUr die Berechnung del' kinetischen Energie im Metropolis-Algorithmus,
sowie del' Entwicklung von Projektoren fUr Zustande mit 'ungeraden Randbedingungen'.
Allerdings wird das Projekt durch die Tatsache in Frage gestellt, daB Vohwinkel zeigen konn-
te, daB Michael's Methode im Kontinuumslimes verschwindenden Zeitschritts nicht genau die
gleichen Ergebnisse liefert wie van Baals Variationsmethode mit den sog. adiabatischen Rand-
bedingungen [34]. (Dies wird auch dadurch deutlich, daB die Versuche mit kleinerem Zeitschritt
odeI' einer verbesserten vVirkung, die den durch den endlichen Zeitschritt bedingten Fehler redu-
zieren sollte, zu keiner Annaherung fUhrte.) Man konnte vermuten, daB die Differenz zwischen
den beiden Methoden durch die Kompaktheit des Konfigurationsraums verursacht wird. Urn
die Periodizitat der Wellenfunktion auf dem Konfigurationsraum zu gewahrleisten, muB eine
Pfadintegration auch die Pfade mit hoherer Windungszahl beriicksichtigen. (Man vergleiche das
einfache Problem des freien Teilchens auf einem Kreis [35][36].)

Zllm SchluB ein kurzer AbriB des Inhalts del' vorliegenden Arbeit:
Das erste Kapitel liefert etwas Hintergrundmaterial in Bezug auf LUschers effektiven Hamilton-
Operator und ahnliche Versuche, die QCD in einem endlichen Volumen zu untersuchen. Del'
Schwerpunkt liegt dabei auf dem Fall del' Torustopologie mit periodischen Randbedingungen.
[m z\\'eiten h:apitel werden die technischen Details del' verschiedenen Monte-Carlo-Methoden
genaller erlautert, Z. B. die bei ihrer Verwendung moglicherweise auftretenden systematischen
F'ehlcr als allch Ylethoden, um solche Fehler zu diagnostizieren, zu reduzieren odeI' zu e[iminie-
ren.
Die Pfadintegralmethode steht dabei im Mittelpunkt, aber auch andere Methoden, die del'
Ya ria t ionsmethode ah nlicher sind, werden kurz vorgestell t: AuBerdem werden exem p[arische
.\nwendun?;en del' Pfadintegral- Monte-Carlo-Methode vorgestellt, die zeigen sollen, wie diese
:\[ethode in Bereiche eindringt. bei denen die Zahl del' Freiheitsgerade zwischen del' del' (Gitter-
)Qllantcnfclcltheorie unci del' einfacher quantenmechanischer Systeme [iegt.
Das drit te l\apitel prasentiert die Ergebnisse del' f./lonte-Carlo-Rechnungen im kleinen Volumen



und den Vergleich mit den vorliegenden Variationsrechnungen. Diese Ergebnisse wurden bereits
in einem Artikel pu bliziert [37].
SchlieBlich beschreibt das vierte Kapitel Michaels Monte-Carlo-Methode flir SU(2) und den
Versuch, die Monte Carlo-Methode im mittleren Volumen auch flir SU(3) zur Anwendung zu
bringen.
Da insbesondere die ersten beiden Kapitel Gegenstande behandeln, die den Experten wohl ver-
traut sind und nul' dazu dienen, die Lesbarkeit del' vorliegenden Arbeit zu erhohen, wurden die
einzelnen Kapitel bzw. Unterkapitel so gehalten, daB sie moglichst unabhangig voneinander zu
lesen sind, so daB man nul' ein bestimmtes (Unter-)kapitel Iesen muB, wenn man sich libel' eine
bestimmte angewandte Methode informieren will. Dies hat andererseits eine gewisse Redundanz
des Inhalts del' einzelnen (Unter- )kapitel zur Folge.
AbschlieBend eine Anmerkung zur Notation: Da sich einige englische Fachausdrlicke nul' schwer
ins Deutsche libertragen lassen bzw. zu sehr unliblichen deutschen Bezeichnungen flihren wlirden.
wurden in del' vorliegenden Arbeit in solchen Fallen die englischen Fachausdriicke beibehalten.
Diese sind durch Kursivdruck hervorgehoben.



Kapitel 2

Eichtheorie in einem endlichen
Volumen

Die Formulierung del' Eichtheorie in einem endlichen Volumen hat den Vorteil, daB die moglichen
Impulse nicht mehr jeden beliebigen Wert, sondern nul' diskrete Werte annehmen konnen. Da
man annimmt, daB das confinement ein '1nfraroteffekt' ist, kann man die Hoffnung haben, das
Problem so auf eine kontrollierte Weise angehen zu konnen.

Das zu behandelnde System ist in einen Kasten mit den Abmessungen L x L x L eingeschlossen.
Die Zeit unterliegt keinen Einschrankungen. Daraus folgt, daB die Eigenwerte des 1mpulsope-
rators durch Pi = (21n) gegeben sind, wobei n Element del' ganzen Zahlen ist. Die raumlich
konstanten Feldkomponenten haben Pi = 0, sie konnen aber aber zeitlich variieren, d. h. ihre
Energic ist ungleich Null. (Da E = pic nicht erfullt ist, liegen sie nicht "auf del' Massenscha-
!e".) [',Iran nennt diese Feldkomponenten Nullmoden. Wenn das Volumen sehr klein ist, sind die
Nullmoden von den anderen, die im folgenden als Nichtnullmoden bezeichnet werden sollen,
energetisch weit entfernt. Aus del' Lagrangefunktion fur die reine Eichtheorie liest man nach
Fourierzerlegung die Wechselwirkung del' verschiedenen Moden miteinander ab. Man kann ver-
suchen, auch hier die sog. Born-Oppenheimer-Naherung anzuwenden, wobei die Nullmoden den
sog. langsamen Moden bzw. Freiheitsgeraden und die Nichtnullmoden den schnellen Moden bzw.
Freiheitsgraden entsprechen. Wenn man nach diesel' Einteilung in schnelle und langsame Frei-
heitgerade die schnellen ausintegriert, erhalt man eine effektive Lagrangefunktion bzw. einen
effektiven Hamiltonoperator fUr die langsamen Moden.
A us del' Torustopologie folgt aber auch eine nichttriviale Vaku umstruktur. 1m folgenden sei im-
mer die Ao = 0 Eichung gewahlt. Diese Eichfixierung laBt nul' noch zeitunabhangige Eichtrans-
forl1lationen g(.Z) zu. Periodische Randbedingungen auf dem Torus bedeuten fUr die Eichfelder

(Dabei ist f:i cin Einheitsvektor in i-Richtung. Diesel' soUte n.icht mit del' spateI' einzufuhrenden
l\ompollcnt.c des sog. elektrischen Flusses in i-Richtung ei verwechselt werden.) In del' obigen



Gleichung wurde die Zeitabhangigkeit del' Eichfelder unterdruckt. AuBerdem sind die Eichfelder
Lie- Alge bra- wertig

Ak(X, t) = Ak(i, t)ta . (2-2)

Dabei sind ta die Generatoren del' Lie-Algebra, a = 1, .., n2 - 1 fur SU(N). 1m Faile von SU(2)
sind es aa /2 bzw. >.a /2, wobei aa die drei Pauli-Matrizen un.d >.a die acht Gell-Mann-Matrizen
sind.

Durch die Torustopologie ist die Definition des klassischen Vakuums als dem Zustand kleinster
Energie nicht mehr so einfach wie im Minkowskiraum. Eine Vakuumkonfiguration ist zeitun-
abhangig und bewirkt eine Minimierung del' potentiellen Energie:

V(A)

Fij

(2-3)

(2-4)

Da V(A) positiv-semidefinit ist mil, del' unteren Grenze bei A = 0, sind die klassischen Feldkon-
figurationen gegeben durch Fij(i) = 0. Dies ist erfUllt fUr raumlich konstante Felder, die nul'
Werte in del' Cartanunteralgebra del' SU(N) Eichgruppe annehmen, d.h. abelsch sind. 1m Ge-
gensatz zum Minkowskiraum lassen sich Feldkonfiguration mit dem Betrag ungleich Null nicht
durch eine Eichtransformation auf A = ° zurUckeichen, da man von den Eichtransformationen
auf dem Torus auf jeden Fall fordein muJ3, daB sie periodisch sind. (Es sei denn, man fUhrt wie t'
Hooft die sog. Twistfunktionen D(i) ein [39], - siehe das nachste Kapitel uber antisymmetrische
Randbedingungen.)

g(i + Lei)
[g]Adi)

9 (i)
g(i)Ak(i)g(i)-l - ig(i)EAg(x)-l

(2-5)

(2-6)

Dies hat zur Folge, daB eine Eichfunktion g(i) nul' Fouriermoden groBer 27T / L enthalt, um die
man die diagonale Eichfeldkonfiguration dann verschieben kann.
1mallgemeinen bildet die Menge del' Konfigurationen mil, minimaler Energie einen 3r-dimen-
sionalen Unterraum. Dabei bezeichnet r den Rang del' Eichgruppe. FUr SU(N) ist einfach r =
(N - 1). Die Tatsache, daB es fUr nichtabelsche Eichtheorien auch Eichtransformationen g:
T3 -+ G (G bezeichnet die Eichgruppe ) gibt, deren Homotopiegruppe nichttrivial ist, d. h. daB
man sie durch ihren Pontryagin-1ndex P (P E Z) klassifiz:eren kann

P = ~ r E;jkTr((g(i)Oig(i)-l)(g(i)Ojg(i)-l)(g(x)Ehg(i)-l)), (2-7)
247T iT3

fUhrt dazu, daB die Menge del' Vakuumkonfigurationen auch Teile enthalt, die nicht einfach durch
raumlich konstante, abelsche Vektorpotentiale beschrieben werden konnen. Diese verschiedenen
Teile werden Vakuumtaler (odeI' auch Torontaler) genannt. Sie konnen ebenfalls durch P klas-
sifiziert werden, wenn man sie sich durch eine homotopisch nichttriviale Eichtransformation
mit eben diesem P aus dem homotopisch trivialen Teil erzeugt, und sind durch eine klassische
Energiebarriere del' GroBenordnung 1/(Lg2) voneinander getrennt. (Fur den Bereich von g, in
dem die im folgenden erwahnten storungstheoretischen Methoden zur Herleitung eines effektiven
Hamiltonoperators fur die 'langsamen' Moden gultig sind, sind die homotopisch nichttrivialen
Komponenten des Vakuumtals yom homotopisch trivialen effektiv entkoppelt.)

Del' SC(2)-Fall stellt sich besonders einfach dar. Die raumlich konstanten und abelschen
Feldkonfigurationen sind



Die Menge diesel' Feldkonfigurationen ist invariant unter abelschen periodischen und nichtabel-
schen konstanten Eichtransformationen, d.h. eine raumlich konstante abelsche Feldkonfiguration
wird wieder in eine andere, aber ebenfalls raumlich konstante und abelsche UberfUhrt.

exp ( - 2rrii ' k(J3/ L) (2-9)
(2-10)

[gk](C)

[g_](C)

(2-11)

(2-12)

\'Ian konnle nach del' vorherigen Diskussion auf die Idee kommen, die Feldmoden, die Teil
des Vakuumtals sind, als die "langsamen" Moden zu betrachten und die anderen Freiheitgrade
auszuintegrieren, urn einen effektiven Hamiltonian fUr die "langsamen" Moden zu erhalten.

Andererseits ist del' Punkt A = 0 des Vakuumtals verschieden von benachbarten Punkten
des Vakuumtals, da diese Eichfeldkonfiguration nicht nul' invariant unter konstanten abelschen
Eichtransformationen ist, sondern unter allen konstanten Eichtransformationen. Dies flihrt zu
sog. Nullmoden in den transversalen Fluktationen, wenn man versucht, die transversalen Frei-
heitsgrade einfach durch eine quadratische, d. h. Ein-Schleifennaherung auszuintegrieren, da das
Potential urn A = 0 eben quartisch in den raumlich konstanten Feldern Ci ist:

Ci (Ja

L 2
1 2

- 2g2 L T1'([Ci, Cj] )

C
Ai(x) = ~

L

Ein :\lIsweg alls diesem Dilemma ist, aile raumlich konstanten Feldkomponenten als "langsame"
\[oden ZlI beLrachten und einen effektiven Hamiltonoperator fUr sie zu berechnen [20]. Das sich
ergebende effektive Potential ist an del' Stelle A = 0 am weitesten und verengt sich immer mehr,
jc weiter man in das sog. Vakuumtal kommt. Die Wellenfunktion bzw. das Wellenfunktional
werden an jener Stelle ihr Maximum habell. Es gibt nun aber eine zusatzliche Symmetrie dcs
HamilLonoperators, die durch die Existenz einer speziellen Klasse yon Eichtransformationen (von
LUscher "zentrale KonjllgaLionen" getauft) bedingt ist:

hk(x)

[hrHC)

(,x' k (J3)exp -2r.z---
L 2

C+2rrk.
(2-15 )

(2-16)

Z\\ar sind Jiese hk nicht pcriodisch, aber die Periodizitat del' Eichpotentiale Ai bleibt trotzdem
gc\\'ahrl. da die hr periodisch bis auf ein Element des Zentrums Za del' Eichgruppe G sind. FUr
Sl'(2):

D<1 d<1;; Zelllrul1l del' Gruppc per Definition mit allcn Gruppenmitgliedern vertauscht, kann
Juan ('s nach cineI' .\n\\'endung von hk auf Ai durchziehen, so daB Ai gar nicht verandert wird.
I\onseqllenler\\"eise 1l111f3 auch del' Hamiltonoperator ill del' Umgebung des zentral konjugierten



Punktes yon Ai = 0 genauso aussehen, wie in der Umgebung yon Ai = 0, d. h. das Potential muB
weit sein, und die Wellenfunktion ist dort konzentriert. Man konnte also auch an diesem Punkt
eine analoge Zerlegung in Nullmoden und Nichtnullmoden durchfiihren und einen effektiven
Hamiltonoperator fUr die Nullmoden berechnen. Zusatzlich zu der Periodizitat des Vakuums
verursacht durch Eichkopien mit nichttrivialer Windungszahl - das sog. 8-Vakuum - gibt es
eine zusatzliche Periodizitat, die d urch sog. Quantenzahlen des elektrischen FluBes ei (ei E
{O, 1 ... (N - I)}) gekennzeichnet wird:

~e.e([gJA)

~ e,e ([hfJA)

exp (ipe)~e,e(A) ,

exp (27rik. e/N)~e,e(A)

(2-18)

(2-19 )

DaB zumindest fUr den elektrischen FluB die obigen Wellenfunktionen richtig konstruiert
sind, zeigt folgende Betrachtung:
Lokai gesehen ist hf nur eine Eichtransformation. Daraus folgt

H~[hfAJ = H~[AJ . (2-20)

Da aber hf nur quasi-periodisch ist; konnen Polyakov-loops nichttriviale Phasenfaktoren exp (2~~k, )
((-l)f im SU(2)-Fall) unter Anwendung der Eichtransformation aufnehmen. Dies fUhrt zur Kon-
struktion von Wellenfunktionen (bzw. Wellenfunktionalen) mit definiertem elektrischen FluB.
1m Hilbertraum entsprechen den zentralen Konjugationen hf unitare Operatoren Uf

UF' k· l= (kill' k2l2, k3l3)

o
(2-22)

(2-23 )

Aus (2-23) folgt, daB die zentralen Konjugationen bzw. ihre llilbertraumoperatoren eine Gruppe
bilden, die isomorph zu ZN x ZN X ZN ist, wahrend (2-23) bedeutet, daB der Hamiltonoparator
H und Uf beide gleichzeitig diagonalisiert werden konnen. :gas heiBt, der Hilbertraum zerfallt
in Sektoren mit verschiedenen Eigenwerten von Uf. Die Eigenvektoren sind dann irreduzible
Darstell u ngen van ZJv:

• 2-rrik . e .
Uk-we=exp{ V }W".. l'

DaB die Bezeichnung elektrischer FluB gerechtfertigt ist. sieht man aus der folgenden Argumen-

tation: [8J
Der Erzeugungsoperator fur eine Einheit des elektrischen Flusses entlang der I\.urve I\. ist:

1 IoL
E, = ----:TrPexp{- dx;Ai(X)}

.\ . a



ist ein Parallel transport fundamentaler Felder entlang der i-Richtung. Es muB sich daher unter
Eichtransformationen als Operator in der fundamentalen Darstellung verhalten. Dies gibt filr
eine zentrale Konjugation hk:

hk(O)Eih~l (L)
27riki

Eiexp {t:I}

Wie man sieht, erhalt man fUr jede Anwendung von Ei einen Faktor exp en;:/'}· Das heiBt, Uk
zahlt, wie oft der Operator Ei auf einen Zustand W angewandt wurde, und man muB ei in 2-24
mit dem elektrischen FluB in del' i-ten Richtung identifiziere!1'

[20J Wie oben schon erwahnt, versucht man, das quantenfeldtheoretische Problem unendlich
vieler Freiheitsgrade auf ein quantenmechanischcs endlich vieler Freiheitgrade zu reduzieren,
indem man eine Art Born-Oppenheimer-Ansatz wahlt und die "Gesamtwellenfunktion" als ein
Produkt aus einer Wellenfunktion w(ci) fUr die raumlich konstanten Moden ci und einem Pro-
dukt von Wellenfunktionen fUr die raumlich nicht-konstanten Moden, d. h. fUr die Moden mit
nichtverschwindendem Impuls, zusammensetzt. Dieses Produkt von Wellenfunktionen fUr aile
restlichen Freiheitsgrade q wird hier mit X[c] (q) bezeichnet. Dabei muE man beachten, daB diese
Produktwellenfunktion ein Produkt von Gr'Undz'Ustands-Wellenfunktionen ist.
Dieser Ansatz erlaubt es, mit Hilfe del' Blochschen Sti::irungstheorie fill' entartete Zustande einen
effektiven Hamiltonoperator (HefJ) zu konstruieren, dessen Eigenfunktion(en) dann w(c) sind.
(NatUrlich gibt es ein ganzes Spektrum von EnergieeigenweI'ten dieses effektiven Hamiltonope-
rators und damit die zugehi::irigen Eigenfunktionen W. Deren Klassifikation wUrde auch entspre-
chen de Indizes fUr die w(c) erfordern, aber dies wird erst nach del' Vorstellung des effektiven
I Ia miltonoperators erlautert werden.) Die Tatsache, daB bei del' Herleitung des effektiven Ha-
miltonoperators eichfixierte Koordinaten im Konfigurationsraum verwendet wurden, namlich die
sog. Coulombeichung DkAk = 0, fUhrt zu einem nichttrivialen IntegrationsmaE in der funktio-
nalen Schri::idingergleichung (das eng mit del' Faddeev-Popov-Determinante zusammenhangt):

Dabci bezeichnet DdA) die kovariante Ableitung. Dieses MaE wurde in das Wellenfunktional
jilt egriert

~(A) = p(.'l)l/2W(.4) .

~(.4) = Ili(ch[c](q) .

(2-31)

(2-32)



Del' effektive Hamiltonoperator ergibt sich dann aus del' Blochschen Storungstheorie [20] odeI'
Ausintegration del' nichtkonstanten Feldmoden im Pfadintegral [23]:

Dabei ist 6. = 2::7=1t,~2' Ti = V2::L1 cici sind wieder die eichinvarianten "Radialkoordinaten"

und Ft; = -EabdC~CJ fUr Sl'(2) bzw. Ft; = -fabdCrCJ fUr SU(3). Die Kopplungskonstante gist
die renormierte Kopplung g(L) bei del' (8nergieskala) J1 = 1/L. In Zweischleifennaherung gilt
(fUr kleine L):

-2 11 .51
9 (L) = --2 In (LAMS) - -In -21n (LAMS) + ...

12K 121

Del' sog. transversale Potentialteil. verschwindet, wenn Ft; = 0 ist, d. h. wenn ci im Vakuum-
tal liegt. Del' verbleibende Potentialteil VI,de) + 21rl ist das effektive Potential in Einschlei-
fennaherung entlang des Vakuumtals. Den 21il -Term erhalt man durch die Ausintegration del'
transversalenraumlich konstanten Moden. (Da hie I' die transversalen raumlich konstanten Mo-
den nicht ausintegriert wurden, dies aber in del' Berechnllng des Ausdrucks, del' die Sinusterme
aufsummiert, getan wurde, muS er nachtraglich abgezogen werden.) Dies ist aber,wie gesagt,

2
nul' moglich an Punkten des Vakuumtals, fUr die gilt lil » g5 [23], da nahe A = 0 aufgrund
del' quartischen Form del' potentiellen Energie (Ft;)2 fur die Nullmoden (,da die Ableitungen
in diesem Fall wegfallen und nul' del' Kommutatorterm fur die Feldstarken uberbleibt,) es kei-
ne Trennung del' Energie- bzw. Zeitskalen fUr die abelschen und nichtabelschen Moden gibt.
In einiger Entfernung von A = 0 kann man die Dynamik weiter reduzieren auf eine Dynamik
entlang des Vakuumtals. aber nahe .It = 0 und seinen eichaquivalenten Punkten unter zentralen
Konjugationen bricht die sog. "adiabatische" Naherung zusammen.

Wenn man die beiuen ,.[- Terme in Potenzen von c't entwickelt. erhalt man eine Form, die fur
die (Computer- )Auswertung besser geeignet ist. \'Ieist reicht die Entwicklung bis zur sechsten
Ordnung aus. um eine genugende Genauigkeit Zll en·eichen.

+,1 L rf + A(2 L 1'1 + ~t3L I'f 1'; + AI.) L I'? + At5 L rf r~ + 16 IT'';
i>.i it.i

""' .2 ra2
""' .2 Fa2 1 t2+0'3 i...J 1 i ']k + G,t i...J 1 i '1] + G5( e c

i]k.a I].a



-3.0104661· 10-1 - (g/27r)2. 3.0104661· 10-1 ,0'1 = +2.1810429.10-2 , (2-36)

-1.4488847.10-3 - (g/27f)2. 9.9096768.10-3 ,0'2 = +7.5714590.10-3 ,

+1.2790086.10-2 + (g/27f)2 . 3.6765224.10-2 , 0'3 = +1.1130266.10-4 ,

+4.9676959· 10-5 + (g /27f)2 ·5.2925358· 10-5 , 0'4 = -2.1475176.10-4 ,
-5.5172502.10-5 + (g/27f)2. 1.8496841· 10-4 ,0'5 = -1.2775652.10-3 ,
-1.2423581.10-3 - (g/27f)2. 5.7110724.10-3 .

Bei del' Berechnung des Spektrums des obigen effektiven ·Hamiltonoperators interessiert VOl'
allen Dingen das sog. tiefliegende Spektrum, d. h. die Energiewerte, fUr die gilt LE -7 0 fUr
9 -7 O. Die Grundstruktur des Spektrums wird dabei fUr sehr kleine 9 schon durch den effektiven
Hamiltonoperator in niedrigster nichttrivaler Ordnung in 9 bestimmt:

Fiir kleine 9 wird das Potential im Vakuumtal so eng, d. h. das Potential wachst bei Ab-
weichung vom Vakuumtal so steil an, daB durch die Nullpunktsfluktuationen del' transversalen
(Null)-Moden ein effektiver Potentialberg entlang des Vakuumtals induziert wird. Diesel' kann
zwar durch "Tunneln" iiberwunden werden (siehe das nachste Unterkapitel), aber fUr 9 « 1 ist
er so hoch, daB auch Tunnelprazesse kaum vorkommen. Die einzelnen Quantenvakua sind dann
praktisch entkoppelt, d. h. ihre Spektra sind entartet. Man kann das Spektrum mit del' Raleigh-
Ritz-Variationsmethode fUr den um A = 0 gelegenen Potentialtopf bestimmen [21,40, 10]. Da
del' effektive Hamiltonoperator nul' noch kubische Symmetr!e hat, klassifiziert man die Eigen-
zustande nach den irreduziblen Darstellungen del' Wiirfelgruppe. Es stellt sich heraus, daB nicht,
wie erwartet, del' At -Zustand, del' im Limes graBen Volumens, wenn die Rotationsinvarianz
wieder hergestellt ist, zum skalaren glueball wird, del' niedrigste Zustand uber dem Grundzu-
stand ist, sondern del' E+-Zustand, del' im Limes graBen Volumens mit dem Ti -Zustand zum
Spin-2-Zustand kOll1binieren wiirde. Del' Ti -Zustand ist im Bereich kleiner 9 entartet mit dem
E+ -Zustand, da del' EinfluB des die Rotationinvarianz brechenden Terms im effektiven Poten-
tial noch klein ist. Die Differenz zwischen dem Grundzustand und dem jeweiligen Zustand, del'
sich nach einer irreduziblen Darstellung del' V/urfelgruppe t,ransformiert, nennt man mass gap
m. Die dimensionslose GroBe z = m· L miBt die Lange des Torus in Einheiten del' Compton-
Wellenlange des mass gaps. Solange ZE+ kleiner als ungefahr 1 ist, tritt kein Tunneln auf. Man
nennt diesen Langenbereich den Bereich kleinen Volumens. Fur groBere 9 und damit z wi I'd das
Tunneln zwischen den einzelnen Vakua spurbar. Die jeweils zu N3 entarteten Zustande spalten
auf. Die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand des k = (0,0,0)- Vakuums und dem mit
f = (1, 0, 0) wird als die Energie einer Einheit elektrischen Flusses bezeichnet.

Beill1 eindill1€nsionalen double well-Potential konnen die Eigenfunktionen leicht in gerade und un-
gerade eingeteilt \verden. Sie unterscheiden sich durch ihr Verhalten am Ursprung: Wahrend die
s:vmmetrischen (geraden) Eigenfunktionen dort eine verschwindende Ableitung haben mussen,
sind diC' ungeraden (antisymmetrischen) gezwungen. durch Null zu gehen. Man kann also. anstatt



die Eigenfunktionen auf ganz 1R zu. berechnen, sich auf 1R+ beschranken und an die Wellenfunk-
tionen die Anforderung stellen, am Ursprung Dirichlet odeI' von Neumann Randbedingungen
zu gehorchen. Del' Hilbertraum (del' quadratintegrablen Funktionen) mit definierter Pari tat auf
ganz 1R zerfallt also in zwei Unterraume, die durch die Forderung charakterisiert werden konnen,
quadratintegrabel auf 1R+ = {xix> O} zu sein und den beiden oben erwahnten Randbedingun-
gen zu gehorchen: H = 1-l+(J}1-l-, 1-l+ = {III E L2(R+)/DxlIl(O) = O}, H- = {III E L2(R+)/III(O) =
O}. Fur kleine Tunnelaufspaltung bilden sich im Spektrum Doubletts aus Eigenwerten, die sym-
metrischen und antisymmetrischen Eigenfunktionen zugeordnet sind.
Diese Methode lal3t sich n un auf die Vaku umentartung unter den zentralen Konjugationen u bert-
ragen. Dabei entspricht del' Symmetrieoperation Paritat x -+ -x die Eichtransformation hI; ,
denn so wie del' double well-Hamiltonoperator invariant unter del' Anwendung del' Paritatsopera-
tion ist, ist del' I-Iamiltonoperator del' Eichtheorie invariant unter der Anwendung der zentralen
Konjugationen. Daher sollte auch der effektive I-Iamiltonopator in del' Umgebung eines jeden
Quantenvakuums gleich aussehen. Da wir auch wissen, wie die Symmetrien auf die Vakuum-
talkoordinaten C, wirken, konnte man versuchen, eine effektive \'akuumtal-Wellenfunktion ZlI

konstruieren und im Vakuumtal die gleichen Forderungen an die Symmetrie der Wellenfunktion
am Symmetriepunkt zu stellen, wie·im Fall des double well-Oszillators am Ursprung. Andererseits
ist eine effektive Wellenfunktion nul' auf dem Vakuumtal nicht moglich wegen des quartischen
Potentials an den Quantenvakua. Aber abseits del' Quantenvakua innerhalb des Vakuumtals ist
das Potential auch fur transversale konstante Moden quadratisch. Es ist deshalb moglich, je-
dem Quantenvakuum einen Koordinatenbereich zuzuordnen und die Randbedingungen an del'
Uberlappstelle zweier Koordinatenbereiche festzulegen, d. h. bei Ci = +/ - 7f. Wenn man eine
derartige Aufteilung fur den hier vorliegenden drei-dimensionalen Fall verallgemeinert, so er-
gibt sich, \Venn sog. Ein-Teilchen-Paritaten 7fi fur jede Raumrichtung eingefUhrt werden, fur die
Felder Ad8]

( -l)O'kXk

(-1) O,k Ad 7fiX)

<[>(C + 27fk)
<[> (7fC)

( _l)k.e<[>(c)

Pi <I> (C) .

<I>(Ci = 7f)
d<l>
DC, (C, = r.)

o fur pi(-l)e, =-1

o fUr pi(-l)e, = 1.

Die obigc Argumentation vernachlassigt die Tatsache, daB del' effektive I-Iamiltonoperator inva-
riant unter globalen. konstanten Elchtransformationen ist. Das Vakuumtal muB nicht unbedingt

in 0"3-Richtung liegen. Die Bedingung fur das Vorliegen einer Vakuumkonfiguration ist nul' die
Parallelitat del' ci im F'arbraum. Es empfiehlt sich also, fur die ci Kugelkoordinaten einzufuhren
und die Diskussion auf del' Ebene del' lII(ci) zu \\'iederholcn:

Ci sin ({;Ii) cos (9il
Ci sin ({;Ii) sin (0;)

li cos ({;Iil



Dabei wurden aile Oi und <Pi kollektiv mit O,<P bezeichnet. Bei einer zentralen Konjugation in
x-Richtung transformiert sich die Wellenfunktion nurrwie folgt:

Del' cI-Faktor VOl' W kommt aus dem Clc2C3-Faktor, del' aus dem Integrationsmal3 fUr Kugelko-
ordinaten stammt, 'und den man eingefiihrt hat, da man eigentlich die Kontinuitat del' Wahr-
scheinlichkeitsdichte betrachtet [8].

Aufgrund del' Symmetrie des I-Iamiltonoperators miissen sich die Wellenfunktionen wle 11'-

reduzible Darstellungen del' Wiirfelgruppe transformieren. Man kann die Eigenfunktionen so
wahlen, das gilt

Dabei bezeichen Pi die Eigenwerte del' sog. 'Einteilchen-Paritat', die sich aus del' normalen
Paritatsoperation kombiniert mit einer Rotation urn 7f urn eine Achse zusammensetzt. (Del'
Faktor CIC2C3 des Integrationsmal3es andert sich dabei nicht.)

Kombiniert man nun eine zentrale Konjugation mit einer Refiektion eines del' Ci, z. B. Cl, so
erhalt man

(27fkl - cdW(27fkl - Cl, C2, C3, 01, <PI,O2, <P2, 03, <P3)
(_1)k1e1 Cl W(Cl, C2, C3, 7f - 01, -<PI, O2, <P2, 03, <P3)
PI (_1)k1e1 ClW(Cl, C2,C3, 01, <PI,O2, </>'2,03, <P3) .

Die Wellenfunktion soli bei Cl = 7f glatt sein, d. h. die Wellenfunktion und ihre erste Ablei-
t.ungsollten stetig sein. Dies fiihrt zu den Bedingungen

Das Spektrum wird berechnet, indem man durch Linearkombination von ebenen Wellen
odeI' harmonischen Oszillatorfunktionen Wellenfunktionen mit den obengenannten Symmetri-
en bildet, die zudem eichinvariant und Darstellungen del' Wiirfelgruppe sein miissen, und die
l\:oeffizienten del' Linearkombination mit I-lilfe des Raleigh-Ritz- Variationsverfahrens bestimmt.
Charakteristisch fiir das Spektrum im sog. mittleren Volumenbereich ist die Aufspaltung del' E-
und T2-Zustande, wobei die T2-ZusUinde stets weit iibeHien entsprechenden E-Zustanden liegen
[2:3, 24]. Die Ergebnisse stimmen gut mit dem in Monte-Carlo-Rechnungen auf dem Raum-Zeit-
Citter erhalten uberein, wenn die dimensionslose Skalierungsvariable z = m . L benutzt wird,
wobei m del' mass gap ist [.11, 42, 8].
Die Cbereinstimmung wird praktisch perfekt. wenn man die analytische Herleitung des effek-
tiven llamiltons auf dem Gitter wiederholt und so einen effektiven Hamilton-Operator erhaJt,
dcssen l\:oeffizienten (z. B. des effektiven Potentials) von del' Anzahl del' Citterpunkte abhangen
[2-5] .



Auf dem Torus muB man nicht fordern, daB das Eichfeld AI" periodisch ist, sondern nul' peri-
odisch bis auf eine Eichtransformation [43J. Dies bezeichnet man als verdrehte odeI' sog. twisted
Randbedingungen. Es wird sich noch zeigen, daB dadurclLdie Nullmoden, die auf dem Torus
mit periodischen Randbedingungen auftauchen, eliminiert werden. Ais Vorteil del' twisted Rand-
bedingungen wird angefilhrt, daB omit ihnen das Vakuum im kleinen Volumen dem "wahren"
Vakuum im Limes unendlich graBen Volumens ahnlicher, namlich ebenfalls "ungeordnet", ist,
und somit del' Obergang vom kleinen zum graBen Volumen glatter verlauft.

Ai(x + Lek)

Ao(x + Led
Qik)Ai(x)Q(k) + mik)OiQ(k)

Qik)"40 (x) Q( k)

Die Q(k) (k=1,2,3) sind Cichtransformationen, die nul' von den zu Xk orthogonalen I\:oordinat.en
abhangen. Aus del' Tat.sache. daB aer Wert des \'ekt.orpotentials eindeut.ig best.immt sein lI1uf3.
folgt

und ahnlich fill' aile anderen (ij)-Ebenen. Del' sog. twist-Tensor TJij [43J hat nul' ganzzahlige
Komponenten modulo N. (Andere Autoren ([44,45]) bezeichnen Zij = exp ('iTJij2rr/N) als twist-
Tensor.) Man filhrt einen Vektor fill' den sog. magnetischen FluB ein [39J:

Ai (x) ---t Ai (x) I

.4.0 (x) ---t .'10 (x) I

Qt (.l:)Ai(X)Q(X) + iQt (X)OiQ(X)

Qt (x) Ao( x)Q(X) ,

:'Ian kann zeigen. daB es immer eine Eichtransformation gibt, die die Q(k) in Gleichung
(2-.51) in raumlich konstante Funktionen verwandelt. Diese konstanten Matrizen seien mit C
bezeichnet. (Die spezielle Form del' ri E 5[.,"(2) :vIatrizen ist physikalisch irrelevant, nul' del'
\Vert von Iii spielt eine Rolle. Werrn m = 0 ist, kann man die C natlirlich als Einheitsmatrizen
wahlen und hat wieder den Fall periodischer Randbedingungen.) Es gilt

r r - (. ijk )r ·r·i j - exp rru mk J ,.

Das Vektorpotential Ai und die elektrische Feldstarke als seine kanonisch konjugiert.e \"ariable
unlerliegen dann den Randbedingungen:

Ai (.f + Lh) = rkAi(i) rt
c'i(,i + LCd = f/cEi(,i)rt '



Die folgende Diskussion beschrankt sich auf einen besonders einfachen Fall, namlich den
del' Eichgruppe SU(2) mit m = (1,1,1). Man wahlt bevorzugt m = (1,1,1), da dann die
kubische Symmetrie des Problems erhalten bleibt, denn mist definiert modulo N, in diesem Fall
also 2, so daB kubisch rotierte m's aquivalent zum ursprtinglichen sind. Dies erm6glicht einen
besseren Vergleich mit dem Fall periodischer Randbedingungen, da z. B. Glueball-Zustande nach
den irrededuziblen Darstellungen del' kubischen Gruppe klassifiziert werden k6nnen. (Aui3erdem
kann man noch die Paritat betrachten. Auch diese Symmetrie wird durch den twist m = (1,1,1)
nicht zerst6rt.) Man wahlt folgende twists:

AQ(i + Lek)
AQ(i + Led

A Q (i) fti I' k := a

- A Q (i) fii I' k -I a

Jede Isospin- bzw. Farbkomponente a definiert einen Dreiervektor /(Q) mit Komponente 0 in
Richtung a und Betrag del' anderen Komponenten 1/2. Das Fourierspektrum hat also die Form:

Dabei ist 11 ganzzahlig und /(1) = (o,~,-~), 1(2) = (-~,o,-~), 1(3) = (~,-~,O). Offensichtlich
sind Tullmoden mit p = (0,0,0) nicht mehr m6glich.

Man zerlegt nun den Hamiltonoperator in einen freien Teil und einen wechselwirkenden Teil. In
Coulomb-Eichung erhalt man:

Hjrei + 9 J d3xTrokAl[Ak, Ad

_g2 J d3xTl'[Ak, Al][Ak, Ad + g2 J d3xTr[Ek, Ak] ~ [El, Ad

~ t ~ ~
Hjrei = LJ IPla (J,p,a)a(J,p"a) .

l,ii,(J

III dcr obigen Formel bezeichnen a und at Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren ftir Gluonen
mit Polarisation a und Impuls p.

J3is zur Ordnung g2 ergibt sich fUr die 24 m6glichen Zwei-Gluonen-Zustande, die sich in
irreduzible Darstellungen del' kubischen Gruppe einteilen lassen 2(At EB E+ EB T2+) EB (Tt EB
T+)·7> (-1- ~ E-,.::, T-)'2 . . I -l. ~ - 2 .

wobei .\ ein fiir die jeweilige irreduzible Darstellung spezifischer Faktor ist, del' die Aufspaltung
zur Ordnung g2 quanlifiziert [-1:3. 46. -ti. -18]. Ein Vergleich mit den Ergebnissen bei periodischen



Randbedingungen ist schwierig, da man erwartet, daB die g4 Korrekturen wesentliche (circa 25%)
Beitrage liefern werden, aber es deutet sich an, daB z. B. die Aufspaltung zwischen dem Ti-
und E+-Zustand nicht so stark ist wie bei periodischen Randbedingungen im mittleren Volumen.
AuBerdem ist im Gegensatz zu dem Fall periodischer Randbedingungen hier del' Massgap immer
del' ein Ai -Zustand. Allerdings sind die Zustande mit negativer Paritat beinahe entartet mit
denen positiveI' Paritat.

Dies wird auch durch Monte-Carlo-Rechnungen auf einem Gitter mit twisted Randbedingun-
gen bestatigt [49], die in einem /3-Bereich von 2.5 bis 4.7 durchgefUhrt wurden. FUr die Zustande
positiveI' Paritat sieht man qualitative Ubereinstimmung in dem Sinne, daB die StOrungsrech-
nungsergebnisse den Monte-Carlo-Daten angepaBt werden konnen, wenn man eine Reskalierung
del' Kopplungskonstante vornimmt. Quantitative Ubereinstimmung im Rahmen del' Fehler wird
nul' bei /3 = 4./, d. h. del' niedrigsten Kopplung auf dem Gitter, erreicht.

Eine Wiederholung del' analytischen Rechnungen auf dem Gitter ergibt nul' unwesentliche
Korrekturen durch endlichen Gitterabstand. 1m allgemeinen sind O(a2

) Effekte sogar fUr l = -l
klein, wenn die Toruslange gegeben ist durch L = la , l E N. Dies gilt allerdings nicht fUr
die Zustande mit negativer Pari tat wie A~ und E-, deren O(g2) Verschiebungen bei l = 4
betrachtliche Gitterkorrekturen erfahren. [48J.

Auch unter twisted Randbedingungen zerfallt del' physikalische Hilbertraum in Sektoren mit ver-
schiedenem elektrischen FluB ei. Diese sind Darstellungen del' Gruppe del' singularen Eichtrans-
formationen, die periodisch sind modulo eines Elements des Zentrums del' Eichgruppe Z(N).
Bei Anwesenheit von magnetischem FluB m erhalt ein Zustand mit elektrischem FluB e einen
" Pointing-1m puIs"

- 27f (- -) (2 62)Pc = N Lex m . -

Da hier immer m = (1,1,1) vorausgesetzt wurde, fUhrt dies dazu, daB nicht mehr aile elektri-
schen FluBsektoren storungstheoretisch entartet sind, wie im Fall periodischer Randbedingungen.
sondern nul' noch del' e = (0,0,0)- und del' e = (1,1, l)-Sektor. Die Entartung zwischen diesen
beiden Sektoren wird nul' durch ("Instanton"-)Tunneln aufgehoben. Urn dieses nichtstorungs-
theoretische Phanomen untersuchen zu konnen, simulierteIL Gonzalez-Arroyo und Mitarbeiter
die Gittereichtheorie auf einem (3+1)-dim. Gitter mit twisted Randbedingungen in allen Rich-
tungen. Del' twist-Tensor ist dann 4-dimensional TJJ.LV' wobei wieder die Raumkomponenten den
magnetischcn FluB charakterisieren TJij = I:k Eijkmk, wahrend die restlichen Komponenten in
einem Vektor k zusarnmengefal3t werden ki = TJOi. FUr twisted Randbedingungen ergibt del'
Ausdruck fUr die Instantonen-Anzahl unter Umstanden nicht mehr ganzzahlige Werte [39J:

1 ~ - /'i,Q = --2 TI'(PJ.LV FJ.Lv)d4x = V - -.
167f Ton,s N

Dabei sind v und f{, ganzc Zahlen, FJ.LV del' Feldstarke- Tensor in fundamentaler Darstellung und
P1W del' zugeordnete duale. FUr f{, ergibt sich:

1 -
/'i, = 7.TJJ.LVi'/i'v = k· m .

\lan bezeichnet den FalL in dem /'i, modulo :\ verschwindet. als "orthogonalen" twist und /'i, # 0
als nicht-orthogonalen twist.



Da es eine untere Grenze fill' die Wirkung del' Eichfelder in Abhangigkeit von del' Win-
dungszahl gibt, sieht man, daB es fur den hier interessierenden nicht-orthogonalen Fall keine
Konfiguration mit verschwindender Wirkung gibt.

Mit Hilfe einer verbesserten Cooling-Methode [50, 51] wurde' auf einem anisotropen Gittertorus
Is ·It nach Feldkonfigurationen mit minimaler Wirkung gesucht - in diesem Fall mit -Q=I/2-
[52,53,54,55,56,57,58]. Diese werden, obwohl sie nul' halbzahlige topologische Ladung haben,
ebenfalls lnstantonen genannt, da die Anwesenheit eines twists in del' Zeit mit e = (1,1,1) in-
terpretiert werden kann als die Anwendung eines Generators del' nichtorthogonalen, singularen
Eichtransformationen. Dadurch kann man eine vierdimensionale, raum-zeitliche Konfiguration
miL twist 1n = k = (1,1,1) auf einem Torus mit del' Periodenlange It in Zeitrichtung als eine
klassische euklidische Zeitevolution von einer Konfiguration .zum Zeitpunkt t = 0 zu ihrer sin-
gular Lransfomierten zum Zeitpunkt It betrachLen. Wenn die minimale Wirkung endlich bleibt
fUr It ----+ 00, kann man erwarten, daB filr die meiste Zeit die Energiedichte nahe Null bleibt und
dam it die raumliche Konfiguration beinahe del' eines klassischen Vakuums entspricht. Da man
dann fUr It ----+ 00 anscheinend eine naherungsweise Lasung der klassischen Bewegungsgleichung
in euklidischer Zeit hat, die sich von einen Vakuum ins andere entwickelt, ist del' Name "Instan-
Lon" gerechtfertigt.
In del' Monte-Carlo-Simulation konnte fill' It natiirlich nicht eine unendliche Zeitausdehnung des
Gitters simuliert werden, sondern man muBte sich mit einem ls/lt- Verhaltnis von 2 begnugen.
Trotzdem findet man nach cooling ungefahr selbstduale und anti-se!bstduale Konfigurationen
mit Q = 1/2 und S ~ 47f2. Die Konfigurationen sind lokalisiert in del' Zeit, und ihre Zeitaus-
dehnung wird durch ls bestimmt.
Das Ziel del' Untersuchungen ist die Berechnung des Beitrags del' obigen Instantonkonfiguratio-
nen zur Energieaufspaltung zwischen den Grundzustanden mit e = (0,0,0) und e = (1,1,1), del'
die Form haben sollte:

wobei S = .f7f2, gr- die renormierte Kopplung und n ~ 7 ist.
Fur groB It isL der mass gap durch die Energie Fad.enspannung gegeben, die man aus dem
Abfallverhalten in euklidischer Zeit von Korrelationsfunktionen von raumlichen Polyakov-Loops
misst. In diesem Langenbereich soUte sich die entsprechende Energie verhalten wie leln;ls, wobei
1-\ die Fadenspannung ist. Dieses Verhalten zeigt sich in Monte-Carlo-Rechnungen ab ungefahr
::" =:3 Hg].

Eine h:onsequenz periodischer Randbedingungen ist die Tatsache, daB aufgrund des Gesetze von
Gauss ein periodisches System notwendigerweise immer neutral sein muB, da auf dem Torus die
flliBlinien. die von eine!l1 geladenen Teilchen ausgehen, nicht ins Unendliche gehen kannen und
somit an cinC'11l Teilchen mit del' entgegengesetzten Ladung enden mussen. Eine mehr formale
rkgriindllng licfert das Gallss'sche Gesetz fur Raume ohne B~grenzung bzw. Rand. In abelschen
Theorien kann man clas Problem durch antiperiodische Randbeclingungen vermeiden, cla clann
die Fluf31inien, die von einer Ladung ausgehen, am ladungskonjugierten Bild del' Ladung auf



der anderen "Seite" enden konnen. Da nicht-abelsche Felder seIber Ladung tragen, sind die
naturliche Verallgemeinerung fur diesen Fall die sog. C-periodischen Randbedingungen

mit Ak = Akta und W)t = _ta: (* bedeutet komplex konjugiert.) Diese Randbedingungen
identifizieren das Feld an der Stelle i + Lei mit dem lad ungskonjugierten an der Stelle i.Dies
fUhrt dazu, daB sich eichinvariante Operatoren mit der C-Paritat C = +1 periodisch und die
mit C = -1 antiperiodisch verhalten. Die ni-Funktionen sind die sog. twists - siehe auch (2-67)
- mit deren Hilfe man bei (anti- )periodischen Randbedingungen magnetischen FluB einfiihren
kann [59,45]. Unter lokalen Eichtransformationen gilt

wobei g(i eine SU(N)-wertige Funktion mit beliebigen Randbedingungen ist. Da g eine unitare
Matrix ist, gilt gT = (g-l)"'.

1m Fall SU(2) gibt es allerdings eine Eichtransformation, die periodische Eichtransformatio-
nen in C-periodische transformiert

W2",
h = exp (- L-- Xi)

2L .
I

und umgekehrt, so daB eine Unterscheidung zwischen periodischen und c-periodischen Randbe-
dingungen in diesem Fall sinnlos ist, da die Physik die gleiche ist. Eine Folge davon ist, daB
aufgrund des Theorems von Bott fur aIle SU(N)-Gruppen das 0-Vakuum das gleiche ist wie mit
periodischen Randbedingungen [44]. Andererseits sind die beiden Randbedingungen fur LV ~ 2
tatsachlich unterschiedlich. Dies wjrkt sich insbesondere auf die mogliche Existenz von magne-
tischem und elektrischem FluB aus. Aus der Kozyklus-Bedingung fUr die twist-Funktion 0i

(wobei fUr den twist-Tensor z, der uber Zij = exp (27fiTJij/N) t'Hoofts magnetischen FluB be-
stimmt, gilt Zji = zij') folgt nach mehrfacher Anwendung in verschiedenen Richtungen, daB es
keinen magnetischen FluB im Sinne von t 'Hooft gibt, wenn N ungerade ist, und dieser durch
Z;(d-l)/2 klassifiziert wird, wenn N gerade ist.
Auch die Moglichkeiten. elektrisch~n FluB zu erzeugen, sind stark eingeschrankt. Fur Eichtrans-
formationen. die nur bis auf ein Element des Zentrums der Gruppe periodisch sind, gilt unter
C-periodischen Randbedingngen:

wobei zi = exp (27fik;/N) die N-ten Einheitswurzeln sind, ki den elektrischen FluB charakteri-
sierte und h; in (1.1.5) mit hk bezeichnet wurde. Vergleicht man nun



2 2
Zi = Zj .

Also mUssen aile Zi gleich sein, wenn N ungerade ist, oder gleich sein bis auf ein Vorzeichen, wenn
N gerade ist (fUr N groBer 2). Wenn man Darstellungen dieser Eichtransformationen auf dem
Hilbert-Raum diskutiert, sieht man, daB fUr den hie!- am meisten interessierenden Fall SU(3)
keine Sektoren mit elektrischem FluB existieren. Diese Tatsache gab AnlaB zu der Hoffnung, daB
ein Ubergang zum Limes unendlich groBen Volumens mit den C-periodischen Randbedingun-
gen einfacher zu vollziehen sei. Es zeigte sich aber, daB der effektive Hamilton trotzdem eine
komplizierte Vakuumstruktur hat, die von den restlichen Symmetrien, die im folgenden gezeigt
werden, bestimmt wird.

Da nun fUr SU(3) aile Ubergangsfunktionen ni physikalisch aquivalent sind, kann man ni = 1
wahlen. Damit wird 2-67

A:(.i+Lei)
Ak(i + Lei)

A:(i), A E {2, 5, 7}
-Ak(i), a E {1,3,4,6,8}.

wobei die GroBbuchstabenindizes GroBen bezeichnen, die aus den periodischen Eichfeldkompo-
nenten gebildet werden, wahrend die kleinen Buchstaben als Indizes fUr die antiperiodischen
Komponenten reserviert sind. Die klassischen Minima dieses effektiven Hamilton sind gege-
ben durch Ak = 0, da die antiperiodischen Felder nicht raumlich konstant sein konnen, d. h.
\'i.4~ i- O. was dazu flilnt, daB Ft; i- 0 ist und die Forderung, daB Fi1 verschwindet. Dies kann
bei periodischen Feldern erreicht werden durch die Wahl der raumlich konstanten und abelschen
Feldkomponenten in der Unteralgebra mit A E {2, 5, 7}. Man wahlt

Dip singlllaren Punktc des Vakllumtals befinden sich also bei Ct· = 0 (7r 7r 7r) (7r 7r -7r)
- , " , " ,

(". -'" 7r), (r., -If, -r.). :'-!achdem man nun die Konfigurationen identifiziert hat, die die potenti-
elle Energie rninimieren - die sog. Toronen-, kann man nun wieder so vorgehen, wie es LUscher im
Fall periodischer Randbedingungen getan hat, namlich aile anderen Moden neben den Toronen
allszlIintegrieren. l1l11 ein effektives Potential ZlI erhalten. Dessen Minima, auch Quantenvakua



genannt, dienen dann als Startpunkte fUr eine storungstheoretische Entwicklung. Wie im Fall
periodischer Randbedingungen stellt sich auch im Fall C-periodischer Randbedingungen heraus,
daB es neben den Toronen Moden.gibt, die an den Minima des effektiven Potentials quartisch
sind. Diese konnen also nicht perturbativ ausintegriert werden, und die Dynamik in kleinen
Volumina wird durch einen effektiven Hamilton fUr die quartischen Moden und die Toronen
beschrieben.

d-l", 1 1-
VI (C) = - -- ~ -:;-cos (-C· ii) .

L7r2 _ Inl 2
n

Das effektive Potential hat Minima bei C = 0 und an den oben erwahnten, 2d
-
1 speziellen

Punkten, die kollektiv als Menge II zusammengefaBt werden. Urn zu entscheiden, an welch em
Punkt sich das absolute Minimum befindet, muB man die Summe ausfuhren. Fur d = 3 erhalL
man

LVeff(O)

LVeff(C E II)

-1.78447 .

-3.25229 .

Jedes del' vier Minima kann als Startpunkt fur eine perturbative Berechnung eines effektiven
Hamilton-Operators fUr aile quartischen Moden dienen. Urn nicht urn den Punkt C = (7r, 7r, 7r)
entwickeln zu mussen, fUhrLen Kronfeld und Wiese eine Eichtransfomation mit nichttrivialen
twist durch mit

h(i) = exp (-7rt2i· l;L) .

\Venn man die obigen BetrachLungen wiederholt, sieht man, daB ein absolutes Minimum nun
bei C = 0 liegt. wahrend die anderen bei 27rei liegen. Die quartischen Moden an del' Stelle C = 0
sind die konstanten Moden von At und Ay. Fur diese drei Moden erhalt man einen effektiven
Hamilton a la Luscher:

LII '2/3( "2 )(1 -\ -l IFAFA) ~/3 A A 8/3S ABDE A B DeEef f = g 1 + g a2 2"ei e; + =i" ij ij + g mijC, CJ g ijklS Ci Cj Ck I ,

wobei g wieder die im minimal subtraction-Schema renormierte Kopplung bei del' Skala 1/ List.
Die nu rnerischen WerLe del' Koeffizien ten sind in [-1.5]au fgelistet.



Nachdem die Effekte del' Torustopologie bzw. del' zentralen Konjugationen auf die Vakuum-
struktur im Prinzip verstanden sind, wurde man nun natlirlich gern den EinfluB del' Vakua
mit nichtverschwindendem Pontryagin-Index (2-7) auf ahnliche Weise berucksichtigen. Deren
Existenz kompliziert die Vakuumstruktur der Eichtheorie und bedingt die Einfiihrung des sog.
Thetawinkels in die Theorie, del' das Tunneln zwischen den verschiedenen Vakua analog zur
Bildung yon Blochwellen im periodischen Potential yon Festk6rpern beschreibt. Ein Tunneler-
eignis zwischen zwei Vakua mit verschiedenem Pontryagin-Index erfolgt libel' die sog. Instanton-
Feldkonfiguration, deren analytische Form auf del' Dreisphare bekannt ist - wahrend auf dem
Torus nur numerische L6sungen erhalten wurden. (Dies ist der Hauptgrund, weshalb van den
Heuvel und van Baal dazu ubergingen, den EinfluB des Thetawinkels auf das glueball-Spektrum
auf der Dreisphare zu untersuchen.) [60, 61] Wieder wird angenommen, daB in kleinen Vo-
lumina die asymptotische Freiheit dazu flihrt, daB die Kopplungskonstante klein ist und die
St6rllngstheorie anwendbar ist. Darum ist auch die Einschrankung del' Eichfelder auf eine sog.
fundamentale Domane (,die ein konvexer Unterraum aller Eichfeldkonfigurationen ist, die -
modulo konstanter Eichtransformationen - in eins zu eins Korrespondenz mit dem Raum del'
Eichorbits stehen,) durch Anwendung del' Coulombeichung zulassig [62]. Mit gr6Ber werden-
dem Volumen wird das Wellenfunktional sich im Konfigurationsraum weiter in die Richtun-
gen ausbreiten, wo die potentielle Energie am kleinsten ist, d. h. in die Richtung der Moden
des Eichfelds mit der kleinsten Energie. Irgendwann wird das Wellenfunktional auch im Be-
reich del' Instantonenbarriere, die zwischen den Eichkopien- des Vakuums mit verschiedenem
Pontryagin-Index liegt, einen nicht mehr zu vernachlassigenden Wert annehmen. Wieder nimmt
man an, daB sich das Eichfeld in orthogonale Moden aufspalten laBt, so daB man die Dyna-
mik eines Systems mit unendlich vielen Freiheitgraden auf ein quantenmechanisches System mit
endlich vielen Freiheitsgraden beschranken kann, indem man fur die Moden hoher Energie har-
monische Oszillator-Wellenfunktionen annimmt und einen effektiven Hamilton-Operator fUr die
Niederenergiemoden konstruiert. Diese Niederenergiemoden sollten zuerst auf die Grenze del'
fllndamentalen Domane stoBen, wenn sich das Wellenfunktional mit wachsendem Volumen im
l\.onfigurationsraum ausbreitet. Nichtperturbative Effekte soli ten sich wieder dadurch zeigen,
daB man fUr das Wellenfunktional bzw. die Wellenfunktion fur die Niederenergiemoden Rand-
bedingungen an del' Grenze del' fundamentalen Domane formulieren muB, die yom Thetawinkel
abhangen werden.

An diesel' Stelle kann naturlich nur eine kurze Zusammenfassung del' technisch sehr an-
sprllchs\'ollen Rechnungen [63,6-1,65] gegeben werden, zumal das Hauptinteresse der Disserta-
tion den Problemen. die mit der Torustopologie zusammenhangen, gilt. Die Dreisphare 53 wird
in R1 eingebettet und durch den Einheitsvektor nlJ. parametri£iert (nlJ.nlJ. = 1). Der Radius R der
Drcikugel wird zunachst gleich Eins gesetzt. Die R-Abhangigkeit kann durch Dimensionsanalyse
leicht wieder rekonstruiert werden. fl-Ian flihrL die Einheitsquaternionen alJ. und ihre konjugierten
Crll (.\\"obei iTlt = at.)



wobei 't Hoofts 7]-Symbole generalisiert wurden, indem man eine in J.L und v symmetische Kom-
ponente fUr 0' = 0 einflihrte. Mit diesen 7] bzw. iJ kann man nun orthonormale Koordinatensy-
steme auf 53 errichten, indem man in den folgenden Gleichungen den Viererindex 0' auf einen
Dreierindex a einschrankt:

(FUr 0' = 0 erhalt man die Normale auf 53.) Die Motivatiorr fUr diese Wahl des Koordinatensy-
stems liegt in del' Tatsache begrUndet, daB die Instanton- Vektorpotentiale nun eine besonders
einfache Form annehmen. Die Vektorpotentiale auf 53 konnen nun in einem del' beiden Systeme
beschrieben werden, z. B. :

Wie bei del' Behandlung del' Eichtheorie auf dem Torus ist es auch hier wieder das Ziel,
die Moden mil del' niedrigsten Energie zu isolieren, da man hofft, daB nichtstorungstheoretische
Effekte sich bevorzugt nul' in diesel' kleinen Anzahl von Feldmoden bemerkbar machen werden.
Del' 18-dimensionale Unterraum A(c, d) mit

mit dem Eigenwert 4. (Del' nachste Eigenwert ist 9.) Diesel' Unterraum enthalt Eichkopien des
Ai = 0 Vakuums und die Tunnelpfade zwischen diesen Vakua. Zum Beispiel ist das Vakuum
Aa = _eTa, d. h. in c- und d-Parametrisierung ci = -20£" d't = 0, eine Eichkopie von Ai = 0 unter
del' Eichtransformation g = n· ij mit Windungszahl eins. Del' Tunnelpfad wird durch ci = -ubi,
d't = 0 parametrisiert. Dabei lauft u von 0 bis 2. FUr u = 1 geht del' Tunnelpfad durch eine'
Eichfeldkonfiguration, die auf einem Sattelpunkt del' Energiehyperflache liegt und als Sphaleron
bezeichnet wird. Das Vakuum ci = 0, d't = -2o£, ist eine Eichkopie von Ai = 0 unter del'
Eichtransformation g = n·eT. Del' entsprechende Sattelpunkt wird als Anti-Sphaleron bezeichnet
und ist wiederum eine Eichkopie des Sphaleron unter del' eben erwahnten Eichtransformation.
Del' Hamiltonian in niedrigster Ordnung flir die oben diskutierten 18 Moden ist:

Dabei ist g(R) die renormierte Kopplungskonstante, und del' Kugelradius R wurde diesmal nicht
gleich eins gesetzt. Das Potential fUr diese Moden ergibt sich zu:

Vc/(c.d) = - h3 ~tr(Fijl~j) = Vc/(c) + Vc/(d) + ~{(cici)(d~d~) - (cidj)(c~d~)} (2-9.5)
1 .

Vc/(c) + Vc/(d) + 3(tr(X)tr(Y) - tr(XY)) ,

{2(cici) + 6detc+ ~[(cici)(d~d~) - (cidj)(c~d~)]}.~

21 r(X) + 6 det c + ~(tr(X)2 - tr(X2))-l.



Das Spektrum des Hamiltonian wird wieder dureh eine Variationsreehnung bestimmt. Man
fUhrt wieder (diesmal zwei) sowohl radiale Koordinaten T'e = Jc'tc't und T'd = Jd'td't als auch
Winkelkoordinaten c't und d't ein und formuliert die Randbedingungen entsprechend in T'e und
T'd. Das SphaJeron hat die Radialkoordinaten (V3, 0) und Winkelkoordinaten c-'t = -8': mit
cr = c'tIT'e. Es ist mit dem Sphaleron bei (0, v'3) durch eine Eichtransformation verbunden.
Man betrachtet nur den Bereich T'e < v'3 und T'd < V3 und beriicksichtigt den vollen Konfigura-
tionsbereieh, indem man Randbedingungen fUr die Wellenfunktionen der Form ¢(T'e, T'd)Y(C, d)
an dcsscn Grenzen stellt. Eigentlich ist die Grenze des fundamentalen Bel'eiehs des vollen (c,d)-
Bereichs nieht bekannt, abel' in dem hiel' betrachteten Energiebereich sind die Randbedingungen
nul' an den Punkten wiehtig, wo die potentielle Energie ni€drig ist, d. h. an den Sphalel'onkonfigu-
rationen. An den andel'en Punkten wil'd die potentielle Enel'gie viel hohel' sein als die Enel'gie der
Wellcnfunktion. Das bedeutet, daB die Wellenfunktion in diesen Bereichen exponentiell abfallt
und daB die Randbedingungen keinen gl'oBen EinfluB auf das Spektrum haben sollten. In der
gleichen Weise kann man al'gumentieren, daB die genaue Lage del' Grenze abseits del' Sphale-
ronkonfiguration ebenso wenig wichtig ist, und man dem entsprechend eine gewisse Wahlfreiheit
hat, um sich handhabbal'e Randbedingungen zu wahlen. FUr die Sphalel'onkonfigurationen sind
die Rand bedingungen aber genau festgelegt. Da die beiden Sphalerons dul'ch eine Eichtransfor-
Illation mit der Windungszahl eins miteinander vel'kniipft sind, gilt die Randbedingung:

wobei q aile Moden orthogonal zu den e- und d-Moden bezeiehnet. Die Funktionen X[;'~ (q)
sind wieder perturbative Eigenfunktionen des transversalen Hamiltonian. In der adiabatlschen
\Taherung werden die transversalen Wellenfunktionen X wieder im Gl'undzustand befindlich an-
genommen, der yon denangeregten Zustanden dynamisch entkoppelt sein soIl. Damit el'gibt sich
fUr l' = ~,(O) ein effektiver Hamiltonian

L''lir die Ergebnisse del' Rechnung sei auf die Originalarbcit vel'wiesen. Solange die Kopplungs-
konstante klcin ist, sieht man praktiseh keine Abhangigkeit der Massen yon 8. FUr ein Volumen
\"on 1 I\:llbikfermi ergibt sich wieder ein Massenverhaltnis yon Spin 2+ zu Spin 0+ yon ca. 1.5.

Die Einbeziehllng \"on Quantenftuktllationen um die klassisehen Losungen in Ein-Schleifen-
\"~iherung ergibt \\"ieder Korrekturen zum klassisehen Hamiltonian bzw. effektiven Potential [66]:

, _ 271
2

"" ,(I)
Vrjj - (,2 \,,/(c.d)+vrjj,

fJR
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Eine Wiederholung del' Variationsrechnung fUr diesen neuen effektiven Hamiltonoperator ergibi
keine qualitative Veranderung des Spektrums [60, 67, 68J.

Eine andere Methode, mit del' versucht wird, die Eigenschaften del' Hadronen zu beschreiben,
ist die sog. Hohlraum-QCD [69J(und Literatur darin). Die Randbedingungen sind nicht mehr
periodisch, sondern mUssen am Rand del' Kugel so gewahlt werden, daB sie mit del' Eichsymme-
trie und den Feldgleichungen vertraglich sind. Dies geschieht zur Zeit noch etwas willkUrlich und
ad hoc, um das confinement zu simulieren, das ja eigentlich aus del' Dynamik del' QCD folgen
sollte. Die Rechnungen werden auch nul' storungstheoretisch durchgefUhrt und sind schwierig, da
die Tatsache, daB man die Teilchen in einer statischen Kugel einschlieBt, die Translations- und
Lorentzinvarianz del' zugrunde liegenden Eichtheorie bricht, und es schwer ist, diese Symmetrien
wieder konsistent herzustellen, ohne die Dynamik del' Grenze explizit einzufUhren. Auf3erdem
wird die chirale Symmetrie gebrochen, und es ist schwierig, diese durch Kopplung an ein ele-
mentares Pionfeld wiederherzustellen. Feynman-Diagramme hoherer Ordnung sind schwierig zu
berechnen, insbesondere wenn sie divergieren, da die Singularitaten numerisch abgespalten wer-
den mUssen. Allerdings hilft wieder die Tatsache, daB die Feldoperatoren in Hohlraummoden
entwickelt werden, anstatt in ebenen Wellen, so daB die [nfrarotprobleme, die bei unendlichem
Volumen auftreten, entfallen. Trotz jahrelanger Arbeit von Viollier und Mitarbeitern ist nicht
klar, ob die perturbative cavity-QCD besser konvergieren wird als die QCD in unendlichem Vo-
lumen. Die bisher berechneten Korrekturen hoherer Ordnung haben nicht zu einer Annaherung
zwischen Rechnung und Experiment gefUhrt, sondern fUhren eher davon weg [69J.

!\hnliche Phanomene \Vie auf dem Torus mil periodischen Randbedingungen ergeben sich auch,
\Venn man QCD in 1+1 Dimensionen mit periodischen Randbedingungen betrachtet [70J. [n

Coulomb-Eichung hat man nllr ein Eichfeld A = Aata. FUr SU(2) ist dessen Vakuumtal einfach
.-\= C(j3. Ein effektivcr Hamilton<?perator fUr C ist sehr einfach und lieferL auch eine einfache
Dynamic flir C [ilJ.



Da man die quantenstatistische Zustandssumme von Eichfeldtheorien als Pfadintegral in ima-
ginarer Zeit T, die wegen del' Spur in del' Zustandssumme periodisch sein muB, schreiben kann,
treten flir die Ao-Komponente des Feldes die gleichen Phanomene auf, wie fill' die raumli-
chen Komponcnten im Fall periodischer Randbedingungen' im Raum. Wenn die Temperatur
1/ f3 (Boltzmannkonstante gleich 1 gesetzt) sehr hoch ist, wird die kompaktifizierte imaginare
Zeit sehr klein. Man kann dann wieder versuchen, die Storungstheorie anzuwenden und fur die
.4i- Eich feldkom ponen ten d urch A usin tegration del' .40- Nich t- NulI-Moden ein effekti ves Poten ti-
al zu erhalten [72, 73, 74, 75, 76, 77, 78]. Auch hier stellt sich dann wieder das Problem del'
Vakuumentartung.



Kapitel 3

Die Monte Carlo Methode

Obwohl die folgenden Punkte den Praktikern wohl bekannt sind, soli in diesem Kapitel ein
kurzer Oberblick libel' die verschiedenen Monte-Carlo-Methoden und beispielhaft einige ihrer
Anwendungen gegeben werden, urn die Diskussion in Kapitel drei und vier nicht mit technischen
Details zu belasten. Die Auswahl del' Beispiele ist natlirlich stark von den Interessen des Autors
gepragt.

Die bei weitem wichtigsten ;\Iethoden zur genaherten Lasung del' Schradingergleichung basieren
auf dem Variationsprinzip [79]. Deshalb seien die allgemeinen Prinzipien hier nul' kurz zusam-
mengefa13t:
1.) Sei Eo die exakte Energie des Crundzustands des Systems, d. h. del' tiefste Eigenwert des
Hamilton-Operators H, und sei ch eine beliebige Wellenfunktion, so gilt die Ungleichung

(H) = (ch, Hch) > E .
4> (ch,0) - a

Del' mit ¢ berechnete Erwartungswert von H ist eine obere Schranke fUr den exakten Energie-
Eigenwert Eo.
2.) Gegeben sei die Variationsaufg,abe, (H)o in Abhangigkeit von ¢ stational' zu machen, d. h.
es sei dasjenige 0 gesucht. fUr das gilt

flir beliebige (infinitesimale) \'ariationen von 6. Die Lasung- diesel' Aufgabe ist dann gleichbe-
deutend mit derjenigen. die Eigenfunktionen del' Schradingergleichung

zu suchen. Genau die del' obigen Gleichung genUgenden Wi machen (H).p stational' und umge-
kehrt. Insbesondere isL diejenige Funktion 6, die (H)o zu einem Minimum macht, identisch mit
del' zum tiefsten Eigenwert Eo geharenden Eigenfunktion ll'a.



3.) Die Differenz zwischen Eo und (H)", ist ein MaB fUr die Gute del' Naherungsfunktion ¢J. Qua-
litativ gesagt, ist ¢J eine um so bessere Naherung fUr 'l/Jo, je kleiner IEo - (H)", I ist, d. h. je dichter
(H)", an Eo liegt. Quantitativ wird dies durch die sog. Eckartsche Ungleichung ausgedruckt:

wobei E1 die (exakte) Energie des ersten angeregten Zustands bedeutet.
Je kleiner man die rechte Seite del' obigen Gleichung macht, umso kleiner wird in del' Regel auch
die linke Seite sein. Da in del' obigen Formel aber die rechte'Seite nichtgleich del' linken Seite,
sondern nul' eine obere Schranke fur diese ist, kann es durchaus auch vorkommen, daB fur zwei
Naherungsfunktionen ¢Jl und ¢J2 bei del' einen die rechte, bei del' anderen die linke Seite kleiner
ist als bei del' anderen. Mit anderen Worten: "bessere Energie" bedeutet nicht notwendigerweise
auch ., bessere Wellenfun ktion".

Man setzt die Variationsfunktion ¢J als eine endliche Linearkombination gegebener Basisfunk-
tionen \i an

¢J = L:>kXk (3-5)
k=l

und betrachtet die Koeffizienten Ck als die Variationsparameter. Fur (H)", ergibt sich

wobei :\ llnd B nul' Abkurzungen flir den Nenner und den Zahler sind. Man differenzie[:t jetzt
(HId> nach einem herausgegriffenen Koeffizienten Cl, und setzt die Ableitung gleich Null. (Del'
Einfachheit halber betrachtet man im folgcnden nul' den Fall rccllcr Basisfunktionen und Koef-
fizienten, d. It. ci = cd

L Ci(\i, Hx:t) + L q(Xl, H;n) + 2Cl(Xl, Hx:t}
i(#) k(#)

2LCd\I.H\d = 2LqHlI.'
k k

2 Lcd \:1, \'k) = 2 LqSlk .
k k

L qHlk - (H)", L qSlk = a
k k

L{H/k - (Hlrt>Sldq = a .
k .



Man beachte, daB im Gegensatz zum Fall des vollstandigen Basissatzes hier die Summe endlich
ist, und an stelle del' exakten Energie E die genaherte Energie (H)¢ auftritt. Das Gleichungssy-
stem, das ein verallgemeinertes Matrixeigenwertproblem darstellt, hat nul' flir bestimmte Werte
von (H)¢ sogenannte nichttriviale Lasungen, und diese Werte sind jeweils obere Schranken flir
die n ersten Eigenwerte del' Schradingergleichung. NatUrlich erhalt man mit einer endlichen Basis
nul' eine NaherungslOsung del' Schradingergleichung, aber rmm ist zumindest sichel', daB del' tief-
ste Eigenwert des Matrixproblems iiber dem tiefsten Eigenwert del' Schradingergleichung liegt,
wenn man im allgemeinen auch nicht weiB, wieviel darUber. Durch VergraBerung del' Basis kann
man im Prinzip Energie und Wellenfunktion beliebig dicht an den Lasungen del' Schradingerglei-
chung erhalten. Trotzdem muB man aus praktischen GrUnden (Speicherbedarf del' Matrizen im
Computer) den Basissatz maglichst klein halten. Eine geschickte, d. h. dem Problem angepaBte,
Wahl del' Basis ist also oft entscheidend.

Sei x ein mehrdimensionaler Vekt<::Jrmit einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x). 1m Fall
eines quantenmechanischen' Systems sind in x aile Koordinaten zusammengefaBt. Zur numeri-
schen Lasung einer Vielteilchen-Schradingergleichung

n. das Plancksche vVirkungsquantum, w(x) die Wellenfunktion, Eo die Grundzustandsenergie und
<I>(rij) das Paarpotential zwischen Teilchen i und j, kann das Raleigh-Ritz'sche Variationsprinzip
mit del' Monte-Carlo-Methode ge~oppelt werden, Wenn WT als Ansatz flir die Wellenfunktion
verwendet wird. ergibt sich fUr die Variationsenergie als dem Energieerwartungswert

E' '- J wT(x)HwT(X)dx > E
~ a" .- J IWT(x)l2dx - o·

Das heiBt. EVa •. ist eine obere Schranke flir die Grundzustandsenergie. FUr WT = w(x) ist
EVa •. = Eo, L;m die Monte-Carlo-Methode zur Auswertung del' Integrale verwenden zu kannen,
ist die folgende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion besonders nUtzlich:

E~'a,' = J f(x)E(x)dx = (E(x)) ~ Eo .



L

Urn einen Schatzwert fUr EVar zu erhalten, werden x=Werte aus f(x) ermittelt und del' Durch-
schnitt del' daraus resultierenden E(x) gebildet. FUr Systeme mit mehr als nul' ein paar Teilchen
kann die Ermittelung del' x-Werte nul' mit dem Metropolis-Algorithmus oder ahnlichen durch-
gefUhrt werden. Die MC- Variationsmethode wurde angewendet auf das Problem ftUssigen Heli-
ums, Premd-MolekUle in Helium- clustern [8oJ, strukturelle Optimierung yon WassermolekUlen
[81J, Strukturberechnungen yon festem Wasserstoff, Diamant, Graphit, Silizium und Nickeloxid,
und vielen anderen Problemen, in denen die Elektronenkorrelationen mit Hilfe del' Jastrow-
Wellenfunktionen beschrieben werden, deren analytische Integration zu schwierig ist [82, 83J.

Die Pfadintegral- und Greenfunktionsmethode unterscheiden sich hauptsachlich darin, wie sie
den Operator del' kineLischen Energie T behandeln. Beim Pfadintegral Monte-Carlo wird T Teil
des Potentials zwischen imaginaren Replikateilchen, wahrend im Greenfunktions-Monte-Carlo
(GFMC) sein Beitrag gebraucht wird, um Diffusion bzw. einen Random Walk zu bewirken [84].
Eine einfache Form des GFMC ist das sog. Diffusions-Quanten-Monte-Carlo [85, 86, 87]. Wenn
man die Schradinger-Gleichung in imaginarer Zeit aufschreibt,

oW 1i2
i1i- = --6.w + Vwat 2m

sieht man, daB man die beiden Terme auf del' rechten Seite del' Gleichung als Diffusionsterm
mit einer DiffusionskonstanLen D = 1i2/2m und einen Zerfalls- bzw. vVachstumsratenterm - VW
beLrachten kann.
Eine allgemeine Lasung del' Schradingergleichung hat die Fo.rm:

-iE t

W(x, t) = L <Pi(x)e~ ,

wobei x ein 3N-dimensionaler Vektor ist, del' die Koordinaten del' N Teilchen darstellt, und <Pi
und Ei die Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte del' zeitunabhangigen Schradingergleichung sind.
),Iran siehL, daB fUr imaginare Zeiten die Summe oszillierender Terme zu einer Summe exponen-
tiell abfallender Terme wird. Die imaginare Zeit wirkt auf diese Weise als ein Projektor, del' fUr
groBe Zeiten den Zustand niedrigster Energie herausprojiziett. Da man ein konstantes Potenti-
al zum PoLentialterm del' Schradingergleichung addieJ:£Il kann, ohne daB sich die Form del' <Pi
~inderL. kann man den Nullpunkt del' Energieskala auf E4J verschieben, so daB del' Grundzustand
nicht zerfallt.
In imaginarer Zeit schreibt sich die Schradingergleichung dann mit 7 = it/1i und mit verschobe-
ner Energie:

oW
07 = Dc,w - (V - Eo)w = -Hw ,

mit H = T + (V - Eo). 1m folgenden wird ein Einheitensystem verwendet, in dem 1i, m und e
~I('ich Eins sind. Statt T wird wieder t als Bezeichnung fUr die - nun imaginare - Zeit verwendet.



G
.Ili(t)

exp (-tH) , mit

GW(O).

G kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, daB sich die Teilchenkonfiguration in der
x-Darstellung in der Zeit t von x nach x' verandert:

Da die Greenfunktionsmethode ziemlich kompliziert ist, wi I'd im folgenden nur die Kurzzeitap-
proximation von G vorgestellt. In dieser Naherung nutzt man die Tatsache aus, daB exakte
Losungen fUr das Diffusions- und Zerfallsprablem bekannt sind, so daB eine explizite analytische
Formel fur G angegeben werden kann - allerdings nur in der Ordnung O(6t), da die Tatsache,
daB V und T nichtkommutierende Operatoren sind, einen Fehler von haherer Ordnung in 6.t
hervorruft. Die resultierende Kurzzeitnaherung fur Gist

(x'I exp (-6tV /2) exp (-6tT) exp (-6tV/2)lx) exp (+6.t£o)
exp -(6t/2)(V(x') + V(x)) + 6tEo(x'l exp -6tTlx)
w(x, x'; 6t)GD(X ----7 x', 6t),

(3-23)
(3-24)

Die Verwend ung von 6t im Argument von GD soil daran erinnern, daB die Darstellung von G
nur fur kleine Zeitintervalle gilt.
DeI' folgende Algorithmus liefert eine Lasung der Schradingergleichung in imaginarer Zeit sowie
eine Abschatzung fUr die Grundzustandsenergie und die entsprechende Eigenfunktion.
Man beginnt mit einer Menge von M Konfigurationen, d.h. M Vektoren x im Konfigurations-
raum der N Teilchen. Es ist vorteilhaft, mit Konfigurationen zu beginnen, in denen die Teilchen
vornehmlich in Raumregionen positioniert sind, wo der Betrag der vVellenfunktion wahrschein-
lieh graB sein wird. Die Zahl M der Konfigurationen hangt naturlich von der Prablemstellung
un'd der gewunschten Genauigkeit ab. Ublich sind Werte im Bereich zwischen 100 und 1000.
Jede dieser Anfangskonfigurationen hat die lokale Zeit t = O.
1. Wahle eine der M Konfigurationen und verandere jede del' Teilchenkoordinaten von x zu x'.
Die Verschiebung wahlt man aus einer Gauss- Verteilung mit der Breite 2D6t und dem Mittel-
wert Null. Diese Veranderung del' Koordinaten entspricht dem Diffusionsschritt. Der Zeitschritt
muB naturlich so klein gewahlt werden, daB die Kurzzeitnaherung giiltig bleibt. Die lokale Zeit
der neuen Konfiguration erhoht sich urn 6.t.
:2. Gewichte die Konfiguration x' mit w(x, x'; 6t), urn die vollstandige Greenfunktion G zu er-
halten. Eine praktische Form del' Gewichtung. die die Stichprabeneffizienz erhoht, ist die sog.
Vcrzweigung(-srnethode). Sie hat ihren :'\amen von der Tatsache, daB z.B. fur den Fall w ~ 2
man :2 u'alker bei x' erzeugt. \\'0 vorher nur einer war. Beim nachsten update-Schritt werden
die beiden tcalker im allgemeinen an versehiedene Orte gehen, da ihre Bewegungen zufallig sind.
Die Spur des Zufallspfades in der Zeit wird wie ein verzweigter Polymer aussehen, obwohl es



in diesem Fall kein Verbot del' Uberschneidung von Zufallspfaden gibt. Um die Verzweigung in
jedem Fall korrekt durchzufUhren, muB man eine ganzzahlige Menge von Kopien del' Konfigu-
ration machen, deren durchschnittliche Kopienzahl im statistischen Mittel del' reellen Zahl w
entspricht. Ein einfacher Weg, dies zu erreichen, liegt darin, den ganzzahligen Anteil von w + X
zu wahlen, wobei X eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall 0 :::;X < 1 ist. Die Zahl del' Kopi-
en kann jede nichtnegative ganze Zahl einschliel3lich Null sein. 1m letzten Fall wird del' Random
Walk fiir diese Konfiguration x' abgebrochen. Jede del' Kopien hat die gleiche lokale Zeit.
3. Man wiederholt den ersten Schritt fUr alle Mitglieder des Ensembles und generiert dadurch
ein neues Ensemble zu einer spateren Zeit 6t mit einer unter Umstanden verschiedenen Anzahl
VOIl 'Sch nappsch Ussen' bzw. Konfigurationen. Eine Iteration angewandt auf das Ensemble ist
equivalent zur Durchfiihrung der Integration

\lI(x/, t) = J dxG(x ---+ x', 6t)\lI(x, t - 6t) .

-L Unabhangig von del' anfanglichen Konfiguration ist \lI(x, t) eine Lasung der Schradingerglei-
chung. Allerdings mul3 man die obige Integration solange iteriert werden, bis t so graB wird, dal3
man sich asymptotisch del' Grundzustandsverteilung nahert. DafUr mUssen die Schritte 1 bis 3
gewohnlich mehrere tausendmal wiederholt werden. Gleichzeitig mul3 man Eo so anpassen, dal3
die 'Grundzustandspopulation' nicht auf null Kopien zerfallt. Wenn dagegen Eo zu klein ist,
wird die Population del' Konfigurationen wachsen. Eo ist also so anzupassen, daB die Population
asymptotisch stabil ist, dann kann man die Grundzustandsenergieabschatzen. Hingegen wird
man gewahnlich, um die Population stabil zu halten, Eo schrittweise verandern, im allgemeinen
nach ca. 100 Iterationen. Die generierten 'SchnappschUsse' sind Stich proben fUr die Rekonstruk-
tion del' Grundzustandswellenfunktion, sobald ein stationarer Zustand erreicht ist, d.h. Eo um
einen konstanten Wert fluktuiert.
Leider kann die obige Methode sehr ineffizient werden, insbesondere durch den Verzweigungs-
prazel3. Wenn das Potential stark negativ wird, wie im Fall des Coulombpotentials, wenn sich
zwei ungleich geladene Teilchen zu nahe kommen, wUrde die Zahl der Kopien eines Zufallslaufers
nahe del' Singularitat ext rem anwachsen. Del' nachste Zeitschritt del' Simulation wUrde eine rie-
sige Zahl von Zufallslaufern erfordern, und die Simulation wUrde sich ext rem verlangsamen. 1m
allgemeinen kann dies verhindert werden, indem man schon bekannte Informationen in der Simu-
lation beri.icksichtigt, z.B. eine ungefahre Kenntnis der Wellenfunktion [88,89], d. h. man macht
einen Ansatz fUr die Wellenfunktion \liT. In dieser Methode stellt man die Schradingergleichung
in imaginarer Zeit fUr die Praduktwellenfunktion f = \lIT\lI auf.

Das Ergebnis fUr fist

ofat = D6f - DV(jP(x)) + (Eo - EL(x))f ,

\\'ob('i EL = H\lIT/\lIT die 'Iokale' Energie und P = 2V In \liT ist. Die Struktur del' Formel
a,hnelt wieder einem Diffusions- und Verzweigungsprozel3, allerdings ist del' Diffusion nun eine
Driftbewegung iiberlagert. Die Singularitaten im Verzeigungsfaktor sind nun fast verschwunden,
cia FL (im Gegensatz zu V) beinahe konstant ist. Genatf€r gesagt wird EL konstant wenn \liT ---+
\Ii. A 11 l3erdem fUhrt del' Driftterm den Zufallsprazel3 vorzugsweise in solche Regionen des Raumes,
in clenen die Wellenfunktion gral3 ist.Man kann die obige Gleichung fUr die Greensfunktion als

dO
dt
T
V

-HO = -(T + 1/)0 , mit

-Df:::.+DV·P+DP·V und

EL - Eo

(3-29)

(3-30)

(3-31 )



G(x -+ Xl, tlt) = w(x, Xl; tlt)GD(X -+ Xl, tlt) ,

(xii exp (-tltT) Ix)

(4 D
" )-3N/2 [Xl - X - DtltF(x)j2

1r u.t exp d
4 tlt

CD ist del' Propagator fur cine Diffusion mit Drift und ist die Losung fur die Schrodingerglei-
chung fur f ohne den Verzweigungs-, sprich Potentialtei!. Die Losungsmethode ist genau die
gleiche wie oben, nul' daB del' Diffusion nun eine Driftbewegung uberlagert ist. Die Simulati-
onsmethode bleibt im wesentlichen auch die gleiche, obwohl bei jedem Zeitschritt EL und F
berechnet werden mussen, um w und GD zu erhalten.
Fur Systeme, die Fermionen bzw. Elektronen beinhalten, stellt sich das Problem del' Antisym-
metrie del' Wellenfunktion. Das heiBt, wenn mehr als ein Elektron im selben Spinzustand ist,
muB die Wellenfunktion irgendwo das Vorzeichen wechseln. Diese Forderung ist unvereinbar mit
del' Tatsache, daB (3-18) und (3-28) Diffusionsgleichungen darstellen sollen, denn die Dichte del'
Zufallslaufer muB positiv sein. Eine Moglichkeit unter vielen, das Problem anzugehen, besteht
darin, die vVellenfunktion \lI zu zwjngen, an den Knotenflachen von \liT zu verschwinden, denn
die Verteilungsfunktion f wird immer positiv bleiben, wenn \lI und \liT zusammen das Vorzeichen
wechseln. Diese Knotenfixierungsmethode ist naturlich nul' eine Variationsmethode, d. h. die er-
haltene Energie ist nul' eine obere Schranke fur die wahre Energie. Die Verwendung mehrer ver-
schiedener Versuchswellenfunktionen \liT kann AufschluB uber die GroBe des Fehlers geben, del'
durch diese Naherung entsteht. [90] Aufgrund del' obengenannten Einschrankungen hat die Dif-
fusionsmethode hauptsachlich dort Anwendung gefunden, wo die Kenntnis des Grundzustands
die groBte Rolle spielt, z. B. eine sehr genaue Berechnung des Grundzustands des Wasserstoff-
molekuls [92] und anderer kleiner Molekule [87, 91, 93, 94] [95,96,97] und in Systemen, die nul'
aus Bosonen bestehen, z. B. bei del' Untersuchung von Clustern des Heliums [98], des Wassel's
[99, 100] und bei Untersuchungen von Dreikorpereffekten bei Argon-Wasserstoffiuorid-Clustern
[101]. Aus Platzgriinden ist die Angabe einer auch nul' annahernd vollstandigen Bibliographie
nicht moglich. In den hier angegebenen Referenzen findet man viele weitere Verweise auf die
vieifaltigen Anwendungsmoglichkeiten diesel' Methode.

Schon bald nach del' Entwicklung del' Computer im zweiten Weltkrieg wurden sie auch zur Be-
rechnung von ZustandsgroBen in del' klassischen statistischen Mechanik eingesetzt. BeeinfluBt
von Wiener entwickelten Metropolis. die Rosenbluths und die Tellers einen stochastischen AIgo-
rithmus zur Auswertung del' hochdimensionalen Integrale, die bei del' Berechnung von Zustands-
groBen in einem Vielteilchensystem auftreten [106, 5]. Wahrend in diesem bahnbrechenden und
noch heute oft zitierten Artikel [51 als erste Anwendung ein zweidimensionales Gas aus harten
h:ugeln berechnet wlIrde, findet man heute Anwendllngen aus jedem Gebiet del' physikalischen



Chemie bzw. Biochemie. Die Rechenmethoden beschranken sich nicht mehr auf das kanonische
Ensemble bei konstantem Volumen, sondern sind fur aile Ensembles und Randbedingungen ent-
wickelt worden [107]. Nul' die Molekulardynamikmethode hat eine ahnlich breite Anwendung in
del' physikalischen Chemie gefunden.
Ein Beispiel ist das kanonische Ensemble wechselwirkender (Gas- )Teilchen in einem festen Vo-
lumen. Den thermodynamischen Erwartungswert einer Observablen 0 berechnet man aus

1 N ]00 N ]00
(0) = z D[ -00 dpi] D[ -00 dri]Oe-E/kBT

N ]00 N ]00 .
Z = D[ -00 dpi] D[ -00 dri]e-E/kBT

N 2
~ Pi ~E = L..- - + L..- <I>(lri - rjl) .
, 12mi "<N1= '<J_

Dabei ist <I> das intermolekuiare (effektive) Potential. Es ist nul' ein effektives Potential, da
hier lediglich ein 2- Teilchenpotential angenommen wurde und 3- Teilchenpotentiale und hahere
Terme vernachlassigt wurden. Dies fuhrt meist zu einem Fehler von gral3enordnungsmal3ig zehn
Prozent [107]. Eine einfache Parametrisierung eines intermolekularen Potentials ist z. B. das
Lennard-J ones- Potential:

a 12 a 6<I>L.J (r) = 4E[ ( - ) - (-) ] .
r r

Dabei sind E die Potentialtiefe und a del' hard core Radius. Die Impulsintegrationen lassen sich
einfach allsfiihren, und man erhalt

kann dazu benulzt werden, urn Schatzwerte fur Observable 0 zu erhalten, indem man x-Werte
mit del' Verteilung f(x) ermittelt und den Durchschnitt del' daraus resultierenden O(x) bildet.
G'iir Systeme mil vielen Teilchen - da man sich ja dem thermodynamischen Limes nahern will

kann die Ermittelung del' x-Werte nul' mit dem Metropolis-Algorithmus odeI' ahnlichen Algo-
rit hmen mit Stichprobengewichtung durchgefuhrt werden, da ein einfaches zufalliges Erzeugen
\'011 I(on flgu ralion au fgru nd des exponen tiellen A bfall verhal tens des Bol tzman n-Faktors ineffizi-
ent ware. \Veil die meisten del' erzeugten I\:onflgurationen keinen Beitrag zum Integral bzw. zur
Sll 111 mc' liefern wiirden.

L



3.5 Pfad-Integral-Monte-Carlo

Um den Zusammenhang zwischen del' euklidischen Formulierung des Pfadintegrals und del' Zu-
standsumme del' statistischen l'v'Iechanik zu zeigen, ist es vielleicht vorteilhaft, noch einmal kurz
die Ableitung des Pfadintegrals aus del' kanonischen Quantisierung zu wiederholen [105]:
Die Obergangsamplitude zwischen .einem Zustand (xa(ta)1 und IXb(tb)), wobei tb - ta = T, lautet

Man kann den Zeitentwicklungsoperator in eine groBe Anzahl N + 1 von Faktoren unterteilcn,
die nul' auf einen infinitesimalen Zeitabschnitt E == tn - Ln-1 = (ta - tb)/(N + 1) wirken:

N co N+l
(xa(ta)lxb(Lb))'= II[! dxn] II (xn(tn)lxn-l(tn-Il)

n=l -co n=l

mit Xb == XN+l, Xa == Xo, tb == tN+l, ta == to, Dabei ist die Obergangsamplitude fur infinitesimale
Zeitintervalle (, die mitunter auch als Transfermatrix bezeichnet wird,) gegeben durch

Fur einen Hamiltonoperator, dessen kinetischer Teil nul' yom Impuls und dessen Potentialteil
!lu"r yom Ort abhangt,



Die Terme haherer Ordnung in E enthalten hahere Kommutatoren in V und t und wurden hier
vernachlassigt. Wenn man auch die E2_ Terme wegUif3t, lassen sich die restlichen Matrixelemente
leicht berechnen:

(Xnle-idl(tn)IXn_l) ::::::i:dx(xnle-i(V(x)/1ilx)(xle-itT(p)/1ilxn_l) (3-51)

J
oo dx(xnle-i(V(x)/1ilx) Joo . dpn eip(x-xn-d/1ie-itT(Pn)/1i (3-52)
-00 -00 27fn

Joo dpn exp[ipn(xn - xn-d/h - iE(T(Pn) + V(xn))/n] . (3-53)
-00 27fn

N+l
SN = L [Pn(xn - xn-d - EH(Pn, xn)] .

n=l

jtb
S = dt[P(t)i:(t) - H(p(t), x(t))] .

ta

Die Konvergenz flir glatte und zeitunabhangige Potentiale ist eine Konsequenz del' Trotterschen
Produktformel:

(e-idi /1ie-id/h)N+l = lim e-i((N+l)(T+V)/h. (3-59)
N-t<Xl

Eine hinreichende Bedingung flir die Giiltigkeit der Trotter-Formel ist die Beschranktheit der
Operatoren nach unten.
Bctrachtet man eine Harniltonfunktion del' Form

F:ine quadratische Erganzung im kinetischen Term erlaubt es, die Impulsintegrale mit Hilfe del'
Frcsnelschcn bz\\". Gauf3schen Formel auszufiihren .

.\"+1 .
~ { E ( (xn - .rn-d )2 + m ((Xn - Xn-d)2 V( )}L - - Pn - n~ -E ----- - E X
n= I 2m E 2 E n



JOO dpn {i f ( (Xn - Xn-d)2} _ 1-- exp - - - p - ----- _ ---;::===
-00 2rrli Ii 2m n f J2rrliif/m '

JOO dx. all
J<Lexp[i-x2J = II:T r fi.ir a < O.

-00 V 2rr 2 V lal v L

Damit ergibt sich die Feynmansche Pfadintegralformel, die erlaubt, die Ubergangsamplitude als
mit dem Phasenfaktor exp {iSN} gewichtete Summe i.iber aile Pfade im Konfigurationsraum
aufzufassen.

. N+l ( . )2
SN '" [m Xn - .Ln-l ()J= LJ 2 f - fV Xn

n=l

Im Kontinuumslimes geht die obige Summe in die Lagrangesche Form del' Wirkung i.iber. Diese
ist ein Funktional von x(t) und x(t).

ltb ltb mS[x, xJ = dtL(x, x) = dt[-x2 - V(x)J
tn tn 2

(Xbtblxata) = J VxeiS[x,i)/1i

Hierbei ist das Integrationsmal3 Vx del' Kontinuumslimes von

wahrend es im Fall des Phasenraumpfadintegrals ohne die Wurzelfaktoren VOl'den dxn-Integralen
und den extra Wurzelfaktor, del' von del' zusatzlichen Impulsintegration herri.ihrt, definiert war.
Fi.ir die spatere Verwendung erweist sich die Einfi.ihrung del' sog. quantenmechanischen Zu-
standssumme als ni.itzlich. Sie ist definiert als die Spur des Zeitentwicklungsoperators:

Dieser'Pfadintegralausdruck ist symmetrisch in p und x, und das Pfadmal3 Vx steht nun fi.ir den
Kontinuumslimes des Produkts

.V+I j= d'II[ X
n J.

n=l -()O .j2rrfm/m

FUr ein System mit fester Teilchenzahl und zeitunabhiingigem Hamilton-Operator, das in Kon-
takt mit einem Reservoir del' Tem'peratur T steht. lassen sich die makroskopischen thermody-
namischen Obsen'ablen durch die quantenstatistische Zustandssumme:

Z = Tr(e-H/kaT) = L eEn/kaT
n



betrachten. Die Spurbildung bedeutet hier in del' Ortsraumdarstellung mit del' Basis Ix) die
Integration Libel' die Zeitentwicklungsamplitude Libel' einen geschlossenen Weg mit Xa = Xb == x
in del' analytisch fortgesetzten (imaginaren) Zeit:

~Ian kann nun den Boltzmanfaktor e-f3H wieder als ein Produkt von N + 1 Faktoren e-dl In mit
( = h/kbT(N + 1) schreiben und erhalt flir die Zustandssumme eine ahnliche Pfadintegraldar-
stelillng wie flir die quantenmechanische Zustandssllmme:

nul' daB del' Faktor i VOl'del' Hamiltonfunktion fehlt. Das obige Produkt sieht dann folgender-
maBen aus:

N+l
S~ = L [-ipn(xn - xn-d + EH(Pn, xn)] .

n=l

rhf3
SE = Jo dT[-ip(T)X(T) + H(p(T), X(T))] .

SE sleht fUr ellklidische Wirkllng, da die Pfade im Phasenraum in del' imaginaren Zeit T = it
verlaufen.
Zllr Bestimmllng lokaler thermodynamischer Observablen benutzt man die sog. Dichtematrix

(. )-Z-l( 1-f3HI')p Xa = Xa e Xa



Del' Faktor Z-l normiert das Raumintegral uber p auf 1. Durch Einschieben eines vollstandigen
Satzes von Eigenfunktionen 'l/Jn(x) des Hamilton-Operators erhalt man die sog. Spektralzerlegung

p(Xa) ist die mittlere normierte Teikhendichte in Abhangigkeit von del' Temperatur, da l'l/Jn(xaW
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Systems in den Eigenzustanden In) im Konfigurationsraum
und e-fJEn / Ln e-fJEn die normierte Wahrscheinlichkeit angibt, mit del' das System im Zustand
In) gefunden werden kann.
1m Limes T -t 0 bleibt nul' del' Grundzustand ubrig, und man erhalt aus p die Wahrscheinlich-
keitsverteilung im Grundzustand.
In Analogie zur Quantenmechanik kann auch in del' Quantenstatistik einen 'Zeitentwicklungs-
operator' in del' imaginaren Zeit eingefuhl't werden:

Die Dichtematrix ergibt sich nach Division dul'ch den Normierungsfaktor Z.
Eine Pfadintegraldarstellung fur die Dichtematrix erhalt man mit den gleichen technischen Ar-
gumenten wie im Fall del' quantenmechanischen Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude. Mit
einer Gitterung del' euklidischen Zeit:

N+l
S~ = L [-iPn(xn - xn-d + EH(Pn, xn)] .

n=l

so kann man die Impulse ebenso mit Hilfe einer quadl'atischen Erganzung ausintegrieren und
erhalt die euklidische Form des Ortsraumpfadintegrals.
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L

N+11°o d'
[ xn]E1 -00 J27f;u/m .

Wcgen del' Spurbildung Uber x fallt del' Vorfaktor 1 weg.
J27r1i.it/m

Die Monte-Carlo-Methode wird gerne dann verwendet, wenn es gilt, hoehdimensionale Integrale
zu bereehnen, bei denen Methoden, die ein Netz yon StUtzstellen, d. h. eine feste Anzahl yon
StUtzstellen in jeder Riehtung, verwenden, astronomiseh lange Reehenzeiten erfordern wi.irden.
Als Beispiel sei das Pfadintegral gewahlt. Man approximiert das Integral J f(x)Vx dureh ei-
ne Summe mil, endlieh vielen Termen Lv f(xv)fJ..xv. Wenn allerdings, wie in diesem Fall, del'
Integrand f(x) = exp -S(x) Uber viele GroBenordnungen variiert, selbst fi.ir nieht allzugroBe
Zeitintervalle T, wird eine einfaehe Monte-Carlo-Methode, die nul' Stiehproben an den zufallig
ausgewahlten StUtzpunkten Xv entnimmt, urn aus dem Mittelwert den Wert des Integrals zu be-
stimmen, immer noeh astronomiseh lange Reehenzeiten brauehen, urn den statistisehen Fehler
soweit zu drUeken, daB das Ergebnis einen praktisehen Wert hat. Del' Grund ist einfaeh del', daB
die meisten Tenne, die an den Sti.itzstellen bereehnet werden, wegen del' exponentiellen Unter-
drUckung so klein sind, daB sie zum Integral bzw. del' Summe praktiseh nichts beitragen.
Die yon Metropolis und anderen [5] eingefUhrte Monte-Carlo-Methode basiert dagegen auf del'
Idee des importance sampling, d. h. del' Stichprobenentnahme mit Gewichtung [108]. Dabei wer-
den die StUtzstellenpunkte nieht vollkommen wahllos gesetzt, sondern sind in den Regionen des
l\.onfigurationsraumes konzentriert, die den dominanten Beitrag zum Wert des Integrals liefern
werden. Analog zur statistisehen Meehanik wah!t man Xv, die entspreehend del' Boltzmannver-
teilung

peq (Xl/)Vx = .exp (-S(XI/))Vx
j Vx exp (-S(xv)) (3-96)

verteilt sind. Dann wird die MC-Abschatzung A fUr die GI:oBe (A) einfaeh das arithmetische
\tit tel

_ 1 M

A= MI:A(xvT,
1/=1

wobei ~l die Gesamtzahl del' in d~~rMonte-Carlo-Reehnung generierten unabhangigen Stieh-
proben. d. h. versehiedenen Konfigurationen, ist. Man kann das importance sampling dadureh
realisicrell. indern man cinen !Vlarkov-ProzeB benutzt, um die M Konfigurationen {xv} zu erzeu-
gell. Diesel' ProzeB ist so konstruiert, daB im Limes M gegen Unendlieh die Wahrseheinlichkeit des
..\ uftretens cineI' l\:onfiguratioll Xv in del' Markovkette durch die erste Gleichung (3-96) gegeben



is\,. 1m folgenden werden die grundlegenden Eigenschaften von Markovprozessen kurz darge-
stellt, sofern sie zum VersUindnis des Metropolis-Algorithmus wichtig sind. Ein MarkovprozeB
kann durch eine N x N Matrix W (N ~ 00) mit Eintragen Wij 2: 0, die die Bedingung,

flir aile i erflillen, beschrieben werden. Wir unterdrlicken im folgenden die Fettdruckschreibweise
flir den Konfigurationsvektor x. Die Wij sollen die Wahrscheinlichkeit darstellen, daB ein Sy-
stem, das gegenwartig im Zustand Si ist, einen Ubergang zu einem Zustand Sj macht, und zwar
in einem sog. Markovschritt, den man sich als einen elementaren Zeitschritt vorstellen kann.
Dabei bezeichnen die Indizes i und j die moglichen Konfigurationen des Systems. Man kann
diese Definition erweitern, urn auch kontinuierliche Zustandsraume zu erfassen, indem man ei-
ne Obergangswahrscheinlichkeitsdichte W(.r, Xl) flir den Ubergang x -+ .rl definiert, die dcn
Bedingungen

J dxIW(x, Xl) = 1 (flir aile x)

genligt. In einem ZweischrittprozeB von x nach Xl (odeI' von Si nach Sj) muB das System einen
Zwischenzustand Xl passieren. Die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von X nach Xl in zwei
Schritten in einer Markovkette ist gegeben durch

Flir ein diskretes System entsprache dies e-iner Matrixmultiplikation. Ahnlich gilt flir den n-
SchrittprozeB

J dXl ... J dXn-l W(x, Xr)W(Xl' X2) ... W(Xn-l' Xl)

J dxaw(n-l)(x, xa)W(xa. Xl) .

Das Langzeitverhalten des Systems kann man ermitteln, indem man die Eigenschaften von w(n)

im Limes n -+ 00 ermittelt. Mit den oben definierten Eigenschaften del' 'Ubergangsmatrix' kann
gezeigt werden, daB

lim w·(n)(x. Xl) = P"(xl) ,
n-too

flir aile X. 1m Limes groBer n ist die Obergangswahrscheinlichkeitsfunktion unabhangig von del'
Anfangskonfiguratioll und durch P"(x) gegeben. Wenn man in 3-103 den Limes n -+ 00 nimmt,
wird ersichtlich, daB P*(x) stational' ist in dem Sinne, daB:

Mit andercn \Vorten. P* ist ein Linkseigenvektor von W mit dem Eigenwert eins. Aus dem
Vergleich mit (3-99) und (3-100) sieht man auch. daB P*(x) die Anforderungen, die an eine
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion gestellt werden. erflillt :
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j dxIP*(X') = 1 . (3-106)

Es ist einfach zu zeigen, daf3 P* eindeutig bestimmt ist. Sei Peine andere Wahrscheinlichkeits-
dichte, die die obigen Bedingungen erftillt. Dann gilt

Jim jdxaP(xa)w(n)(XcnXI)
n-+oo

j dxaP(xa)P*(x')

P*(x') fUr aile x' .

Daher ist P* ein eindeutig bestimmter Fixpunkt des Markov-Prozesses im Limes unendlich
lallger KettenU:inge. LetztJich kann man die Bedingungen, die W(x, x') erftillen muf3, wie folgt
zusammenfassen:

W(x, x') > 0 (wenn P(x) > 0 und P(x') > 0 ) ,

j dx'W(x, x') = 1 ,

peq(x') = j dxpeq(x)W(x,x') ,

(3-110)

(3-111 )

wobei peq die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, mit der die Stichproben bei der Umwandlung des
Integrals in eine Summe gewichtet werden sollen. Eine einfache Moglichkeit, die obigen Bedin-
gungen zu erfiillen, ist sich auf die Erfiillung der Bedingung des detaiIlierten Gleichgewichts zu
besch rail ken:

W(x, x')
W(x/, x)

peq ist ein Eigenvektor von W, da gilt

j dxpeq(x)W(x, x')

j
peq(x')

dxpeq(x)W(x' x)---, peq(x)

j dxW(x', x)peq(x')

peq (x') .

Die vorlctzte Gleichung (3-113) legt W(x, x') immer noch nicht eindeutig fest. Es gibt verschie-
delle Wege, von einer Konfiguration zur nachsten zu gehen. In dieser Arbeit werden konsekutiv
die Konfigurationsvariablen jeweils eines Zeitpunktes im Zeitgitter verandert. Also ist W in die-
sem Fall eine Ein-Schritt-Obergangswahrscheinlichkeit WS' Die detailed balance-Bedingung ist in
diesem Fall sehr einfach. Wenn man den 'Boltzmann-Faktor' yom Anfang dieses Unterkapitels



fur peq einsetzt und alle Variablen auf3er denen auf del' Zeitscheibe j, die hier kollektiv mil, Xj

bezeichnet werden, festhalt, findet'man

Ws(x, x')
Ws(x/, x)

e-S(x;)

e-S(x)) ,

wobei S(Xj) del' Teil del' Wirkung ist, del' nul' yon Xj una seinen nachsten Nachbarn (in del'
Zeit) abhangt. Del' Markov-Prozef3 ist dadurch definiert, daf3 man sukzessive alle Variablen
des Zeitgitters sehr oft besucht, wobei besuchen die Anwendung yon W(x ---+ x') auf einen
bestimmten Zeitpunkt des Zeitgitters meint. Einen Durchgang durch das ganze (Zeit- )Gitter
bezeichnet man als eine Monte-Carlo-Iteration odeI' auch sweep. Wenn alle Variablen des Gitters
besucht wurden, geht man zur nachsten Iteration libel'. Die Matrix, die den Monte-Carlo-Prozef3
fur eine Iteration definiert. ist gegeben durch:

(
I S(x')W x x) rv e- )s J' ) •

Die historisch erste und auch heute noch weit verbreitete Methode, die detailed Balance Bedin-
gung zu erfullen, wurde yon Metropolis u.a. eingefiihrt [106, 5]. Die einfachste Form flir Ws ist
gegeben durch

~o (1· G(S(Xj) - S(xj)) + exp (-6S(xj, Xj))G(S(xj) - S(Xj)) (3-118)

+ J dx'(l - exp (-6S(xj, Xj))G(S(x') - S(Xj))<5(xj - Xj)) ,

wobei 6S(x', x) = S(x') - S(x) und No das Volumen del' Konfigurationsmannigfaltigkeit ist.
Eine algorithmische Beschreibung del' obigen Formel k6nnte folgendermaf3en lauten: Man beginnt
mil, einem willkurlich gewahlten neuen Wert xj mit gleichverteilter Wahrscheinlichkeitsdichte.
Diesel' Wert wird als Ersatz fur Xj .'vorgeschlagen'. Wenn sich- durch die Ersetzung yon Xj durch
xj die Wirkung verringert, wird del' Vorschlag akzeptiert d. h. die Variable zur Zeit j auf den
neuen Wert xj gesetzt. "Venn 6S 2 0 ist. wird eine Zufallszahl p mit einer gleichverteilten
Wahrscheinlichkeitsdichte zwischen 0 und 1 generiert, und die Variable wird nul' auf den Wert
xj gesetzt, \Venn exp (-6S) > p. Andernfalls behalt die Gittervariable ihren fruheren Wert
.rj' Danach geht man zum nachsten Gitterort und/oder neuen Zeitscheibe libel'. Diese 'nachste'
Zeitscheibe muf3 nicht unbedingt die benachbarte sein, sondern kann willkurlich gewahlt odeI'
jeweils die libernachste sein, was sich bei einer vektorisierten Implementierung des Algorithmus
als nutzlich erweist, da so Abhangigkeiten, die durch die Tatsache enstehen, daf3 del' kinetische
Teil del' Wirkung nichtlokal ist, vermieden werden k6nnen. Man teilt also das Zeitgitter in gerade
LInd ungerade Zeitebenen und besLlcht abwechselnd nul' die geraden odeI' ungeraden bei einem
Durchgang. (Del' Algorithmus wird gern Rot-Schwarz genannt.) Man siehl, leicht, daf3 del' obige
Metropolis-Algorithmus die Bedingung des detailierten Gleichgewichts erflillt. Falls x und x'
so gewahlt sind, daf3 S(x') < S(x) ist, gilt Ws(x. x') = 1 und Ws(x', x) = exp (-6S(x, x')).
l"mgekehrtgilt, wenn S(x') > S(.7:). Ws(x,x') =exp(-6S(x',x) und Ws(x',x) = 1.
Fur die spatere Diskussion ist es vorteilhaft, die Ubergangswahrscheinlichkeit(-sdichte) W(x, x')



in eine 'a priori' Vorschlags- Verteilung(-sdichte) T(x, x') und eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit(-
sdichte) A(x, x') aufzuteilen,

W(x, x') = T(x, x')A(x, xl.

1m allgemeinen Fall ergibt sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit A(x, x') zu

I . T(x', x)peq(x')
A(x, x) = mm[l, T(x, x,)peq(x)] .

In del' einfachstcn Methode wird T(x, x') so gewahlt, daB das neue x' mit konstanter Wahrschein-
lichkeit innerhalb eines Wurfels mit del' Seitenlange s (del' sog. 'Schrittweite') Jiegt. In diesem
Fall ist T(x, x') = T(x', x), da s in beiden Fallen gleich ist und somit die Wahrscheinlichkeit
von einem gcgebenen x nach x' zu gelangen genauso groB ist", wie die WahrscheinJichkeit von x'
wieder nach x zu gelangen. Die obige Gleichung vereinfacht sich zu

I . peq (x')
A(x, x) = 17un[l, peq(x)] .

Fur nichttriviale Obergangswahrscheinlichkeiten ergibt sich fUr die Bedingung des detailierten
Gleichgewichts

W(x, x') T(x', x)peq(x').
W(x', x) - T(x, x')peq(x) .

Wenn man fUr eine gegebene Ubergangsregel die Nachbarschaft N(x) eines Punktes im Zu-
standsraums definiert als die Menge del' Zustande x', die man in einem Schritt erreichen kann,
sieht man sofort, daB diese Nachbarschaft reftexiv sein muB. Das heiBt, wenn x' in del' Nach-
barschaft von x ist, ist x auch in del' Nachbarschaft von x'. Andernfalls ware die Bedingung des
dctailierten Gleichgewichts nicht mehr zu erfullen.

Die Berechnung del' Grundzustandsenergie eines Systems mit del' Pfadintegralmethode erweist
sich als schwieriger als erwartet [111, 110]. Zwar ist es im Prinzip einfach, den niedrigsten
Energieeigen wert aus

(H) = Jim [Tr(e-HT/IiH)/T1'e-HT/Ii]
T~oo

-1 f)
lim ----In Z

T~oo T f)(h-1)

lim ~ f) in J Ve-S[xl/Ii
T~c;o T f)(h-1)

zu berechnen, aber del' geschwindigkeitsabhangige Teil del' Wirkung divergiert in del' diskre-
tisierten Form del' obigen Gleichung mit verschwindendem Zeitschritt E. Wahrend del' Erwar-
tungswert des Potentialteils des Hamiltonian einfach als Mittelwert del' Stich proben (Anzahl del'
Stich proben sei K) des fUr jede Stichprobenkonfiguration uber die Zeit gemittelten Potentials
(N Zeitschciben) genom men werden kann, da das Potential eine 'Iokale' GroBe in del' imaginaren
Zeit ist, dercn Kontinuumslimes E -t 0 problemlos ist.



ist die kinetische Energie nichtlokaL in del' imaginaren Zeit und f1uktuiert mit kleiner werdendem
Zeitschritt

(E . ) = (~ - m (Xi - xi_d
2

) (3-125)
kzn 2E 2E21i2 ,

wobei die Erwartungswel'tklammern auf del' rechten Seite del' Gleichung Mittelung Uber die
Stich probe und die imaginare Zeit bedeuten. Del' obige Ausdruck fUr die kinetische Energie ist
Teil des sog. Barkel'-Schatzers fUr die Gesamtenergie fUr ein Teilchen in einer Dimension [112].
(Die Verallgemeinerung im Fall mehrerer Teilchen und Dimensionen ist trivial.) Eine andere
Form des Barker-Schatzers ist

V V N N
., 1 ml ""' 2 1 ""' .Eo = 2(3 - 21i2(32 L..,(x; - .7:i-d + N L.., V (Xi)

,=1 ,=1

In del' obigen tormel wurde die thermodynamische Sprechweise gewahlt. Dabei ist i3 = l/kBT.
Riel' ist T die Temperatur einer klassischen statistischen Zustandssumme. Dies darf man nicht
vel'wechseln mit del' Zeitausdehnung T des Zeitgitters in del' aquivalenten quantenmechanischen
Zustandssumme, die hier ,8 entspri.cht.
Ein anderel' oft verwendeter Schatzel' umgeht die Probleme mit dem Term fUr die kinetische
Energie, indem das Virialtheorem verwendet wird, urn den Erwartungswert del' kinetische Ener-
gie durch den Erwartungswert del' potentiellen Energie auszudrUcken:

~m(:i;2) = ~m(i. V'(x)).

Entsprechend ergibt sich del' sog. Vil'ialschatzer zu

. N N

~ 1 ""' OV(Xi) 1 ""'Ev = - L.., Xi. + - L.., V(Xi)
2N ;=1 OXi N i=1

Beide Schatzel' ergeben im Limes einer grol3en Anzahl yon Konfigurationen den gleichen Wert.
Sie unterscheiden sich aber in del' Gr613e ihrer Varianz. Herman et al. behaupteten [Ill]. del'
Virialschatzer ware ziemlich unabhangig yon del' Zahl del' Diskretisierungspunkte N, wahrend
die Varianz des Barker-Schatzers linear mit N zunahme. Dies fUhrte zu einer Empfehlung des
Virialschatzers. Anderel'seits zeigt~n Giasanti und Jacucci [113], das die Korrelationslange des
Virialschatzers schneller als linear mit N wachst, wahrend diejenige des Barker-Schatzers nul'
schwach mit N ansteigt, so dal3 in realistischen Simulationen, bei denen auch die Autokorrela-
tion del' einzelnen erzeugten Konfigurationen eine Rolle spielt, del' Virialschatzer dem Barker-
Schatzel' keineswegs Uberlegen ware. Schlief3lich stellten Cao und Berne [114] fest, dal3 die Genau-
igkeit del' beiden Schatzel' stark yon del' Art des verwendeten Monte-Carlo-Algorithmus abhangt.
Weiterhin behaupteten sie, dal3 bei Verwendung optimaler Methoden del' Virialschatzer geeig-
neter als del' Barker-Schatzel' ware. Urn das Mal3 del' Verwirrung voll zu machen, wiederholten
Fernandes et al. diese U ntersuchung fUr die Modellsysteme des harmonischen Oszillators, des
asymmetrischen double-well- Potentials und des Morse-Oszillators fUr verschiedene (3-Werte und
verschiedene Werte del' jeweiligen Potentialgradienten. Dabei wurden zwei verschiedene, fortge-
schrittenere Monte-Carlo-Algorithmen verwendet: Del' einfache Metropolisalgorithmus mit pe-
riodischen Translationen del' ganzen Konfiguration und das sog. Normalmoden- Verfahren. Die
Varianz wurde unter Einbezieh u ng del' Autokorrelationslange in die Berechnung del' 'naiven'
Varianz, d. h. del' Varianz, die man unter del' :\nnahme vollstandig unabhangiger Stich proben
errech net, bestim m t. Fii r beide :"'IC- Verfahren wu rde gefu nden, dal3 del' Barker-Schatzel' sich
mehr fUr Systeme mit niedriger Temperatur und grol3em Potentialgradienten eignet, in denen



Quanteneffekte eine groBere Rolle spielen, wahrend del' Virialschatzer besser dort zum Einsatz
kommen sollte, wo Quanteneffekte keine so groBe Rolle spielen, also bei hoher Temperatur und
klei nen Potentialgradienten.
Einschrankend muB man sagen, daB in del' obengenannten Studie nul' eine Diskretisierung mit
25 Zeitscheiben vorgenommen wurde, so daB Fehler durch endlichen Zeitschritt, die insbeson-
dere fur Systeme mit groBen Potentialgradienten wicb.tig werden,- siehe das Unterkapitel uber
endliche Zeitschrittfehler - spurbar werden sollten. Denn variiert man bei fester Anzahl N von
Zeitscheiben {3, so andert sich auch gleichzeitig die GroBe des Zeitschritts E. Zwar haben Fern-
andez [110] el al. fur den Morse-Oszillator 250 Zeitscheiben verwendet und behaupten, daB ihre
Ergenisse sich nicht anderten, doch ware die Problematik es wert, diese Untersuchung fur groBe
N und konstanten Zeitschritt, bzw. mit einer Zeitschrittkorrektur zu wiederholen.

Wahrend die Berechnung des ersten angeregten Zustands iiber dem Grundzustand aus dem Ab-
klingen del' Korrelationsfunktionen relativ einfach zu bewerkstelligen ist, auch wenn das Signal
mit zunehmendem Abstand eine immer groBere Varianz aufweist und bald darauf 'im Rauschen
versinkt', ist die Berechnung hoherer angeregter Zustande aus demselben Grund schwierig, da
die Beitrage zur Korrelationsfunktion exponentiell mit der Energiedifferenz abklingen. Man kann
also nul' fur kleine Zeitabstande einen Beitrag erwarten, del' dann nul' einer unter vielen ist. Da
ein Multiexponential-fit schwierig, d. h. numerisch instabil ist, werden andere Verfahren zur
Berechnung del' angeregten Zustande untersucht. Eins davon besteht darin, das Abfallverhalten
einer Korrelations-matrix zu untersuchen [115, 116]:

Diese besteht aus allen moglichen Kombinationen von N geeignet gewahlten Observablen Oi,
die die gleichen Symmetrieeigenschaften haben, d. h. sich als Projektoren auf einen bestimmten
Teil des Spektrums eignen.
1m Limes groBer imaginarer Zeit r hat die Spektralzerlegung del' Korrelationsmatrix die Form:

00

Cij(r) = L e-T(l:.Eo)(OIOi(O)/O')(O'IOj(O)IO) ,
0=1

\Vobei ':"'Eo die Energiedifferenzen des Systems sind. Die Observablen 0 miissen so gewahlt
sein, daB die N-Komponentenvektoren vi = (O'IOi(O)IO) (a = 1, ... , N) linear unabhangig sind
und sowohl den Beitrag del' ersten N angeregten Zustande maximieren als auch den EinfiuB
del' hohcren angeregten Zustande auf die Korrelationsmatrix minimieren. Dazu muB die Zahl
del' unabhangigen Operatoren groBer-gleich N sein. In del' Praxis ist es vorteilhaft, die Zahl del'
1I1labhangigen Operatoren I' groBer als N zu wahlen, urn dem EinfluB del' statistischen Fluktua-
tionen in del' Korrelationsmatrix zu begegnen. 1m Prtnzip gilt fUr r ---r 00:

\\"obei ':"'':'''£0 del' A bstand zwischen !:::.Eo und den anderen Spektralwerten t:::..E(3 ist. Es wurde
<tngenom men. daB die Eigenwertc del' I\:orrelationsmatrix C( r) so angeordnet sind, daB A1 ::::
A:.! :::: ... :::: A, .. Leider kann C(r) gewohnlich rur groBe r nicht sehr genau bestimmt werden, so



daB del' Fehlerterm in del' obigen Gleichung nicht vernachUissigbar ist.
Eine bessere Methode ist es, von einem generalisierten Eigenwertproblem

6.E
a

= In ( Aa(T, TO) )
Aa (T + f, To) ,

wobei man T so groB wie moglich wahlt und TO klein ist.

Mit del' obigen Methode fUr angeregte Zustande ist man wieder - wie bei del' Variations methode
- darauf angewiesen, eine mogliehst groBe Basis fUr einen Zustand bestimmter Symmetrie zu
suchen.
Wenn man nul' an dem mass gap interessiert ist, kann man sieh, wie oben erwahnt, darauf be-
schranken, das Abfallverhalten einer Korrelationsfunktion zu bestimmen [109]:
Wie im U nterkapitel Uber Korrelationsfunktionen auf einen endlichen Gitter noch genauer aus-
gefUhrt wird, erhalt man den mass gap in euklidischer Feldtheorie mit Hilfe del' Gleichung

Co(t)
Co(t _ <5t) = exp( -m<5t) .

(OIO(O)O(t)IO)c
(OIO(O)O(t)IO) - (OIO(O)IO)(OIO(t)IO) .

Del' Vakuumerwartungswert eines Operators 0 (01010) wird mit Hilfe des euklidischen Pfadin-
tegrals berech net:

Z-l j VxO exp (-SE)

jvxexP(-SE)'

Dabei ist SE die eukliclische Wirkung, die dllrch analytische Fortsetzung in del' Zeit t ---i it
erhalten wird. In diskretisierter Form schreiben sich die obigen Gleichungen wie folgt:

!~j dXt .. · j dXi j dXi+l'" j dXN-l

~l (Xi+! - Xi)2 (V (X;) + V(xi+d)o ---- + -------f .
i=O 2mf 2

In diesel' :\otation bedelltet Xi == :r(t;). da die Zeit wie folgt diskretisiert wurde:

j Vx



Bei der Grenzwertbildung lim E ---+ 0 muB N entsprechend erh6ht werden, urn T konstant zu
halten. Erst danach laBt man T gegen Unendlich gehen, urn den Vakuumerwartungswert zu
erhalten.
Bei einer numerischen Auswertung des Pfadintegrals mlissen E und T natlirlich ungleich Null
bzw. endlich bleiben. Man wahlt meist periodische Randbedingungen in der Zeit, d.h. Xo = XT.

Wenn Ei einen typischen Energieeigenwert des Systems beze.ichnet, sollte fUr E und T gelten

1 1
T~Ei~~'

Wahrend die erste Bedingung flir die Berechnungen in dieser Arbeit gut erflillt ist, trifft man
bald auf' das Phanomen des sog. critical slowing down, wenn man versucht, den Zeitschritt
wesentlich kleiner als 0.1 zu machen. (Siehe das Unterkapitelliber den Metropolis-Algorithmus.)
Die systematischen Fehler, die durch den endlichen Zeitschri~t und die endliche Zeitausdehnung
hervorgerufen werden, werden in dem Unterkapitel liber die Korrelationsfunktionen mit Hilfe
des Transf'ermatrixformalism us genauer dargestell t.

Aus den Eigenschaften des in dieser Arbeit behandelten Systems ergeben sich Forderungen an
die Operatoren, mit denen die mass gaps "gemessen" werden [40]:
Die Operatoren, die in den Matrixelementen (OIOnln) auf den Zustand In) mit den jeweiligen
Quantenzahlen, die hier summarisch mit n abgeklirzt wurden, projizieren, mlissen eichinvariant
unter del' verbleibenden globalen Eichtransformation der mit L skalierten Felder c'.[ sein. Unter
diesel' globalen, zeitunabhangigen Eichtransformation g transformieren sich die c'.[ wie folgt:

Die Operatoren On k6nnen Z. B. dadurch eichinvariant gemacht werden, daB man sie als Spuren
Uber Produkte von Ci = c't AU wahlt. Also

T r ( (Ci) 9 ( Cj )9 ... )

T ( -1 -1)r gCig gCjg ...

Tr(CiCj ... )

wegen der zyklischen Vertauschbarkeit unter del' Spur. Da die Rotationssymmetrie des Systems
Ilur im Limes unendlichen Volumens wiederhergestellt wird, \Venn die Torustopologie keine Rolle
mehr spielt. \Va.hrend es im Fall endlichen Volumens nul' noch invariant unter den Operationen
der Oktaeder-(WUrfel- )gruppe ist, lassen sich die Zustande n nur nach den irreduziblen Darstel-
lllngen der WUrfelgrllppe klassifizieren. AuBerdem nach del' Parita.t Ci ---+ -Ci und im Fall del'
SL:(:3) der sog. C-Paritat Ci ---+ -{cd"'. Da die Wlirfelgruppe eine Untergruppe del' Rotations-
gl'uppe is!. sind irreduzible Darstellungen der Rotationsgruppe, die nach dem Spin l klassifiziert
werden. z\\'ar auch Darstellungcn del' \VUrfelgruppe, aber im allgemeinen nicht mehr irreduzibel.
Die folgende Tabelle zeigt die Aufspaltllng del' Spin-Irreps in die irreduziblen Darstellungen del'
W Urfelgru ppe:



Spin - irrep Dim. Il'l'eps del' Oktaedel'gl'uppe Dim.
0 1 Ai 1
1 3 Ti 3
2 5 E EBT2 2EB3
3 7- A2 EBTi EBT2 1EB3EB3
4 9 Al EBE EBTI EBT2 1EB2EB3EB3

Tabelle 3.1: Die il'l'eduziblen Dal'stellungen del' Dl'ehgl'uppe zu einem bestimmten Drehimpuls
und ihre Aufspaltungen in die irreduziblen Dal'stellungen del' WUrfelgruppe

Da man den Zeitschritt in einer numerischen Simulation nicht gegen Null gehen lassen kann,
und man zusatzlich bei einem lokalen Algorithmus wie dem Metropolis-Algol'ithmus schnell
d urch das Phanomen des critical slowing down an die Grenzen del' Rechnerkapazitat stoBt,
sucht man nach nichtlokalen updating--Algorithmen wie z.B. Mehrgitterverfahren [118, 119, 120]
und/oder versucht, den EinfluB des endlichen Zeitschritts durch Korrekturterme in del' Wirkung
zu verkleinern [121, 122].
Die Herleitung des Pfadintegl'als aus del' kanonischen Formulierung del' Quantenmechanik basiert
auf del' sog. Tl'otterformel

exp( -(3(T + V) = lim (exp( -{3T/N)exp( -{3V/N))N,
N-too

wobei in diesem Fall {3/N = E/!i ist, T fUr die kinetische Enel'gie steht (nicht fUr die Zeitaus-
dehnung des Gitters) und V fUr die potentielle Energie. (E bezeichnet den Zeitschritt.)
FUr relativ kleine N stellt die obige Formel moglicherweise keine hinl'eichend gute Naherung
dar, da typischerweise del' Hamiltonoperatol' fUr ein freies Teilchen T = p2/2m nicht mit dem
Potentialterm V kommutiel't.
Unter Verwendung del' Bakel'-Campell-Hausdorff-Formel fUr die Exponentialentwicklung zweier
nichtkommutierender Exponenten erhalt man nach einigen Umformungen den ersten Korrektur-
term, indem man V(x) durch

1 !i2
E 2 2

V(x) + --(-) (\7V(x))
24 m !i

ersetzt.
Bei einem komplizierten Potentialterm erhoht diesel' Zusatzterm die Komplexitat des Potenti-
als und damit die Rechenzeit zur Auswertung del' Wirkungsdifferenz im Bewertungsschritt des
:VIetropolis-Algorithmus.Da die Autokorrelationszeit im FalLdes critical slowing down mit 1/E2

anwachst, konnte es sich aber als praktisch erweisen, den d.1uch den endlichen Zeitschritt her-
vorgerufen systematischen Fehler durch diesen Korrekturterm zu verkleinern, als durch direkte

Verringerung von E.

Sei T die Transfermatrix [41]. Sie hangt natUrlich nicht von del' Lt-Ausdehnung des Zeitgitters
ab und ist positi\' definit. (Die Ausdehnung des Zeitgitters wird hier mit Lt bezeichnet und nicht



etwa mit T, urn jede Verwechselung mit del' Bezeichnung fUr die Transfermatrix auszuschlieBen.)
Del' Vakuumzustand wird durch 10) bezeichnet. Man definiert Eigenzustande und Eigenwerte
mit !lilfe von

mit An = exp -(mn), An+l ::::;An, n 2: O. Man betrachte den Erwartungswert eines eichinvarian-
ten Operators 0, del' lokal in del' Zeit ist. Auf einem Gitter mit endlichem Lt gilt

Die Standard methode zur numerischen Bercchnung des Massenspektrums ist die Analyse del'
Korrelationsfunktionen von eichinvarianten hermitischen Operatoren.
Definiere

chm (t) = exp (-mt) + exp (-m(Lt - t)) .
Die verbundenen horrelationsfunktionen fUr den Operator 0 sind definiert durch

(O(O)O(t))c
(O(O)O(t)) - (O(O))(O(t)) ,

\Vobei t = 0,1,2, ... , Lt - 1 del' Abstand in del' (diskreten) Zeit ist. Die Positivitat del' Transfer-
matrix impliziert Go(t) > O. Die implizite Gleichung

Go(t)
Go(t - 1)

definiert m(t). die sog. effektive Masse bei del' Entfernung t. Die Gleichung

O(O)ln) = L cili) cireell, ci = c~

Z-ITr(OTOTLt-t)

Z-1 L(nIOTOln) exp (-m(Lt - t))

Z-1 L L (ci)2 exp (-m;t)'exp (-m(Lt - t)) .

(O(O)O(t))c = ao + L a;chm, (t) + L bich(m.-mn)(t)
i>1 t>n,n21

> 0,

Z-I( i)2. 2{J i Co 1= 1, ' ....

bi Z-I(c;,)2exp(-mnLd·

l



gilt ao = O. Andernfalls erreicht ao nur im Limes Lt ---+ 00 0 = (cg)2 - (cg)2. Der letzte Term
in Gleiehung 3-154 kann aueh positive konstante Terme b:eitragen, wenn Zustande existieren
mit mi = mn und niehtverschwindendem bi. Da man auBerdem keine analytisehe Kontrolle
il ber die Massendifferenzen (mi - mn) in diesen bi-Termen hat, ist die niedrigste Masse, die
in einer Korrelationsfunktion erseheint, wahrscheinlich nieht eine Masse, sondern eine Massen-
bzw. Energiedifferenz. Die endliehe Ausdehnung in der Zeit hat also nieht nur die Folge, daB
aus exp (-mt) chm(t) wird, sondern sorgt aueh dafilr, daB neue Beitrage erseheinen, die filr eine
unvorhergesehene Abnahme der effektiven Massen filr groBe t verantwortlieh sind. Obwohl diese
Beitrage exponentiell klein sind im Sinne von exp (-mILd, k6nnen sie doeh die Monte-Carlo-
Daten beeinflussen, wenn cs eine groBe Zah! von beitragenden Termen gibt.

Da man meist noeh keine Konfiguration besitzt, die eine hohe Vorkommenswahrseheinlichkeit
hat, muB man am Beginn des Markov-Prozesses eine einfaehe Startkonfiguration vorgeben oder
mit anderen Methoden versuchen, eine genaherte GrundzustandsweUenfunktion zu erhalten.
Dureh die Anwendung des Markov.-Prozesses wird sie sukzessive in eine Konfiguration transfor-
miert, die mit einer Wahrseheinliehkeit entspeehend ihrem Boltzmann-Gewieht auftritt. Da der
Metropolis-Algorithmus ein lokaler Algorithmus ist, braueht man viele sweeps durch das Gitter,
bis die 'Erinnerung' an den Anfangszustand versehwunden ist. Man sagt, daB das System 'ther-
malisiert' wurde. Wahrend dieser Thermalisierungsphase werden die sweeps dureh das Gitter
meist ausgefiihrt, ohne Messungen (auBer einfachen Variablen, wie mittlere Energie, mittlerer
Radius, Akzeptanzrate u.a.) vorzunehmen. Dabei muB man allerdings beachten, daB die Mit-
telwerte lokaler Operatoren sich schon stabilisieren, lange bevor man numerisehe Konvergenz
fUr die langreichweitigen Korrelationsfunktionen feststellen kann. Die Aussage, daB eine Konfi-
guration sieh im Gleichgewieht befindet, ist damit ungenau formuliert, da der Mittelwert eines
Operators moglicherweise eher stabil wird als der eines anderen. Beim Beweis, daB der Fixpunkt
eines Markov-Prozesses nieht von der Anfangskonfiguration abhangt, diskutiert man meist nur
den Fall, daB die Markov-Kettenlange unendlich wird. In realen Anwendungen hat man es immer
mit endlichen Markov-Prozessen zu tun, d. h. es ist immer ein systematischer Fehler vorhanden,
der von der Abweiehung yom Fixpunkt herriihrt und der nieht vorhergesagt werden kann. Au-
Berdem kann er aueh noeh filr jeden Operator verschieden sein. Die Eunst in der Praxis besteht
darin. den Fehler so zu minimieren, daB er gegeniiber clem statistisehen Fehler nicht ins Ce-
wicht fallt. lTm zu iiberprilfen. ob Thermalisierung in diesem Sinne wirklich erreieht wurde. und
daB die Daten innerhalb des statistisehen Fehlers nicht von der Anfangskonfiguration abhangen,
kann man zwei einfache Methoden wahlen. Erstens kann [ffil,n den gesamten Datensatz einer
Observablen in je eine Anfangs- und Endhalfte teilen und sehen, ob der Erwartungswert filr
jede Halfte mit dem der anderen im Rahmen der Fehler ilbereinstimmt oder ob der Erwartungs-
wert der Endhalfte mit dem Erwartungswert ilber den ganzen Datensatz ilbereinstimmt. (Wenn
nicht. ist man in Sehwierigkeiten. und man soUte mehr Daten am Anfang der Markov-Kette
unberiicksichLigt lassen.) Die zweite Moglichkeit besteht darin, die ganze Prozedur mit einer an-
deren Startkonfiguration zu wiederholen. Zum Beispiel kann man miL einer maximal geordneten
I\:onfiguration beginnen CI\:alter Start')- z.B. alle Koordinatenvariablen filr jede 'Zeitscheibe'



gleich Null gesetzt- odeI' mit einer Zufallskonfigu ration ('HeiBel' Start'). Wieder soli ten beide Er-
wartungswerte im Rahmen del' Fehler ubereinstimmen. In del' vorliegenden Arbeit wurde meist
die erste Methode benutzt.

Diesel' Abschnitt beschaftigt sich hauptsachlich mit dem Problem del' Abschatzung del' statisti-
schen Fehler von Massen, die durch Analyse del' (mehr odeI' weniger) verrauschten Korrelations-
funktionen bestimmt werden [41].
Ein oft benutzter Schatzel' del' verbundenen Korrelationsfunktionen (xy) ist

1 1 N Lt-l _

CAfc(t) = -- L L {Oi(t EB z)O(z) - 0002} ,
N Lt i=l z=o

\Vobei 183:: = (t +::) mod (Ld ist und

00

00

1 wenn (0) -# 0

o wenn (0) = 0

Del' Index i korrespondiert mit del' iten Messung, und N ist die Anzahl del' unabhangigen Mes-
sungen. AuBerdem ist

_ 1 1 N L,-l

0= NLL L Oi(Z)
t i=l z=O

Die Ylonte-Carlo-Daten, die wahrend einer Simulation erzeugt wurden und in del' Compu-
terlaul"zeit aufeinander folgen, sind korreliert, da in den Entscheidungsschritt des Metropolis-
Algorithmus ja immer die Diffel'enz in del' Wirkung zu del' vorhel' erzeugten Konfiguration
eingeht. Die Nichtbeachtung diesel' Korrelationen wurde zu. einer Untel'schatzung del' statisti-
schen Fehler fiihl'en. Zwei Standardmethoden, um mit diesem Problem fel'tig zu werden, sind
die Bercchnung del' Autokorrelationsmatrix odeI' das sog. binning. Nul' die letzte Methode wird
in diesel' Arbeit verwendet. n gewohnlich aufeinander folgende Daten definieren einen bin. Die
Gesamtanzahl an Daten wahlt man bequemerweise als ein ganzzahliges Vielfaches von n. Dies
bedeutct N = I\n, wobei K die Anzahl del' bins ist. Fur gebinnte Daten wil'd (3-159)

1 K
0= -1'LOk,

\ i=l

1 1 kn Lt-l

Ok = -- L L Oi(Z)
n Lt i=l+(k-l)n z=o

del' bin-Durchschnitt des k-ten bins genannt wird. Ahnliche Formeln gelten auch fur die Korre-
latioIlsfuIlktionen . .\Iit 10\: bins el'gibt sich del' Schatzel' del' Val'ianz zu

K
2 1 ""'- -2s (0) = -,- L.)O - 0d1\ - 1

k=l



Naturlich kann die GroBe Ok in det obigen Gleichung jeder passende bin-Durchnitt sein, z.B. die
Korrelationsfunktion ctdt). Wir betrachten hier nur jweifs gleich groBe bins. fm anderen Fall
verwendet man geeignet normierte Gewichtsfaktoren Wk ( Z;;Wk = 1) in einer Verallgemeinerung
del' obigen Formel

K
2 1 '" --2S (0) = -r..- LJ wdO - 0d

1\ ~ 1 k=l

1 J,.

o = ~ L Ok . (3-16.5)
1\ ;=1

Urn effektive Massen zu berechnen, braucht man Abschatzungen fUr Verhaltnisse von I\.orrela-
tionsfunktionen

Da die in der Zeit aufeinanderfolgenden Korrelationsfunktionen CMc(t - 1) und CMC(t) stark
korreliert sind, lassen sich die ubli<;hen Fehlerfortpflanzungsmethoden nicht verwenden, urn den
Fehlerbalken von RMc(t) zu berechnen. Stattdessen bestimrnt man den Fehler von RMc(t), in-
dem man das Verhaltnis del' Korrelationsfunktionen selbst bint. Fur groBe Zeiten verschwindet
das Signal del' Korrelationsfunktionen fruher odeI' spateI' irn statistischen Rauschen. Dies hat
katastrophale Konsequenzen, sobald die Fluktuationen dazu fUhren, daB RtIc >:::; 0/0. Offen-
sichtlich wird dieses Problem zuerst fUr kleine bins kritisch und fUr die ganze Messung nul' fUr
sehr groBe t- Werte. 1m letzten Fall sind die Daten natiirlich nutzlos. Meist taucht in Monte-
Carlo-Rechnungen dieses Problem nul' fUr einzelne bins auf, verschwindet dagegen, wenn del' bin
alle Daten enthalt. In solchen Fallen wird in del' Regel die sog.jack-knife-Methode angewandt.

. 1 "'-Ok = -. -LJO;
[\ - 1 itl



bestimmt, wobei die C;Wc wie oben beschrieben definiert sind. In ahnlicher Weise geht man
bei der Bestimmung von Massenverhaltnissen vor. 1m allgemeinen stellt man aber fest, daB flir
die in dieser Arbeit verwendeten bin-GraBen kaum ein Unterschied zwischen beiden Methoden
festzustellen ist, solange die Korrelationsfunktionen noch nicht zu sehr von statistischen Fluk-
tuationen beherrscht werden. Es wurde deswegen darauf verzichtet, die Fehleranalyse mit der
noch aufwendigeren bootstrap-Methode zu wiederholen.

Eine der bekanntesten und rechenzeitintensivsten Anwendungen der MC-Methode ist die nume-
rische Berechnung des Pfadintegrals bzw. der n-Punkt-Funktionen in der Gittereichtheorie[14J.
Die Pfadintegral-Formulierung der QCD liefert schon einen Ansatzpunkt flir die natige Diskreti-
sierung, wird doch das PfadmaB als Grenzwert des unendlichen ProduktmaBes der Feldvariablen
def!niert. Betrachtet man nun die Feldvariablen auf einem endlichen, diskreten Raumzeitgitter
N; Nt, so red uziert sich die Pfadintegration auf ein endlich-dimensionales, gewahnliches Inte-
gral [123J. Das PfadmaB selbst ergibt sich als ein wohldefiniertes ProduktmaB der Feldvariablen.
Hierbei wird angenommen, daB auch in einer wechselwirkenden Theorie das PfadmaB als Limes
N -+ 00 eines endlichen ProduktmaBes definiert werden kann.
Durch die Einfuhrung eines hyperkubischen Gitters wird die TheOl'ie regularisiert, da die Git-
terkonstante a einen Abschneideparameter darstellt, der zus.ammen mit der endlichen Ausdeh-
nung des Gitters die maglichen Frequenzen sowohl im Ultravioletten wie auch im Infraroten
beschrankt. Der Impulsraum wird also auf die diskrete Brillouin- Zone B reduziert.

rr II-' 2rr .
B = {k I kl-' = -- + -N - , mlt II-' = 0, ... , NI-' - 1 }

a I-' a

Wie in jedem anderen Renormierungsschema, erhalt man die physikalisch relevanten Ausssagen
im Limes eines verschwindenden Regulators, d. h. dem Kontinuumslimes a -+ 0 der Gittertheo-
rie. Hierbei wird das Volumen, gemessen in physikalischen GraBen, natiirlich konstant gehalten.
Danach muB man auch das Volumen gegen Unendlich gehen lassen, d. h. man nimmt den sog.
thermodynamischen Limes. Man hofft natlirlich auch schon fUr endliches a und endliches Vo-
lumen Ergebnisse zu erhalten, die sich denen del' Kontinuumstheorie hinreichend angenahert
haben.
Die Gitterformulierung der QCD benutzt meist die geometrische Interpretation del' Eichtheorien.
In dieser Formulierung sind die Eichfelder die infinitesimalen Paralleltransporter der Materie-
felder, d. h. del' Quarkfelder in der QCD. Diese werden auf die einzelnen Gitterpunkte gesetzt
und mittels der Eichfelder in Form eines Paralleltransports'auf den verbindenden Kanten des
Gitters in eichinvarianter Weise miteinander verknupft.
fm h:ontinuum ist der Parallel transport entlang einer Kurve von x nach y durch den folgenden
Ausdruck bestimmt:

ly dx
U(x,y) = Pexp{ig AI-'(x)-l-'dT}.

x dT
P ist del' sog. Pfadordnungsoperator, der flir die richtige Anordnung del' nicht-abelschen Felder
entlang del' I~urve sorgen soil. Eine lokale Farbeichtransformation g(x) der Materiefelder 'l1(x) -+
g(.r)\ji(.r) fiihrt zum folgenden Transformationsverhalten des' Paralleltransporters:



Man kann auf diese Weise raumlich voneinander getrennte Materiefelder d urch Einfiigen eines
Parallel transporters zu einem eichinvarianten Ausdruck verbinden.
Filhrt man nun auf dem Gitter einen Paralleltransport, ausgehend yom Punkt x, entlang del'
Kante IJ-mit del' Lange a aus, so erhalt man aus (3-172) den folgenden Ausdruck fill' UJ1.(x) :

U(x, x + fl) = UJ1.(x) = exp {igAJ1.(x)a} . (3-174)

Die Beziehung zwischen dem Feldstarketensor F J1.Vund del' kovarianten Ableitung DJ1.

[DJ1., Dv] = igF J1.V (3-175)

kann man geometrisch interpretieren und den Feldstarketensor mit einem Parallel transport ent-
lang eines infinitesimalen Rechtecks in del' IJ-v-Ebene verbinden, urn eine diskretisierte Eichfeld-
wirkung zu erhalten. Im Fall des hyperkubischen Gitters wahlt man gewohnlich einen Parallel-
transport entlang des kilrzesten geschlossenen Pfades in del' IJ-v-Ebene. del' sog. Plaquette P,
obwohl auch andere geschlossene Pfade moglich waren, solange sie nul' in del' Entwicklung in
del' Ordnung O(a2

) die Kontinuumswirkung liefern.

UJ1.(x)Uv(x + {L)U:(x + i/)U;(x)

exp {igF J1.Va2+ O(a4)}

Mit diesel' Beziehung laI3t sich nun leicht eine eichinvariante Gitterwirkung fill' die reinen Eich-
felder konstruieren, die den korrekten Kontinuumslimes besitzt [123].

1
SE = fJ L 1- -Tr(Uo + Uct) (3-177)

p 6 .
Da die Wirkung SE eine Funktion del' Paralleltransporter U ist, faBt man die Lie-Gruppen-
wertigen Felder UJ1.als die dynamischen Variablen del' Gitter-QCD auf.
Das PfadmaB V[A,.] del' Kontinuumstheorie geht in das sog. Haarsche Mal3 d{l del' kompakten
Lie-Gruppe SU(3) ilber.

Das Haarsche MaB hat den Vorteil, endlich und eichinvariant unter Eichtransformationen zu
sein, so daB man keine Eichfixierungsterme in del' Wirkung benotigt. Denn da die UJ1. in del'
Lie-Gruppe SU(n) liegen und nicht in del' Lie-Algebra, ist die Mannigfaltigkeit del' UJ1.kompakt
im Gegensatz zu del' del' Eichfelder Aw Deshalb fallen die sog. kompakte und nichtkompakte
Formulierung del' QCD nul' im Grenzfall kleiner Feldstarken und kleiner Kopplung zusammen.
Diese Tatsache und die Beobachtung, daB nicht nul' die nichtabelschen reinen Gittereichtheorien,
sondern auch die kompakte Gitterformulierung del' Quantenelektrodynamik confinement zeigt,
ha:.ben zu Zweifeln an del' kompakten Gitterformulierung gefilhrt und zu Versuchen, auch nicht-
kompakte Formulierungen del' nichtabelschen Gittereichtheorie zu finden. Insbesondere Cahill
und Palumbo haben lange auf diesem Gebiet gearbeitet. Obwohl es jahrelang so aussah, als
wilrden nichtkompakte Formulierungen del' Gitter-QCD kein confinement zeigen, hat sich nun
herausgestellt, daB diesel' Effekt ein Artefakt war, hervorgerufen durch die Tatsache, daB die
nichtkompakte Formulierung nul' im Limes verschwindender Gitterkonstante eichinvariant war.
Durch eine neue Formulierung, die diesen Defekt nicht aufweist, konnte confinement auch fill'
die nichtkompakte Gitter-QCD in MC-Rechnungen gezeigt werden [124, 125, 126, 127].
Den fermionischen Teil del' Wirkung erhalt man aus del' Kontinuums-Lagrangedichte del' Quark-
felder w durch Ersetzung del' Gradienten del' kinetischen Energie durch die entsprechenden Dif-
ferenzenq uotienten.

S'rJ~ei = a"1 L {L L.(.rh'L2~l {(i'(x + 1-1,) - l'(X -I-£)} + mt&(x)1L'(x)}
.J; ,L



Del' dazugeharende freie Gitterpropagator P(k) besizt im 1mpulsraum neben dem Pol ka =
(0,0,0,0), den man auch im Kontinuum erwarten wlirde, flinfzehn weitere Pole flir kp,a = + -11".

Die Quarkmassen wurden in del' obigen Diskussion unterdrlickt.

[01 Kontinuumslimes liefert diese Wirkung ein Spektrum aus 16 entarteten Quarks. Zur Zeit sind
zwei Methoden gebrauehlieh, um mit diesel' Entartung fertig zu werden, namlieh die Methode
von Wilson und die von Kogut und Susskind. Daneben werden natlirlich standig neue Methoden
erprobt, um dieses Problem einer Lasung zuzuflihren. Dadie Methode del' Kogut-Susskind-
Fermionen etwas komplizierter ist, sei hier nur kurz die Methode del' Wilson-Fermionen erlautert.
Diese besteht in der Addition eines Zusatzterms zur Wirkung, des sog. Wilson-Terms, dessen
Effekt darin besteht, die Massen der zusatzlieh auftretenden 15 Fermionen klinstlich in den
Massenbereieh oberhalb des dureh die Gitterkonstante eingeflihrten Absehneideparameters ~ zu
verschieben und damit effektiv aus dem Spektrum zu entfernen.

S~:j~Se(t= SF~j~ei - a3/2 L)L ~(x){ 7f;(x + it) + 7f;(x - it)} - 2~(x)7f;(x)}
I P,

Del' d ureh den Wilson-Term modifizierte freie Gitter-Fermion propagator stellt sieh im 1mpuls-
ra.um wie folgt dar:

Dieses kurze Kapitel kann natlirlieh nul' einen minimalen Ein~liek in die Probleme und Methoden
der Gittereiehtheorie geben. Ausflihrlieher werden die Dinge in [14] diskutiert.

Sowohl bei der Photosynthese als aueh bei del' Zellatmung spielen Tunnelprozesse von Elektro-
nen in Proteinen eine entseheidende Rolle [128].
fm Photosynthetisehen Reaktionszentrum wird das naeh der Liehtabsorption im sog. Spcziel-
len Chlorophyll-Dimer freigesetzte Elektron liber verschiedene Kofaktoren an die Oberfiache des
Proteins geleitet. Dort wird es von Quinonen libernommen und naeh deren Diffusion in del' Mem-
bran nach Kollision an andere Proteinkomplexe libergeben, in deren 1nneren die Bewegung des
Elektrons libel' mehrere Porphyrin-Kofaktoren und Metall-1onen hin zum nachsten Elektronen-
akzeptor den gerichteten Transport von Protonen entgegen dem Konzentrationsgefalle bewirkt.
Dadureh wird ein sog. ehemiosmotisches Potential liber die Chloroplastenmembran aufgebaut,
das von del' sog. ATP-Synthase genutzt werden kann, um ATP zu synthetisieren, indem del'
Protonenfluf3 innerhalb des Enzyms entlang des Konzentrationsgradienten zu einer Konformati-
onsanderung del' ATP-Synthase ruhrt, die die Energie fUr die Synthese von Adenosintriphosphat
(:\TP) aus :\denosindiphosphat(ADP) und anorganisehem Phosphat liefert.
Analog \n.'rden in del' sog. Atmungskette in den Mitochondrien del' Zelle Elektronen, die von
:'\icotinadenosindillucleotidphosphat (NADP) aus dem Krebszyklus geliefert werden, libel' ver-
schiedC'ne ~lembranprotein- f\:omplexe letztendlieh libel' das Elektronentransportprotein Cyto-
drom c an die C,vtoehrom-e-oxidase weitergeleitet.\Vo sie mit Sauerstoffund Protonen zu Wasser



rekombinieren. Dabei werden, wie.in del' Photosynthese, Protonen entgegen dem Konzentrati-
onsgradienten Uber die Mitochondrienmembran hinweg transportiert, so daB wieder ein Che-
miosmotisches Potential entsteht, das von einer ATP-Synthase zur Synthese von ATP benutzt
werden kann.
In allen diesen Elektronentransportprozessen handelt es s-ich urn Tunnelprozesse, da die ver-
schiederien Kofaktoren in den Proteinkomplexen weit voneinander entfernt in die Matrix des
Proteins eingebettet sind. Die einfachsten theoretischen Modelle, die nach dem EinfluB diesel' da-
zwischenliegenden Proteinteile auf die Elektronentransferrate fragen, behandeln das Protein als
strukturloses Medium und sagen eine einfache exponentielle Abhangigkeit del' Elektronentran-
ferrate yom Abstand voraus. Andererseits hat ein Protein klarerweise eine spezifische raumliche
Struktur, und es erhebt sich die Frage, ob bestimmte Teile diesel' Struktur bzw. sogar einzelne
Aminosaurereste den Elektronentransport ermoglichen odeI' gar lenken. Bestimmte, evolutionar
konservierte Aminosaurereste irn Cytochrom c haben immer wieder diesbezUgliche Spekulatio-
nen ausgelost[128]. Kuki und Wolynes [129] haben deshalb eine Pfadintegralrechnung fUr ein von
den Experimentalisten untersuchtes Modelsystem - namlich das penta-aminoruthenium modifi-
zierte Zinkmyoglobin - vorgenommen. Dabei dient del' Porphyrin ring mit einem Zinkatom als
Zentralatom als Elektrondonator(D) und das fi.inffach Aminokoordinierte Ruthenium an del' Au-
Benseite des Proteins als Elektronenakzeptor(A). In del' Born-Oppenheimer-Naherung findet die
Bewegung del' Atornkerne auf einer elektronischen Energieflache statt, die entweder del' neutra-
len Konfiguration DA odeI' del' ionischen D+ A - entspricht. Ware kein Elektrontunneln moglich,
waren die beiden elektronischen Zustande entkoppelt. Das Tunneln koppelt die beiden Zustande
durch das sog. Tunnelmatrixelement 6., das die Wahrscheinlichkeit fUr Obergange zwischen den
Energie-(hyper)flachen fUr feste Kernkonfiguration(-en) angibt. Wenn man die Kernbewegung
als del' klassischen Mechanik folgend annimmt, ist die kritische Konfiguration fUr den Obergangs-
prozeB an del' Stelle, wo sich die beiden Potentialenergieflachen kreuzen. Nul' in del' Umgebung
diesel' Kreuzungsflache ist die Resonanzbedingung erfUllt, und das Elektron kann springen. (FUr
kleine 6. ist die Wahrscheinlickeit, daB das Elektron springt, proportional 6.2.) Dieses surface
hopping-Bild macht klar, daB dasjenige 6. entscheidend fUr die Obergangsrate des Elektrons ist,
das an del' Kernkonfiguration ausgewertet wird, wo DA bzw. D+ A- isoenergetisch sind. Dies
ermoglicht die Bestimmung von ~ durch die Pfadintegralmethode.
Obwohl das Elektronentunneln ein dynamischer ProzeB ist, kann man die energetischen Kon-
sequenzen auch in imaginarer Zeit berechnen. Del' TunnelprozeB bewirkt ein Aufspalten del'
adiabatischen Potential-Energieflachen, so daB sie in Wirklichkeit nicht mehr entartet sind, wie
in del' obigen Diskussion angenommen wurde. Diese Aufspaltung betragt 26. am Kreuzungs-
punkt del' Hyperflachen nullter Naherung. 6. kann man bestimmen durch Untersuchung des
nichtdiagonalen Elements del' thermalen Dichtematrix fUr das Elektron am Kreuzungspunkt
zwischen zwei Zustanden 1 und 2. In imaginarer Zeit ergibt sich G12 = (l!e-6HI2), wobei f3 die
imaginare Zeit bz\V. die inverse thermische Energie darstellt, wenn man die thermodynamische
Sprechweise wahlt. Del' obige Propagator kann als Pfadintegral dargestellt werden:

m dx
H(x(;3)) = 2(d~)2 + V(x(,f3))

und \'(x) das Potential ist, in dem sich das Elektron auf dem Pfad x(,f3') bewegt. Xi und Xl
sind die Koordinaten fUr die Anfangs- und Endzustande, und mist die Elektronenmasse. Das
Integra'! Ie? H(:I:(J'))dJ'} ist die vVjrkung in imaginarer Zeit. V(x) besteht aus del' Summe aller



Pseudopotentiale, die die Bewegung des Elektrons in del' Umgebung jedes Atoms des Proteins
beschreiben, und zwei Potentialtopfen, die das Elektron beschreiben, wenn es am Donator odeI'
Akzeptor gebunden ist. 'l/Jt ist eine Wellenfunktion, die am Donor und 'l/J2 eine, die am Akzeptor
lokalisiert ist. Die genaue Form del' Wellenfunktionen ist nicht wichtig, solange nul' del' Uberlapp
mit den wahren Wellenfunktionen groB genug ist. Die diskretisierte Form des Pfadintegrals mit
800 Zeitscheiben wiI'd mit Hilfe del' Monte-Carlo-Methode ausgewertet. Fur genugend groBe (J
ist in der 'Ein-Instanton-Naherung' del' Zusammenhang zwischen derTunnelamplitude und del'
Freien Energie eines Tunnelereignisses (eines 'Instantons')F[ gegeben durch:

Flir die Konstru ktion del' Pseudopotentiale del' 1217 Nicht- Wasserstoffatome des Myoglobins
und del' detailierten Methode zur Auswertung del' Freien Energie eines Tunnelereignisses sei auf
die Originalarbeit verwiesen. Dort finden sich auch Bilder, die die Tunnelpfade des Elektrons im
Moleklil zeigen. Da in letzter Zeit immer mehr Proteinstrukturen del' Atmungskette bzw. des
Photosynthesapparats mit IIilfe del' Rontgenstrukturanalyse aufgelost werden konnten, sollte
die eben beschriebene Methode noch viele Anwendungsmoglichkeiten finden.

Ein weiteres Beispiel fUr die Anwendung del' Pfadintegral-Methode ist die Berechnung del' Null-
punktfluktuationen von Atomen. Diese sind in del' Physik del' kondensierten Materie und del'
Chemie natlirlich insbesondere bei leichten Atomen wie dem Wasserstoffvon Belang. Jiingst wur-
de die Struktur des hyperkoordinierten Carbonium Ions, das man durch Behandlung gesattigter
Kohlenwasserstoffe mit Supersauren erhalt, untersucht. Die' Frage war, ob die fiinf C-H Bin-
d ungen im protonierten Methan CHi, als einfachstem Vertreter diesel' Stoffklasse, aile effektiv
aquivalent sind, weil sie in schnellem dynamischen Austausch stehen, so daB das CHi ein sehr
f1exibles Moleklil ohne feste Struktur ware, odeI' ob das nicht-klassische Carbokation Bindun-
gen enthalt, in denen zwei Elektronen sich im EinfluBbereich von drei Atomkernen aufhalten,
sog. drei-Zentren-zwei-Elektron-Bindungen. 1m letzteren Fall wiirde das Molekiil eine trigonale
Pyramide mit drei "normalen" C-H Bindungen und dem Kohlenstoffatom an del' Spitze bilden,
libel' dem ein gestrecktes H2-Molekiil saBe, das die Drei-Zentren-Bindung mit dem Kohlenstoff
ausbilden wUrde. Da direkte experimentelle Bestimmungen' del' Struktur des Molekiils bisher
erfolglos waren. wandten Marx und Parinello [131] eine Kombination aus del' Dichtefunktio-
naltheorie zur Berechnung der Elektronenkonfiguration und del' Pfadintegral-Methode fur die
Berechnung del' Atomkerndynamik auf das Problem an. Das Pfadintegral fUr die sechs Kerne
wurde mit 32 Zeitscheiben diskretisiert. Da periodische Randbedingungen in del' imaginaren
Zeit gewahlt wurden, ergab sich eine endliche Temperatur von fUnf Kelvin fUr die dem Pfa-
dintegral aquivalente Zustandssumme. Das internukleare Potential wurde mit einer korrigierten
lokalen Dichtefunktionalmethode berechnet. Del' Vergleich d~r Erwartungswerte fiir die radialen
\'erteilungsfunktionen mit Ergebnissen klassischer Berechnungen zeigt den ausgepragten Effekt
del' quantenmechanischen Nullpunktsfluktuationen in einer starken Verbreiterung del' Verteilung
del' C-H Binclungslangen, verglichen mit del' klassischen Verteilung bei gleicher Temperatur. Die
Grllndzllstandsverteilung del' H-H Distanzen ist signifikant verbreitert durch die Quantenfluktua-
tionen. Dies ermoglicht quantenmechanisches Tunneln zwischen verschiedenen Konfigurationen .
.\ndercrseits ergibt die Analyse del' erzeugten Konfigurationen, daB das Moleklil in 80% del' Zeit
ill del' lrigonalcn Form mil, ciller clrei-Zentren-Bindung vorliegt. DafUr spricht auch, daB del' Cip-
fel ill der H-ll Bindungs\'erteilungsfllnk1ion einem gestreckt,en H2-Molekiil zugeordnet werden



kann. Man findet also, daB trotz ausgepragter quantenmechanischer Effekte der Grundzustand
durch eine Struktur dominiert wird, in der eine H2-Einheit an eine CH3-Gruppe gebunden ist
und eine drei-Zentren Bindung ausbildet. Insofern ahnelt C Ht also anderen Carbokationen.
Die eben beschriebene Methode laBt sich sicher auf andere Systeme ubertragen, bei denen intra-
molekulare Quanteneffekte wie z. B. Quantentunneln von Protonen wichtig werden, oder deren
Aktivierungsenergien fur eine Isomerie-verandernde Reaktion klein sind [133]. Fur solche sich
leicht verformenden Molekule k6nnte das Quantentunneln zwischen verschiedenen Strukturen
erheblichen EinfluB auf ihre Eigenschaften haben. Nicht zu vernachlassigende Effekte k6nnten
sich auch bei der Berechnung von Aktivierungsenergien fur chemische Reaktionen ergeben, da
die Reaktionsraten empfindlich von der H6he der Freien-Energie-Barriere abhangen k6nnen.

Die Tatsache, daB die Gesamtwellenfunktion eines fermionischen Systems antisymmetrisch sein,
daher Knotenflachen aufweisen muB, und die Wellenfunktion nicht positiv semidefinit sein kann,
bewirkt das Auftauchen des sog. Fermionenproblems in der Pfadintegral-Monte-Carlo-Methode,
da diese darauf beruht, das MaB 1Jxe-S(x) als Wahrscheinlichkeitsverteilung zu betrachten, die
mittels eines Markovprozesses die Wahrscheinlichkeit der Erzeugung der einzelnen Konfigura-
tionen x(t) steuert. Deshalb findet die PIMC-Methode vor allen Dingen Verwendung, wenn es
effektiv nur urn ein Fermion geht, oder wenn das System aus Bosonen besteht. Viele Atome
und Molekiile sind Bosonen. Die Gesamtwellenfunktion eines Clusters aus (Edel- )Gasatomen
oder Molekulen oder von Molekulen in einem periodischen Volumen, die eine unendlich ausge-
dehnte Flussigkeit reprasentieren sollen, ist dann total symmetrisch, ware also geeignet fur die
PIMC-Methode. Allerdings sind die meisten Atome und Molekule so schwer, daB Quantenef-
fekte nur bei sehr niedrigen Temperaturen oder gar keine Rolle spielen . Dies bedingt in der
PIMC-Methode eine riesige Ausdehnung des Zeitgitters und damit eine entsprechende Rechen-
und Speicherleistung. Daher verwendet man zur Simulation von Flussigkeiten, bei denen sowieso
nur der Grundzustand interessiert, die Diffusions MC-Methode [99].
Die wichtigsten Ausnahmen von dieser Regel sind Systeme aus den verschiedenen Isotopen
von Wasserstoff und Helium. Insbesondere die Supraflussigkeit des Heliums und die damit zu-
sammenhangenden Effekte eignen sich gut filr eine Berechnung mit der Pfadintegralmethode.
Einen ausfilhrlichen Uberblick gibt Ceperly in [102]. Bei der Herleitung der Zustandssumme
filr ein System von Bosonen muB man berucksichtigen, daB die Teilchen ununterscheidbar sind.
Nur total symmetrische Eigenfunktionen 4>i(R) tragen zur Dichtematrix bzw. Ubergangsam-
plitude bei, so daB if>i(PR) = 4>i(R), wobei Peine Permutation der Teilchenindizes ist, d.h.
PR = (rpl, rp2 ... rPN). Sei P4>(R) = ~, Lp 4>(PR) der Teilchensymmetrisierungsoperator.
Wenn der Hamiltonian symmetrisch unter Teilchenvertauschung ist, sind alle Zustande entweder
gerade oder ungerade in bezug auf eine gegebene Permutation. P projiziert dann die Zustande
heraus, die der Bose-Statistik genugen. Wenn man P auf die Dichtematrix bzw. Ubergangsam-
plitude in euklidischer Zeit anwendet, erhalt man die bosonische Dichtematrix

wobei Pb die bosonische und P die der Boltzmann-Statistik gehorchende Dichtematrix sind. Man
kann P auf das erste Argument von P, das zweite Argument oder auf beide anwenden. Das Er-
gebnis ist immer das gleiche.
Fur groBe Teilchenzahl N ist eine direkte Auswertung der Permutationssumme naturlich nicht



moglich, da sie N! Terme enthalt. Da aber aile Terme der Summe positiv sind, kann man die
Summe durch eine Monte-Carlo-Summation bestimmen, d.h. eine bosonische Simulation besteht
aus einem random walk im Pfadraum und dem 'Permutationsraum'. Die den einzelnen Teilchen
zugeordneten Pfade haben jetzt nicht mehr einfache periodische Randbedingungen, sondern
konnen miteinander vernetzt sein. Bei hohen Temperaturen dominiert die Einheitspermutation,
d.h. die einzelnen Teilchenpfade bleiben getrennt, abet'- bei niedrigen tragen aile Permutationen
bei, und die Pfade der Teilchen in imaginarer Zeit sind nicht mehr getrennt. Wenn die Vernet-
zung das gesamte Volumen erfal3t hat, ist der suprafilissige Zustand realisiert.
Flir Helium 4 konnten mit Hilfe der Monte-Carlo-Pfadintgralmethode nicht nur die kritische
Temperatur flir den Ubergang in die suprafilissige Phase bestimmt werden, sondern auch die
spezifische Warme, die Paarkorrelationsfunktion und die Strtikturfunktion, die Kondensatfrakti-
on und Verunreinigungen durch einzelne Fremdatome in filissigem Helium. Die Ubereinstimmung
mit dem Experiment ist gewohnlich sehr gut.

L



Kapitel 4

SU(2) und SU(3) im kleinen
Volumen

Dieses Kapitel beschreibt die Berechnung des Spektrums des effektiven Hamiltonians bzw. del'
effektiven Lagrangefunktion fur die raumlich konstanten Moden des Eichfelds in einem klei-
nen Volumen mit Torustopologie mit Hilfe des Metropolis-Monte-Carlo-Algorithmus auf einem
Zeitgitter. Die Motivation dafiir wurde in del' Einleitung erklart, und ein kurzer Abrif3 del' hi-
storischen Entwicklung del' Problemstellung und del' von vielen Autoren erzielten Ergebnisse
wurde in Kapitel 1 gegeben. Die Grundlagen del' numerischen Berechnung wurden in Kapitel
3 jeweils in den entsprechenden Unterkapiteln kurz erlautert. 1m folgenden beziehen sich die
Sektionsangaben hinter den Stichwortern immer auf Kapitel 3.

Durch Ausintegrieren del' raumlich nicht-konstanten Feldmoden erhielt LUscher [20J einen effek-
tiven Hamilton-Operator fur die raumlich konstanten Moden. Zusammen mit Munster berech-
nete er auch das Spektrum flir kleiue Toruslangen L mittels del' Raleigh-Ritz- Variationsmethode
(5.1) [21J. Eine analoge Rechnung wurde von Weisz und Zieman [10J und Vohwinkel [8, 9J fur
SU(3) durchgefuhrt. Die fUr die in diesem Kapitel beschriebenen Berechnungen benutzte Form
des effektiven Hamiltonians bzw. des entsprechenden Lagrangians sei hier noch einmal kurz
aufgeflihrt. FUr die Rechnungen im kleinen Volumenbereich wurden nul' Terme bis zur vierten
Ordnung in c't benutzt.

1m Fall del' SU(2)-Eichgruppe wird hier del' effektive Hamilton-Operator gleich mit del' von van
Baal vorgenommenen Einbeziehung von nf masselosen Fermionen - d. h. Quarkspezies gezeigt -
[30J. Man kann deren Einfluf3 beriicksichtigen, indem man wieder durch Ein-Schleifen-1ntegration
ein effektives Potential fUr die raumlich konstanten Eichfeldmoden berechnet. Bei Annahme von
antiperiodischen Randbedingungen flir die Fermionen ergibt sich wieder ein effektives Potential
von gleicher Form \Vie bei del' Ausintegration del' nicht-konstanten Feldmoden. Die Koeffizienten
VOl' den einzelnen Terrnen des effektiven Potentials werden also nul' einen von den Fermionen



stammenden zusatzlichen Beitrag erhalten, der umso starker ist, je mehr Fermionenspezies nf
beitragen.

-3.0104661· lO-i , r;:~= -2.1272012· 10-2 ,

-6.3319840· 10-3
, r;:~= 2.2421:241. 10-4

,

+5.6289546· 10-4
, r;:; = +3.5180967· 10-5

,

-1.5687855· 10-3 , /'i,~ = + 1.5850480· 10-4
.

Luscher und Munster [21] konnten ihre mit del' Variationsmethode und Starungstheorie ge-
wonnenen approximativen Energieeigenwerte als Potenzreihe in g2/3 angeben. Dadurch, daB die
I\.oeffizienten im effektiven Hamilton-Operator yon n f abhangen, werden auch die Entwicklungs-
koeffizienten (i,i E {l, 2, 3 .... }, yon nf abhangig und zwar liberp = Kl//'i,i = (1 - 0.14132nf):

Dabei ist E-i = El ,E2 = PE2 , E3 = p2E3, wahrend der Zusammenhang zwischen E4 und E4
komplizierter ist. Da E4 aber sehr klein ist, soli die Reihe nul' bis zur dritten Ordnung betrachtet
werden. AuBerdem sieht man, daB fUr die ersten drei Ordnungen der Storungsreihe ein einfaches
Skalierungsverhalten fur die Energien gilt:

Daraus kann dann flir die Massenverhaltnisse bzw. z- Vari~blenverhaltnisse TR = mR/m~ =
::R/ zi; abgeleitet werden, daB sie mit zf;; = m~ . L im Rahmen der oben gemachten Naherung
skalieren wie:

Die del' von Liischer hergeleiteten effektiven Hamilton-Funktion bzw. dem Hamilton-Operator
entsprechende Lagrange-FunkLion hat die folgende Form:

Lef f = gf (1 + g2(2)( ~~iC·i+ ~rbe rcd cic~cic1) (4-6)

+g~ a caca + g~ (a sabcdcacbcccd + a SabcdCacbCccd)
ill 3 II)) 4 Iltl

-3.0104661. lO-i ,

-9.4979760.10-3 ,

+3.1975214.10-3 ,

-3.9219638. 10-3 .



Dabei ist sabcd del' total symmetrische Tensor, del' im Fall der Eichgruppe SU(3) sehr einfach
geschrieben werden kann:

Wenn man antisymmetrische Randbedingung~m fUr die Ferrrrionen fordert, bleibt die obige Form
del' effektiven Langrange-Funktion·erhalten. Es mUssen nur folgende Ersetzungen vorgenommen
werden, urn den Einfluf3 del' Fermionen zu berUcksichtigen:

-+ 2 I (4-9)a[ a[ - nj"'l'

a3 -+ 8 (' ')a3 - 3nj "'3 - "'4 ,
40 Ia4 -+ a4 - 3nj"'4 .

Wenn man wieder nur die ersten drei Ordnungen der Reihenentwicklung del' Energien beriick-
sichtigt, ergeben sich wieder die Skalierungsformeln (4-4) und (4-5), aber mit einem anderen p
[30]:

p = (3",[ - 4nj",~)/(3"'d = (1 - 0.09421nj)

Also p = 0.71737 fUr nj = 3.

Da die Rotationssymmetrie des Systems durch die Torustopologie gebrochen wird, enthiilt del'
effektive Lagrangian einen Term (del' letzte in Formel (1.1)), del' die O(3)-Symmetrie bricht.
Die verbleibende Symmetrie ist die del' Oktaedergruppe, und deshalb werden die zu messenden
Zustande als irreduzible Darstellungen (irreps) diesel' Gruppe konstruiert. Zusatzliche Symme-
trien sind Pari tat P and Ladungskonjugation C. Letztere ist allerdings nul' fUr SU(3) nichttrivial.
Tabelle 1 zeigt die Mef3operatoren {Ur jeden Zustand. (Ober wiederholte 1ndizes ist zu summie-
ren. )
Urn das Spektrum zu berechnen, wurde die Metropolis-Monte-Carlo-M~thode benutzt (iUA)

[31, 32] (und Literatur darin). Diese laf3t sich einfach vektorisieren. Nach jedem zwanzigsten
sweep im Fall von SU(2) bzw. nach jedem fUnfzehnten im Fall von SU(3) wurden die Korrela-
tionsfunktionen del' verschiedenen Darstellungen del' glueball-Zustande 'gemessen'. Die Vektor-
un·d Tensorzustandsoperatoren wurden fUr aile m6glichen Raumrichtungen konstruiert (05.1.8).
Die Erwartungswerte der Korrelationsfunktionen wurden daraufhin UberprUft, ob sic invariant
gegen aile Permutationen del' Koordinatenachsen waren, und, falls das del' Fall war, gemittelt.
Zur Bestimmung des mass gaps aus den Korrelationsfunktionen siehe [32, 33] und (5.1.7).
1m Fall von SU (2) wurden die Daten in 128 bins a 250 Messungen zusammengefaf3t [32]. Die
Zahl del' Thermalisationssweeps (5.2.3) entspricht 16 bins. Die Fehlerbalken wurden berechnet,
indem man die Daten in jeweils 128, 64, 32 und 16 bins zusammenfaf3te und den statistischen
Fehler aus den bin-Mittelwerten als Daten bestimmte (5.2.4). Es wurde der jeweils gr6f3te Feh-
IeI' angegeben. Die meisten Datenpunkte wurden mit einer Zeitschrittweite von 0.2 auf einem
Zeitgitter von -iOO Punkten berechnet. Bei den h6chsten g-Werten wurden auch Zeitschritte
von 0.1.5 und 0.10 verwendet, um die Ergebnisse auf systematische Fehler. verursacht durch die
endliche Zeitschriltweite, zu UberprUfen (.5.2.1). Dabei wurde die Gesamtlange des Zeitgitters
jeweils konslant gehalten, d. h. T = l'iT . E = canst. = 80.



inepJ-'c Notation aus[40, 10] 'explizit
Ei+ c1c1 - c2c2 und zyklisch; cIcI + C2c2 - 2c3c3 und zyklisch
T

2
++ ( ij) c'tcj , i i= j

Ai+ (ii) cici
A-+ Im(Eijk(ijk)) E' 'kfabccacbcc

1 'J , -j' k
A+- I m( (ij) (kII) (ij kmm) (c{ c{) (c'tc~dabp pcg c~(dqrsckcl cndgdec~ C~)1
T

2
-+ I m( Eklm (kIm)( ij)) (EklmrbCckcf cc:n)ctc~

T+- I m( (ik)(j kIl)) (Jcf)(cacb rbedecdCc cd )
2 , k -; k m m

T++ Re( (j l)( lkmm )E;jk) (cf cf)( ca Cbdabe decd CC cd ) E1 'j I I k m m 'Jk
T-+ Im((jkk)(ijIl)) (dfghcf cfch)(cacb rbedecdcc cd )

1 'j k k ,'1· m m

Tt I m( Eijk (j kIl)) -Eijk (cjc%rbe deCdcfc1)
T[ (ij j) dabcc'tc~ci
.4.

2 (ij k) dabcC'tC~Ck

Tabelle ·1.1: In den Korrelationsfunktionen verwendete Operatoren fUr die verschiedenen irredu-
ziblen Darstellungen del' WUrfelgl'uppe untel'schiedlichel' Paritat und C-Pal'itat

FUr SU (3) wurden die Daten in 400 bins a. 40 Messungen zusammengefal3t. Die Zahl del'
Thermalisationssweeps entspricht 24 bins. Die statistischen Fehler del' z- Wel'te und del' Mas-
senverhaltnisse wurden mit del' jack-knife-Methode (5.2.6) bel'echnet [41] (und Litel'atul' dal'in)
fUr 400, 200, ... , 25 bins. Falls mit zunehmendel' bin-Grol3e sich kein Plateau im statistischen
Fehler einstellt, wird del' grol3te Fehler angegeben. Die El'ge~nisse, die in Tabelle 2 flil' den Fall
del' reinen SU(3) Eichtheorie dargestellt sind, wurden aile mit einem Zeitschl'itt yon 0.15 auf
einem periodischen Zeitgitter mit 320 'Zeitscheiben' el'halten. Eine Vel'gl'ol3el'ung des Zeitschl'itts
auf 0.2 bewirkt keine Abweichungen im Rahmen des statistischen Fehlel's. Diesel' ist allel'dings
grol3er als im Fall yon SU (2), da die Zahl del' Daten gel'inger ist infolge begl'enztel' zul' Vel'fligung
stehenJer Rechenzeit. (Die Produktion eines bin benotigte 150 Sekunden auf einel' IBM 3090.)
FUr g-Werte kleiner als 0.1 wird die MC-Methode allerdings zunehmend rechenzeitintensiver, da
del' mass gap mit verschwindenden g ebenfalls gegen Null geht.

Da fUr g -+ 0 die Terme niedrigster Ordnung (del' klassische Lagrangian) dominieren, sind
2

die mass gaps proportional g"3 und daher die Massenvel'haltnisse unabhangig yon g. Man kann
deshalb die Massenverhaltnisse fUr g = 0 bestimmen, indem man aile Terme hoherel' Ol'dnung
im effektiven Lagrangian weglal3t und die Simulation fUr ein geeignet gewahltes g durchflihl't.
Da die l\.urven fUr die ?vlassenverhaltnisse in del' Nahe yon z = 0 sehr f1ach verlaufen, kann man
dip .:-Welte, die ma.n nicht messen kann, durch Interpolation erhalten.

Fiir cliese Grllppe wllrclc die \Ionte-Carlo-\IIcthode zur Bestimmung des Spektrums (bzw, del'
moss ,r]OfJs) zuerst von I\.ripfganz and ~Iichael [31, 32] benutzt, und die Reproduktion ihrel'
H.esultale client hier nul' dazu. die Genauigkeit del' Methode zu illustrieren. Die Bilder 1 und 2,



die auch schon in [37] zur Illustration verwendet wurden, zeigen eine recht gute Ubereinstimmung
zwischen del' Monte-Carlo- und del' Variationsmethode - wie auch in [32] berichtet wurde.

Tz -. 1
~ ...

0.0
-0.05

Die durchgezogene Linie zeigt die Ergebnisse von Luscher und Munster [21], und die gepunk-
tete Linie erh~iJt man, wenn man zusatzlich drei Spezies von masselosen Fermionen im effektiven
Lagrangian berucksichtigt. Die Ergebnisse del' Variationsmethode lassen sich dann nahel'ungs-
weise umskalieren, \Vie von van Baal erlautert [30J. 1m Fall yon SU(2) beobachtet man allerdings
einen deutlich sichtbaren systematischen Fehler fur grol3e ZE+, verursacht durch den endlichen
Zeitschritt. da die Massenverhaltnisse flir A1 und T2- Kleiner werden, wenn man vom Zeitschritt
0.2 uber 0.1.) zu einem Zeitschritt von 0.1 Ubergeht. (Die physikalische Lange des Zeitgitters
\Vird jeweils konstanl gehallen.) Diese Verringel'ung del' :Ylassenverhaltnisse wird hauptsachlich
bewirkt durch eine Vergrol3erung von zr:;+ um etwa ein Prozent flir jede Verringerung des Zeit-
schritts um 0.0.). Dagegen sind die Zuwachse del' z- vVel'te flir T{ und A1 etwas kleiner, und
zT- zeigl Uberhaupt keine Zeilschrittabhangigkeil. Del' z .+-Wert andert sich um drei bis [i.inf

2 . '~l



z(irrep)/z[e+)

1.40

t
t +-1 +

...t...... t.
t

0.80
-0.05

Prozent, wenn man yom Zeitschritt 0.2 zu einem van 0.1 libergeht, aber del' statistische Fehler
ist in diesem Fall auch groBer. Es sieht also so aus, als konnte man keinen Plateauwert flir die
jeweilige lv'Iasse erreichen, indem man den Zeitschritt verringert, und obwohl es moglich ist, daB
die verbleibenden Abweichungen del' Datenpunkte van den Kurven in Bild 1 verschwinden, wenn
man zu noch kleineren Zeitschritten ginge, so ist dies doch praktisch nicht erreichbar, da die
A utokorrelationszeit mit immer kleiner werdendem Zeitschritt anwachst. Mit dem hie I' erreich-
ten \iVert des statistischen Fehlers laBt sich del' Unterschied zwischen den Kurven mit und ohne
Fermionen mit del' Monte-Carla-Methode nicht auf[osen, wenn ZE+ kleiner als 0.5 ist im Fall del'
.41 und T2--ZusUinde und flir ZE+ kleiner als 0.75 im Fall des Ai-Zustands. Da del' effektive

?

Hamiltonian in niedrigster Ordnung mit g3 skaliert, sind die Massenverhaltnisse unabhangig
\'on g Ilnd daher in diesel' Ordnung auch unabhangig van ZE+' Del' Term des effektiven Lagran-
gian. der die Hauptabweichung del' Massenvel'haltnisse van einem konstanten Wert flir aile ZE+

be\\'irkt, isl K], da die KJ- und K4-Faktoren eine bzw. zwei GroBenordnungen kleiner sind. Da Kl



durch den fermionischen Beitrag im Betrag yon ca. 0.3 auf ca. 0.17 reduziert wird, ist es offen-
sichtlich, daf3 die Massenverhaltnif3kurven fladler werden und die Kurven fur reine Eichtheorie
im Limes g -+ 0 d.h. ZE+ -+ 0 t~effen mussen. Del' A1-Zustand scheint ein wenig unterhalb
des Variationsergebnisses zu liegen und starker mit zunehmenden zE+ anzuwachsen, aber die
Differenz zum Variationsergebnis ist klein, und daher mag diese Beobachtung eine Oberinterpre-
tation del' Daten sein. Die Aufspaltung del' E+- und T2+-Zustande, die im Limes des unendlichen
Volumens des Torus entartet sein sollten und zum 2+ gluebalt kombinieren, wird yon del' Monte-
Carlo-Methode im kleinen Volumen naturlich nicht aufgelost, (d.h. del' statistische Fehler laf3t
sich nicht genugend veringern), da del' K4-Faktor zu klein ist. Fur reine Eichtheorie setzt das
Tunneln circa bei ZE+ = 0.9 ein, wahrend mit 3 Fermionfeldern das Tunneln kurz VOl'En'eichen
yon ZE+ = 1.2 beginnnt. Dies zeigt sich in del' MC-Rechnung durch einen plotzlichen Anstieg
des zT+ relativ zum zE+-Wert. Da in dem fur das kleine Volumen verwendeten Programm nul'

2

ein Potentialtopf vorhanden war, was streng genom men zu einer nul' metastabilen Simulation
fuhrte - denn wenn das System in einen anderen Potentialtopf tunnelte, war dort das Potential
nicht korrekt, und das Programm wurde abgebrochen - ist es nicht sinnvoll, die z- Verhaltnisse
anzugeben.



Die folgende Tabelle zeigt die Resultate der Monte-Carlo-Rechnungen im Fall reiner Eichfelder,
die Ergebnisse van Vohwinkel filr den niedrigsten in [8J angegebenen g- Wert und au13erdem die
Massenverhaltnisse, die Weisz und Ziemann in [40, lOUilr g = 0 erhielten.

g2 = 0 [10J 'g2 = 0' g2 = 0.01 g2 = 0.05 g"2 = 0.16 g"2 = 0.16 [8J
ZE++ 0 0 0.448(10) 0.715(9) 0.956(8) 0.993

z(irrept"'c. )

=",++
T2TT 1.000 1.013(13) 1.006(27) 0.994(19) 0.990(13) 1.078
Ai+ 1.230 1.25(2) 1.28(5) 1.25(11) 1.23( 4) 1.309
A1'T 2.30 2.35(5) 2.45(5) 2.63(4) 2.78(4) 3.22
At 6.80 5.49(14) 5.56(20) 5.61(16) 5.87(20) 6.45
r+ 3.71 3.42(5) 3.63(10) 3.77(5) 3.98(8) 4.182
E-+ 3.71 3.45(5) 3.61(7) 3.76(6) 3.95(6)
T2+' 4.20 4.05(7) 4.22(7) 4.39(6) 4.72(6) 4.94
E+ 4.20 4.09(5) 4.22(7) 4.38(7) 4.68(7)
T1TT > 3.3 3.99(6) 4.15(10) 4.42(9) 4.60(10) 3.28
T1'T 4.60 4.87(7) 4.99(10) 5.19(9) 5.33(16) 5.39
Tt 2.39 2.72(5) 2.84(7) 2.93(6) 3.22(5) 3.48
T1 1.97 1.82(3) 1.83(4) 1.86( 4) 1.86(4) 1.90
A2 1.73 1.55(2) 1.57(4) 1.57(3) 1.57(2) 1.67

Tabelle .f.2: Massenverhaltnisse in Abhangigkeit van ZE++ filr verschiedene Werte der Kopp-
Iu ngskonstanten g

Obwohl in [10J Massenverhaltnisse filr aile relevanten zE++-Werte angegeben werden, werden
hier nur die Werte filr g = 0 zitiert, da ein Vergleich bei anderen g- Werten qualitativ die glei-
chen Ergebnisse liefern wilrde. Man findet gute Ubereinstimmung filr die E++, Ti+, At+ und
.1i+ -Zustande. Die Differenz zwischen der Monte-Carlo-Rechnung und dem Resultat der Varia-
tionsrechnung in [8J filr E++ ist eine 4(J Abweichung und kannte entweder dadurch verursacht
sein, daB in der Rechnung van Vohwinkel die Terme sechster Ordnung im effektiven Hamilton-
Operator mitberilcksichtigt wurden - da diese im mittleren Volumen bemerkbare Beitrage liefern
- oder durch Effekte des endlich graBen Basissatzes (obwohl van Vohwinkel als kleiner als zwei
Prozent geschatzt) oder durch den systematischen Fehler durch den endlichen Zeitschritt in der
~Ionte-Carlo-Rechnung. Da man filr den skalaren .'1jH -Zustand die zusammenhangende Kor-
relationsfunktion zur Bestimmung des mass gaps berechnen, d.h. zwei statistisch fluktuierende
GraBen \'OIwinander abziehen muB, ist der statistische Fehler filr den mass gap ziemlich graB.
1m Vergleich mit der Variationsmethode kann man also keinen Gewinn an Genauigkeit verbu-
chell. Andcrerseits liegen die mass gaps filr die .'1t-, T2-+, T2+-, E+-, .'12- und T1-- -Zustande
c1cutlich nieclriger als die mit der Variationsmethode errechneten. Dies ist sicher ein Effekt des
ZlI kleinen Basissatzes in den Rayleigh-Ritz-Rechnungen, da eine Anderung des Zeitschritts in
del' ~,Ionte-Carlo-Rechnung auf 0.2 keine Abweichung innerhalb des statistischen Fehlers erken-
nen 1~'if31. l'ngliicklicherweise liefern die r":orrelationsfunktionen filr .'1j-, E-- und T2-- keine
:--Jasscnab::,ch atzu ng. cIie es wert ware z u Papier gebrach t zu werden.

1-



In Bezug auf die in del' obigen Tabelle dargestellten Ergebnisse sind folgende Bemerkungen
angebracht, wenn man mit den Ergebnissen del' Variationsmethode vergleicht:
Del' T1-Operator transformiert als eine irreduzible Darstellung del' Wlirfelgruppe, die nicht nul'
in del' Spin-l-Darstellung sondern auch in del' Spin-3-(und hohere Spins)-Darstellung del' Rota-
tionsgruppe enthalten ist. Dies bedeutet, daB die T2- und A2- mit einer T1-Darstellung zu einer
Spin-3-Darstellung kombinieren, wenn die Rotationsinvarianz ungebrochen ist. Also soIl ten del'
T1-- - und del' A2- -Zustand hinsichlich del' Masse entartet sein. Da aber del' Term im Lag-
rangian, del' die Rotationssymmet;'ie bricht, so klein ist, und del' T1-- -Operator so konstruiert
ist, daB er ein Spin-I-Operator ware, wenn die Rotationsinvarianz ungebrochen ware, projiziert
er wahrscheinlich beinahe ausschlieBlich auf den T1-- -Zustand, del' im Limes des unendlichen
Volumens zum 1-- -Zustand gehort. So liefert nul' die A2- -Korrelationsfunktion den mass gap
des Spin-3-- -Zustands.
In ahnlicher Weise projiziert del' T1++-Operator nicht auf den Zustand, del' sich nach del' ir-
reduziblen Darstellung Tt+ transformiert, die zum Spin 4++ gehort, den Vohwinkel als den
Spinzustand mit del' kleinsten M;:.sse, del' Tt+ enthalt, identifizierte, sondern auf den Spin-
1++-Zustand. Leider stimmt del' mit del' Monte-Carlo-Methode bestimmte Wert nicht mit dem
Massenwert Uberein, del' in [8] fUr den nachsthoheren Tt+ gefunden wurde, del' nicht zum 4++
gehort.
DaB die Rotationssymmetrie im kleinen Volumen ungehrochen ist, zeigt sich auch durch die
Entartung yon T2+- und E+-, die zum 2+- -Zustand gehoren, genauso wie T;+ und E-+. die
zum 2-+ -Zustand gehoren .
Die leichte Abweichung des T1-+ bei g = 0 im Vergleich mit dem Ergebnis del' Variationsrech-
nung konnte vielleicht durch die Tatsache erklart werden, daB ein angeregter Zustand auf del'
Massenskala in del' Nahe liegt (bei 4.86, wenn man das Ergebnis yon Vohwinkel linear nach
g = 0 extrapoliert.) Dies konnte dazu fUhren, daB man eine effektive Masse miBt, die groBer er-
scheint als del' wirkliche massgap, da bei del' Uberlagerung del' Exponentialabfalle del' Term mit
clem kleineren Exponenten sich erst durchsetzen kann, wenn das Signal del' Korrelationsfunktion
schon langst im statistischen Rauschen verschwunden ist. Siehe (5.2.2).
Wenn man die (wenigen) Datenpunkte dazu verwendet, jeweils eine Kurve zweiter Ordnung Zll

jitten, erhalt man mit del' Routine 'Gnuplot' [134] folgende Koeffizienten fUr eine Potenzreihc
z(i1'7'ep)j ZE = 1'0 + rlzE + r2(zE)2. Die Fehler in Klammern in del' folgenden Tabelle geben nul'
die fehler des jits an.

Die folgenden Bilder stellen die obigen Ergebnisse noch einmal in graphischer Form dar:

Del' Effekt del' Fermionen mit antiperiodischen Randbedingungen auf die Massenverhalt-
nisse ist fUr SU(3) kleiner als fUr SU(2), da del' bosonische Teil des K:I-Koeffizienten, del' die
Steigung del' Massenverhaltniskurven hauptsachlich bestimmt, proportional zu N ist im Fall yon
SU (N), wohingegen del' fermionische Teil unabhangig yon N ist. Daraus folgt, daB del' EinfluB
del' Fermionen im Fall del' SU(3) kleiner ist, als es bei deLSU(2)-Theorie del' Fall war. Aus
del' Skalierungsformel fUr die Encrgien (4. 10) bzw. Massenverhaltnisse (4. 11) kann man trotz-
dem die Abhangigkeit del' 1Iassenverhaltnisse yon ZE++ be.rechnen, da man durch einen jit an
die ohne Fermionen erhaltenen 'Messpunkte' die entsprechenden r-Koeffizienten del' Potenzreihe
z(irrep)jzE erhalten kann, die dann mit den oben erwahnten Formeln nul' umskaliert werden
mUssen. um die Massenverhaltniskurven fUr den fermionischen Fall zu erhalten.

Da fUr SC(3) die Ylassenverhaltniskurven in Abhangigkeit yon ZE++ ziemlich flach verlau-
fen. erwartet man im kleinen Volumenbereich also selbst mit drei masselosen Quarks nul' einen
sehr kleinen Effekt. Deshalb wurde darauf verzichtet, die Monte-Carlo-Berechnungen noch ein-
mal mit einem UI1l die fermionischen Anteile erganzten Potential durchzufiihren, da sehr lange



z(irrept'L. )
TO Tl(nj=O) T2(nj = 0) Tl(nj = 3) T2(nj = 3)

z",++
T2++ 1.01315(2) -0.0217(2) -0.0031(2) -0.0156 -0.0016
At+ 1.25006(13) 0.1363(14) -0.1652(15) 0.0978 -0.0850
A

1
-+ 2.3460(7) 0.1142(31) 0.3626(31) 0.0819 0.1866

A+- 5.4944(44) -0.239(26) 0.635(29) -0.1715 0.32681
T2-+ 3.4212(7) 0.2691(43) 0.3213(50) 0.1930 0.1653
E-+ 3.4504(2) 0.1939(8) 0.3421(9) 0.1391 0.1761
T2+ 4.0554(13) -0.0268(63) 0.7438(64) -0.0192 0.3828
E+~ 4.0918(8) -0.0694( 46) 0.7062(50) -0.0498 0.3634
T

1
-+ 4.8680(14) 0.1470(94) 0.381(11) 0.1055 0.196

T"( 2.7242(15) -0.1369(83) 0.6734(87) -0.0982 0.3465
T-- 1.8191(2) 0.0338(11) 0.0123(12) 0.0242 0.00631
.4

2 1..55010(2) 0.0574(2) . -0.0385(2) 0.0412 -0.0198

Tabelle cl.3: Die d urch einen fit erhalten Koeffizienten fur eine Potenzreihenentwicklung del'
Ylassenverhaltnisse in Abhangigkeit von ZE++

Rechenzeiten erforderlich waren, urn den statistischen Fehler soweit zu drucken, daB man eine
Abweichung von den Resultaten del' reinen Eichtheorie sichel' auf den EinfluB des fermionischen
Anteils des effektiven Potentials zuruckfuhren k6nnte.
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Abbildung -1.:3: \lassenverha.ltnisse in Abha.ngigkeit van del' Skalenvariable ZE++ fUr die
Zustande, die gemaf3 del' irreduziblen Darstellung A.t+. At- und A1+ tl'ansformieren.
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Abbildung -l.l: MassenverhaJtnisse in Abhangigkeit von der Skalenvariable ZE++ fur die
Zust ~i.nde. die gema13 del' irreduziblen Darstellung A2-, E+- und E-+ transformieren.
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Abbildung ·L5: l\lassenverhaltnisse in Abhangigkeit von del' Skalenvariable zE++ fUr die
Zustande, die gernal3 del' irreduziblcn Darstellung 1'1--'1'~- und Tt-+ transforrnieren.
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Abbildung -1.6: ~Iassenvel'haltnisse in Abhangigkeit van del' Skalenval'iable ZE++ flil' die
ZusUinde. die gemaf3 del' irreduziblen Dal'stellung Ti+. Ti- unci T;+ tl'ansfol'miel'en.



Kapitel 5

Reine SU(2)- und SU(3)- Eichtheorie
im mittleren Volumenbereich

5.1 SU(2)- Eichtheorie

Wie in Kapitel 2 schon besprochen, ergibt sich durch Ausintegration del' Moden mit Impuls
ungleich Null im Pfadintegral odeI' mit Hilfe del' Blochschen St6rungstheorie in einem endlichen
Volumen mit periodischen Randbedingungen und del' Seitenlange L eine effektive Wirkung bz\v.
ein effektiver Hamiltonian fUr die raumlich konstanten, aber zeitabhangigen Moden A.i(t) ==
c't(t)/ Lund die entsprechenden Feldstarketensoren Ft; = _fabcc~cj. In del' letzten Formel wurde
die Zeitabhangigkeit unterdri.ickt und nul' del' SU(2)-Fall dargestellt. Del' Index i lauft von 1 bis 3.
da die temporale Eichung fi.ir die Impuls-Null-Felder gewahlt wurde. In Ein-Schleifen-Naherung
erhalt man den folgenden effektiven Hamiltonian, wobei das Resultat im sog. Vakuum- Tal in
allen Ordnungen gilt, wahrend transversal dazu nul' Terme viertel' Ordnung in c beri.icksichtigt
wurden [24].

1Ihin = -"2(g-2 + O'Il-1iP /[)(c't) 2
,

VF-P = ~(g-2 + O'?)FapU = ~(g-2 + 0'2) ""' C2C2 - (caca)2 und4 . - lJ 'J 2 L.. 'J I J
'<J

. 2 ( I )
4 ""' sin 2nici. ""' a a lVio,' = 2" LJ (2)2 - 21Cl , Ci =-{LJ Ci Ci ) 2 •

7r n#Q n a

Fur die prakLischen Berechnungen ist es Computerzeit-6konomischer, V1o,- in eine Reihe zu ent-
wickeln. Die Einbeziehung del' Terme del' Ordnung c6 durfte eine ausreichende Naherung fUr
Ytor darslellen. Siehe GI.(.5.18) und Tabelle 3 del' Ref. [24].
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die Lange del' c't's im Farbraum ist. Entsprechend ergibt sich in euklidischer Zeit die effektive
Lagrange- Funktion

1 2 dca dca

Lkin = 2(g- + addtdt (5-8)

Wie in Kapitel 2 schon erlautert, ergibt sich das Minimum del' klassischen Wirkung, wenn aile
drei Felder ci im Farbraum parallel sind, d.h. wenn VFF verschwindet. Da die raumlich konstan-
ten Felder ci(f) nul' von del' Zeit abhangen, tragt in diesem sog. Toronental nul' del' kinetische
Term zur klassischen Wirkung und zur Energie bei, d.h. das Vakuum ist nicht mehr nul' del'
Punkt c't = 0, sondern besteht aus allen nicht durch eine Eichtransformation aufeinander abzu-
bildenden Eichfeldkonfigurationen mit del' kleinsten Energie. Luscher fUhrte das Toronental in
[20J ursprunglich als die Felder ein, die diagonal im Farbraum sind, d.h. proportional T im Fall
del' SU (2). Da auf dem Torus nicht unbedingt die Eichfelder, aber immer die Eichtransformatio-
nen periodisch in L sein mussen, lassen sich nicht aile Felder C[ durch eine Eichtransformation
auf den Ursprung 'zuruckeichen'. Felder C[ > 47l' sind allerdings unter den erlaubten Eichtrans-
formationen eichaquivalent zu solchen im Bereich 0 bis 47l', d.h. das Vakuumtal ist periodisch
modulo-±7l', wenn man eichaquivalente C[ zulaBt, odeI' kompakt, wenn man nul' nichteichaqui-
valente Felder C[ zulaBt. (Schon im SU(2)-Fall gibt es die Wahl, ob man das Vakuumtal in
0'3- Richtung odeI' -0'3 Richtung wahlt. Beide Faile unterscheiden sich nul' durch eine kon-
stante Eichtransformation. 1m SU(3)-Fall wird das Toronental durch A3 und A8 parametrisiert.
Dadurch ergibt sich eine weitere Mehrdeutigkeit, wie im Unterkapitel zur SU(3) noch gezeigt
werden wird.) Da die Lagrangefunktion invariant unter globalen Drehungen im Farbraum ist,
kann das Vakuumtal aber in jeder Richtung liegen, solange die drei Felder nul' parallel sind.
Das Toronental kann dann durch die Langen Ci del' drei parallelen Felder parametrisiert wer-
den. Durch Berucksichtigung del' Quantenfluktuationen del' nichtkonstanten Moden und ihrer
.\usintegration in Einschleifennaherung irn Pfadintegral erhalt man die Terme Vtor im effekti-
\len Potential, die die Entartung des Vakuums zu einem Vakuumtal wieder aufheben und dafur
sorgen, daB nul' die Punkte im Konfigurationsraurn mit Ci = 0 odeI' 27l' nun quantenaquivalente
Vakua bleiben. Die Punkte Ci = 0 und 27l' sind durch die sog. zentralen Konjugationen ver-
bunden. Dies sind Eichtransformationen, die die beiden Punkte ineinander uberfUhren modulo
einer Multiplikation mit einem Element des Zentrums del' Gruppe. Beide Felder sind also nicht
eichaquivalent zueinander, aber da del' Hamiltonian invariant unter diesel' Operation ist, soll-
ten beide Felder aqui\'alente Vakua nach Ausintegration del' nichtkonstanten Moden sein. Diese
Entartung spielt fUr kleine Volumina L3 keine Rolle, da wegen del' asymptotischen Freiheit in
nichtabelschen Eichtheorien die Kopplungskonstante g in diesem Fall klein ist. Das hat zur Folge,
daB del' transversale Teil des Potentials graB wird. Dadurch wird das Toronental weiL entfernt
\,on ckn quantenaquivalenlen Vakua so eng, daB die Quantenftuktuationen del' c't , wenn diese
dazu fLihrcn, daB die c't nicht mehr parallel sind, einen Beitrag zu einem effektiven Toranenpo-
tential liefern. Dieses effektive Potential stellt fur eine Bewegung enlang des Toronentals eine
so holl(' Barriere dar. daB die quantenaquivalenten Vakua praktisch isoliert sind. Mit anderen
\Vorten: \\'eichcn die c'[ weit entfernt \10m Punkt C't = OViVa durch Quantenfluktuationen von
del' Paralleliti-it ab. \aufen sie sofort in ein hohes transversales Potential. Das Vakuum ist dann
so eng , daB ein S~;stem mil, Quantenftuktuationen es nicht durchqueren kann, ohne einen ho-
hen Energieprcis zu Iwzahlen. was den ProzeB sehr unwahrscheinlich werden liiBt. Man hat bei



diesen kleinen g- Werten dann wieder ein eindeutiges Vaku um. Diesel' Fall wurde im Kapitel 4
untersucht.
Wenn g und L goBer werden, kannen auch die Cj graBer werden, da die effektive Potentialbarriere
kleiner wird. In diesem Fall gewinnt die Maglichkeit des Tunnelns zwischen den 8 quantenaqui-
valenten Vakua bei Ci = 0 odeI' 2n (fUr jedes i) an Bedeutung. Man muB den Konfigurationsraum
um die 8 Vakua mit 8 Karten parametrisieren. Michael [32,33] benutzt die Notation, in del' neue
Ci eingefUhrt werden, fUr die immer gilt Ci < n. Die Karten werden unterschieden durch einen
diskreten Index ki, so daB T'i = Ci, wenn ki = +1 und T'i = 2n - Ci, wenn ki = -1 gesetzt ist,
wobei T'i nun die Rolle spielt, die vorher Ci gespielt hatte, d.h. es parametrisiert den gcsamten
Bereich des Vakuumtals von 0 bis 2n.
Koller und van Baal benutzten den Hamiltonformalismus und umgingen die Berechnung des
Spcktrums im vollen Konfigurationsraum, indem sie das Tunneln durch Annahme geeignter
Randbedingungen fUr die Wellenfunktionen an del' Stelle Ci = IT berUcksichtigten. (Zur Illustra-
tion des Verfahrens stelle man sich den symmetrischen double well Oszillator VOl': Anstatt das
Problem im vollen Konfigurationsraum von -00 bis 00 zu lasen, kann man sich zunutze machen.
daB alle Eigenfunktionen entweder symmetrisch odeI' antisymmetrisch bezUglich des Nullpunk-
tes sein mUssen. Man kann dann das Problem auf dem eingeschrankten Konfigurationsraum von
Obis 00 lasen, indem man fUr die gesuchten Eigenfunktionen nul' Variationsfunktionen zulaBt,
die bezUglich des N ullpunktes gerade odeI' ungerade sind. Dies Ubersetzt sich in entsprechende
Randbedingungen am Ursprung: Die geraden Funktionen mUssen aus SymmetriegrUnden am
Ursprung eine verschwindende lokale Steigung haben, wahrend die ungeraden Wellenfunktionen
am Ursprung den Funktionswert Null haben mUssen.) Man kann die gleiche Vorgehensweise im
SU(2)-Fall anwenden, wenn man die Wellenfunktion W als Summe von Produktwellenfunktionen
darstellt.

'T',( 1 2 3 1 2 3 1 2 3) _ "'" .,,l,m( )Ai.I,m(B A.. B A.. B A..)'!', C1,C1,C1,C2,C2,C2,C3,C3,C3 - L 'l-'i T'1,T'2,T'3'*' 1,'1-'1, 2,'1-'2, 3,'1-'3 ,
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wobei nun Kugelkoordinaten im Farbraum fUr die einzelnen ci verwendet wurden. Die von Koller
und van Baal verwendete 'adiabatische Naherung' besteht in del' Annahme, daB die Fluktuatio-
nen um das Vakuumtal von del' Art sind, daB fUr den hier betrachteten Bereich del' Kopplung g
sich die sogenannte transversale Wellenfunktion <I> immer im Grundzustand <I>0'o befindet. Unter
diesel' Annahme kann man die radialen Wellenfunktionen 'lj; danach klassifizieren, ob sie gerade
odeI' ungerade bezUglich del' Operation T'i ~ 2n - T'i sind, und entsprechende Randbedinungen
am SymmetriepunkL bzw. Symmetrieebene, d.h. hier T'i = n, fordern, wenn man die Variations-
wellenfunktion auf den Bereich r'i < IT einschrankt.
Ais Alternative zu diesel' Methode, die Wellenfunktion auf einen Koordinatenbereich (eine Kar-
te) einzuschranken, indem man Randbedingungen aufstellt, kann man natUrlich versuchen, das
Problem auf dem vollen Koordinatenbereich zu studieren. Michael [32, 33] fUhrte hierzu SU (2)-
wertige Koordinaten Ui ein, um die 8 Koordinatenbereiche mit nul' einer Karte zu parametrisie-
ren und die Topologie des Vakuums dadurch zu berUcksichtigen, daB del' effektive Hamiltonian
bzw. eine effektive Lagrangefunktion als eine Funktion del' Ui geschrieben wurde, die gerade in
den Ui war und das Potential fUr kleine Ci reproduzierte, wenn man die Ui um die Einheitsmatrix
bz\\'. die negative Einheitsmatrix in eine Reihe entwickelt:



bzw., wenn man die Aufteilung in die 8 Koordinatenbereiche wieder explizit macht, aber dafiir
die Ci auf den Bereich von 0 bis 271" beschrankt :

Wie oben schon erwahnt, nimmt kj nun die Werte +1 odeI' -1 an, und (;c] ist ein Einheitsvektor
in Richtung von cj.
Die Schwicrigkeit bei diesel' Lagrangian-Methode liegt darin, einen geeigneten Ausdruck fur die
kinetische Energie derjenigen Ci- Felder zu finden, die fUr aufeinander folgende Zeitpunkte in
verschiedencn Koordinatenbereichen liegen. Michaels erste Wahl fur die kinetische Energie war

wobei to die Zcitdifferenz zwischen benachbarten diskreten Zeitpunkten bezeichnet und del' Li-
mes E----t 0 die Ergebnisse des Hamiltonformalismus von van Baal reproduzieren sollte. Die obige
Parametrisierung des Vakuumtals stimmt nul' fur kleine Ci mit dem effektiven Hamiltonian von
van Baal uberein. AuBerdem wird das Vakuumtal durch die Gruppenmannigfaltigkeit del' SU(2)
parametrisiert, die topologisch 53 entspricht, wodurch zwar die Periodizitat bzw. Kompaktheit
des Vakuumtals und die Rotationsymmetrie unter globalen Eichtransformationen korrekt wie-
dergegeben wird, aber die flache Metrik del' Lie-Algebra durch die gekrummte von 53 ersetzt
wird. Dies fiihrte dazu, daB das Spektrum nul' qualitativ mit dem von Koller und van Baal
ubereinstimmte.
Van Baal zeigte [25], daB man durch eine stereographische Projektion U-Variablen erzeugen kann,
mit denen man wiederum eine U-Variablen Wirkung konstruieren kann, die die c-Variablen-
Wirkung in jcder Karte genau reproduziert. Die Verknupfung zwischen den U- und c-Variablen
lautet:

k (71"2 - c2) + 271"iaaca
U (t) = J J J

J 71"2 + c2
J

Das Pfadintcgral in euklidischcr Zeit fUr die entsprechende effektive Wirkung schreibt sich dann

J IT '" . - 2 T r (Ui (t) U/ (t + E) - 1)dUi exp(L.. -3In(Ici) + 2(g + O'r) . ( )F ( )
. t . E!\. it\. i t + E
1 ,I

-2 Tr(Ui(t)Uj(t)U/(t)U](t) - 1)
+c(g + 0'2) L (J(i(t)J(j(t))2 - ElItor(C(t))) ,

J

und dC; das Haarsche \flaB fUr SU(2) ist. Diese effektive Wirkung reproduziert, wie gesagt, in
jcder Karte den effektiven Lagragian, del' am Anfang dieses Kapitels angegeben wurde. Del'
kinetische Tcrm ist proportional

\Vcnn sawohl Ci(l) als auch Ci(t + E) sich in derselben I\:arte befinden. Dies ist gerade die eukli-
dischc Entfernung zwischen zwei Punktcn ins Quadrat genommen. In diesem Fall liegen beide
[Junine in cin und dcrselbcn Karte, dic jetzt einer Kugel mit dem Radius 71" entspricht. Del'
gesamtc Paral1leterbcreich entspricht z\vei Kugeln mit dem Radius 71", deren Randel' aneinander

L
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'geklebt' sind. Diese Topologie spielt dann eine Rolle, wenn das Tunneln zwischen den beiden
quantenaquivalenten Vakua wichtig wird, d.h. ri(t) ist klemer und ri(t + f) groBer 7r. In der
Sprache der Ci kann man sich z.B. Cl (t) und cdt + f) als zwei Punkte vorstellen, die jeder in
einer Kugel mit dem Radius 7r liegen. Wird ein Cl groBer als 7r, gelangt es in die andere Kugel
und wird zu einem Cl mit einem Radius 27r - ri. Der kinetische Term flir den Fall des Tun-
nelns wird also die Entfernung der beiden Punkte sein, wenn man liber die Grenze geht. Die
einfachste Annahme wird sein, daB der Weg die geodatische Entfernung liber die Grenze der
beiden I\:ugeln sein wird, da die Metrik innerhalb der beiden Kugeln ftach ist. Die geodatische
Entfernung entspricht einem \Veg, der eine Reflektion an der Grenze erleidet, wenn man beide
\Vege in die gleiche Kugel projiziert. Siehe die nachfolgende Zeichnung: Dabei ist auf der linken
Seite die Entfernung zwischen ci(t) und Ci(t+f) als unterbroctlene Linie dargestellt flir den Fall,
daB beide in derselben Kugel liegen, d. h. das gleiche ki hab-en, wahrend auf der rechten Seite
die geodatische Entfernung liber den Rand gezeigt wird, wenn sich c(t) und c(t + dt) (Indizes
unterdrlickt) in ihren k- Werten unterscheiden.
Allerdings ergibt der kinetische Term. den man mittels der van Baalschen stereographischen
Projektion erhalt,



ein etwas andercs Ergebnis. Wenn man den Spezialfall ci(t) = ci(t + f) und Ci = 1r - <5wahlt,
erhalt man (28)2(1 - 8j(27f). Man hatte aber erwartet, daB man die minimale Entfernung tiber
die Grenze erhalt, namlich (28)2. Man kann zwar argumentieren, daB fUr 10 ---+ 0 das erwartete
Resultat erreicht wird, da fUr kleine 10 auch die akzeptierten 8 Werte immer kleiner werden, aber
cs ist fraglich, wie schnell die Konvergenz erfolgt.
Deshalb wahlte Michael den 'nattirlichen' kinetischen Term ftir das Tunneln zwischen den beiden
Koordinatenbereichen, indem er die geodatische Distanz fUr jedes Tunnelereignis berechnete.

Mit den AbkUrzungen p = Ci(t) und q = Ci(t + f) und nach Definition des Winkels iJ durch
c't(t)c't(t + c) = pqcosiJ ergibt sich mittels des Kosinussatzes ein Ausdruck ftir den Weg tiber
den Rand

Dabei wird das Minimum beztiglich ry im Bereich von 0 bis 1 gesucht. Dies geschah in einem
vektorisierbaren Programm mittels einer iterativen Zweiteilung des Suchbereichs, wobei nach
dem Vorzeichenwechsel von d( d;) j dry gesucht wurde. Drei Iterationen ergaben eine Prazision
von d rei Prozent, was sich als ausreichend hcrausstellte.

Die eigentliche Monte Carlo Berechnung wurde auf zwei verschiedene Weisen implementiert:
Einmal wurden SU(2) Variablen gewahlt und Zufallsschritte in 53 gemacht, indem die SU(2)
Matrix mit einer geeignet gewahlten Zufallsverteilung multipliziert wurde. Dies entsprach dem
Baar MaB fUr SU (2). Das flache MaB erhielt Michael durch Multiplikation mit dem Korrektur-
faktor In J(i in der Wirkung. Eine andere Moglichkeit ist, die neuen Ci-Variablen zufallig mit
konstanter Dichte in einer Kugel mit Radius 1r zu wahlen und sie zufallig auf die beiden Koordi-
natenbereiche zu verteilen, d.h. ki zufallig +1 oder -1. Diese Prozedur wird natUrlich fUr jedes
i durchgefUhrt. Die Akzeptanz ist allerdings auch fUr den groBten gewahlten g-Wert nur circa
2.5%.
Die Zustandssumme fUr die c-Variablen Formulierung lautet nun:

z = J IIL d3ci exp( -10 L(Lkin + VFF + \!tor))
l,t k, t

-2 1 '" 2 2Lkin = (g + ad- L dilf .2 .,
Dabei ist di die Entfernung zwischen ci(t) und ci(t + f). Es wird immer der ktirzeste Weg zwi-
schen beiden Punkten im Farbraum gesucht, egal ob sie sich im gleichen oder in verschiedenen
Koordinatenbereichen befinden. Wenn sie verschiedene ki- Werte haben, wird die minimale Ent-
fernung iiber den Rand mit Hilfe des binaren Suchverfahrens ermittelt.
Die Auswertung des Pfadintegrals erfolgt mit Hilfe des Standard- Metropolis-Algorithmus. Die
mass gaps werden aus dem Abfallverhalten der Korrelationsfunktionen geeignet gewahlter Ope-
ratoren bestimmt. Die Operatoren werden klassifiziert durch ihr Transformationsverhalten un-
ter den Symmetrien der effektiven Wirkung. Diese sind aile diskret, da die Rotationssymmetrie
durch die Torustopologie auf die Symmetrie der WUrfelgruppe heruntergebrochen wird. Au-
f3erdem gibt es noch drei zusatzliche diskrete Z2-Symmetrien, die man am einfachsten in der
ursprtinglichcn U-Variablen Formulierung sieht : Ui ---+ -Ui fUr festes i. Zustande, die gerade
sind unter dieser Operation. sind glue balls. \Vahrend Zustande bzw. Operatoren, die ungerade
bcziiglich einer oder mehrerer dieser Operationen sind, als Zustande mit einer Einheit des sog.
elektriOichen Flusses in der betreffenden i-Richtung bezeichnet werden. Die Zustande konnen also



inept' in c- Variablen in U- Variablen
At (0,0,0) /; + f: +!'; TrA(Ux) + TrA(Uy) + Tra(Uz)
£+(0,0,0) f; - f,7; r; + f: - 2/; TrA(Ux) - TrA(Uy),etc.
Ti(O, 0, 0) fxfyc~c~ und zykl. permut. TrA(UxUy) - TrA(UxUJ),etc.
A1 (0,0,0) f f f EabccacbCC Tr(UxUxUyVyUzUz) - Tr(UxUxUzUzUyUy)x y z x "/J' z

At (1,1,1) fxfyfz Tr(Ux)Tr(Uy)Tr(Uz)
T2+(1, 1, 1) fzc~c~ ; und zykl. permut. Tr(Uz)(Tr A (UxUy) - Tr A (UxU,:) ),etc.
A1 (1,1,1) EabccacbCC Tr(UxUyUz) - Tr(UxUzUy)x 1/' z
A(l, 0, 0) fx Tr(Ux)
B(l, 0, 0) fxfyfzc~c~ Tr(Ux)(TrA(UyUz) - TrA(UyUI)
A(l, 1,0) lxly Tr(Ux)Tr(Uy)
B(l, 1,0) c~c~ Tr(UxUy) - Tl'(UxUJ)

durch jeweils einen Dreiervektor mit den Eintragen 0 odeI' 1 gekennzeichnet werden. Ein Zustand
mit dem Vektor (0,0,0) ist hinsichtlich aIle I' Transformationen Ui -+ -Ui Vi invariant, ist also ein
glue ball. Dagegen ist del' Zustand niedrigster Energie mit dem Transformationsverhalten (1,0,0)
ein einfaches Flul3quantum in x-Richtung, ein sog. Torelon. Zustande, die in allen Richtungen
entweder gerade odeI' ungerade sind, d.h. mit (0,0,0) odeI' (1,1,1) gekennzeichnet werden, k6nnen
bezi.iglich del' restlichen raumlichen Symmetrie nach del' Wi.irfelgruppe Oh klassifiziert werden.
Zustande mit ein odeI' zwei Flul3quanten dagegen nul' nach del' Gruppe D4. Deren irreduzible
Darstellungen A1 und B2 werden in del' folgenden Tabelle mit A odeI' B bezeichnet.

Die Operation Ui -+ -Ui entspricht in c- Variablen c'f -+ -c'f ,Ci -+ Ci und ki -+ -ki· Die
folgende Tabelle zeigt aIle gemessenen Operatoren in U- und c-Variablen.

Urn die Rechnungen von Michael zu i.iberpri.ifen und Erfahrung fi.ir den SU(3)-Fall zu gewinnen.
wurde im Rahmen diesel' Arbeit noch einmal del' Monte-Carlo-Algorithmus fi.ir SU(2) implemen-
tiert. Dabei wurden nul' die Lie-Algebra-wertigen Ci Variablen benutzt. Die Unterschiede zur Im-
plementation von :vIichael beziehen sich auf die Art Vorschlage fLir den Metropolis-Algorithmus
zu machen. Wahrend Michael die neuen Ci zufallig sowohl in den Kugeln als auch zwischen ihnen
verteilte, indem die ki zufallig als + odeI' - gewahlt wurden, was zu einer sehr kleinen Akzep-
tanzrate fi.ihrte. wenn g klein war, werden die Ci hier schrittweise variiert mit einer Schrittweite,
die so gewahlt ist, dal3 die Akzeptanzrate immer bei 50% liegt. Es ergibt sich nati.irlich die Frage,
was passiert, \Venn ein Schritt Libel' den Rand einer del' Kugeln hinausfi.ihrt. Nati.irlich dreht sich
das Vorzeichen des betreffenden ki urn. Dann wird mit Hilfe des binary search-Algorithmus del'
Schnittpunkt des Pfeils yom alten c't zum vorgeschlagenen neuen c'f' mit del' Grenze ri = IT

festgestellt. \Venn man den Pfeil von ci nach c'f' als Weg eines Teilchens betrachtet, wird das
Teilchen an del' Tangentialebene. die auf dem Auftreffpunkt errichtet wird, wie an einem Spiegel
reflektiert. d. h. die Komponenten des Pfeils senkrecht zur Normalen (, die in diesem Fall immer



I~ e(t) k=-I
I ,

I

I

I

I

I

I

I
i'.

e(t) k= -I / -:f- - - - _
/ I

I
I

I

zum Ursprung zeigt,) bleiben erhalten, wahrend sich die Komponente des noch zu laufenden
Weges in Normalenrichtung umkehrt. Dieses Verfahren wird unter Umstanden wiederholt, wenn
del' reftektierte (Rest- )weg wiederum die Kugelgrenze schneidet. In del' obigen Abbild ung wird
auf del' linken Seite gezeigt, wie sich durch Addition eines Zufallsvektors (durchgezogene Linie)
zum Farbvektor c(t) (durchbrochene Linie, Indidizes unterdriickt) del' Vorschlag ftir den neuen
Vektor c'(t) ergibt. Auf del' rechten Seite ist die gleiche Situation noch einmal ftir den Fall dar-
gestellt, daB del' neue Farbvektor in die andere Kugel wechselt.
:vlan kann zeigen, daB diese Methode, im Monte-Carlo-Algorithmus neue Konfigurationen vor-
zuschlagen. das Kriterium

erftillt. (Dies ist wichtig zur Erftillung del' Bedingung des 'detailierten Gleichgewichts'. Siehe den
Abschnitt tiber importance sampling in Unterkapitel 3. 5. 1. . Dies bedeutet, daB, wenn man von
x startet, man miL gleicher \tVahrscheinlichkeit P nach x' kommt, wie wenn man yon x' startend
nach x gelangL.
Dies W3t sich auch flir gekrtimmte Spiegelflachen zeigen, wenn man berticksichtigt, daB Peine
\VahrscheinlichkeiLsdichte ist. Man muG also jeweils ein kleines Volumenelement um x und x'



irrepJ-' [24] [33],dt = 0.2 [33],dt = 0.1 dt = 0.1 dt = 0.05
At(O, 0, 0) 5.671 5.77(9) 5.37(25) 5.56(13) 5.64(12)
E+(O, 0, 0) 5.179 5.10(1) 5.18(2) 5.21 (2) 5.21(2)
T2+(0,0,0) 9.739 8.84(2) 9.16(3) 9.17(2) 9.26(6)
Al (0,0,0) - 14.16(33) 14.70(4) 14.76(1) 14.98(3)
At(l, 1, 1) 5.747 4.81(2) 4.98(2) 5.03(1) 5.18(5)
Al (1,1,1) 6.613 6.59(4) 6.67(5) 6.72(4) 6.83(1)
A(l, 0, 0) 1.682 1.423(2) 1.478(3) 1.475(5) 1.533(7)
B(l, 0, 0) - 10.47(5) 10.87(2) 10.87(3) 11.07(2)
A(l, 1,0) 3.573 3.01(1) 3.13(1) 3.11(2) 3.23(3)
B(l, 1,0) 2.733 2.74(1) 2.86(1) 2.77(3) 2.73(2)

herum betraehten. Dies hat zur Folge, daB man aueh Auftreffpunkte betraehten muB, die um
die infinitesimale Streeke 6.x vom Auftreffpunkt abweiehen. Dureh die Kriimmung werden die
entspreehend reflektierten Strahlen versehieden sein und nieht mehr aile ~ndas kleine Volumen-
element urn x' fallen. Abel' diesel' Effekt ist in haherer Ordnung in 6.x und spielt deshalb bei
del' Betraehtung del' Wahrseheinlichkeitsdiehte, d. h. im Limes 6.x ~ 0, keine Rolle.

Die Ergebnisse, die Michael mit der MC-Methode erhielt, unterseheiden sich doch urn mehrere
Standardabweiehungen des statistisehen Fehlers, wenn aueh nur urn paar Prozent, von den Wer-
ten, die van Baal mit der Variationsmethode erhalten hatte. (Dieser Effekt zeigt sich besonders
bei dem mL- Wert des elektrisehen Flusses A(100), der mit einer Genauigkeit gemessen werden
konnte, die erst die dritte Stelle naeh dem Komma durch den statistischen Fehler unsicher wer-
den laBt.) Diese Differenzen lieBen sich aueh nieht bei einer Verringerung des Zeitsehritts von
0.2 auf 0.1 verringern - eher im Gegenteil -, wobei man im letzten Fall argumentieren kannte,
daB sieh bei einem Zeitsehritt von 0.1 das sog. critical slowing-down bemerkbar machte und zu
einer langeren Autokorrelationszeit fiihrte, was zu einer Unterschatzung des statistischen Fehlers
fiihrte. Urn zu iiberpriifen, ob die Diskrepanz dureh die adiabatisehen Randbedingungen del' van
Baalsehen Methode oder dureh den endliehen Zeitschritt del' Me-Methode hervorgerufen wurde,
wurden die MC-Reehnungen im Rahmen diesel' Arbeit mit del' oben besproehenen abgeanderten
Methode noeh eimal mit progressiv immer kleinerem Zeitsehritt bis zu einer Schrittweite von
0.05 wiede~holt. Dabei wurde die Zahl del' Zeitseheiben so erhaht, daB die nominale Ausdeh-
nung des Zeitgitters konstant blieb, urn Fehler dureh 'eine endliche Temperatur' - in del' Spraehe
del' Zustandssumme - magliehst auszuschlieBen. Das fiihrt ZIT del' Notwendigkeit, beim kleinsten
Zeitschritt dt = 0.05 960 Zeitscheiben zu verwenden. Insbesondere del' A(l,O,O)-Zustand, d. h.
ein Zustand mit eincr Einheit elektrischen Flusses, und in noch starkerem MaBe del' Ti (0,0,0)-
Zustand, zeigen an, daB del' Kontinuumslimes (,wenn man einmal van Baals Resultate als Konti-
nuumslimes annimmt,) noch weit entfernt ist. Eine weitere Verkleinerung des Zeitsehritts wiirde
nul' in das sog. critical slowing down fiihren. Multigrid- Verfahren mi.iBten zur Anwendung ge-
bracht werden, urn das zu verhindern.



in'epP [24], 'dt = 0' [33], dt = 0.2 dt = 0.2 dt = 0.2 mit dt2-Korrektur
Ai(O,O,O) 5.671 5.77(9) 5.65(7) 5.55(15)
£+(0,0,0) 5.179 5.10(1) 5.07(3) 5.09(1)
Ti(O,O,O) 9.739 8.84(2) 8.82(3) 8.77(3)
Al (0,0,0) - 14.16(33) 14.27(3) 14.24(3)

Al +(1,1,1) 5.747 4.81(2) 4.85(1) 4.74(3)
Al (1,1,1) 6.613 6.59(4) 6.55(8) 6.63(2)
A(I, 0, 0) 1.682 1.423(2) 1.426(4) 1.404(4)
B(I, 0, 0) - 10.47(5) 10.46(7) 10.43(1)
A(1, 1,0) 3.573 3.01(1) 3.02(1) 2.95(2)
B(I, 1,0) 2.733 2.74(1) 2.73(1) 2.74(1)

Ais zweite Maglichkeit, den Fehler durch einen endlichen Zeitschritt zu minimieren, ohne dabei
in das critical slowing-down zu geraten, wurde die Methode verwendet, in der Pfadintegralablei-
tung den Kommutatorterm zwischen kinetischer und potentieller Energie, del' zweiter Ordnung
im Zeitschritt ist, mitzunehmen. Dies flihrt wie erwahnt zu einem Korrekturterm zum Potential
in del' euklidischen Wirkung. (Siehe Unterkapitel 3. 5. 2.. )
V (xi) wird durch

ersetzt. Dabei ist \7 = 8~a del' Gradient bezUglich aller xi, wobei sowohl a als auch i von
1 bis 3 laufen. Das Potential ist hier \!tor + VFF. Wie die folgende Tabelle zeigt, fUhrt auch
diese Korrektur des endlichen Zeitschrittfehlers nicht naher an die Variationergebnisse - eher .im
Gegenteil. (Die statistischen Fehler sind fUr die z-Werte, die noch einmal zur Kontrolle beim
Zeitschritt dt = 0.2 ohne Korrekturterm in del' Wirkung berechnet wurden, etwas graBer als
die von Michael berechneten, da nul' 176 Blacke zu je 250 Messungen berechnet wurden, im
Gegensatz zu den 256 Blacken, die bei Michael die Grundlage fUr die Fehlerechnung bilden.) Es
zeigt sich also, daB del' endliche Zeitschritt del' MC-Methode wahrscheinlich nicht die Quelle del'
Differenzen zwischen beiden Methoden ist.

Eine Bestatigung del' durch die im letzten Unterkapitel vorgestellten numerischen Ergebnisse
ge\\"onnenen Vermutung , daB die Differenzen in del' Energie del' elektrischen Fllisse und der mass
gaps zwischen del' Monte-Carlo-Methode und del' Variationsmethode nicht nul' eine Folge des
endlichen Zeitschritts waren, brachten Vohwinkels analytische und numerische Untersuchungen
del' Problematik in einem radikal vereinfachten Spielzeugmodel flir den SU(2)-Fall [34]: Da die
Diskrcpanz ;mischen den Ergebllissen der beiden Methoden auch fortbesteht, wenn man das
Potential abschaltet [34]. kann man auch den Fall eines freien Teilchens betrachten, das sich in
zwei I\:ugeln vom Radius 7f bewegt, denn das ursprUngliche Problem mit den drei Farbvektoren
C'll.C~ une! c3 entkoppelt ja in drei unabhangige Teilchen, d. h. die Wellenfunktion des Problems
faktorisiert in drei Wellenfunktionen fUr jeden Farbvektor C;. Aufgrund del' Kugelsymmetrie des



vereinfachten Problems bieten sich Kugelkoordinaten zusammen mit einem diskreten Index ki

an, del' anzeigt in welcher del' beiden am Rand identifizierten Kugeln sich das Teilchen befinden.

Aufgrund del' Symmetrie des Problems kannen die Eigenfunktionen danach klassifiziert werden,
ob sie symmetrisch oder antisymmetrisch bei Vertauschung del' Kugeln sind. Man kann daher die
Wellenfunktion durch die auf eine Kugel beschrankte Wellenfunktion 11! und deren Symmetrietyp
besch rei ben.
Die Randbedingung bei 7' = 1f ist eindeutig flir die antisymmetrischen Wellenfunktionen:

Hingegen kann man flir die symmetrischen Wellenfunktionen verallgemeinerte Randbedingungen
betrach ten [34J:

f)
f)r log (rl1!(r, 0, ¢))/r=7r = b .

Bislang war nul' b = 0 betrachtet worden. Fur jedes b ergibt sich eine bestimmte Basis von
Eigenfunktionen. Aufgrund del' Kugelsymmetrie des Problems faktorisieren die funktionen:

die geodatische Entfernung libel' den Rand del' Kugel beinhaltet und diese geodatische Entfer-
nung analytisch die Lasung einer quartischen Gleichung erfordert, berechnete Vohwinkel den
Effekt des endlichen Zeitschritts durch eine Berechnung del' Transfermatrix mit Hilfe del' Van
Baalschen Wahl del' kinetischen Energie (5-17). Die Transfermatrix zwischen zwei Wellenfunk-
tionen \.lr und eI>ist dann gegeben durch:

1

T.p.~ = :L J drldr2\.lr(rl' kdeI>*(r2' k2)J((rl, r2, Ik1 - k21)
k1,k2=O

[((ri,r2,6k) = ~exp[-(T!\in(ri,r2,6k)J. (.5-29)
y 21fE .

Als Ergebnis einer Entwicklung del' Transfermatrix flir I = 0 und einer Raleigh-Ritz-Berechnung
mit einem Basissatz von maximal 800 Basiszustanden erhielt er sehr genaue Werte flir den
Grundzustand. den ersten antisymmetrischen Zustand und dem ersten angeregten Zustand mit
I = 1 flir E- Werte bis 2.0 . 10-5, z. B.

Ein Vergleich mit einer Monte-Carlo-Rechnung mit van Baals kinetischen Term (5-17) ergibt
ausgezeichnete Obereinstimmung im Rahmen des statistischen Fehlers. Eine Wiederholung del'
:VIonte-Carlo- Rechn u ng rn it dem von Michael gewahl ten 'geodatischen' kinetischen Term ergi bt
Abweichungen von den analytischen Resultaten von del' gleichen GroBe wie schon in den vollen
S l' (2)- Rechnungen.
\'Ian kann einen kinetischen Term 'konstruieren " del' die mit einem Harniltonoperator gewonnen



Resultate fill' das 'Spielzeugmodel' exakt reproduziert. Man erhalt aus del' Spektraldarstellung
des Kurzzeitpropagators [105]

1 00
e-(L[\in(rl,r2,.6.k) = ..)27fE3 L L (-1)s.6.kjl(aslirdjl(asljr2)P/(c)e-(1/2)Cl'~,](

s=O j,/=O

Dabei ist c del' Kosinus des Winkels zwischen rl und r2 und aOlj und allj sind entsprechend
(5-24) und (5-25) gewahlt. Man kann die Summen fill' endlich groBe E nach lmax und jmax abbre-
chen, ohne einen in del' Monte-Carlo-Simulation bemerkbaren Fehler einzufilhren - fill' E = 0.15
reichten lmax = 100 und jmax = 40. Klarerweise kann man nicht bei jedem Monte-Carlo-Schritt
die Summe neu berechnen. Deshalb wurde LKin , das nul' von rl,r2 und c abhangt in einer
Tabelle mit 503 Eintragen tabelliert und aile nicht in del' Tabelle erfaBten Werte per Spline-
Interpolation gewonnen, wenn sie in del' Monte-Carlo-Rechnung ben6tigt wurden. Mit diesel'
Methode gelang es Vohwinkel nicht nul' in dem Spielzeugmodell die 'Kontinuumswerte' mit del'
Monte-Carlo-Methode zu reproduzieren, sondeI'll auch im vollen SU(2)-Modell die Resultate von
van Baal im Rahmen des statistischen Fehlers zu reproduzieren. Da durch den Potential term
Korrekturen del' Ordnung 0(E2) m6glich werden, muB man nun die mass gaps fill' mehrere ver-
schiedenen Zeitschritte berechnen und die Ergebnisse nach E = a extrapolieren.
Durch Vohwinkels Arbeit [34] dilrfte klar sein, daB die Unterschiede zwischen del' Raleigh-Ritz-
Methode zur Bestimmung des Spektrums des effektiven Hamilton-Operators und del' Monte-
Carlo-Methode auf dem Zeitgitter hauptsachlich in del' Behandlung des kinetischen Terms be-
grilndet si nd.

5.2 SU(3)- Eichtheorie

1m Faile von SU (3) sind die raumlich konstanten Eichfeldkonfigurationen, die den magnetischen
Teil del' Wirkung minimieren, gegeben durch:

Durch die geforderte Periodizitat del' Eichtransformationen auf dem Torus lassen sich nicht aile
diese 'reinen Eichungen'

wieder auf das klassische Vakuum A = a zurilckeichen. Vielmehr sind zwei Felder Ai und Ai
eichaquivalcnt, wenn gilt

-b a(b) 27f
ai = ai mod (L) ,

\\'obei a eine beliebigc Permutation del' Farbindices b ist, und fill' aile A gilt

aufgrund del' Tatsache. daB die A-Felder Lie-algebra-wertig und daher spurlos sind. Wieder ist
del' Hamiltonoperator nil' eine reine Eichtheorie invariant gegenilber zentralen Konjugationen,
die zur Transforma.tion del' Eichfelder mit Elementen des Zentrums von SU(3), d. h. Z3, filhren.



Man wil'd also entlang des Vakuumtals 3 quantenaquivalente Vakua el'wal'ten. Wenn man ein
Element W del' SU(N)-Algebl'a definiel't

W = ~ diag(l, ... , 1,(1- N)) ,

271"
hk(x) = exp (L yikiXiW), ,ki = 0, ... , (N - 1) .

I

Da SU(3) zwei Genel'atol'en hat, die diagonal sind, d. h. miteinander vel'tauschen, ist das
Vakuumtal, in dem das klassische Potential <X [Ai, Aj]2 gleich Null ist, zwei- bzw. sechsdimensio-
nal. Die Gl'uppe SU(3) hat dem Rang zwei, d. h. es gibt zwei Casimil'-operatol'en, also auch zwei
eichinval'iante Polynome. Das el'ste ist analog SU(2) das Quadrat des 'Radius' im Farbraum.

S

1.
2 = '" caca = 2Tr(c2

)t L......t t t t

a=l

Si = L~.b,e=l cickidabe = 4Tr(cy)
/rl3( 3 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 + 3 2V,) -cs - 2"c7cs - 2"c5CS - 2"c4cs + c3cs + c2cs c1Cs

-~V3C3C? - ~V3C3C~ + ~V3C3C~ + ~V3C3d

+3V3cIC5C7 - 3V3c2C4C7 + 3V3c2C5C6 - 3V3cIC4C6)

(5-40)

(5-41 )

Dabei wurde in del' letzen Fol'mel auf del' rechten Seite del' Raumindex i unterdrlickt und die
Farbindices nach unten gezogen. Man kann zwar die Randel' eines Teilvakuums dul'ch die In-
varianten l' und S beschl'eiben, aber diese Wahl ware unbequem, da die Grenzen komplizierte
Funktionen von r und s waren. Stattdessen ist es einfacher, eichinvariante 'Xl und 'y' einzuflihl'en.
Man definiert :

-+. 1 . r;; Si
'f/i = - arCSll1 v 333 l'i

Wie im Folgenden gezeigt wird, besteht im Vakuumtal - genauer gesagt in dem in Abbildung 5.
3 schraffierten Dreieck - zwischen diesen 'x' und 'y'-Koordina.ten und den 3- und 8-Koordinaten
eine einfache Beziehung. Man kann eine Feldkonfiguration, die im Vakuumtalliegt, d. h. bei del'
del' Eichfeldkommutator verschwindet, immer in die 3- und 8-Koordinatenebene drehen. Auch
wenn die Ci nicht aile miteinander kommutieren, d. h. eine Vakuumkonfiguration vorliegt, kann
man zumindestens ein Ci immer in die Diagonalform

3

ci>..a/2 = diag(a1,a2,a3
) 'Lab = 0

b=1



Abbildung .5.3: Das SU(3)- Vakuumtal.
In del' obigen Abbildung steht C1 fUr C8 == c~ und C2 fUr C3 == cf.

bringen, da die c't ja hermitische Matrizen sind. Allerdings sind diese 3- und 8-Koordinaten bzw.
'x' und 'y' nicht eindeutig bestimmt, da eine gleichzeitige Permutation del' entsprechenden a's,
eichaquivalent zur Ausgangskonfiguration ist. [20] (1m SU(2)-Fall war dies die Wahl von a3/2
odeI' -a3/2 als Richtung des Vakuumtals. Eine globale Farbrotation bildet beide Vakuumkonfi-
gurationen aufeinander ab.)
Entsprechend gibt es auch drei Moglichkeiten zentrale Konjugationen zu bilden, die periodisch
sind bis auf ein Element von Z3. Zeichnet man das Vakuum und seine durch zentrale Kon-
jugationen erzeugten Bilder in ein 3-8 - Koordinatensystem und errichtet auf halber Strecke
zwischen den 'Vakua' senkrechte Trennungslinien auf den Verbindungslinien del' Vakua, so wird
die 3-8-Ebene in ein hexagonales Gitter von Einzugsbereichen del' einzelnen Quantenvakua ein-
geteilt. In del' obigen Abbildung, entnommen aus [19],ist das effektive Potential im Vakuumtal
als Hohenlinien eingezeichnet. In dem schraffierten Gebiet liegen die aus (2.30) und (2.31) aus
den farbinvarianten r und s errechneten 'x' und 'y'-Koordinaten. In diesem schraffierten Gebiet
fallen sie mit den entsprechenden 3- und 8-Koordinaten zusammen. Andere, auBerhalb dieses Ge-
biets. aber ebenfalls nul' in del' 3- 8-Ebene liegende Punkte, erhalten die gleichen r und s-Werte
und damit auch 'x' und 'y'-Koordinaten. Man betrachte den Einzugsbereich urn den Ursprung.
Durell konstante Farbrotationen wird irn gesarnten Farbraurn ein Gebiet abgegrenzt, wenn die
farbrot ierten Grenzen irn 3-8-Raurn auch die Grenzen irn gesamten Farbraum bilden. Wie im
Sl'(2)-Fall betrachtet man nul' das Einzugsgebiet urn das Vakuum urn c't = O. Punkte in diesem
Cebict erhaJten den diskreten Index ki = 0, Punkte deren 1'- und/oder s-Werte bzw. x,y-vVerte
ill dem schraffierten Bereich del' obigen Abbildung in die Einzugsgebiete del' mit '+' odeI' '-'
gekennzeichlleten Bereiche fallen. erhalten entsprechend ki = +1 odeI' ki = -1.
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Abbildung 5A: Del' gesamte Bereich des Vakuumtals mit den Einfluf3bereichen del' zentral kon-
jugierten Vakua und deren Weyl-rotierte Kopien.Die drei Pfeile bezeichnen aquivalente zentrale
Konjugationen des Vakuums c = o.



Wie im SU(2)-Fall werden neue ci(t)' aus den alten ci durch Addition eines Zufallsvektors mit
maximaler Schrittweite 5 gebildet:

dabei sind die it gleichverteilte Zufallszahlen im Bereich [-1,1]. Urn zu sehen, ob der Vorschlag
auBerhalb des Kartenbereichs gefiihrt hat, berechnet man aus ci' die entsprechenden r' und s'
bzw. x' und y'. Wenn man diese hat, HiBt sich leicht feststellen, ob die Grenzen iiberschritten
wurden. (AuBerdem ergibt sich sofort das neue ki.) 1st dies der Fall, wird die Strecke Ilci' - cill
und ein Einheitsvektor in Richtung ci' - ci bestimmt. Dieser Pfeil yon ci nach cf' soil wie
im SU(2)-Fall an der Tangentialebene des Auftreffpunktes auf die Grenze reflektiert werden.
Dazu wird del' SchniUpunkt mit der Grenze durch binare Unterteilung gesucht. Dann wird der
SchniUpunkt in die 3-8-Ebene gedreht (wobei die U-Matrizen numerisch bestimmt werden [136])

cdiag = U c Ut (5-46)s s,

wobei cs = c~ta/2 die Schnittpunktskoordinaten darstellt, und der Raumindex i unterdriickt
wurde. YIit derselben Transformationsmatrix U wird der Einheitsvektor in Pfeilrichtung trans-
formiert. Der Pfeil wird dann analog dem SU(2)-Fall in Komponenten in der 3-8-Ebene und
die anderen zerlegt. Die Komponenten in der 3-8-Ebene werden an der Grenze reflektiert, die
anderen Komponenten bleiben unverandert. Danach wird das Ergebnis mit der inversen Matrix
U-1 zurlicktransformiert und der Weg entlang des neuen Einheitsvektors fortgesetzt.
Diesc Prozedur wird unter Umstanden wiederholt, falls im weiteren Verlauf des Pfeils erneut
cine Grenze getroffen wird.

Die Berechnung des kinetischen Teils der Wirkung ist einfach, wenn ki(t) = ki(t+f) ist, namlich
t...Skin = {(c't(i) -Cf(t+f))2}/{2E}. Flir den Fall, daB c't(t) nicht im gleichen Bereich wie Cf(t+f)
liegt, d. h. sich die entsprechenden k;'s unterscheiden, wird wieder t...Skin = {(dgeo)2}/{2f}
gewahlt, wobei dgeo die geodatische Distanz zwischen den beiden ci-Vektoren sein soIl. Obwohl
der einem ki zugeordenete Bereich nicht mehr die Gestalt einer (Hyper-)Kugel hat, wird das Mi-
nimum der Entfernung liber den Rand zuerst in der yon c't(t) und Ci(t+f) aufgespannten Ebene
durch binare Unterteilung gesucht. Erst danach wird urn das Minimum dieser eingeschrankten
Suche eine random-walk-Suche in allen Dimensionen vorgenommen. Es stellt sich heraus, daB
in den meistcn aller Faile das dann erhaltene Minimum nur urn einige Prozent yon dem der
eingeschrankten Suche abweicht.
Bei der Suche der minimalen Entfernung liber den Rand werden keine minimalen Wege beriick-
sichtigt, die liber zwei Grenzen hinweg fiihren wiirden, da eine Minimierung mit Variation yon
zwei Punkten auf den Grenzflachen zu rechzeitintensiv ware. Gliicklicherweise sind solche mini-
malen Wege nul' fiir wenige Konfigurationen moglich, bei den en die Endpunkte der ci- Vektoren
nahe den Eckcn del' Einzugsbereiche del' Quantenvakua liegen. Das effektive Potential im Va-
kuumtal, das durch die transversalen Fluktuationen der ci induziert wird, ist in diesem Bereich
am groBten. so daB diese Konfigurationen bei den Werten del' Kopplung, flir die das Tunneln
zwischen den Quantenvakua selten ist und in den Minima des effektiven Potentials erfolgt, keine
groBe Rolle spielen werden.
Das effektive Potentia.l. in dem sich die ci bewegen, wird induziert von den Nullpunktsfluk-
tllationen aller raumlich nicht-konstanten Moden und wird hier in der Wirkung bis zur vierten
Ordnung transversal Zllm Vakullmtal und bis zur sechsten Ordnung im Vakullmtal verwendet.

L
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Abbildung 5.5: Beziehung zwischen den zentral konjugierten Eichfeldern c und c', sowie den auf
verschiedenen Seiten einer Grenze liegenden Eichfeldern c und c".

[8] Urn die Randbedingungen an den Grenzen del' Einzugsbereiche del' Quantenvakua zu fin-
den, beschrankt man sich wieder darauf, das Transformationsverhalten del' Wellenfunktionen im
Vakuumtal zu finden, und verallgemeinert die Randbedingungen dann, indem man die Trans-
formationsgesetze eichinvariant formuliert. Wie im Fall yon SU(2) kann man wieder den elek-
trischen FluB fUr jede Raumrichtung i unabhangig yon den anderen definieren. Die folgende
Abbildung zeigt, wie sich eine zentrale Konjugation auf eine Konfiguration nahe del' Grenze des
Einzugsgebiets auswirkt. Urn die Randbedingungen an del' Grenze del' Einzugsbereiche festle-
gen zu konnen, muB man eine zusatzliche Refiektion ausfiihren und das Verhalten del' einzelnen
Zustande unter diesen 'Einteilchen '-Refiektionen untersuchen. In del' Abbildung wird die auf
das Vakuumtal beschrankte Konfiguration c = (C3' cs) durch eine zentrale Konjugation auf c'
abgebildet. Die Wellenfunktion mit elektrischen FluB e transformiert sich wie

l;m die Rand bedingungen festzulegen, muB man eine Beziehung zwischen den Konfigurationen
c' und c" herstellen. Man findet[8], daB positive Paritat del' Wellenfunktion IJ!(C3' cs) in i-Rich-
tung die Randbedingung IJ!(C3, -cs) = IJ!(C3' cs) impliziert und negative Pari tat IJ!(C3, -cs) =
-1J!(C3' cs) ergibt. Diese Randbedingungen iibertragen sich altCh auf die Weyl-rotierten Grenzen
zwischen den Quantenvakua. Man findet also fUr Zustande, die invariant unter Refiektionen
sind, einfach Periodizitat unter zentralen Konjugationen, wahrend antisymmetrische Zustande
an del' Grenze zwischen den Einzugsbereichen verschwindende Wellenfunktionen haben miissen.
Zur Bestimmung dcr mass gaps del' Zustande, die symmetrisch beziiglich del' Grenzen sind,
wurden wieder die Operatoren aus Tabelle 1 verwendet. (Siehe vorheriges Kapitel.) Analog dem
SU(2)-Fall, wo Ylichael Z2-Faktoren fUr jede 'Einteilchen'-Symmetrie einfUhrte (siehe Tabelle 2
und die Diskussion davor), wurden hier nun ein odeI' mehrere komplexe Z3-Faktoren eingefiihrt.



g2 = 2.56 [8] dt = 0.15
ZE++ 1.847 1.9(5)
ZE+- 12.86 (Tr ) 12.7(5)

zA;H 2.919 3.7(8)

zA+- 13.93 13.4 +/- 1.8

g'2 = 2.56 [8] dt = 0.15
zT+- 9.937 9.2(2)

zl~-+ 10.28 12.4(1)
? 5.77 4.4(3)-A;-

zT,-- 4.70 6.0(2)

zA-+ 9.20 8.1(7)

zT,++ 3.78 2.8(1)

Aufgrund del' ungenUgenden Statistik, d. h. del' rechenzeitintensiven da nicht optimierten Im-
plementierung des Monte-Cario-Algorithmus', laBt sich bei den E++- und At+-Zustanden noch
kein Plateau del' effektiven Ma.ssenwerte erkennen, da da.s statistische Rauschen mit zunehmen-
den Zeitabstand in del' Korrelationsfunktion anwachst und die obengenannten Zustande mit den
verwendeten Operatoren erfahrungsgemaB erst bei gr6Berem Zeitabstand ihr Plateau erreichen.
Die angegebenen Werte k6nnen deshalb nul' obere Grenzen sein.

Die entsprechenden Zustande mit negativer C-Paritat zeigen ein etwa.s besseres Verhalten
del' Korrelationsfu nktionen bzw. del' effektiven Ma.ssen. Da in [8] keine mL- Werte fUr die E+--
Zustande angegeben sind, wurde stattdessen del' 9 = 1.6-Wert fUr den T2+--Zustand zum Ver-
gleich herangezogen unter del' Annahme, daB beide in mittlerem Volumen zur Spin-2-Darstellung
geh6ren und nicht so stark yon del' Aufspaltung betroffen sind wie T.j+ und E++. Wie im vor-
herigen Unterkapitel erlautert, haben die Tic, Afc und T(C Randbedingungen zwischen den
zentral konjugierten Quantenvakua, die einen Nulldurchgang del' entsprechenden Wellenfunktio-
nen an den Grenzen fordern. Urn die Energien del' Zustande zu 'messen', muB man Operatoren
konstruieren, die nul' auf diese Zustande projizieren und nicht auf solche mit symmetrischen
Randbedingungen. Del' Versuch, dies mit komplexen Z3-Faktoren zu erreichen, ist fehlgeschlagen,
nul' die Zustande mit den 'falschen', d. h. symmetrischen Randbedingungen konnten gemessen
werden.

Diese zeigen cin wesentlich besseres Verhalten des zeitlichen Abfalls del' Korrelationsfunktio-
nen bz\\'. del' effektiven Ma.ssen. Man sieht aber insbesondere beim 'T.j+ '-Zustand den gleichen
Effekt. del' schon bei den SU(2)-Rechnungen auftrat: Del' Zustand mit falschen Randbedin-
~lIngen liegt linter dem "richtigen' T2++-Zustand, d. h. Zustande, die elektrischen FluB tragen,



konnen trotzdem mit ihren Massenwerten unter denen ohne elektrischen Fluf31iegen. Man erwar-
tet, daf3 diesel' Effekt ein Artefakt des endlichen Volumens ist und bei Vergrof3erung des Torus
verschwindet.



1m Rahmen diesel' Arbeit wurde gezeigt, daB die Monte-Carlo-Methode auch bei Problemen, die
von del' Zahl del' Freiheitsgrade eher dem Bereich del' Quantenmechanik als dem del' Quanten-
feldtheorie zuzurechnen sind, mit den traditionellen Methoden del' Quantenmechanik wie z.B.
del' Variationsmethode konkurrieren kann. Dabei lassen sich die gleichen Techniken verwenden,
die auch bei del' Berechnung von sog. Gittereichtheorien zur Anwendung kommen, - nul' das
das Raum-Zeit-Gitter del' Gittereichtheorie auf ein Zeitgitter reduziert wird. AuBerdem sind die
bchandelten Probleme gekennzeichnet durch das Vorhandensein mehrerer entarteter Potential-
minima ('Vakua'), zwischen denen TunnelUbergange stattfinden k6nnen. Diese Entartung ist
eine Folge einer ZN-Symmetrie del' Hamiltonfunktion del' reinen Eichtheorie SU(N). Die in del'
Hamiltonfunktion des Systems auftretende Kopplungskonstante hangt als sog. 'laufende Kopp-
lungskonstante' von del' linearen Ausdehnung des raumlichen Volumens des Systems ab, dessen
toroidale Topologie die ebenfalls toroid ale Topologie des Konfigurationsraumes del' Systemfrei-
hcitsgrade bestimmt. Wenn diese Kopplungskonstante nun sukzessive vergroBert wird, gelangt
man ab einem gewissen Wert del' Kopplung von einem Bereich, in dem die Tunnelrate exponenti-
ell unterdrUckt und die Aufspaltung del' Spektren durch das Tunneln unmeBbar klein ist - dem
sog. Bereich kleinen Volumens -, zu einem qualitativ anderen Bereich, in dem die Tunnelrate
groB ist und starke Auswirkungen auf die Energie del' verschiedenen Zustande haben kann. So
wird Z. B. die Entartung del' sich nach del' irreduziblen Darstellung del' WUrfelgruppe transfor-
mierenden Zustande E und T2, die im Limes unendlich grossen Volumens einen Spin-2-Zustand
bilden wUrden, in diesem sog. Bereich mittelgroBen Volumens aufgehoben. Weiterhin ist das hier
vorliegende Potential problem insofern unkonventionell, als das Potential es den 'Teilchen' erlau-
ben wUrde, im sog. Vakuumtal aus dem EinfluBbereich je eines del' entarteten sog. Quantenvakua
zu entkommen, \Venn nicht ihre Quantenfluktuationsbewegung transversal zum Vakuumtal einen
effektiven Potential berg induzieren wUrde, del' sie fUr kleine Werte del' Kopplung auf den Be-
reich urn je ein Quantenvakuum beschrankt. Es zeigt sich nun, daB die Monte-Carlo-Methode
auch die raumliche Beschrankung durch dieses dynamische, von Quantenfluktuationen induzier-
tc Potential genauso effektiv simuliert wie solehe, die durch herk6mmliche Potentialterme in del'
Hamiltonfunktion bedingt sind.

1m kleinen Volumenbereich, d. h. wenn Tunneleffekte zu vernachlassigen sind, erhalt man fol-
gende Ergebnisse: Die mass gaps, d. h. die Differenzen zwischen dem ersten angeregten Zustand
und dem Grundzllstand, lassen sich mit einer Genauigkeit von wenigen Prozent odeI' besser
bestimmcn. AuBerdem hat die Diskretisierung del' Zeit im Rahmen diesel' Genauigkeit keinen
EinfiuB auf die Ergebnisse. DaB del' EinfluB des endlichen Zeitschritts gering (GroBenordnung ein
Prozent) ist. \Vurde durch Variation des Zeitschritts von 0.2 auf 0.1 bzw. 0.15 gezeigt. Dement-
sprechcnd zeigen die 1vIassenverhaitnisse fUr SU(2) auch nul' fUr gr6Bere Werte del' Skalenvaria-
bien ZE+ = mE+ L, die die lineare Ausdehnung des Torusvolumens, gemessen in Compton-
WellenUingen des niedrigsten mass gaps bzw. glue balls, angibt, nahe dem TunnelUbergang
:\b\\'eichungen von den Raleigh-Ritz-Ergebnissen. Da man in diesem Bereich eine abnehmen-
de Genauigkeit del' Variationsrechnung erwartet, sprechen diese geringen Abweichungen nicht
unbedingt gegen die Monte-Carlo-Methode. Eine UberprUfung del' von van Baal gefundenen
lTmskalierungsformel von Raleigh-Ritz-Ergebnissen del' reinen Eichtheorie auf Ergebnisse mit
:3 massclosell Fermionen (Quarks) durch direkten Vergleich mit den Monte-Carlo-Ergebnissen
z('igt ebenfalls nul' Abweichungen im Prozentbereich. Da die Umskalierung Terme viertel' Ord-
!lllng ill del' .~nt\Vicklung del' Energien nach Potenzen von g2/3 nicht berUcksichtigt, ist eine
\'ollsUindige ljbereinstimmung wohl auch nicht Zll erwarten. Die Vorteile del' quantenmechani-



schen Monte-Carlo-Methode zeigen sich insbesondere dann, wenn es aufgrund del' Problemstel-
lung schwierig ist, eine moglichst vollstiindige Basis fUr die Berechnung del' Matrixelemente im
Raleigh-Ritzschen Variationsverfahren zu finden.
So erwiesen sich die Variationsrechnungen fUr SU(3) im kleinen Volumen als sehr viel schwieri-
gel' als im Fall del' SU (2)-Eichgruppe, da Weisz und Zieman fUr einige Zusta.nde nul' sehr kleine
Basissa.tze finden konnten. (Zwar konnte Vohwinkel die Schwierigkeiten von Weisz und Ziemann,
eine Basis fUr den Fall des effektiven Hamiltonoperators del' reinen SU(3)-Eichtheorie auf dem
Torus zu finden, Uberwinden, aber die von ihm verwendete Basis ist auf die Berechnung von
Matrixelementen im mittleren Volumen optimiert, so daB die Genauigkeit im kleinen Volumen
beeintra.chtigt sein konnte [8J.)
Fur die Monte-Carlo-Methode stellt sich dieses Problem nicht. Eine einzige Basisfunktion kann
als Projektor auf den jeweiligen Zustand dienen, wobei sich die Zusta.nde nach den irreduziblen
Darstellungen del' Wurfelgruppe transformieren und durch ihr Verhalten unter Parita.ts- und (im
Fall del' SU(3)) C-Parita.tsoperationen klassifiziert werden konnen. Die einzige Schwierigkeit, die
bei del' Implementierung del' MC-Methode auftritt, ist durch die Tatsache bedingt, daB fUr einige
Zusta.nde auch die einfachsten moglichen Polynome, die sich entsprechend transformieren, schon
viele Summationen Uber verschiedene Farb- und Raumindizes erfordern. Diese lassen sich nicht
als simple Verschachtelung von Programmschleifen programmieren, da in diesen dann meistens
nul' Null aufaddiert wUrde. Also empfiehlt es sich, einige del' Summen von Hand auszufUhren
und die Teilergebnisse dann geschickt zu verknUpfen. Meistens erha.lt man mit den in diesel'
Arbeit verwendeten Projektoren Plateaus in den effektiven-Masse-plots, d. h. die mass ga~
Bestimmungen sind in einem Bereich von mehreren Zeitschritten unabha.ngig vom Zeitabstand
zwischen den Operatoren, die man benutzt, um den Erwartungswert del' entsprechenen Kor-
relationsfunktionen zu bestimmen. Diese Tatsache und die StabiliUit del' Ergebnisse gegenUber
Variationen des Zeitschritts lassen die Vermutung berechtigt erscheinen, daB die Monte-Carlo-
Resultate deshalb deutlich unter den Ergebnissen del' Raleigh-Ritz-Rechnungen liegen, weil die
BasissatzgroBe del' Val'iationsrechnungen nicht ausl'eichte, so daB die Val'iationswellenfunktion
del' wahren Wellenfunktion nicht nahe genug kommen konnte. Man kann nun ein Polynom (zwei-
tel' Ordnung) in zE++ an die Monte-Carlo-Daten fUr jeweils einen Zustand anpassen und dieses
Ergebnis wieder mit del' van Baalschen Methode umskalieren, um die Ergebnisse fUr SU(3) im
kleinen Volumenbereich mit drei masselosen Quarks zu erhalten.

1m sog. mi.ttleren Volumenbereich wurden die Massenverha.ltnisse fUr SU(2) sowohl ohne als auch
mit (masselosen) Fermionen schon von Michael [33J mit del' quantenmechanischen MC-Methode
berechnet. Seine Vorgehensweise, im Metropolis-Algorithmus neue Konfigurationen vorzuschla-
gel.1, die TunnelUbel'ga.ngen zwischen zwei Einzugsbereichen von Quantenvakua entsprechen, Ia.Bt
sich nicht einfach auf den SU(3)-Fall im mittleren Volumen ubertragen. Deshalb wul'de die Me-
thode del' 'Reflektion am Rand' eingefUhrt und am Fall del' reinen SU(2)-Eichtheorie getestet.
1m Rahmen del' statistischen Fehler ergibt sich eine perfekte Ubereinstimmung del' Ergebnisse.
Del' Versuch. mit noch kleineren Zeitschritten dem durch die van Baalschen Ergebnisse vorge-
gebenen Kontinuumslimes in del' Zeit naher zu kommen, war nicht vollsta.ndig el'folgreich, da
bei immer kleinerem Zeitschritt im Metropolis-Algorithmus das sog. critical slowing down die
Effizienz del' Rechnung immer mehr einschra.nkt. Ein Versuch mit einer verbessel'ten Wirkung,
die Terme zweiter Ordnung im Zeitschritt berUcksichtigt, brachte ebenfalls keine Anna.herung
an den Kontinuumslimes. Eine an den hoherdimensionalen SU(3)-Fall angepasste Variante del'
ReOektionsmethode wurde dann fUr den Fall del' reinen SU(3)-Eichtheorie in mittlerem Volu-
men erpl'Obt. Die Ergebnisse zeigen noch groBere statistische Fehler als im SU(2)-Fall, da del'
Algorithmus noch nicht optimiert ist und zu viel Rechenzeit zur Erzeugung einer neuen Konfigu-



ration verbraucht. Del' Hauptgrund dafiir ist sichel' in del' Tatsache zu suchen, daB die Reflektion
am Rand bei del' Berechnung einer neuen Konfiguration flir den Metropolis-Algorithmus sich
auf numerische Methoden bei del' Diagonalisierung del' Farbmatrizen stlitzt, was die Rechnung
verlangsamt, wenn zuviele Konfigurationen vorgeschlagen werden, die libel' den Rand des Ein-
zugsgebiets eines del' zentral konjugierten Vakua hinausgehen, d. h. wenn die Tunnelrate nicht
mehr klein ist. Eine Methode, die wahllos die Vorschlage plaziert, ware sichel' ebenfalls ineffektiv.
Eine M6glichkeit, diese Schwierigkeit zu tiberwinden, k6nnte darin bestehen, den Konfigurations-
raum in kleinere Bereiche mit Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen diesen aufzuteilen [33].
Die Suche nach einem Minimum des Weges libel' den Rand ist ebenfalls noch nicht optimiert.
Beide Probleme sorgen dafiir, daB im Rahmen diesel' Arbeit mit del' zur Verfligung stehen-
den Rechenzeit im Fall del' reinen SU(3)-Eichtheorie die statistischen Fehler del' Resultate noch
zu groB sind. AuBerdem muB das Problem del' Randbedingungen fiir die Zustande mit negati-
vel' 'Einteilchen-Paritat' noch gel6st werden. Daher konnten von den eigentlich interessierenden
gltteball-Zustanden nul' die mass gaps del' sich nach den irreduziblen Darstellungen von Ai+,
It t-, E++ und E+- transformierenden Zustande 'gemessen' werden - und davon wiederum nul'
die Zustande mit negativer C-Paritat mit einer Genauigkeit von 5 bis 15 Prozent. Hingegen ha-
ben die Zustande, die sog. 'elektrischen FluB' tragen, namlich die Tt- -,T2-+-,A2- -, T1-- -,A1+-
und T2++-Zustande mit geraden Randbedingungen, ein besseres Verhalten des zeitlichen Abfalls
del' Korrelationsfunktionen del' zugeordneten MeBoperatoren (in imaginarer Zeit), d. h. die sta-
tistischen Fehler sind kleiner und liegen im Prozentbereich. Vergleicht man nun deren effektive
mass gaps mit den Ergebnissen del' Variationsmethode , so sieht man, daB diese, wie schon im
SU (2)-Fall festgestellt wurde, meist unter den mL- Werten del' Zustande ohne 'elektrischen FluB'
liegen. Da aber in einem Bereich del' Kopplungskonstante g gemessen wurde, in dem die Tunne-
laufspaltung noch nicht so groB ist, war auch zu erwarten, daB die Zustande mil, beigemischtem
'elektrischen FluB' sich nicht allzusehr von denen ohne 'elektrischen FluB' unterscheiden. Diese
Ergebnisse zeigen also, daB eine Verallgemeinerung del' Monte-Carlo-Methode auf einem 'Zeit-
gitter' auch auf den komplizierteren Fall del' effektiven SU(3)-Eichtheorie m6glich ist.

Obwohl derzeit del' Obergang vom 'mittleren' in den groBen Volumenbereich durch Einbezie-
hung von lnstantonkonfigurationen auf S3 im Mittelpunkt des Interesses steht [67, 68],da es auf
dem Torus keine analytischen Ein-Instanton-L6sungen gibt, bleibt die Einbeziehung insbeson-
dere masseloser Fermionen im Fall del' SU (3-) Eichtheorie auf dem Torus und del' Vergleich mil,
Gittereichtheoriesimulationen mit dynamischen Fermionen, bei denen eben zwangslaufig immer
noch die Torustopologie zugrunde gelegt wird, sichel' weiter interessant. Auch erhalt man bei del'
Berechnung effektiver Hamilton-operatoren mil, periodischen Fermionen odeI' im Fall del' reinen
SU (3) Eichtheorie mit C-periodischen Randbedingungen mehrere entartete Vakua. Hier k6nnte
es ebenfalls vorteilhaft sein, das Monte-Carlo- Verfahren anzuwenden. Vorher sollte allerdings das
Problem des Kontinuumslimes auf dem Zeitgitter naher untersucht werden. 1m Rahmen diesel'
Arbeit wurden erste Untersuchungen dazu gemacht. Vohwinkel [34J hat dann an einem verein-
fachten :'lodel sehr genau gezeigt, daB die Differenzen zwischen dem Monte-Carlo- Verfahren und
del' Variationsmethode auf die Definition del' kinetischen Energie beim Tunneliibergang zurlick-
zufiihren sind. Obwohl die Differenzen zwischen beiden Methoden gering sind, soIlten sie wegen
del' angestrebten hohen Genauigkeit im Detail untersucht und, wenn m6glich, beseitigt werden.



Appendix: Erzeugung van (Pseudo- )Zufallszahlen

Da die Erzeugung wirklicher Zufallszahlen in einem Computer (einem deterministischen Auto-
mat) nicht m6glich ist,(auBer mit spezieller Hardware), erzeugt man eine Folge von Pseudozu-
fallszahlen mit statistischen Eigenschaften, die denen wahrer Zufallszahlen so nahe wie m6glich
kommen. Die Technik, die man benutzt, besteht darin, elIre Transformation auf eine Basiszahl
im Generatorspeicher anzuwenden, um eine neue Zahl aus dem alten Wert zu erhalten.Um die
Ubernachste Zahl zu erhalten wird die Transformation auf die neue Zahl angewandt. Dieser Pro-
zeB wird dann fUr die neueste Zahl wiederholt usw. usf. Durch geignete Wahl der Basiszahl und
der Transformation ist es m6glich, eine Folge von Zahlen mit den gewUnschten Eigenschaften
- wie z.B. vernachassigbare Korrelation zwischen aufeinanderfolgenden Zahlen - zu erzeugen.
FUr Monte-Carlo-Anwendungen benutzt man meist Generatoren, die gleichverteilt Zufallszahlen
zwischen 0 und 1 erzeugen.
Aile Pseudozufallszahlengeneratoren haben eine endliche Zykluslange, bevor die Zahlenfolge sich
wiederholt. FUr den hier verwendeten Generator der NAG-Unterprogrammbiblothek G05CAF
(doppelt genau) ist die Zykluslange 257. Ais Faustregel soUte man in einer Rechnung nie mehr
Zufallszahlen verwenden als die Wurzel aus der Zykluslange betragt, da sonst die statistischen
Eigenschaften beeintrachtigt sein k6nnten. Wichtig ist auch, daB die statistischen Eigenschaften
der Pseudozufallszahlen nur innerhalb einer Folge garantiert sind und nicht zwischen Folgen mit
verschiedenen Anfangswerten. Wiederholte Initialisierung fUhrt daher zu Zahlen, die eine gr6Bere
statt kleinere Abhangigkeit aufweisen. Deshalb muB man den Zustand des Zufallszahlengene-
rators retten,wenn man das Programm unterbricht, und vor dem Neustart den alten Zustand
wiederherstellen.
Der Gener~tor G05CAF beruht auf einem 'multiplikativ kongruenten' Algorithmus [137].

bi+1 wird durch 259 geteilt, um eine Zahl zwischen 0 und 1 zu erhalten. Der Wert von bi wird
intern im Programm gespeichert. Der erste Wert bo wird standardmaBig auf 123456789(232 + 1)
gesetzt.
In den letzten Jahren wurde die Qualitat von Pseudozufallszahlen- generatoren im Hinblick auf
die Verwendung in Monte-Carlo-Rechnungen von Ferrenberg u.a. [139] kritisch UberprUft, indem
das 2-dimensionale Ising-Modell, das analytisch exakt berechnet werden kann, mit dem Wolff'-
schen Cluster-Algorithmus ,dem Swendsen- Wang-Algorithmus und dem Standard Metropolis-
Algorithmus unter Verwendung verschiedener Typen von Zufallsgeneratoren numerisch berech-
net wurde. Dabei zeigte sich, daB gerade ein moderner Zufallszahlengenerator yom shift register-
Typ zusammen mit dem Wolff-Algorithmus nicht vernachlassigbare systematische Fehler her-
vorrief, wahrend ein 32-bit kongruenter Generator Ergebnisse produzierte, die korrekt waren
innerhalb der Fehlerbalken. Allerdings lassen sich auch fUr die linear kongruenten Generatoren
sytematische Fehler nicht ausschliessen. Im Licht der obengenannten Ergebnisse hat LUscher
einen sogenannten subtract-with-borrow-Algorithmus weitere.ntwickelt, der dessen chaotische Ei-
genschaften verbessert und damit unkorrelierte Zufallszahlen mit einer extrem langen Periode
garantiert [138].
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