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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit besteht im wesentlichen aus zwei Themenkomplexen,
die gemeinsam die Grundlage fiir den Bau eines kombinierten Fabry-Pérot
Interferometers fiir sichtbares Licht und fiir Méssbauer Strahlung bilden. Ein
solches Instrument konnte in der Metrologie genutzt werden, um die Liicke
zwischen sichtbarem Licht und Rontgenlicht zu schliefen.

Die wichtigsten Komponenten eines Fabry-Pérot Interferometers sind zwei
Spiegel, die parallel zueinander ausgerichtet sind. Um die bendtigten Spie-
gel fiir die 5"Fe Mdssbauerstrahlung zu realisieren, kann der (13 4 28)-Reflex
in Saphir (a-Al,O3) genutzt werden. Bei exakter Riickstreuung an diesem
Reflex werden jedoch zwei zusétzliche Reflexe angeregt. Zusammen mit dem
transmittierten Strahl handelt es sich somit um einen Vier-Strahlfall. Bragg-
Reflexe, welche die exakte Riickstreuung begleiten, treten immer paarweise
auf. Daraus folgt, dass der Vier-Strahlfall der Mehrstrahlfall mit der klein-
sten Anzahl an gestreuten Wellen ist. Dieser spezielle Fall wird im ersten The-
menkomplex dieser Arbeit theoretisch sowie experimentell behandelt. Die zu-
sitzlich angeregten Wellen reduzieren die Reflektivitét in den (gewiinschten)
Riickstreukanal. Um diesen Reflex fiir die Fabry-Pérot Interferometer-Spiegel
zu nutzen, ist es daher notwendig zu verstehen, wie die zusitzlich angeregten
Strahlen unterdriickt werden kénnen. Dariiberhinaus ist es von fundamen-
talem Interesse, den Mehrstrahlfall mit der kleinsten Anzahl an gestreuten
Wellen genauer zu verstehen.

Um mit einem kombinierten Fabry-Pérot Interferometer die (metrologi-
sche) Liicke zwischen sichtbarem Licht und Rontgenlicht zu schlieen, soll die
Wellenlinge der ®"Fe Mé&ssbauerstrahlung an die sehr genau bekannte Wel-
lenlénge eines Jod-stabilisierten Helium-Neon Lasers gekoppelt werden. Der
Abstand der kombinierten Fabry-Pérot Interferometer-Spiegel muss dann al-
lerdings variabel sein. Eine weitere Voraussetzung ist, dass die reflektierenden
Atomebenen der Spiegel im nrad-Bereich parallel zueinander sind. Die Er-
fahrung zeigt, dass diese Parallelitdt nur stabil erreicht werden kann, wenn
das gesamte Fabry-Pérot Interferometer aus einem Kristall hergestellt wird.
Im zweiten Themenkomplex dieser Arbeit werden die theoretischen Grund-
lagen von optischen und Rontgen-Fabry-Pérot Interferometern besprochen.
Aus diesen Grundlagen werden die Anforderungen an ein solches kombinier-
tes, monolithisches Fabry-Pérot Interferometer hergeleitet.

Es wird ein mdgliches Design fiir ein solches Instrument vorgeschlagen.
Dieser Vorschlag wurde mithilfe der Methode der finiten Elemente (FEM),
hinsichtlich der aufgestellten Anforderungen, optimiert.



Abstract

The work presented here consists basically of two parts, which provide
the basement for the construction of a combined Fabry-Pérot interferometer
for visible light and for the Mossbauer radiation of 5"Fe. Such instruments
could be used in the field of metrology to bridge the gap between visible light
and x-rays.

The main components of a Fabry-Pérot interferometer are two mirrors,
aligned parallel and separated by a gap. For the realization of the desired mir-
rors for the Massbauer radiation, the (134 28)-reflex in sapphire (a-Al,O3)
can be used. However, at the position of exact backscattering this reflex is
accompanied by two additional beams. Together with the transmitted beam
this particular case is a four-beam case. Bragg reflections accompanying a
back-reflection are excited always in pairs. As a result, the four-beam case
is the simplest multiple-beam Bragg diffraction case with one reflection in
backscattering. This special case is treated both, experimentally and theore-
tically in the first part of this thesis. The waves excited additionally reduce
the reflectivity into the desired backscattering channel. In order to use the
(13428)-reflex for the mirrors of an x-ray Fabry-Pérot interferometer for
Maéssbauer radiation, it is essential to understand how the occurrence of the
additional beams may be suppressed. Furthermore, it is of fundamental scien-
tific interest to study this multiple-beam case with the minimum number of
diffracted waves.

To bridge the (metrological) gap between visible light and x-rays, the
wavelength of the ®"Fe Mossbauer radiation shall be connected to the well
known wavelength of an iodine-stabilized He-Ne laser. For this purpose the
gap-width between the mirrors of the combined Fabry-Pérot interferometer
must be variable. An additional issue is, that the reflecting atomic planes of
the x-ray mirrors must be parallel within some nrad. This parallelism can
only be reached by building the whole Fabry-Pérot interferometer out of one
sapphire-crystal, as experience shows. In the second part of the present work
the basic principles of an optical and an x-ray Fabry-Pérot interferometer are
treated theoretically. The requirements which such a combined, monolithic
Fabry-Pérot interferometer must meet are deduced from these principles.

A possible design for such an instrument is presented. This design was
optimized, with regard to the requirements to be met, by the method of finite
elements (FEM).
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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit werden verschiedene Aspekte behandelt, welche die Grund-
lage fiir den Bau eines Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers bilden.

In der modernen Optik sind Fabry-Pérot Interferometer unentbehrlich ge-
worden. Im 20. Jahrhundert sind solche Instrumente z.B. genutzt worden, um
Wellenldngen des sichtbaren Spektrums mit hoher Prézision zu bestimmen.
Die hohe Auflosung erlaubt es unter anderem, Fein- und Hyperfeinaufspal-
tungen in der Atomspektroskopie zu bestimmen. Kavitdten vom Fabry-Pérot
Typ sind die Grundlage der Laserphysik (Vaughan, 1989). Hochauflsende
Instrumente dieser Art wiren auch im Réntgenbereich des elektromagne-
tischen Spektrums sehr niitzlich. Eine spektrale Auflésung im peV-Bereich
ist denkbar. Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer kénnten als Interferenzfil-
ter mit hoher Auflésung eingesetzt werden, z.B. um dynamische Vorginge in
Festkorpern, Fliissigkeiten, Polymeren oder in biologischen Makromolekiilen
zu untersuchen. Ein erster Rontgenresonator des Fabry-Pérot-Typs ist von
Shvyd’ko et al. (2003) vorgestellt worden.

Die wichtigsten Komponenten eines Fabry-Pérot Interferometers sind zwei
Spiegel hoher Reflektivitét, die durch einen Spalt getrennt und parallel zuein-
ander ausgerichtet sind. Dieses System wird trotz der hohen Reflektivitét der
Spiegel durchsichtig, wenn die Resonanzbedingung fiir eine stehende Welle
innerhalb des trennenden Spalts erfiillt ist.

Die Grofe des Spalts ist iiblicherweise konstant, ein verdanderlicher Spalt
wiirde es erlauben das Fabry-Pérot Interferometer auf gewiinschte Wellen-
langen abzustimmen. Ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer mit verstell-
barem Spiegelabstand ist eine interessante aber noch nicht bewiltigte Her-
ausforderung.

Im Gegensatz zur Optik im Bereich des sichtbaren Lichts ist es im Ront-
genbereich ein zentrales Problem, Spiegel hoher Reflektivitdt herzustellen.
Um die benétigten Spiegel zu realisieren, kann die Bragg-Streuung an Kristal-

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

len genutzt werden. Fiir den Bau eines Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers
kommt es auf die exakte Riickstreuung der y-Quanten im Réntgenbereich an.
In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Bragg-Streuung besprochen, sowie
die dynamische Theorie der Rontgenstreuung vorgestellt.

Die exakte Riickstreuung von ~-Quanten wurde erstmals von Kohra und
Matsushita (1972) theoretisch behandelt. Der wesentliche Vorteil der Riick-
streuung gegeniiber der Braggstreuung unter kleineren Winkeln, wurde be-
reits in dieser Veroffentlichung herausgestellt: die Winkelakzeptanz eines Re-
flexes ist bei Riickstreuung maximal und kann bis zu 1000 mal gréfer sein
als bei kleineren Einfallswinkeln. Auferdem ist die relative Energiebreite ei-
nes Reflexes winkelunabhéngig und daher ist seine absolute Energiebreite
in Riickstreuung minimal. Wegen dieser Eigenschaften wurden die Untersu-
chungen der Riickstreuung theoretisch sowie experimentell intensiv weiterbe-
trieben (Briimmer et al., 1979; Caticha und Caticha-Ellis, 1982; Graeff und
Materlik, 1982; Kushnir und Suvorov, 1986). Cusatis et al. (1996) beobach-
teten als Erste die exakte Riickstreuung von ~-Quanten, dazu benutzten sie
den Si(111)-Reflex bei einer Photonenenergie von 1,9 keV. Shvyd’ko et al.
(1998) berichteten iiber die exakte Riickstreuung der 14,4 keV Mdossbauer-
Strahlung von *"Fe an Saphirkristallen und verglichen die Ergebnisse mit den
Vorhersagen der dynamischen Theorie. Kikuta et al. (1998) betrachteten den
Si(991)-Reflex in Riickstreugeometrie. In dieser Untersuchung wurde eine
starke Abnahme der Intensitat der riickgestreuten Strahlung beobachtet, die
ihre Ursache in der Anregung zusitzlicher Braggreflexe hat. Solche Mehr-
strahlfille treten bei der Riickstreuung systematisch auf. Dies wird ebenfalls
in Kapitel 2 besprochen.

In Kristallen mit kubischem Kristallgitter wie Silizium treten Mehrstrahl-
fille bei der Bragg-Riickstreuung besonders hiufig auf. Dies ist in der hohen
Symmetrie von kubischen Kristallen begriindet. Ausserdem gibt es nur re-
lativ wenige Riickstreureflexe in einem gegebenen Energieintervall, weil die
Braggenergien stark “entartet” sind. Saphirkristalle (a«—Al,O3) dagegen be-
sitzen aufgrund ihrer hexagonalen Struktur eine geringere Symmetrie, die zu
den Vorteilen fiihrt, dass Mehrfachstreuung deutlich seltener ist und dass die
relative Anzahl von Riickstreureflexen in einem gegebenen Energieintervall
wesentlich hoher ist. Ausserdem ist die Reflektivitit von Saphirkristallen bei
hohen Photonenenergien hoher als die von Siliziumkristallen.

Fabry-Pérot Interferometer bieten eine sehr hohe Energieauflésung, die
Energiebreite der Resonanzen liegt im Fall von Rontgenstrahlung im peV-
Bereich. Der Nachweis von derart schmalen Resonanzen kann mit heutigen
Mitteln nur durch die Nutzung von Md&ssbauer Strahlung gelingen.

Die Strahlung des 14,4 keV Mdssbaueriibergangs in >Fe hat eine Ener-
giebreite von 4,7 neV. Selbst bei Hyperfeinaufspaltung liegt der energetische



Abstand der sechs Linien im peV-Bereich. Dieses sind hervorragende Voraus-
setzungen zur Ermittlung der Energiebreite von Rontgen-Fabry-Pérot Inter-
ferometer-Resonanzen. Der (134 28)-Reflex! in a—Al,03 bietet die Moglich-
keit, die Mdssbauerstrahlung von *"Fe bei einer Kristalltemperatur von ca.
100° C zuriickzustreuen. Dieser Riickreflex wird von zwei weiteren Reflexen
begleitet, so dass es sich hier zusammen mit dem transmittierten Strahl um
einen Vierstrahlfall handelt. Dieser spezielle Fall ist im Rahmen dieser Arbeit
experimentell untersucht worden, er wird in Kapitel 3 vorgestellt.

In Kapitel 4 werden die grundlegenden Gleichungen, die ein optisches
Fabry-Pérot Interferometer beschreiben, hergeleitet. Mithilfe der dynami-
schen Theorie gelingt dies auch fiir ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer,
die Ergebnisse fiir beide Fille werden verglichen. Ferner wird besprochen,
wie grof eventuelle Abweichungen beim Bau eines realen Fabry-Pérot Inter-
ferometers von den angenommenen idealen Bedingungen sein diirfen, um die
Fabry-Pérot Interferometer-Resonanzen nicht zu zerstoren.

Ein Ziel dieser Untersuchungen ist es, ein kombiniertes Fabry-Pérot In-
terferometer fiir sichtbares Licht und fiir M&ssbauer Strahlung zu realisieren.
Ein solches Instrument konnte in der Metrologie genutzt werden, um die
Liicke zwischen sichtbarem Licht und Rontgenlicht zu schliefen. So konn-
te ein neuer Lingenstandard? im Angstrombereich etabliert werden, da die
Wellenléinge der Mossbauerstrahlung von 5"Fe ohne grofen experimentellen
Aufwand mit einer relativen Genauigkeit von etwa 3x 10~'3 reproduziert wer-
den kann (Shvyd’ko, 2004). Der absolute Wert der Mdssbauer-Wellenlénge ist
jedoch noch nicht mit so grofser Genauigkeit bekannt (Shvyd’ko et al., 2000;
Xiaowei et al., 2000). Mit einem kombinierten Fabry-Pérot Interferometer
fiir Mossbauerstrahlung von 5“Fe und dem Licht eines Jod stabilisierten He-
lium Neon Lasers konnte der absolute Wert der ®'Fe-Mossbauerwellenlinge
genauer bestimmt werden. Die Wellenlénge eines Jod stabilisierten Helium
Neon Lasers ist mit einer relativen Genauigkeit von 107!3 bekannt, aller-
dings bei Integrationszeiten von 100 s (Boyko et al., 1999). Das Interesse,
Laser-Wellenléingen mit immer besserer Genauigkeit zu reproduzieren ist un-
vermindert grof, wie z.B. Ma et al. (2004) zeigen. Die Entwicklung dieses und
anderer Langenstandards wurde von Quinn (2003) zusammengefasst, s. auch
Referenzen dort. Insgesamt konnte mit dieser Methode zur Bestimmung der
"Fe Mossbauerwellenlinge eine relative Genauigkeit von 1072 —1071 erreicht

IKristalle mit hexagonaler Kristallstruktur kénnen auch durch ein rhomboedrisches
Gitter beschrieben werden. Zur Unterscheidung der Gittervektoren und -ebenen, wird bei
der Beschreibung im hexagonalen Fall ein vierter Miller-Index zur Charakterisierung eines
Reflexes (hkil) hinzugefiigt mit der Bedingung: h + k +i = 0.

2Genaugenommen muss hier von einem sekunddren Lingestandard gesprochen werden.
Der giiltige SI-Léngenstandard ist das Meter (m).



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

werden. Der iiblicherweise verwendete Léngenstandard im Angstrombereich,
die Gitterkonstante von Silizium, kann dagegen héchstens mit einer relativen
Genauigkeit von 1078 bestimmt werden. Diese maximale relative Genauig-
keit liegt in der Herstellung der Si-Referenzkristalle begriindet: selbst bei den
besten Kristallen variiert der relative Wert der Gitterkonstante innerhalb des
Kristalls um 10~® (Bergamin et al., 1999).

Um mit einem kombinierten Fabry-Pérot Interferometer die Wellenldnge
der °"Fe Mossbauerstrahlung an die sehr genau bekannte Wellenliinge eines
Jod-stabilisierten Helium-Neon Lasers zu koppeln, muss der Abstand der
kombinierten Spiegel variabel sein. Eine weitere Voraussetzung ist, dass die
reflektierenden Atomebenen der Spiegel im nrad-Bereich parallel zueinander
sind. Die Erfahrung aus dem in (Shvyd’ko et al., 2003) vorgestellten Experi-
ment zeigt, dass diese Parallelitdt am einfachsten erreicht werden kann, wenn
das gesamte Fabry-Pérot Interferometer aus einem Kristall hergestellt wird.?
In Kapitel 5 wird ein Modell fiir ein solches monolithisches Instrument vorge-
stellt. Dieses Modell wurde mithilfe der Methode der finiten Elemente (FEM)
optimiert. Das grundlegende Prinzip der FEM-Methode wird vorgestellt, so-
wie die Grundlagen der “Nanopositionierung”, die es erlaubt, Bewegungen
mit einer absoluten Genauigkeit im nm-Bereich zu realisieren.

3Die Erfahrungen zeigen, dass ein anderer Weg extrem schwierig ist.



Kapitel 2

Vier-Strahlfall: Theorie

Elektromagnetische Wellen bestehen aus zwei gekoppelten, oszillierenden Fel-
dern, dem elektrischen Feld E und der magnetischen Induktion B. Diese Wel-
len wechselwirken mit elektrischen Ladungen, z.B. von Protonen und Elek-
tronen und mit magnetischen Dipolmomenten, z.B. von Neutronen, Protonen
und Elektronen. Die elektrische Wechselwirkung ist um einige Grofenordnun-
gen starker als die magnetische, welche im folgenden vernachlassigt wird. Die
Intensitdat der an einem Teilchen der Masse m gestreuten Strahlung ist pro-
portional zu 1/m?, wenn man nur Coulombstreuung betrachtet. Die Masse
des Protons ist rund 2000-mal grofer als die des Elektrons, es soll deswegen
nur die Streuung an Elektronen betrachtet werden.

Zundchst wird die elastische Streuung an Kristallen allgemein betrach-
tet und die Braggbedingung aufgestellt, siehe z.B.: Kittel (1993), Christman
(1992). Eine genauere Beschreibung der Streuung an Kristallen ist mit der
dynamischen Theorie moglich, die ebenfalls diskutiert wird. Es wird dabei
auch der Fall exakter Riickstreuung besprochen, sowie das dabei mogliche
Auftreten von Mehrstrahlfillen.
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2.1 Allgemeine Betrachtung

Betrachtet man eine ebene Welle,
U(r,t) = AelFr=b) (2.1)

die elastisch an den Elektronen innerhalb eines Kristallen am Ort 7’ gestreut
wird, so ist ' der Ausgangspunkt einer Kugelwelle:

A/ i(k|lr—r'|—w
’l/}s<'r — 'rl, t) = me (k| | t). (22)
In den GIl. 2.1 und 2.2 bedeutet:

w =27y, (2.3)

k| =k =21/, (2.4)

wobei v die Frequenz der Welle und A ihre Wellenlénge ist. Wenn man sich
in einem grofen Abstand von der Probe befindet, d.h. wenn |r| > |7/| gilt,

dann kann man annehmen, dass |r — 7’| nahezu konstant ist. Gl. 2.2 kann
daher durch die Annahme ebener Wellen am Ort 7 vereinfacht werden zu:

!

¢S(r _ 'r',t) _ Asei[kz ('r—r’)_wt]’ (25)

hierin ist k' parallel zu der Ausbreitungsrichtung, wobei |k'| = k gilt. Die
Streuamplitude A, ist proportional zur Amplitude der einfallenden Strah-
lung, also zu Ae!®*™). Gleichung 2.5 wird damit:

b — 1, 1) = Af, el*r)il (r=r)=wt
=A Akei(’“""’—wt)eik'-(fr-—r')
= Af, ek Tt)gmilk' =)
SR (2.6)
Die Anderung des Wellenvektors bedingt durch die Streuung ist
Ak =k —k 2.7)

Der Proportionalitidtsfaktor f,, ist vom Streuobjekt abhéngig, er wird Atom-
formfaktor genannt.

Bisher wurde nur die bei 7’ gestreute Welle betrachtet. Die durch Streu-
ung am gesamten Kristall resultierende Welle W, ergibt sich durch die Su-
perposition aller Wellen:

U, (r 1) = / b(r — v/, 1) d. (2.8)
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Wieder davon ausgehend, dass der Beobachtungsort » weit von 7’ entfernt ist
und somit k' als konstant angenommen werden kann, vereinfacht sich Gl. 2.8
wegen Gl. 2.6 zu:

U, (r,t) = Aei (k' m=wt) /]Zke_iAk""/d?’r'. (2.9)

Wegen der regelméfigen Struktur eines Kristalls kann die Integration auch
als Summation iiber alle Atome des Kristalls ausgefiihrt werden. Jeder Git-
terpunkt lasst sich als Linearkombination der drei Grundvektoren des Kri-
stallgitters a, b und c darstellen. Jedem dieser Gitterpunkte konnen mehrere
Atome zugeordnet sein, ihre Lage relativ zum Gitterpunkt wird durch die
Basisvektoren p,, dargestellt. Aus Gl. 2.9 wird dann:

W, (1) = A0 3§ G ) idkmatnabineton) (3,10)

ni n2 n3 m

Die Summation der ganzzahligen n; geht {iber alle Gitterpunkte, die iiber
m geht {iber alle Atome einer Basis die zu diesem Gitterpunkt gehort. Alle
Einheitszellen des Gitters sind identisch, somit ist die Summe

E, = ZfA(’:n)e—iAkz.pm (2.11)

m

fiir alle Zellen gleich, F, wird Strukturfaktor genannt. Wird er in Gl. 2.10
ausgeklammert, so ergibt sich:

,(r,t) = Aei(k:’-rfwt)}gk <Z ein1Ak.a) <Z eingAk:-b) <Z einsAk-c>_
n2 n3

ni
(2.12)
Die einzelnen Summen in GIl. 2.12 bilden geometrische Reihen, sie konnen
geschlossen berechnet werden. Dabei wird die Summation jeweils von 0 bis
N; — 1 ausgefiihrt, wobei N; die Gesamtzahl der Gitterpunkte in Richtung
des entsprechenden Grundvektors angibt. Es ist:

lel —in1Ak-a __ Sln(%NlAk ) a’)

= ¢ N sin(%Ak -a)

NQZ_le—mgAk.b _ sin(5N2Ak - b) (2.13)
= sin(%Ak - b) ’
i sin(2N3Ak - ¢)

Z efingAk:-c _
sin(1Ak - ¢)

n3=0
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Aus GI. 2.13 folgt also fiir die Intensitét:

L[ = | AP|Fas [Sm(%NlAk ' a)} | [Sin(%NQA’“ ' b>] | lsi“%zvsmc - C)} 2

sin(:Ak - a) sin(Ak - b) sin(2Ak - ¢)

(2.14)
Untersucht man die Faktoren in Gl. 2.14, so zeigt sich, dass fiir Ak - a = 2h,
Ak - b = 2km und Ak - ¢ = 2Ir (fiir ganzzahlige h k,|) jeweils der entsprechen-
de Faktor maximal wird. Ein Maximum des Produktes liegt also fiir:

Ak - a = 2hr
und Ak - b = 2kr (2.15)
und Ak-c=2nr

vor. Mit der Definition der Grundvektoren des reziproken Gitters:

A 27rb X c
B=2:5"2 (2.16)
axb
C=2
T T
wobei
V=a-(bxc), (2.17)

das Volumen der Einheitszelle ist, kann Gl. 2.15 umgeschrieben werden zu:
Ak =hA+kB +1C, (2.18)
dies ist die Lauebedingung, d.h. Ak ist dann ein reziproker Gittervektor:
H =hA+kB+I1C = Ak. (2.19)

Aus GI. 2.19 folgt direkt:
k'=k+H. (2.20)

Quadriert man Gl. 2.20 und beriicksichtigt, dass bei elastischer Streuung gilt:
k| = k|, k>=K" (2.21)

dann erhilt man die Braggbedingung in Vektorform:
2k -H + H?> = 0. (2.22)

Die Braggbedingung bestimmt fiir welche Ausbreitungsrichtung der einfal-
lenden Welle die Reflektivitdt maximal ist.
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(@ (b)

Abb. 2.1: llustration der Streugeometrie. (a) Die einfallende Welle mit dem Wellenvektor k
schliefft den Winkel 0 mit der Gitterebene ein. Die gestreute Welle mit dem Wellenvektor k’
ebenfalls. Die Differenz der beiden Wellenvektoren ist H. (b) Streuung an zwei parallelen
Gitterebenen. Die einfallenden und ausfallenden Wellen schliefien den Winkel 6 mit den
Gitterebenen ein. Der Abstand der Gitterebenen ist dy. Die Wegdifferenz beider Wellen
betragt insgesamt 2dy sin 6 .

Aus GI. 2.22 folgt fiir die Betrédge der Vektoren k und H:
H = 2ksin, (2.23)

darin ist € der Winkel zwischen dem Wellenvektor k und der reflektieren-
den Gitterebenen welche senkrecht auf H stehen. In Abb. 2.1(a) ist diese
Streugeometrie illustriert. Setzt man GIl. 2.4 in Gl. 2.23 ein dann folgt:

2

2stin9:)\, dH: E

(2.24)

Diese Gleichung verbindet die Wellenldnge und den Einfallswinkel der ein-
fallenden Welle fiir maximale Reflektivitat. In Gl. 2.24 hat dy die Dimensi-
on einer Linge, dies ist der Abstand dy der streuenden Gitterebenen. In
Abb. 2.1(b) ist die geometrische Bedeutung von GIl. 2.24 gezeigt. Es ist
zu erkennen, dass der Wegunterschied zweier an benachbarten Gitterebe-
nen gestreuten Wellen insgesamt 2dy sinf betrigt. Maximale Reflektivitat
liegt daher genau dann vor, wenn dieser Wegunterschied der Wellenldnge A
entspricht.
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2.2 Die dynamische Theorie

In der dynamischen Theorie wird die Streuung einer ebenen elektromagne-
tischen Welle an einem Kristall als Streuung an einem Medium rdumlich
periodischer Suszeptibilitdt x beschrieben.

Die Diskussion erfolgt im wesentlichen nach Shvyd’ko (2004).

2.2.1 Grundlagen

Ausgangspunkt sind die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in differen-
tieller Form:

V.D =drp (2.25)
~ 10D 4Arm
VxXH—-—=—j .
8 c Ot c (2.26)
10B
VXE+-— = .
X +C BT 0 (2.27)
V-B =0, (2.28)

hierin sind D die dielektrische Verschiebung, E die elektrische Feldstérke,
H die magnetische Feldstirke und B die magnetische Induktion, siehe z.B.:
Jackson (1975). Die Ladungsdichte p der freien Ladungen und die Strom-
dichte 7 des freien Stromes sind die Ursachen der Felder. Frei bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass die Ladungen und die Stréme nicht an einen
bestimmten Ort gebunden sind.

Eine ebene monochromatische elektromagnetische Welle

E(r,t) = EB/Eur=wb (2.29)

soll von einem perfekten Einkristall gestreut werden. Um die in dem Kristall
angeregte Welle D(7) zu erhalten, muss folgende Gleichung gelost werden:

(—A — k)D(r) = E*x(r)D(r), (2.30)

welche sich aus den Maxwell-Gleichungen ergibt. Weil x(r) periodisch ist, ist
die Losung dieser Gleichung eine Bloch-Welle:

D(r) =) Dye¥nr (2.31)

Ky=Ky+H. (2.32)

Die Wellenvektoren K, und Ky beziehen sich auf die einfallende bzw. ge-
streute Welle innerhalb des Kristalls. Die Fourier Reihenentwicklung der Sus-
zeptibilitit, welche dieselbe Periodizitit wie das Kristallgitter hat lautet:

w(r) = 3 e, (2.33)
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Die Fourier Komponenten der Suszeptibilitdt sind durch:

Te)\2

4

Xu = Fu, (2.34)
gegeben, darin ist r. der klassische Elektronenradius. Setzt man die Reihen-
entwicklung G1.2.33 zusammen mit dem Losungsansatz Gl. 2.31 in Gl. 2.30
ein, so ergibt sich:

K2
ODH ZXH Dy, (2.35)

hierin ist kg der Wellenvektor der einfallenden Welle im Vakuum, die Sum-
me wird iiber alle reziproken Gittervektoren L ausgefiihrt. Da H beliebige
Werte annehmen kann, stellt Gl. 2.35 ein in D lineares unendliches Glei-
chungssystem dar. Man kann allerdings annehmen, dass es nur fiir n rezipro-
ke Gittervektoren H, fiir die Ky ~ K gilt, einen nennenswerten Beitrag zu
der Summe in Gl. 2.35 gibt. (Kp, Ky und H sind iiber Gl. 2.32 verkniipft.)
Wird GI. 2.35 skalar mit Ky multipliziert, so folgt damit:

0= (kj — K7)(Kp - D). (2.36)

Da i.allg. k2 — K% # 0 gilt, folgt also Ky - Dy = 0, d.h. D ist eine Trans-
versalwelle. Dieses ist auch eine Folge der Annahme, dass keine freie Ladung
im Inneren des Kristalls vorhanden ist, Gl. 2.25 wird dann zu V - D = 0.

Die einzelnen Transversalwellen Dy konnen in zwei senkrecht aufeinan-
derstehende Komponenten zerlegt werden. Die beiden Komponenten sollen
parallel zu den Einheitsvektoren

X
5 _ EHXE0 (2.37)
|6H X €0|
Py = ey X 8y (2.38)

sein, dabei ist ey der Einheitsvektor in Richtung von K. Der Einheitsvektor
in Richtung von K ist ey. Auf diese Weise erhilt man 2n Gleichungen mit
den 2n Unbekannten D¢ und Dgy:

> Xus (DLpW’L”; + ij’;) =0 (2.39)
L

> Xao (Dertyy + Drmss, ) = 0. (2.40)
L

Es ist DHp = DH-pH, DHs = DH'SH, WIL)Z = PL'PH, W?i] = P Sy USW. Glei-
chung 2.39 und 2.40 sind die fundamentalen Gleichungen der dynamischen
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Theorie, sie bilden ein homogenes lineares Gleichungssystem dessen Losung
nur dann nichttrivial ist, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix ver-
schwindet. Quadriert man Gl. 2.32, so kann K% = K2 + H?> + 2K, - H in
der Determinante ersetzt werden, diese ist dann von der Ordnung 4n in K.
Die 4n (diskreten) Werte fiir K, bei denen die Determinante verschwindet,
ergeben jeweils einen Satz von Lésungen (Dpyys, ..., Du,s, Dy, - Dap)-
Um die exakte Losung fiir die Felder innerhalb und aufserhalb des Kristalls
zu erhalten, miissen die allgemeinen Randbedingungen:

(D2 — Dl) e, = 4o
(Bg—Bl)-en :O
(EQ—El)Xen:O
. A 4
(HQ — Hl) X e, = ——ﬂ-o]
c
erfiillt werden. Die Indizes beziehen sich jeweils auf ein Medium, e,, ist der
Flachennormaleneinheitsvektor der Grenzfliche von Medium 1 zu Medium
2. In den meisten Fillen kann angenommen werden, dass keine freie Ober-
flachenladungsdichte o und keine freie Oberflichenstromdichte J vorhan-
den ist. Da die Randbedingungen zeitlich uneingeschrinkt gelten miissen,
sind die Frequenzen der Wellen in beiden Medien gleich, aullerdem springt
die Tangentialkomponente des Wellenvektors beim Ubergang nicht. Fiir die
Tangentialkomponente ky; des Wellenvektors auferhalb des Kristalls und die
Tangentialkomponente K des Wellenvektors innerhalb des Kristalls folgt
somit;:

kOt - KOt (245)

Zusammen mit den Randbedingungen GIl. 2.41-2.44 und GIl. 2.45 kann aus
den GIl. 2.39, 2.40 die Amplitude der gestreuten Welle berechnet werden,
wenn die der einfallenden Welle bekannt ist.

2.2.2 Der Ein-Strahlfall

Betrachtet man den Fall n=1, so betrachtet man einfache Vorwértsstreuung.
Die Betrage der Wellenvektoren innerhalb und aufserhalb des Kristalls unter-
scheiden sich im Fall von Rontgenstrahlung nur in der Gréfenordnung von
< 107*, daher kann der Ansatz:

Ko = ko(1+ ) (2.46)

gemacht werden. Darin ist (1 + dp) = (1 + PRe(x,)/2 der Brechungsindex, er
unterscheidet sich nur geringfiigig von 1, so dass fiir das Betragsquadrat die
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Néaherung:
K§ ~ kg (1 + 25p) (2.47)

angenommen werden kann. Die Tangentialkomponente der Wellenvektoren
ist stetig, d.h. fiir den Wellenvektor auferhalb des Kristalls ky, und innerhalb
des Kristalls K kann folgender Zusammenhang angenommen werden:

KO = ko —+ Aen, (248)

hierin ist e,, der normierte Normalenvektor der Kristalloberfliche. Aus den
Gl. 2.46, 2.47 und 2.48 erhélt man eine quadratische Gleichung fiir den Pa-
rameter A:

A? + 27, koA — 250k; = 0, (2.49)

mit den zwei Losungen:

Ay = = ko + koy /72 — 200, Ao = —7,ko — koy/72 — 200. (2.50)

Dabei ist:
Yo = ko . Bn/k’o (251)

der Kosinus des von k; und e,, eingeschlossenen Winkels. Ist nun dieser Win-
kel hinreichend weit von 90° entfernt, also vom streifenden Einfall, so ist
73 > |do| und der quadratische Term in A kann in Gl. 2.49 vernachlissigt
werden. Die daraus resultierende einzige Losung fiir A lautet:
)
A = k=2, (2.52)
Yo
Fiir die Wellenvektoren auflerhalb und innerhalb des Kristall ergibt sich in
diesem Fall: 5
KO = ko + k’o—oen. (253)

0

2.2.3 Der Zwei-Strahlfall

Beim allgemeinen Zwei-Strahlfall wird genau eine einfallende und genau eine
gestreute Welle betrachtet. Es wird iiblicherweise davon ausgegangen, dass
im wesentlichen Dy und Dy zur elektrischen Verschiebung innerhalb des
Kristalls beitragen. Dy ist iiber die Randbedingungen mit der einfallenden
Welle auflerhalb des Kristalls verbunden, sowie Dy mit der gestreuten Welle
auferhalb. Analog zum Ein-Strahlfall werden folgende Annahmen gemacht:

K~ ki(1+20) und Kj =~ kj(1+26y). (2.55)
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Man kann nun auch fiir die einfallende Welle die Polarisationsvektoren sg
und p, in Analogie zu den GI. 2.37, 2.38 definieren. Wahlt man diese dann
so, dass die Vektoren sg, sy senkrecht und p,, py parallel zur der von K
und Ky aufgespannten Streuebene liegen, so ist:

SQ'SH:]_, po'pH:COSQQ und SO'pH:SH'pOZO. (256)

Hierin ist € der Einfallswinkel auf die streuenden Ebenen, die durch H defi-
niert sind. Mit der Naherung GI. 2.55 wird Gl. 2.39 zu:

(XO — 2(50)D0p + (X}—I COs 20>DHp =0 (257)
(X c0s28) Do, + (xo —20u)Dpp =0 (2.58)

und GI. 2.40 lasst sich umformen zu:

(Xo — 200)Dos + X, Ds = 0 (2.59)
X Dos + (Xo — 20m)Dps = 0. (2.60)

Die Fourierkomponente y . = x_p erscheint in den Gleichungen, obwohl der
Gittervektor, der die Streuung beschreibt +H ist. Dies ist der Fall, weil
auf diese Weise auch Mehrfachstreuungen beriicksichtigt werden. Die s und
p Komponenten von D sind nun entkoppelt, auferdem unterscheiden sich
die Gleichungen fiir die einzelnen Polarisationsrichtungen lediglich durch den
Faktor cos 26 bei yipy. Mit dem Losungsansatz Ky = ko + Ae,, s. GI. 2.48
erhilt man:

koo
A=22 (2.61)
Yo
Man erhilt dann: | |
Der Asymmetrieparameter b ist durch:
€p - kO Y
hp=—"~2 - =10 2.63
€n - (kO + H) Vu ( )
gegeben. Der Abweichungsparameter o lautet:
2k, - H + H?
0

Gleichung 2.62 setzt voraus, dass b = 0 oder b = oo ausgeschlossen werden
miissen. Diese Fille entsprechen der Situation, dass die einfallende oder die
gestreute Welle sich parallel zur Oberfliche ausbreitet. Diese Spezialfille sol-
len hier nicht behandelt werden. Die Determinante der Koeffizientenmatrix
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der Gl. 2.57-2.60 muss verschwinden, damit es nichttrivale Losungen fiir D
gibt. Daraus ergibt sich die Gleichung:

2
(250 - Xo) <550 —Xo t a) - CQXHX;I' (265)

Fiir die s-Polarisation ist C' = 1 und fiir die p-Polarisation gilt C' = cos 26.
Aus GI. 2.65 folgt:

oy = 5 (%o —CHVITC), b =5 (v —C~VIT ), (266)

es ist

1-0 b
(=—F5X+30 (2.67)

q=0bCx, X, (2.68)

Ist nun die Determinante gleich Null, so ergibt sich die Losung fiir die elek-
trischen Verschiebungen bis auf einen konstanten Faktor zu:
DHS _ 250 — Xo

DOS CX '

(2.69)

Ts =
H

Aus GI. 2.66 ergeben sich die Lésungen:

:_C‘f‘\/q_'_CQ’ x2_—C—\/Q+C2. (270)

Cx - Cx

T

H H

Jetzt kann man die dielektrischen Verschiebungen der einfallenden bzw. der
gestreuten Welle innerhalb des Kristalls schreiben als:

Dy = (Doye % + Dy(g)e 1927 )ellko m=eot) (2.71)
Dy = (21 Dorye 1% + wy Dy(gye~ 927 )ellkot H)-r=wot] (2.72)

Dabei ist z = e, - r die Eindringtiefe der Welle in den Kristall. Fiir ¢ gilt:

¢1.2 = (kodo(1,2))/o- (2.73)

Durch die Randbedingungen Gl. 2.41-2.44 sind die dielektrischen Verschie-
bungen der einfallenden Welle innerhalb und auferhalb des Kristalls mitein-
ander verkniipft. Liegt die Oberflichennormale in der Streuebene, so sind die
s-Komponenten von D parallel zur Kristalloberfliche und man kann die Ste-
tigkeit der Tangentialkomponente von E (vergl. Gl. 2.43) benutzen. Nutzt
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Laue-Fall Bragg-Fall

Abb. 2.2: Geometrie des Laue- und des Bragg-Falls

man wieder aus dass 1+ 6y ~ 1 + 0y ~ 1 gilt, so ergibt sich aus der ersten
Randbedingung:
DO(l) + D0(2) - Ea/ac’ (274)

wobei Ej*° die Amplitude der einfallenden Welle im Vakuum ist. Die Randbe-
dingung, die nun die gestreute Welle innerhalb des Kristalls mit der aufserhalb
verbindet, kann zwei Formen annehmen:

Der Laue-Fall Die gestreute Welle verldsst den Kristall iiber die untere
Flache, fiir die e, - 7 = 2z, gilt, dann ist b > 0

Der Bragg-Fall Die gestreute Welle verlisst den Kristall iiber die obere
Flache, fiir die e, - 7 = z; gilt, dann ist b < 0.

Beide Falle sind in Abb. 2.2 skizziert. Die Gesamtdicke des Kristalls ist d =
zo — z1. Der Fall, dass eine der Wellen sich parallel zu einer der Oberflichen
ausbreitet, soll ausgeschlossen werden. Die zweite Randbedingung wird dann
im Laue-Fall zu:

xlDO(l) —+ SL’QDO(Q) =0, (2.75)

bzw. im Bragg-Fall zu:
c121 Doy + cara Dyay) = 0, (2.76)

hierin ist: ¢; o = e 719124,

In beiden Fillen sind bereits analytische Losungen fiir die Amplitude der
gestreuten Welle innerhalb des Kristalls vorhanden (Batterman und Cole,
1964). Im folgendem werden die Wellenfelder innerhalb und auferhalb des
Kristalls fiir den Bragg-Fall besprochen.
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V
=7
s |
=27
Ky U
e |

(@) (b)

Abb. 2.3: Skizze der moglichen Streugeometrien. (a) Einfall auf die vordere bzw. hintere
Kristalloberflache. (b) Verschiebung des Kristalls

2.2.4 Das Wellenfeld innerhalb des Kristalls und im Va-
kuum

Fiir die spater folgenden Betrachtungen iiber das Rontgen-Fabry-Pérot In-
terferometer soll ein geschlossener Ausdruck fiir das Amplituden-Verhéltnis
x im Zwei-Strahlfall (s. Gl. 2.69), hergeleitet werden. Es werden zwei Fille,
wie in Abb. 2.3(a) gezeigt, unterschieden: eine auf die vordere Kristallfliche
eintreffende Welle mit Wellenvektor ky und eine auf die hintere Kristallfliche
eintreffender Welle mit Wellenvektor kz. Abschlieffend soll noch der Einfluss
einer Verschiebung des Kristalls besprochen werden, s. Abb. 2.3(b).

Einfall auf die vordere Oberfliche

Die Losung Gl. 2.72 kann mit den Randbedingungen GIl. 2.74 und 2.76 fiir
die beiden Grenzflichen bei z = z; und z = 25 umgeschrieben werden zu:

¢1 Doy + caDoay = €% Doy + €92% Doy = B (2.77)
c1Dray + ¢2Dpoy = €92 D1y + €22 Dy ey = 0. (2.78)
Jetzt kann das Wellenfeld der vorwértsgestreuten Welle Dy(z) und der Bragg-

Fall gestreuten Welle Dy (2) innerhalb des Kristalls bei einer Tiefe z aufge-
stellt werden:

iga(z—d) __ ip1(z—d)
vac 1€ TIo€
Dof2) = By (2.79)
ig2(z—d) _ Lip1(z—d)
Din(z) = pyee 1220 © ) (2.80)
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Nun sollen allgemeine Ausdriicke fiir die Amplituden-Reflexions-, bzw. Trans-
missionskoeffizienten aufgestellt werden. An den beiden Kristalloberflachen,
also an den Orten r; und 75, folgen aus den obigen Gleichungen die Feld-
komponenten des reflektierten Feldes D,., und des transmittierten Feldes D;:

D,(r)) = EyecyteilkotH)m (2.81)
Dy(ry) = Egcttelkor, (2.82)
Es sind:
]_ J— ei(¢1*¢2)d
+ __
rt =129 P TR (2.83)
tr=eitd_ P27 N (2.84)

Ty — xpei(P1—02)d’

hierin ist r* der gesuchte Amplituden-Reflexionskoeffizient und ¢* der ge-
suchte Amplituden-Transmissionskoeffizient fiir eine von vorn einfallende Wel-
le. Wegen der Stetigkeit des Wellenfeldes an den Kristalloberflichen kann
auch das Feld im Vakuum an einem beliebigen Ort r bestimmt werden:

Ey(r) = Ey“tteltor (2.85)
Ey(r) = Eyegtekot i (2.86)

mit _
ot = rtelhe/ 2 (2.87)

Einfall auf die hintere Kristalloberfliche

Es soll nun angenommen werden, dass eine Welle mit dem Wellenvektor ky
und der Amplitude £} auf die hintere Kristalloberfliche (z = 25) trifft. Man
erhilt analog zu den obigen Betrachtungen fiir das Wellenfeld innerhalb des
Kristalls:

eid)gz _ ei(bl z

Dof2) = By (2.88)
ipoz ip1d
D) = metele™ = me™) (2.89)

Toel?2d — peldrd

Daraus ergeben sich der Amplituden-Reflexionskoeffizient r~ fiir eine auf
die hintere Kristalloberfliche eintreffende Welle und der Amplituden-Trans-
missionskoeffizient t~ zu:

_ 1 — ei(¢1*¢2)d
r = - :Lvlei((;ﬁ*(bz)d (290)
L N (2.91)

Ty — xpei(P1—02)d"
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Wegen der Stetigkeit des Wellenfeldes an den Kristalloberflichen kann auch
hier das Feld im Vakuum an einem beliebigen Ort r bestimmt werden:

Ey(r) = Eyct=elkn (2.92)
Ey(r) = BEjo e, (2.93)

mit
0~ = ek 2y (2.94)

Einfluss einer Verschiebung des Kristalls

Wird der streuende Kristall verschoben um den Vektor U, so gilt fiir die
Suszeptibilitit: x(r) — x(r+U). Fiir deren Fourierkomponenten ergibt sich
also:

Yo = X HY. (2.95)

Fiir die oben gefundenen Amplituden-Reflexionskoeffizienten gilt daher:
Pt =tV 5= = p BV, (2.96)

Die Amplituden-Transmissionskoeffizienten dndern sich durch die Verschie-
bung nicht. Wenn man U als ganzzahlige Linearkombination der Gitter-
vektoren a,b und c darstellen kann, so ist das Skalarprodukt H - U ein
ganzzahliges Vielfaches von 27 und die Amplituden-Reflexionskoeffizienten
dndern sich durch die Verschiebung ebenfalls nicht. Bei den Amplituden-
Transmissionskoeffizienten im Vakuum o ist zusétzlich noch zu beachten,
dass sich die Positionen der Kristalloberflichen ebenfalls &ndern. Diese sind
in den Formeln fiir o™ und o~ explizit enthalten und miissen daher ebenfalls
verdndert werden.

2.2.5 Naherung fiir dicke Kristalle

Im folgenden Abschnitt wird ausschlielich der Bragg Fall behandelt. Ist b
nicht genau -1, dieses ist der symmetrische Bragg Fall, so sind die (geo-
metrischen) Querschnitte Sy und Sy des einfallenden und des gestreuten
Strahls in Vakuum unterschiedlich. Aus geometrischen Griinden ergibt sich:
Su/So = 1/|b]. Die Reflektivitdt R ist mit den Intensitéten des einfallenden
und des gestreuten Strahls I, und Iy, definiert durch:

Su\ (1
R=(2)(F), In=IDul’ L= B3P (2.97)
SO [0
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Setzt man Gl. 2.81 in GIl. 2.97 ein so erhélt man:
1
0]
Wegen G1.2.83 ist Gl. 2.98 schwer interpretierbar.

Im folgenden soll angenommen werden, dass die Kristalldicke d hinrei-

chend grof im Vergleich zu der effektiven Eindringtiefe d. ist, d.h. dass gilt:
d > d.. Die Eindringtiefe ergibt sich aus Gl. 2.83 und 2.84 zu:

1
b= S — )

Mit dieser Annahme kann GIl. 2.83 in guter Ndherung geschrieben werden
als: 7" = x;. Nimmt man desweiteren an, dass keine Absorption auftritt und
die Kristallstruktur punktsymmetrisch ist, d.h. dass Jmx = 0 und x,, = x,,
gilt, dann gilt fiir die Eindringtiefe:

R=—|rt]% (2.98)

(2.99)

1

Jmy/y2 — 1
4.(0) = Yol (2.101)

~ k|Cx,]

de(y) = de(0) (2.100)

wobei

die Eztinktionslinge ist und
X1 —=b)+ab
20, /Y
Aus den GI. 2.66, 2.81, 2.98 und 2.102 erhilt man die Ndherung fiir halbun-

endliche Kristalle:
R(y) = ’—y +vy? -1

Der Graph von R(y) ist in Abb. 2.4 gezeigt, in dem Bereich —1 <y < +1 gilt
R =1d.h. Totalreflexion. Die Reflektivitit lasst sich wegen Gl. 2.102 auch als
Funktion des Abweichungsparameters « darstellen, wie ebenfalls in Abb. 2.4
dargestellt ist. Der Bereich in dem Totalreflexion auftritt liegt zwischen:

(2.102)

2

(2.103)

ay > a>ay, (2.104)

aus Gl. 2.102 folgt:

(2.105)

o = Re(x,) (1 _ %) (2.106)
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Abb. 2.4: Die Reflektivitdt R in Abhingigkeit von y und vom Abweichungsparameter «

Das Zentrum der Totalreflexion ist bei «. zu finden, die Breite der Region
Ac« in der Totalreflexion auftritt ergibt sich mit GI. 2.105 zu:

Aa = |a_y — agq| =4Cx, |/ |b]. (2.107)
Wegen Gl. 2.24 und GI1.2.64 folgt fiir den Abweichungsparameter:

a= (i) (ﬁ — sin 9). (2.108)

Diese Gleichung wurde von Shvyd’ko et al. (1998) angegeben. Mit der Pho-
tonenenergie £ = hc/X kann man auch schreiben:

Ey (E
o= ?H <fH—sin9), (2.109)
wobei . "
C
Ey = -Hhc=—— 2.11
0 e = i, (2.110)

die Braggenergie ist. Wird eine feste Wellenldinge A = const verwendet, so
ergibt sich:
a = 4sinfg(sinfp — sin ), (2.111)
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wobei der Braggwinkel 6z durch Gl. 2.24 definiert ist.
Mit der Definition:

@ b—1
220
kann das Zentrum der Region, in der Totalreflexion auftritt, einfacher darge-

stellt werden. Fiir die zentrale Energie F., den zentralen Winkel 6, und die
zentrale Wellenldnge A\, ergibt sich:

wy = —2Rey, (2.112)

E.sinf. = Eg(1 +wg) (2.113)
2dysinf, = A\(1 +wg). (2.114)

Gleichung 2.114 ist die dynamische Braggbedingung, sie unterscheidet sich
nur durch den Term wxg von GIl. 2.24.
Fiir die relative Breite der Photonenenergie €4 gilt wegen GI. 2.107 und

Gl 2.108: A o AE
B (2.115)
4sin” 6 V|0 sin2 @ E
Weil nach Gl. 2.34 y,, proportional zu A? ist und \?/sin® § = 4d? ist, ist die
relative Energiebreite ¢y eines Reflexes eine Konstante.

Entwickelt man sin € in einer Taylorreihe um 653, so erhalt man:

1
sin @ = sinfg + (0 — 03) cos Oz — 5(9 —03)?sinfg — - - - (2.116)

Beriicksichtigt man nur den linearen Term in (6 — 603), so wird Gl. 2.111 zu:
a =2(0p — 0)sin 20, (2.117)

dies ist aber fiir 05 ~ 90° nicht mehr praktikabel, denn dann ist cosfz ~ 0
und der Term in (f —65)? nicht mehr vernachléssigbar. Fiir den Fall 65 &~ 90°
kann die Naherung:
a = 2(0% — 2) (2.118)
mit
E—FEy
En

benutzt werden, wie von Caticha und Caticha-Ellis (1982) hergeleitet wurde.

Die Breite der Reflexionskurve kann nun in Abhéngigkeit von 6 iiber
GL 2.117 bzw. GIl. 2.118 abgeschitzt werden. Fiir die Winkelbreite im Fall
6 < 90° ergibt sich:

©=60-90° und e=

(2.119)

AG — Ao 2|0x,|
 28in20 \/[p[sin20

(2.120)
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Fiir die Winkelbreite im Riickstreufall, § ~ 90° gilt:
AO = VAa =2/|Cx,|. (2.121)

Die Winkelbreite fiir den Riickstreufall ist proportional zu +/|x,| und
nicht wie im Fall § < 90° proportional zu |y, |- Da bei den hier betrach-
teten Photonenenergien |y, | < 107° gilt, ist die Winkelbreite im Falle der
Riickstreuung deutlich grofser als bei der Braggstreuung mit 6 < 90°. Die
relative Energiebreite ist in beiden Fillen gleich, allerdings ist die absolu-
te Emnergiebreite bei der Riickstreuung am kleinsten, weil dort . fiir einen
gegebenen Reflex am kleinsten ist.
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2.3 Mehrstrahlfall bei exakter Riickstreuung

Die Braggbedingung kann fiir mehrere reziproke Gittervektoren gleichzeitig
erfiillt sein, was zu Mehrstrahl-Braggstreuung fiihrt. Dies passiert norma-
lerweise nur in Ausnahmeféllen, wenn allerdings eine der gestreuten Wellen
eine exakt riickgestreute Welle ist, dann ist Mehrstrahl-Braggstreuung eher
die Regel als die Ausnahme.

Betrachtet man Mehrstrahlfélle unter der Bedingung, dass eine der Wellen
eine riickgestreute Welle ist, so treten zusitzliche Reflexionen immer paar-
weise auf (Shvyd’ko, 2004; Sutter, 2000; Stepanov et al., 1991). Im folgenden
Abschnitt wird dieser Umstand mithilfe der kinematischen Ndherung bespro-
chen. Es schliefen sich Betrachtungen im Rahmen der dynamischen Theorie
an, beide Diskussionen folgen im wesentlichen Shvyd’ko (2004).

2.3.1 Kinematische Betrachtung

Ist die Braggbedingung fiir die exakte Riickstreuung mit dem reziproken
Gittervektor IV fiir eine einfallende Welle mit Wellenvektor kg erfiillt, dann
gilt:

k0+N:kN:—k0:>k0:—N/2. (2122)

Wenn die Braggbedingung nun gleichzeitig auch noch fiir einen anderen re-
ziproken Gittervektor B erfiillt ist, dann kann man das Braggsche Gesetz in
vektorieller Form, Gl. 2.22, schreiben als:

B? + 2Bk, = 0. (2.123)
Mithilfe von GI. 2.122 kann Gl. 2.123 verandert werden zu:
B?> - BN =0. (2.124)

Gleichung 2.124 ist die Bedingung fiir die gleichzeitige Braggstreuung mit
den reziproken Gittervektoren IN und B. Ist Gl. 2.124 giiltig, dann ist die
Braggbedingung ebenfalls fiir einen weiteren reziproken Gittervektor L er-
fiillt:

L=N-B. (2.125)

Diese Behauptung kann durch Einsetzen von GI. 2.125 in Gl. 2.124 bewie-
sen werden. Das Ergebnis dieser Umformung ist eine Gleichung fiir L die
Gl. 2.124 entspricht:

L?> - LN =0. (2.126)

Wenn also eine zusitzliche Reflexion mit Streuvektor B existiert, dann ist
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Abb. 2.5: Zweidimensionales hexagonales Gitter, geometrische Konstruktion des Vierfach-
streufalls. Die reziproken Gittervektoren IN, B und L sind die Streuvektoren fiir die ein-
fallende Welle mit Wellenvektor ky. Die Wellenvektoren der gestreuten Wellen sind ky,
kp und kr. Der Ursprung der Streuvektoren ist der Knotenpunkt P. Die Braggbedingung
ist flir alle drei Streuvektoren erfiillt. Die Winkel 5 bzw. 61, sind die Braggwinkel der
Bragg- Reflexionen mit den Streuvektoren B bzw. L.

diese gleichzeitig von einer weiteren Reflexion mit Streuvektor L begleitet.
Aus Gl. 2.124, 2.125 und 2.126 erhilt man:

L? + B> = N2 (2.127)

Gleichungen 2.125 und 2.127 zeigen, dass IN, B und L ein rechtwinkliges
Dreieck bilden mit:
B1L

Die drei reziproken Gittervektoren N, B und L liegen in einer Ebene,
der Grundebene. Die Wellenvektoren der zusatzlichen Wellen sind durch:

N=B+L. (2.128)

Y

kB == ko + B,
kp=ko+ L (2.129)
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gegeben. Kombiniert man GIl. 2.122, 2.128 und 2.129 erhélt man:
kg = —k;, (2.130)

d.h. die zusétzlichen Wellen breiten sich in entgegengesetzten Richtungen
aus.

Gleichung 2.128 zeigt, dass zusétzliche Reflexionen immer paarweise ge-
funden werden. In Abb. 2.5 ist dies fiir ein zweidimensionales hexagonales
Kristallgitter illustriert.

2.3.2 Dynamische Betrachtung des n-Strahlfalles

Die fundamentalen Gleichungen 2.39, 2.40 bilden zusammen mit den Rand-
bedingungen GI. 2.41 bis 2.44 und G1.2.45 den allgemeinen Ausgangspunkt
fiir die Diskussion des n-Strahlfalles. Wie bereits in Abschnitt 2.2.1 erwahnt,
kann die allgemeine Lésung der Gl. 2.39 und 2.40 aus der Bedingung gewon-
nen werden, dass die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet.
Diese Determinante hat die Ordnung 4n, eine einfach Losung des Problems
ist daher meist nur numerisch moglich. Wenn man allerdings die gleichen
Annahmen wie bei der Diskussion des Zwei-Strahlfalls in GI. 2.55 macht, so
reduziert sich die Koeffizientenmatrix auf die Ordnung 2n.

Betrachtet man zuséitzlich noch den Vier-Strahlfall in Riickstreuung, so
sind die vier Streuvektoren koplanar. Die Polarisationsvektoren kénnen somit
wie bei der Diskussion des Zwei-Strahlfalles gewihlt werden, vergl. G1. 2.56.
Die Koeffizientenmatrix kann dann auf die Ordnung n reduziert werden, die-
ses soll im folgenden Abschnitt genauer betrachtet werden.

2.3.3 Der Vier-Strahlfall in Riickstreugeometrie

Fiir die Streuvektoren wird die gleiche Bezeichnung wie in Abschnitt 2.3.1
benutzt. Fiir den Streuvektor der Riickstreuung IN und die Streuvektoren
der zusitzlichen Reflexionen B und L gilt: N = B + L mit B 1 L. Aus
dem Braggschen Gesetz folgt unter der Bedingung exakter Riickstreuung in
der kinematischen N&herung: ky ~ —IN /2. In Anlehnung an die Diskussion
in Abschnitt 2.2.3 kann der Wellenvektor durch eine kleine Abweichung von
— N /2 beschrieben werden:

ko=—-N/2+q mit |g| < N. (2.131)

Zur weiteren Beschreibung wird ein Koordinatensystem eingefiihrt, das mit
den Streuvektoren verkniipft ist und durch die Einheitsvektoren:
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e, = N/N
e, = L x B/|L x Bj| (2.132)
€| =€, Xey

aufgespannt wird. Jetzt kann die Abweichung g auch geschrieben werden als:
1
q/k:@||e||+@J_eJ_— 8—5 (@ﬁ—l—@i) e,. (2.133)

In der obigen Gleichung wurde die Niaherung: cos© ~ 1 — ©%/2 fiir klei-
ne Winkel benutzt. Die Winkel ©, ©, beschreiben die Abweichung vom
senkrechten Einfall auf die durch IN beschriebenen Streuebenen. Der in Ab-
schnitt 2.2.3 eingefiihrte Abweichungsparameter o kann wegen Gl. 2.64, 2.131
und 2.129 allgemein geschrieben werden als:

H
an ==, (2.134)

wobei fiir H die Vektoren 0, N, B und L stehen konnen. Mit Gl. 2.133 und
2.134 kann der Abweichungsparameter ay als Funktion der Winkelabwei-
chungen © und ©, und der Energieabweichung ¢ = (F'—Ey)/Ey dargestellt
werden. Die Braggenergie Ey ist durch: Ey = |N|hc/4m gegeben, wobei ¢
die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist. Fiir die Reflexionen mit Streuvektoren
N, B und L ergibt sich fiir die entsprechenden Abweichungsparameter:

ay :2(@ﬁ+@i) —4e
ap = 20y sin(20p) 4 [2 (Of + ©7) — 4¢] sin® 0 (2.135)
o = —20sin(260,) + [2 (@ﬁ + 07) — 4e] sin® 4.

In GI. 2.135 ist zu sehen, dass gilt: ay = ag + ar, weil g + 6, = 90° ist.
Wihlt man die Polarisationsrichtungen wie in Abschnitt 2.2.3 besprochen,
dann reduzieren sich wegen Gl. 2.56 die fundamentalen Gleichungen der dy-
namischen Theorie, GIl. 2.39 und 2.40, auf die Ordnung n = 4 und somit
hat die Determinante der Koeffizientenmatrix ebenfalls die Ordnung n = 4.
Das Eigenwertproblem kann durch Einbeziehung der Randbedingungen nu-
merisch gelost werden. Das Fortran-Programm NIMBUS bietet diese Mog-
lichkeit (Shvyd’ko, 2003). Die Berechnungen im folgenden Abschnitt 2.4.2
und die des in Kapitel 3 vorgestellten Vier-Strahlfalles basieren auf diesem
Programm.
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2.4 Beispielrechnungen

Um die Eigenschaften der Bragg-Streuung unter Winkeln von 6 ~ 90° im
Vergleich zur Bragg-Streuung unter kleineren Winkeln deutlich zu machen,
werden zwei Zwei-Strahlfille in a-Al,O3 bei gleicher Photonenenergie der
einfallenden Welle verglichen.

AuRerdem wird der Vier-Strahlfall, der bei der (1 3 4 28)-Riickstreuung in
a-Al;O3 auftritt, besprochen. Dieser Reflex erlaubt es, wie bereits erwéhnt,
die M&ssbauerstrahlung von *"Fe zuriickzustreuen und ist daher fiir den Bau
eines kombinierten Fabry-Pérot Interferometers geeignet.

Die Rechnungen basieren auf der dynamischen Theorie, es werden keine
Néaherungen benutzt.

2.4.1 Zwei-Strahlfall

In Abb. 2.6 ist die mithilfe der dynamischen Theorie berechnete Winkel- bzw.
Energieabhiingigkeit der Transmission und der Reflektivitit des (2 2 4 0)-
Braggreflexes in a-Al;O3 gezeigt. Es wurde eine Kristalldicke von d =
1 mm angenommen, sowie eine Energie der einfallenden Photonen von E, =
14310 eV. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die reflektierenden Atomebenen
parallel zur Kristalloberfliche sind. Die Winkelabhéngigkeit ist als Funktion
des Einfallswinkels 6 und als Funktion der Abweichung dieses Winkels von
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Abb. 2.6: Berechnete Transmission und Reflektivitit des (2 2 4 0)-Reflexes von einem
1 mm dicken Saphir-Kristall. Links: Winkelabh#ngigkeit bei einer Photonenenergie von
E = 14310 eV. Rechts: Energieabhéngigkeit bei einem Einfallswinkel von 6 = 21, 35°.
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Abb. 2.7: Berechnete Transmission und Reflektivitat des (0 0 0 30)-Reflexes von einem
1 mm dicken Saphir-Kristall. Links: Winkelabhingigkeit bei einer Photonenenergie von
E = 14310 eV. Rechts: Energieabhéngigkeit bei einem Einfallswinkel von 6 nahe zu 90°.

dem Braggwinkel 05 aus der kinematischen Theorie Gl. 2.24, dargestellt. Die
Energieabhéngigkeit ist als Funktion der Photonenenergie £ und als Funkti-
on der Abweichung der Energie von der Energie F,,.., bei der die Reflektivitit
maximal ist, gezeigt. Die Breite der Reflexionskurven betréigt 4,52 urad bzw.
165 meV.

In Abb. 2.7 ist die berechnete Winkel- bzw. Energieabhingigkeit der
Transmission und der Reflektivitat des (0 0 0 30)-Braggreflexes in a-Al,O3
gezeigt. Die angenommene Energie der einfallenden Photonen und die Kri-
stalldicke ist wie im obigen Fall. Bei dieser Energie betrigt der Einfallswinkel
0 ~ 90°. Die Winkelbreite der Reflexionskurve ist also durch GIl. 2.121 gege-
ben. Die Breite der Reflexionskurven betrigt hier 870 urad bzw. 13,1 meV.
Eine Eigenschaft der Riickstreuung wird hier im Vergleich nochmals deutlich:
die hohe Winkelakzeptanz bei gleichzeitig kleiner Energiebreite, die fiir den
Bau von Instrumenten mit hoher Energieauflosung wichtig ist.

2.4.2 Vier-Strahlfall

Gleichzeitig mit dem (1 3 4 28)-Reflex in Riickstreuung konnen zwei weitere
Reflexe mit den Streuvektoren:

B=[1102§ (2.136)
L=1[2210] (2.137)
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Abb. 2.8: Angenommene Streugeometrie, die den Rechnungen zugrundeliegt. Die Streuvek-
toren N, B und L liegen in der Grundebene. © ist eine der beiden Winkelabweichungen
vom senkrechten Einfall von kg auf die reflektierenden (1 3 4 28)-Atomebenen. Diese Win-
kelabweichung liegt in der Grundebene. O ist die zweite der beiden Winkelabweichungen
vom senkrechten Einfall, sie liegt in einer Ebene senkrecht zu der Grundebene. Die Kri-
stalloberflache ist parallel zu den riickreflektierenden Atomebenen.

angeregt werden.

Die Reflektivitidt und die Transmission wird als Funktion der in Ab-
schnitt 2.3.3 definierten Parameter © und ©, berechnet. Die Parameter
entsprechen zwei Winkelabweichungen vom senkrechten Einfall der einfallen-
den Welle auf die zu IN senkrechten Streuebenen.

In Abb. 2.8 ist die Streugeometrie gezeigt, die fiir die Rechnungen ange-
nommen wurde. Die Grundebene fallt mit der Zeichenebene zusammen. O
ist eine der beiden Winkelabweichungen vom senkrechten Einfall von kq auf
die reflektierenden (1 3 4 28)-Atomebenen. Die Richtung dieser Winkelab-
weichung ist parallel zu der Grundebene, d.h. sie entspricht einer Drehung
um eine Achse senkrecht zu der Grundebene und zu dem Streuvektor IN.

O, ist die zweite der beiden Winkelabweichungen vom senkrechten Ein-
fall. Sie entspricht einer Drehung um eine Achse parallel zu der Grundebene
und senkrecht zu dem Streuvektor IV, d.h. die Richtung dieser Winkelabwei-
chung ist senkrecht zu der Grundebene. Die Kristalloberfliche soll parallel zu
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Abb. 2.9: Berechnete Winkelabhéngigkeit der Reflektivitit und der Transmission. Die
Streugeometrie ist in Abb. 2.8 gezeigt. Die Rechnungen wurden fiir eine Welle der Pho-
tonenenergie £=14,419 keV ausgefiihrt, die auf einen 50 pm dicken perfekten Saphir-
Einkristall fallt. Die errechnete Winkelabhéngigkeit der Transmission als Funktion von
©), mit ©; = 0 ist in 0 dargestellt. Fiir die riickgestreute, die Bragg-Fall gestreute und
die Laue-Fall gestreute Welle ist die Reflektivitéat in NV, B bzw. L dargestellt. In der rech-
ten Spalte ist die Winkelabhingigkeit der Reflektivitdt und der Transmission von ©; zu
sehen, (mit © = 0).

den reflektierenden (1 3 4 28)-Atomebenen sein. In dieser Anordnung sind die
gestreuten Wellen mit den Wellenvektoren kp bzw. k; ein Bragg-Streufall
bzw. ein Laue-Streufall.

In Abb. 2.9 sind die Ergebnisse der Rechnungen dargestellt. Die Rechnun-
gen wurden fiir eine Welle der Photonenenergie F£.=14,419 keV ausgefiihrt,
die auf einen 50 pum dicken perfekten a-Al,O3-Einkristall fillt. Die Kristall-
dicke von 50 pum wurde zum besseren Vergleich mit den experimentellen
Ergebnissen im folgenden Kapitel gewihlt.

Die errechnete Winkelabhéngigkeit der Reflektivitét fiir die riickgestreute
Welle als Funktion von ©), mit © ; = 0ist in Abb. 2.9 (IV) gezeigt. Die maxi-
male Reflektivitiat von 37% wird iiber einen breiten Winkelbereich von etwa
1,3 mrad erreicht. In der Umgebung von © = 0 jedoch ist die Reflektivitét
tiber einen Winkelbereich von 4 prad (FWHM) sehr stark reduziert.

Die errechnete Winkelabhéngigkeit der Reflektivitiat fiir die Bragg-Fall
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gestreute Welle und die Laue-Fall gestreute Welle als Funktion von ©), mit
©, =0, ist in Abb. 2.9 (B) bzw. (L) dargestellt. Die Winkelbreite der Region,
in der die Reflektivitdt der beiden zusitzlichen Wellen nicht verschwindet,
betriagt etwa 10 prad. Die Maximalreflektivititen betragen 17% bzw. 36%
fiir den Bragg-Fall bzw. fiir den Laue-Fall. Die Interferenz von Wellen die
von der vorderen und der hinteren Kristalloberfliche reflektiert werden fiihrt
zu einer zusatzlichen Struktur auf den Reflexionskurven.

Wenn ©) bei ©) = 0 festgehalten wird und ©, variiert wird, kann eine
Reflektivitat von 37% in den Riickstreukanal iiberhaupt nicht erreicht wer-
den, die Maximalreflektivitét betragt ungefahr 8% (vergl. Abb. 2.9(N’).) Die
Maximalreflektivitét fiir den Bragg-Streufall ist 3% (Abb. 2.9(B’)). Die Re-
flektivitat in die Lauefall gestreute Welle dominiert, sie ist etwa 21%, siehe
Abb. 2.9(L"). Der Winkelbereich in dem die zusétzlichen Wellen die Reflekti-
vitéat in den Riickstreukanal beeinflussen ist um drei Gréfenordnungen breiter
als im Fall der ©-Abhéngigkeit.

Der deutliche Unterschied zwischen den Ergebnissen fiir die ©-Abhéngig-
keit und die © -Abhéngigkeit kann mit Gl. 2.135 erklart werden, sie zeigt,
dass oy und somit die Kristall-Reflektivitét fiir die riickgestreute Welle qua-
dratisch von © und ©, abhéngt. ap und a; hingen ebenfalls quadratisch
von O, ab, allerdings héingen sie linear von ©| ab. Eine Anderung von O
hat deswegen einen viel stirkeren Einfluss auf die Reflektivititen als eine
Anderung von O .

Die Energieabhéngigkeit fiir diesen Vier-Strahlfall ist in Abb. 2.10 gezeigt.
Es zeigt sich, dass die maximale Reflektivitat von 37% in den Riickstreuka-
nal auch durch eine Variation der Photonenenergie bei exakter Riickstreu-
ung nicht erreicht werden kann. Die maximale Reflektivitéit betragt 25% bei
einer Energiebreite von 17 meV (FWHM), s. Abb. 2.10(N). Fiir den Bragg-
Streufall betragt die Maximalreflektivitat 19% bei einer Breite von 16 meV
(FWHM), s. Abb. 2.10(B). Die Energiebreite des Laue-Streufalls betréigt
200 meV, die Reflektivitéit fiir diesen Fall wird durch die beiden anderen
Streufille deutlich beeintréchtigt, allerdings kann eine Maximalreflektivitit
von 39% bei Energien erreicht werden, die aukerhalb des Bereichs liegen, in
denen die beiden anderen Streufille nennenswerte Reflektivititen aufzeigen.

Die Reflektivitét in den Riickstreukanal kann bis zu 90% betragen, wenn
der Kristall mindestens 100 pm dick ist. In Abb. 2.11 ist die errechnete Win-
kelabhéngigkeit der Reflektivitit und der Transmission fiir den gleichen Fall
gezeigt, allerdings bei einer Kristalldicke von 1 mm. Es ergibt sich ein dhnli-
ches Bild wie fiir den diinneren Kristall: bei einer Variation von © wird die
Maximalreflektivitiat (hier 88%) iiber einen grofen Winkelbereich von etwa
1,2 mrad erreicht. Nur in der direkten Umgebung von ©| = 0 verringert sich
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Abb. 2.10: Berechnete Energieabhingigkeit der Reflektivitdt und der Transmission. Die
Streugeometrie ist in Abb. 2.8 gezeigt. Die Rechnungen wurden fiir die exakte Riickstreu-
ung von einem 50 pum dicken perfekten Saphir-Einkristall ausgefiihrt. Die errechnete Ener-
gieabhéngigkeit der Transmission als Funktion der Energiedifferenz E — F. ist in 0 dar-
gestellt. Fiir die riickgestreute, die Bragg-Fall gestreute und die Laue-Fall gestreute Welle
ist die Reflektivitdt in N, B bzw. L dargestellt.

die Reflektivitéit in den Riickstreukanal auf bis zu 0% durch die Anregung
der beiden zusétzlichen Wellen. Bis auf diese Verringerung entspricht die in
Abb. 2.11(N) gezeigte Reflektivitit gut der in Abb. 2.4 gezeigten Voraussage
der dynamischen Theorie. Auch hier kann bei festem © = 0 die Maximal-
reflektivitdt in den Riickstreukanal durch eine ©,-Variation nicht erreicht
werden.

Abbildung 2.12 zeigt die dazugehorige Energieabhingigkeit der Reflekti-
vitdt und der Transmission. Auch hier ergibt sich qualitativ das gleiche Bild
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Abb. 2.11: Berechnete Winkelabhéngigkeit der Reflektivitdt und der Transmission. Die
Streugeometrie ist in Abb. 2.8 gezeigt. Die Rechnungen wurden fiir eine Welle der Pho-
tonenenergie F=14,419 keV ausgefiihrt, die auf einen 1 mm dicken perfekten Saphir-
Einkristall fallt. Die Notationen sind wie in Abb. 2.9

wie fiir den diinneren Kristall, die Energiebreiten der Reflexionskurven sind
nahezu gleich, auch kann die Maximalreflektivitéit von 88% in den Riickstreu-
kanal nicht erreicht werden.
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Abb. 2.12: Berechnete Energieabhéngigkeit der Reflektivitdt und der Transmission. Die
Streugeometrie ist in Abb. 2.8 gezeigt. Die Rechnungen wurden fiir die exakte Riickstreu-
ung von einem 1 mm dicken perfekten Saphir-Einkristall ausgefiihrt.
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Kapitel 3

Vier-Strahlfall: Experiment

Mehrstrahlfille wurden schon friiher theoretisch und auch experimentell be-
handelt, allerdings nur bei Kristallen mit kubischem Gitter. Ein Vier-Strahl-
fall in Silizium wurde von Steyerl und Steinhauser (1979) theoretisch betrach-
tet. Sie kamen zu dem Ergebnis, dass der Einfluss der zuséitzlichen Wellen
auf die riickgestreute Welle durch eine kleine Winkelabweichung (10~* rad)
in beliebiger Richtung von exakter Riickstreuung verhindert werden kann.

Colella und Luccio (1984) gaben eine kurze Analyse fiir Vier-Strahlfille,
die auf einem von Colella (1974) entwickelten Formalismus beruht. Stepa-
nov et al. (1991) haben einen Vier-Strahlfall in Germanium untersucht unter
der Bedingung des streifenden Einfalls. Die theoretischen Betrachtungen von
Stepanov et al. zeigen deutlich den Einfluss der zusitzlichen Reflexionen,
welcher allerdings von ihnen experimentell nicht nachgewiesen werden konn-
te. Dies gelang Giles und Cusatis (1991) erstmals durch die Untersuchung
des transmittierten Strahls. Ein Sechs-Strahlfall in Silizium wurde von Kohn
et al. (1999) theoretisch untersucht. Ein 24-Strahlfall in Silizium wurde aus-
fithrlich von Sutter (2000) theoretisch sowie experimentell behandelt, siehe
auch (Sutter et al., 2001).

In dieser Arbeit werden erstmals experimentelle Untersuchungen eines
Mehrstrahlfalls in Saphir (a-Al;O3) vorgestellt. Saphir hat im Gegensatz
zu Silizium und Germanium ein rhomboedrisches Kristallgitter. Untersucht
wurde der Vier-Strahlfall, der bei der (1 3 4 28) Riickstreuung auftritt. Es
wurden alle vier Reflexionen gleichzeitig betrachtet. Weil der Vier-Strahlfall
der Mehrstrahlfall der kleinsten Ordnung ist, ist es von fundamentalem wis-
senschaftlichen Interesse, diesen Fall genauer zu untersuchen.

Dariiberhinaus ist die (1 3 4 28) Riickstreuung in Saphir von Interesse,
weil sie es erlaubt, die 14,4 keV Méssbauer Strahlung von 5"Fe zu reflektie-
ren. Der (1 3 4 28) Riickstreureflex bietet somit die in Kapitel 1 erwiihnte
Moglichkeit, ein kombiniertes Fabry-Pérot Interferometer zu realisieren. Das
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praktische Ziel der Untersuchung ist es daher, einen Weg aufzuzeigen, wie
die Anregung zusitzlicher Reflexionen und die damit einhergehende Vermin-
derung der Riickstreuintensitit, zu vermeiden ist. Die von Steyerl und Stein-
hauser (1979) gemachte Analyse ist beziiglich dieses Problems unvollstindig.
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3.1 Experimenteller Aufbau

Abb. 3.1 zeigt den schematischen Aufbau des Experiments. Die Messungen
wurden an der Wiggler-Beamline BW4 am HASYLAB (DESY-Hamburg)
durchgefiihrt. Rontgenstrahlung mit einer Photonenenergie von 14,419 keV
wird von einem hochauflésenden Monochromator (HRM) auf eine Bandbreite
von 7 meV monochromatisiert. Die so monochromatisierte Strahlung fillt auf
den 50 pm dicken Saphirkristall (Al;O3). Ein Kristall hoher Qualitét wur-
de durch Rontgentopographie mit weifler Synchrotronstrahlung ausgesucht
(Chen et al., 2003). Die Oberfliche des Kristalls ist parallel zu den (0 0 0 1)-
Atomebenen.

Die vertikale Divergenz des Rontgenstrahls ist durch den Monochromator
bestimmt, sie betrigt 10 urad. Die horizontale Divergenz wurde mithilfe der
(1 1 1) Bragg-Reflexion eines Siliziumkristalles im channel-cut Design, der
allerdings in Abb. 3.1 nicht gezeigt ist, auf etwa 20 urad begrenzt.

Der semitransparente Detektor D weist einfallende und riickgestreute
Rontgenpulse voneinander getrennt nach. Wegen der unterschiedlichen Flug-
zeit der Pulse konnen diese getrennt beobachtet werden. Die Dauer eines
Pulses betriagt 150 ps. Durch die Verwendung einer 0,2 mm Lochblende als
Autokollimator (A), der ca. 9 m entfernt vom Kristall aufgebaut ist, kann
die Position der exakten Riickstreuung mit einer Genauigkeit von einigen

S HRM D A DN A1203 ﬂ D|_

e
/ 1 O

T T T T T ]
-10.4 m 9.7m 9m -0.4m Om 0.5m

Abb. 3.1: Skizze des experimentellen Aufbaus. HRM: hochauflésender Monochromator mit
einem Bandpass von 7 meV (FWHM); Dy, D, Dy, und Dy: Detektoren, Avalanche Photo
Dioden (APD) ; D: semitransparente APD die es zusammen mit dem Autokollimator A
erlaubt, die Position der exakten Riickstreuung zu bestimmen; kq: Wellenvektor der einfal-
lenden und der transmittierten Welle; kn, kg und kr: Wellenvektoren der riickgestreuten,
der Bragg-Fall gestreuten und der Laue-Fall gestreuten Welle. Wahrend der Messungen
wurde jeweils nur einer der beiden Winkel @ﬁ und ©’| variiert.
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purad bestimmt werden. Die Intensitét aller vier Bragg-gestreuten Wellen wird
gleichzeitig von den Detektoren Dy, Dg, Dy, und Dy gemessen.

Die Reflektivitdt und die Transmission des Kristalls wird als Funktion der
beiden Winkel ©' und ©| gemessen (vergl. Abb. 3.1). Die Rotationsachse
von ©' ist senkrecht, die von ©) waagerecht. Beide Achsen liegen senkrecht
zu der Richtung des einfallenden Strahls.
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3.2 Durchfiihrung

Zur Orientierung des Kristalls wurde eine Laueaufnahme in Riickstreuanord-
nung gemacht. Abbildung 3.2 zeigt eine fiir einen Saphirkristall berechnete
Aufnahme, die dreifache Kristall-Symmetrie beziiglich der c-Achse ist gut
zu erkennen. Die [-1 1 0 0]-Achse in deren Richtung der (1 1 0 28)-Reflex
zu finden ist, ist leicht zu identifizieren. Die Lage der von den Streuvektoren
aufgespannten Grundebene ist somit ebenfalls bekannt. Der Kristall wurde so
montiert, dass die Rotationsachsen von ©, und @h mit den Rotationsachsen
von O, bzw. O, welche im vorigen Abschnitt definiert wurden, zusammen-
fallen.

Fiir die Messung der Winkelabhéngigkeit der Reflektivitit wurde jeweils
nur einer der beiden Winkel variiert. Der jeweils andere Winkel wurde bei der
Position exakter Riickstreuung festgehalten. Die Position exakter Riickstreu-

A=[1000]

' .-.:: -.:'-_ L . .. B=[0100]

T PN oo

Abb. 3.2: Berechnete Laueaufnahme eines Saphirkristalls. Die Bildebene ist parallel zu den
(0 0 0 n)-Kristallebenen, die Hauptachsen [1 0 0 0] und [0 1 0 0] sowie die Achse [1 1 0 0]
sind gezeigt. Die dreifache Kristallsymmetrie beziiglich der c-Achse ([0 0 0 1]-Achse) ist
deutlich zu erkennen.
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ung wurde mit dem Autokollimator vor jeder Messung eingestellt.

Fiir die Messung der Energieabhingigkeit der Reflektivitit wurde die
Photonenenergie der einfallenden Strahlung variiert. Der Winkel ©, wur-
de bei der Position exakter Riickstreuung festgehalten. Es wurden mehrere
Messungen fiir unterschiedliche Winkeleinstellungen von @ﬁ gemacht.

Fiir die Auswertung wird die Zahlrate der APD-Detektoren auf die von
dem Detektor Dy gemessene Einfallszihlrate normiert. Die Detektoren wa-
ren vertikal ausgerichtet, daher trafen die Wellen aufer bei den Detektoren
Dpgp und Dj senkrecht auf die Detektoren auf. Da in den beiden Fallen der
Einfallswinkel 3 = 42, 36° betrigt, erhéht sich die Nachweiswahrscheinlich-
keit der Detektoren um den Faktor 1/ cos 3. Die Zéhlrate beider Detektoren
wird deswegen mit einem Faktor fg;, = cos /3 ~ 0,74 korrigiert. Die Trans-
mission T, der im einfallenden Strahl stehenden APD Dy wird mit dem
dahinter stehenden Detektor Dy bestimmt. Die Zihlraten der anderen De-
tektoren wird mit dem Faktor f = 1/7p, ~ 1,71 korrigiert, weil der auf sie
einfallende Fluss durch den Detektor Dy um T, verringert wird.

Fiir die Messung der riickgestreuten Strahlung wird ebenfalls die APD Dy
genutzt, allerdings werden dafiir nur die Photonen gezahlt die ca. 2 ns nach
dem Eintreffen des prompten Pulses auf den Detektor treffen. Es zeigt sich,
dass durch das Setzen des dafiir bendtigten elektronischen Vetos nicht alle
riickgestreuten Photonen erfasst werden. Der notwendige Korrekturfaktor fy
ist durch die Annahme, dass die Summe aller gemessenen Reflektivititen iiber
den gesamten Messbereich konstant ist, bestimmbar. Aus den gemessenen
Daten ergibt sich ein Wert von fy = 6, 2.

Die oben angegebenen Korrekturfaktoren sind bei jeder Auswertung un-
verandert beriicksichtigt.
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3.3 Ergebnisse

Die gemessenen Ergebnisse werden mit den Ergebnissen der dynamischen
Theorie verglichen, welche mit dem Programm NIMBUS berechnet werden.

3.3.1 Winkelabhangigkeit der Reflektivitat

In Abb. 3.3 ist die gemessene Winkelabhangigkeit der Reflektivitdt und der
Transmission mit Punkten dargestellt. Durchgehende Linien reprisentieren
Berechnungen mithilfe der dynamischen Theorie, bei denen die Eigenschaf-
ten der einfallenden Strahlung beriicksichtigt wurden. In den beiden linken
Spalten ist die Abhéngigkeit der Reflektivitdt und der Transmission von @h
auf unterschiedlichen Skalen gezeigt, mit festem Winkel ©’, = 0. Die Trans-
mission der vorwérts gestreuten Welle ist in Abb. 3.3(0), die Reflektivitét
der riickgestreuten, der Bragg-Fall gestreuten und der Laue-Fall gestreuten
Welle ist in Abb. 3.3(N),(B) bzw. (L), gezeigt. Die Photonenenergie betréigt
E. =14,42 keV. In der rechten Spalte ist die Abhéngigkeit der Transmission
und der Reflektivitdt von ©', gezeigt, mit festem Winkel ©) = 0. Die expe-
rimentellen Ergebnisse stimmen gut mit den Ergebnissen der theoretischen
Berechnungen {iberein.

Die beste Anpassung der Rechnungen an die experimentellen Ergebnisse
wird erzielt, wenn man annimmt, dass der Kristall beim Einbau so arre-
tiert wurde, dass die Grundebene um 1,2° im Uhrzeigersinn um IN gegen
die Senkrechte geneigt ist. Die Rotationsachsen von @h und ©', fallen also
nicht genau, wie in Abschnitt 2.4.2 angenommen, mit denen von © und ©
zusammen.

Die Winkelabhéngigkeit der Reflektivitit als Funktion von @h mit fest-
gehaltenem ©', = 0 zeigt, dass die Maximalreflektivitét fiir die riickgestreu-
te Welle 36% betrigt. Diese Reflektivitat wird in einem Winkelbereich von
1,2 mrad erreicht, s. Abb. 3.3(N).

In der Umgebung von @il = 0 nimmt die Reflektivitit in den Riickstreu-
kanal auf 18% ab. Diese Abnahme findet in einem Winkelbereich von 13 urad
(FWHM) statt und zwar genau dort, wo die Intensitédt der beiden zusétzli-
chen Wellen deutlich zunimmt, s. Abb. 3.3(B), (L). Eine Winkelabweichung
von der Position der exakten Riickstreuung von ca. 7 prad reicht aus, um die
Maximalreflektivitdt in den Riickstreukanal wiederzuerlangen.

Die Winkelabhéngigkeit der Reflektivitit als Funktion von ©’| zeigt, dass
die Maximalreflektivitit von 36% nicht erzielt werden kann, wenn @h bei
@h = 0 festgehalten wird. Eine Maximalreflektivitit von 30% kann nur bei
zwei festen Winkeln ©', = —0,5 mrad und ©, = 40, 5 mrad erreicht werden.
Der Winkelbereich, in dem die zusétzlich angeregten Wellen die Reflektivitit
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Abb. 3.3: Winkelabhéngigkeit der Reflektivitit und der Transmission. Durchgehende Li-
nien reprisentieren Berechnungen mithilfe der dynamischen Theorie, bei denen die Ei-
genschaften der einfallenden Strahlung beriicksichtigt wurden. Die experimentellen Ergeb-
nisse sind als Punkte dargestellt. In den beiden linken Spalten ist die Abhéngigkeit der
Reflektivitét und der Transmission von ©/ auf unterschiedlichen Skalen gezeigt, ©', ist
unverdndert bei ©, = 0. Die Photonenenergie betrigt E. = 14,42 keV. Die Transmission
der vorwérts gestreuten Welle ist in 0, die Reflektivitdt der riickgestreuten, der Bragg-Fall
gestreuten und der Laue-Fall gestreuten Welle ist in N,B bzw. L, gezeigt. In der rechten
Spalte ist die Abhéngigkeit der Transmission und der Reflektivitdt von ©', gezeigt, mit
festem Winkel @h bei @ﬁ = 0. Die Streugeometrie ist iber den Grafen gezeigt.

in den Riickstreukanal beeintrichtigen, ist deutlich grofer als im vorigen Fall,
vergl. Abb. 3.3.

Um eine Beeintriachtigung der Intensitét der riickgestreuten Welle zu ver-
meiden, muss eine Winkelabweichung von exakter Riickstreuung in Richtung
der Grundebene angewendet werden, d.h. © muss verdndert werden. Durch
eine Winkelabweichung senkrecht zur Grundebene, also durch eine Anderung
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von ©, kann die Maximalreflektivitdt in den Riickstreukanal nicht erreicht
werden.

3.3.2 Energieabhingigkeit der Reflektivitat

Abb. 3.4 zeigt die Reflektivitdt als Funktion der Photonenenergie bei ver-
schiedenen Werten fiir © mit ©', = 0.
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ADbb. 3.4: Reflektivitédt als Funktion der Photonenenergie bei verschiedenen Werten fiir
@ﬂ mit ©, = 0. In der linken Spalte ist die Energieabhingigkeit der Reflektivitit und
der Transmission fiir alle vier gestreuten Wellen gezeigt, wobei @h den Wert @ﬂ =0
hat. In der mittleren und der rechten Spalte sind die Ergebnisse fiir @h =6 prad und fiir
@ﬂ = 12 prad dargestellt. Die gemessenen Daten sind als Punkte dargestellt, durchgehende
Linien sind die Ergebnisse der Berechnungen auf Grundlage der dynamischen Theorie. Die
Transmission ist in Zeile 0 zu sehen. Die Reflektivitdt fiir die riickgestreute, die Bragg-
Fall gestreute und die Laue-Fall gestreute Welle ist in den Zeilen N, B bzw. L gezeigt.
E, = 14,419 keV.
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In der linken Spalte ist die Energieabhingigkeit der Reflektivitdt und
der Transmission fiir alle vier gestreuten Wellen fiir @il = 0 gezeigt. In der
mittleren bzw. der rechten Spalte sind die Ergebnisse fiir @h = 6 urad bzw.
fiir @il = 12 prad gezeigt. Die gemessenen Daten sind als Punkte dargestellt,
durchgehende Linien sind die Ergebnisse der Berechnungen auf Grundlage
der dynamischen Theorie.

Die relative Position der Reflexionsmaxima fiir die Bragg-Fall (B) und
die Laue-Fall (L) gestreute Welle verschiebt sich fiir verschiedene Winkel @h.
Mit steigendem © ist das Reflexionsmaximum fiir die Bragg-Fall gestreute
Welle bei kleineren Photonenenergien zu finden, das Reflexionsmaximum fiir
die Laue-Fall gestreute Welle dagegen wandert zu hoheren Energien.

Bei dem vorliegenden Versuchsaufbau bedeutet ein groferer Winkel @h
gleichzeitig auch einen groferen bzw. kleineren Einfallswinkel von kg auf die
reflektierenden Atomebenen, die senkrecht zu B bzw. L liegen. Ein groferer
bzw. kleinerer Einfallswinkel auf die reflektierenden Atomebenen bedeutet
nach dem Braggschen Gesetz, dass das Reflexionsmaximum fiir die reflek-
tierte Welle bei einer kleineren bzw. groferen Photonenenergie zu finden ist.

Das Reflexionsmaximum fiir die riickgestreute Welle (V) liegt bei E, =
14,419 keV. Je ndher man der Position der exakten Riickstreuung kommt,
d.h. fiir @h — 0, desto kleiner wird das Reflexionsmaximum. Bei exakter
Riickstreuung betrigt die maximale Reflektivitit 18%, sie steigt auf bis zu
36% bei einer Winkelabweichung von 12 prad in ©.

Die experimentellen Ergebnisse, die mit der Energievariation ermittelt
wurden, bestétigen die Ergebnisse, die mithilfe der Winkelvariation erhalten
wurden, vergl. Abb. 3.3.
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Fabry-Pérot Interferometer

Interferometer des 1899 von Fabry und Pérot vorgestellten Typs sind Stan-
dardinstrumente in der modernen Optik. Fabry-Pérot Interferometer wurden
genutzt, um optische Wellenldngen und spektrale Linienbreiten mit hoher Ge-
nauigkeit zu messen. Sie wurden als schmale Bandpassfilter genutzt und sind
die notwendige Grundlage fiir den Bau von Lasern. Die Eigenschaften eines
optischen Fabry-Pérot Interferometers sind in (Vaughan, 1989) hergeleitet,
es werden viele Sonderfille besprochen, und es sind dort auch viele weitere
Referenzen und der geschichtliche Hintergrund zu finden.

Hochauflosende Instrumente dieser Art wiren auch im Rontgenbereich
des elektromagnetischen Spektrums sehr niitzlich. Bereits 1979 wurde von
Steyerl und Steinhauser (1979) ein Vorschlag zum Bau eines Rontgen-Fabry-
Pérot Interferometers gemacht. Dabei wurde von exakter Riickstreuung an
den (14 6 0)-Ebenen eines Siliziumkristalls ausgegangen, auch das Auftreten
von zwei zusitzlichen Reflexen wurde kurz diskutiert. Caticha und Caticha-
Ellis (1990) erweiterten die Theorie auf beliebige Einfallswinkel und behan-
delten die Theorie eines Fabry-Pérot Interferometers fiir thermische Neu-
tronen (Caticha und Caticha-Ellis, 1996). In beiden Féllen verwendeten die
Autoren ein System aus beliebig vielen diinnen Kristallen als Diskussions-
grundlage. Diese Theorie wurde von Shvyd’ko und Gerdau (1999) iiberarbei-
tet, dabei wurde ein fehlender Phasenfaktor eingefiihrt. Kohn et al. (2000)
haben die Theorie eines Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers als Spezialfall
der dynamischen Bragg-Streuung an einem System aus Kristalllagen ent-
wickelt, dabei wurden auch mogliche Imperfektionen behandelt. Die Zeitab-
hiangigkeit der Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer-Resonanzen wurde von
Shvyd’ko (2004) behandelt, dort sind auch weitere ausfiihrliche Analysen ei-
nes Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers zu finden.

47
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4.1 Theorie eines planaren optischen Fabry-Pérot
Interferometers

Der theoretische Hintergrund eines Fabry-Pérot Interferometers, soll im we-
sentlichen nach (Vaughan, 1989) vorgestellt werden.

Ein Fabry-Pérot Interferometer besteht im wesentlichen aus zwei paralle-
len Spiegeln hoher Reflektivitit, die durch einen Spalt voneinander getrennt
sind. Eine ebene Welle, die auf ein solches System trifft, wird zwischen den
beiden Spiegeln hin und her reflektiert werden. In diesem Falle werden al-
le vom System reflektierten sowie alle transmittierten Strahlen miteinander
interferieren. Auf der linken Seite von Abb. 4.1 ist der schematische Auf-
bau eines Fabry-Pérot Interferometers gezeigt, es besteht aus zwei Spiegeln
die im Abstand d, parallel zueinander ausgerichtet sind. Die auf das Fabry-
Pérot Interferometer einfallende Welle hat die Amplitude Ey und fillt unter
dem Winkel 6 auf den ersten Spiegel ein, sie wird zwischen den Spiegeln hin
und her reflektiert. Das Material zwischen den beiden Spiegeln hat den Bre-
chungsindex n,4, das umgebende Medium hat den Brechungsindex n. Um die
Eigenschaften des Fabry-Pérot Interferometers zu beschreiben, werden fiir
die Amplituden-Reflexions- bzw. Transmissionkoeffizienten r und ¢ folgende

Eg l'ep ) t
NI L v

Ny :jg \ > /\7 t
e \<2 5 /2

—
-
e
—]
>

Abb. 4.1: Konstruktion der Vielstrahlinterferenz an einem Fabry-Pérot Interferometer.
Zwei Spiegel hoher Reflektivitéit sind parallel zueinander justiert und durch einen Spalt
voneinander getrennt. Die einfallende Welle mit Amplitude Fy und der Wellenldnge Ao
wird zwischen den Spiegeln hin und her reflektiert. Der Glanzwinkel ist 6, der Brechungs-
index zwischen den Spiegeln ist ny und n auflerhalb. Die vom System reflektierten Wellen
interferieren miteinander, was zu einem Amplituden-Reflexionskoeffizienten rpp des Sy-
stems fithrt. Die vom System transmittierten Wellen interferieren ebenfalls, daraus resul-
tiert der Amplituden-Transmissionskoeflizient tgpp des Systems. Auf der rechten Seite ist
die verwendete Nomenklatur fiir die einzelnen Amplituden-Reflexions- und Amplituden-
Transmissionkoeffizienten dargestellt.



4.1. PLANARES OPTISCHES FABRY-PEROT INTERFEROMETER 49

Indizes verwendet: eine tiefgestellte Zahl beschreibt den reflektierenden Spie-
gel und ein hochgestelltes Vorzeichen beschreibt die Seite, auf der die Welle
auf den Spiegel einfillt. Zur Verdeutlichung ist dies auf der rechten Seite von
Abb. 4.1 gezeigt.

Die optische Wegdifferenz Ad zwischen zwei aufeinanderfolgenden Refle-

xionen ist durch:
Ad = 2dgy/n2 — n? cos® 0 (4.1)

gegeben. Daraus resultiert eine Phasendifferenz ¢ von:
o =21Ad/\. (4.2)

Die Gesamtamplitude F; der transmittierten Strahlung ergibt sich als
Summe iiber alle transmittierten Strahlen:

Et - Z E]t - E(]t;rt;r
j=0

1+ Z('rlr;)jeij“’] : (4.3)

J=1

Gleichung (4.3) ist eine geometrische Reihe:

bty
E, =tppEy, typp = ————F—— 4.4
t = trp Lo FP =] S (4.4)
Nun kann die transmittierte Intensitat I; berechnet werden:
2 ) tits |
Iy = |Ey)* = Tep By,  Trp (4.5)

T 1y |riry |2 —2|rry|cos ¢’

Die Phase ¢ wird Aury-Phase genannt sie ist durch:

o=p+1, ¢ =arg(r;)+arg(ry) (4.6)

gegeben, wobei ¢ mdégliche Phasenspriinge bei der Reflexion beschreibt. Mit
den Definitionen
T=|t{ty| und R=|riry|, (4.7)

kann der Transmissionskoeffizient Tgp fiir diesen Fall wegen GIl. 4.5 auch
geschrieben werden als:

T2
Tep =
P 14+ R?—2Rcos ¢
T2
" (1- R)2—4Rsin¢/2
T? 1

T (I-R21+4R/(1- R)?sin® /2’ (48)
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Definiert man weiterhin:

4R T?
dann folgt:
Typ = HA, A=[1+ Fsin*(¢/2)]"". (4.10)

Gleichung (4.10) wird auch als Airy Formel bezeichnet. Die Funktion A(¢)
heifst Airy Hiillenfunktion.

Auf dhnliche Weise konnen auch der Amplituden-Reflexionskoeffizient ryp
und der Reflexionskoeffizient Rpp berechnet werden, es ergibt sich:

thryt]

+ 1'2 %1
=rf ————— 4.11
e rryeid (4.11)
Rpp = Fsin?(¢/2)A(¢). (4.12)

In Abb. 4.2 ist die Transmission Txp fiir verschiedene Werte von F bzw.
R als Funktion von ¢ dargestellt. Trp ist eine periodische Funktion mit der
Periode 27. Die Halbwertsbreite A¢ eines Maximums kann mit:

Ap=0¢"—¢",  Tye(¢") =Tre(¢) = 0,5 (4.13)

berechnet werden.
Das Verhéltnis F = A¢ /21 wird Finesse genannt. Fiir groRe F' kann die
Finesse mithilfe der Gl. (4.10) und (4.13) angenéhert werden durch:

F /R
2  1-R
Im Falle des senkrechten Einfalls auf die Spiegel und bei sich nicht un-

terscheidenden Brechungsindizes (n = n, = 1), folgt aus Gl. 4.1 fiir die
Airy-Phase:

Fo (4.14)

¢ = dmdy /X + 1 (4.15)

Aus (4.10) erhélt man, dass das Fabry-Pérot Interferometer immer dann
maximal durchléssig ist, wenn die Airy-Phase ein ganzzahliges Vielfaches von
2m ist:

Om = 2mm. (4.16)
Fiir die entsprechenden Wellenlingen \,,, gilt:
2d Y
Ap = —2 4+ — 4.1
m + 27’ (4.17)

Die Differenz zweier benachbarter Wellenldngen A, und \,,.; ist der freie
Spektralbereich des Fabry-Pérot Interferometers. Der freie Spektralbereich
auf der Wellenldngen-, der Energie- und der Frequenzskala ist somit gegeben
durch:
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Abb. 4.2: Gesamt-Transmission Tgp als Funktion von ¢ fiir verschiedene F'— bzw.
R—Werte. Immer, wenn ¢ ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist, dann ist das Fabry-
Pérot Interferometer maximal transparent. Die Halbwertsbreite A¢ eines Maximums ist
fiir R = 0,5 gezeigt.

2d 2d 2d
Np=—"2 - —1 = g 4.1
= m m+1 m(m + 1) (4.18)
he
Ej = Byt — Epp = (4.19)
2d,
Ef C
= — = — 4.2
VP T g, (4.20)

gegeben.
Das Auflésungsvermdgen I eines Fabry-Pérot Interferometers ist definiert

durch: 5
I = ?f (4.21)
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4.2 Planares Rontgen-Fabry-Pérot Interferome-
ter

Fiir die Reflexion von Rontgenstrahlung kann Streuung unter streifendem
Einfall oder Braggstreuung von Kristallen genutzt werden. Nur im Falle der
Braggstreuung ist exakte Riickstreuung moglich. Die Spiegel eines planaren
Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers konnen also zwei Kristallen sein, deren
reflektierende Atomebenen parallel zueinander ausgerichtet sind.

Die theoretischen Grundlagen fiir ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferome-
ter werden unter der Beriicksichtigung der dynamischen Theorie der Ront-
genstreuung nach (Kohn et al., 2000; Shvyd’ko, 2004) dargestellt. Die Unter-
schiede zwischen optischem Fabry-Pérot Interferometer und Réntgen-Fabry-
Pérot Interferometer werden kurz diskutiert. Abschliefend werden mogliche
Imperfektionen im Falle des Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers und deren
Auswirkungen behandelt.

4.2.1 Grundlagen

Das Schema eines Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers ist links in Abb. 4.3
gezeigt: zwei Kristalle sind im Abstand d, parallel zueinander ausgerichtet.
Die Kristalle konnen unterschiedlich dick sein, sollen aber aus dem gleichen
Material bestehen. Die reflektierenden Atomebenen des einen Kristalls sind
exakt parallel zu denen des anderen Kristalls, allerdings sind sie nicht zwin-
gend parallel zu den Kristalloberflichen. Die rdumliche Lage der beiden Kri-
stalle zueinander kann durch den Vektor U beschrieben werden. In diesem
Zusammenhang soll U = 0 heiflen, dass die beiden vorderen Kristalloberfli-
chen zusammenfallen und zusétzlich, dass die Atomebenen beider Kristalle
zusammenfallen. Auf der rechten Seite von Abb. 4.3 ist die mehrfache Streu-
ung der einfallenden Welle skizziert, die einzelnen Amplituden-Reflexions-
und Transmissionskoeffizienten sind dargestellt, der Streuvektor ist H, der
Normaleneinheitsvektor der Kristalloberflichen e,.

Die einzelnen Amplituden-Reflexions- und Transmissionskoeffizienten der
Braggstreuung sind aus der Diskussion in Abschnitt 2.2.4 bekannt. Der Amp-
lituden-Transmissionskoeffizient bei der Durchquerung durch den Spalt in
Richtung von Kristall 1 zu Kristall 2 ist allgemein durch: e¢'¥' gegeben. Der
Amplituden-Transmissionskoeffizient bei der Durchquerung in Richtung von
Kristall 2 zu Kristall 1 lautet entsprechend: e¢'#2. Das Medium innerhalb des
Spalts habe die Suszeptibilitét y,. Ersetzt man in Gl. 2.84 und 2.90 y, durch
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Abb. 4.3: Schema eines Fabry Pérot Interferometers. Zwei Saphirkristalle der Dicke d;
und d sind im Abstand d, parallel zueinander ausgerichtet. Der Normalenvektor auf
die Kristalloberflache ist e,. Der Streuvektor H steht senkrecht auf den reflektierenden
Atomebenen. Die Atomebenen beider Kristalle sind ebenfalls parallel zueinander. Der
Wellenvektor kg der einfallenden Welle schliefit den Glanzwinkel # mit den reflektierenden
Atomebenen ein.

X, und setzt x, = 0, dann folgt fiir die Phasen:

_ kg, Rdg(a—x,)

2y, 29,
Normiert man die Amplitude der einfallenden Strahlung und beachtet, dass
der zweite Kristall im Bezug auf den ersten um den Vektor U verschoben ist,
so kann in Anlehnung an GIl. 4.3 der Amplituden-Transmissionskoeffizient
tpp des Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers geschrieben werden:

1 (4.22)

o
tpp = {151 |14 (ry7y ) elilriten)
j=1
ttg el
1 — ry 7y eilerte2)
tht] el
= 2 : (4.23)
1 — r]ryeilerte+HU)
Um die letzte Zeile in Gl. 4.23 zu erhalten, wurde GIl. 2.96 benutzt. Fiir
die weitere Diskussion ist es bequem, einen weiteren Verschiebungsvektor u
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zu definieren, der die beiden einander zugewandten Kristalloberflichen und
gleichzeitig gleiche Atomplétze verbindet, (s. Abb. 4.3). Fiir u folgt damit:

U—-u-= nia + ngb + nsc (424)
= ¢HU — (Hu (4.25)
u-e, =d,. (4.26)

Jetzt kann der Transmissionskoeffizient tgp durch die Definition der Réntgen-
Airy-Phase:

p=p1t+p2+H- -u
=¢1(1=0b) +kdya/2vyy+ H -u (4.27)

geschrieben werden als:
+ it
t1t5 et

— + H .
1—r{rye?

(4.28)

lrp =

In Gl. 4.27 ist o der in Abschnitt 2.2.3 eingefiihrte Abweichungsparameter.
Auf analoge Weise erhilt man fiir den Amplituden-Reflexionskoeffizienten:

[o.¢]
rpp = 1]+t St e T |1+ E (Tffj)ﬂelj(“’ﬁm)
i=1
tht rie

+
=r +—).
1—ryrye?

(4.29)

Zur weiteren Betrachtung werden in Anlehnung an Gl. 4.7 die Parameter T’
und R definiert, hierbei ist zu beachten, dass die Amplituden-Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten komplexe Groéfen sind:

T = |t ty e~ ™) (4.30)

R = [ryryfem om0zt (4.31)
Jetzt kann die Reflektivitit und die Transmission eines Rontgen-Fabry-Pérot
Interferometers berechnet werden:

H

Trp = Rep=1—Twp — A 4.32
PP T FsinZ(¢/2)’ FP FP FP (4.32)
Hierin ist App die Absorption,
4 T?
F = AR und H=——. (4.33)

(1-R)? (1-R)?
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4.2.2 Optisches vs. Rontgen-Fabry-Pérot Interferome-
ter

Die in Abschnitt 4.2.1 gefundenen Ausdriicke sind formal die gleichen wie
fiir das optische Fabry-Pérot Interferometer (s. S. 50), es ist jedoch u.a. zu
beachten, dass die Amplituden-Reflexionskoeffizienten 7, 75 und somit R
nur hinreichend grofle Werte erreichen, wenn die Bragg-Bedingung fiir die
einfallende Strahlung erfiillt ist. Daher ist R also eine Funktion der Photonen
Energie E, des Einfallwinkels 6 und iiber den Abstand der reflektierenden
Atomebenen auch der Kristalltemperatur 7.

Die Transmission und Reflektivitdt kann in beiden Fillen als Funktion der
Airy-Phase dargestellt werden. Die konkreten Ausdriicke fiir die Airy-Phase
unterscheiden sich im Falle eines optischen und im Falle eines Rontgen-Fabry-
Pérot Interferometers allerdings voneinander.

Nimmt man an, dass die Bedingung fiir Totalreflexion (s. Abschnitt 2.2.5)
erfiillt ist, dann kann man fiir die Rontgen-Airy-Phase Gl. 4.27 wegen Gl. 2.106
und Gl. 4.26 auch schreiben:

Re(x, — \,) <1 _ %) . (4.34)

Der erste Term in Gl. 4.34 ist vergleichbar mit GIl. 4.15: wird die Spaltbreite
um dy in Richtung von H verdndert, so dndert sich die Phase um 27. Der
zweite Term in Gl. 4.34 beschreibt eine Phasendifferenz die ihre Ursache
in den unterschiedlichen Brechungsindizes des Kristalls und des Mediums
innerhalb des Spalts hat. Dieser Term &ndert sich iiblicherweise wesentlich
langsamer mit w als der erste Term. Nimmt man z.B. an, dass gilt: Re(xo) =
107°, Re(x,) = 0 und A = 0, Inm, so muss d, um ca. 10pm veréindert werden,
um die Phase um 27 zu dndern.

Aus GI. 4.34 ist ersichtlich, dass es mdglich ist, durch eine Parallelver-
schiebung des einen Kristalls d.h. senkrecht zu e, die Phase zu dndern, wenn
H und e, nicht parallel sind.

Vernachlissigt man den zweiten Term in Gl. 4.34 und ist H || e, so ergibt
sich fiir den Fall senkrechten Einfalls auf die reflektierenden Atomebenen
(0 = 90°) die erste Naherung fiir den freien Spektralbereich auf der Energie-
bzw. Wellenldngenskala:

E} = he/2d, (4.35)
A} = 2d3;/d,. (4.36)

Der freie Spektralbereich EJQ unterscheidet sich nicht von dem freien Spek-
tralbereich im optischen Fall, Gl. 4.19. Allerdings wird bei Bragg-Streuung
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nicht unmittelbar an der Kristalloberfliche reflektiert sondern innerhalb des
Kristalls an den Atomebenen, dieses Eindringen in den Kristall wird durch
die Extinktionsldnge d. beschrieben. Bei genauerer Betrachtung ergibt sich:

EJQ he

E; = = 4.37
T 14d./d, — 2dy+ 2du/(7|x,)) (4.37)
he 2dH
Af = —=2d,+ —. (4.38)
! Ef ! 7T|XH‘
Analog zum optischen Fall ist hier die Finesse allgemein durch:
2 F R
Fol2r _mE_ mVE (4.39)

A 2 1-R

gegeben und somit auch das Auflosungsvermégen, I' = Ey/F.
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4.3 Nicht perfektes Rontgen-Fabry-Pérot Inter-
ferometer

Im folgenden soll kurz beschrieben werden, welche Abweichungen von einem
perfekten Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer, die bei dem Bau und dem
Betrieb eines realen Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers eventuell auftre-
ten konnen, die Funktionsfihigkeit des Instrumentes beeintrichtigen kénnen.
Dazu miissen alle eventuellen Abweichungen von einem perfekten Rontgen-
Fabry-Pérot Interferometer betrachtet werden, die zu einer Anderung der
Airy-Phase fiihren konnen. Dies sind im Einzelnen Unebenheiten der Kri-
stalloberflachen, Inhomogenitaten in der Dicke der Kristalle, Abweichungen
von der exakten Parallelitit beider Kristalle zueinander und Temperatur-
unterschiede zwischen den beiden Kristallen. Eine konkrete numerische Be-
handlung folgt im néchsten Kapitel.

4.3.1 Die Oberflachenrauigkeit der inneren Kristallo-
berflichen

Die Rauigkeit der inneren Kristalloberflichen soll durch die Abweichung ¢z
vom Mittelwert beschrieben werden. Durch diese Abweichung wird die Spalt-
breite verdndert. Betrachtet man die Extremfille fiir die Spaltbreite d, + dz
und d, — 4z, dann kann die daraus resultierende Anderung der Phase d¢ mit
Gl. 4.34 abgeschitzt werden:

56 = 2k [Re(xo) — Re(x,)] (4.40)

Diese Anderung muss, damit die Fabry-Pérot-Resonanzen nicht verwischt
werden, deutlich kleiner sein als die Breite A¢ = 27 /F; daraus folgt die
Bedingung?:

du

0z K .
F|Re(xo) — Re(xy)|

(4.41)

4.3.2 Inhomogene Kristalldicke

Anderungen in der Dicke der einzelnen Kristalle fiihren zu einer Anderung
des Phasensprungs

dr = arg(ryry), (4.42)

LAus Gl. 4.41 folgt, dass die Oberflichenrauigkeit keine Rolle spielt wenn Re(yo) =
MRe(xg), d.h. wenn der Spalt mit einem Medium gefiillt ist, das den gleichen Brechungsindex
hat wie der Kristall (Steyerl und Steinhauser, 1979).
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bei der Reflexion. Durch Einsetzen der Gl. 2.83 und 2.90 in Gl. 4.42 kann diese
Anderung im Einzelfall exakt berechnet werden. Die Frage nach der Oberfli-
chenrauigkeit der dufseren Kristalloberflichen kann somit auch beantwortet
werden. Sie ist durch die Differenz der Abweichung von der Kristalldicke und
der Oberflichenrauigkeit der inneren Kristalloberflichen gegeben.

4.3.3 Nicht exakt parallele Kristalle

Die Frage nach nicht exakt parallelen inneren Kristalloberflichen ist in Ab-
schnitt 4.3.1 schon indirekt behandelt worden. Hier soll daher diskutiert wer-
den, wie parallel die reflektierenden Atomebenen des einen Kristalls zu denen
des anderen Kristalls sein miissen. Betrachtet man eine kleine Drehung,
des einen Kristalls um eine Achse senkrecht zur Oberflichennormalen e,
vergl. Abb.4.3, so resultiert daraus eine Anderung von w. Definiert man ein
Koordinatensystem, so dass dessen z-Achse normal zu der Kristalloberfliche
ist und die y-Achse die Drehachse ist, dann ist die Anderung von w eine
Funktion der x- und z-Koordinaten:

ou, = —21p,  du, = 1), (4.43)

Mit Gl. 4.34 kann die daraus resultierende Anderung der Phase berechnet
werden:

0¢(z) = H - du(x) = 2my,2¢/dg. (4.44)
Bei senkrechtem Einfall auf die Kristallebenen ist 7, = 1 und die maximale
Phasendnderung 0oy, ist:

5stmax = (27T¢/dH)X7 (445)

wobei X die lineare Ausdehnung der beleuchteten Kristalloberfliche in Rich-
tung der x-Achse ist. Damit die Resonanzen nicht gestért werden, muss diese
Phasenverinderung kleiner als die Resonanzbreite sein. Die Forderung an die
Parallelitat der Atomebenen ist somit;:

dy 1

d
P < ﬁmp - YH? (4.46)

4.3.4 Temperaturunterschiede

Ein weiteres Problem ist die Temperaturabhéngigkeit des Ebenenabstandes
dy. Haben die beiden Kristalle ein unterschiedliche Temperatur, so ergeben
sich unterschiedliche Ebenenabsténde. Die Breite der Region, in der Totalre-
flexion auftritt, Gl. 2.107 kann, in Einheiten von «, mit b = —1 (symmetri-
scher Bragg-Fall) und |C| =1 (s-Polarisation) zu:

Aa = 4|x,| (4.47)
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abgeschitzt werden. Die Differenz der Kristalltemperaturen sei 67" und der
(temperaturabhéngige) Ausdehnungskoeffizient sei Gy (7). Dann folgt aus
GI. 2.108 fiir eine temperaturbedingte Anderung des Parameters a:

So = —4By (T)6T. (4.48)

Damit sich die Bereiche der Totalreflexion beider Kristalle iiberschneiden,
muss also gelten:

0T < x|/ Pu(T). (4.49)

Ein zusétzliches Problem tritt auf, wenn die Kristalloberflichen nicht exakt
parallel zu den reflektierenden Atomebenen sind. Der Winkel zwischen der
Kristalloberfliche und den Atomebenen sei 7. Unter der Annahme elastischer
Streuung:

|kol* = |ku|? = K (4.50)
ergibt sich aus Gl. 2.62, 2.64 und 2.54:
ki = ko + (H — kziez) — ko + H'. (4.51)
H

Der Winkel 7 ist gleichzeitig auch der Winkel zwischen der Oberfléchen-
normalen e, und dem reziproken Streuvektor H. Aus GIl. 4.51 folgt daher
H }f H’, wenn 1 # 0. Der Winkel ¢ zwischen H und H’ betragt:

o]
2H |y,

==k sin 7. (4.52)
Eine Temperaturdifferenz 67 fiihrt daher zu einer Winkeldifferenz d:

0] .
= = T)oT . 4.53
5 k2H|7H| sinn = By (T)0T tann (4.53)

Um das endgiiltige Ergebnis zu erhalten wurde benutzt, dass nahe exakter
Riickstreuung gilt: £ ~ 2H und |yg| ~ cosn. Wieder muss gelten, dass
01 < ¢, daraus folgt:

du

6T :
< XFBu(T)tann

(4.54)
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Kapitel 5

Kombiniertes Fabry-Pérot
Interferometer fiir optische und
Mossbauer-Photonen

Erste Experimente mit einem Interferometer fiir Rontgenstrahlung wurden
von Bonse und Hart (1965b) gemacht. Eine Behandlung der Prinzipien und
des Designs dieses Laue-Fall Rontgeninterferometers wurde von den Autoren
im gleichen Jahr vorgelegt (Bonse und Hart, 1965a). Drei Jahre spéater folgte
das erste Rontgeninterferometer welches aus zwei getrennten Kristallen be-
stand (Bonse und te Kaat, 1968). Deslattes (1969) stellte bereits ein Jahr
spater erste Messungen mit einem kombinierten Interferometer fiir Rontgen-
strahlung und optisches Licht vor. 1973 gelangen dann zusammen mit A. Hen-
ins die ersten Prézisionsmessungen der Si-Gitterkonstante mit einem kombi-
nierten Interferometer. Dabei verkniipften Deslattes und Henins (1973) ein
Laue-Laue-Laue (LLL) Rontgeninterferometer mit einem optischen Fabry-
Pérot Interferometer. Bis heute werden auf diese Weise Prézisionsmessun-
gen der Si-Gitterkonstante vorgenommen, siehe z.B.: (Deslattes et al., 1974;
Becker et al., 1981, 1987; Bergamin et al., 1989; Basile et al., 1994, 2000).
Bergamin et al. (1999) behandelten ausfiihrlich den Einfluss systematischer
Fehler bei der Messung.

Ein Ziel der folgenden Untersuchungen ist es, ein kombiniertes Fabry-
Pérot Interferometer fiir sichtbares Licht und fiir Md&ssbauer Strahlung zu
realisieren. Als Spiegel fiir die Mdssbauerstrahlung von 5"Fe soll der (1 3 4 28)-
Reflex in a-Al;O3 benutzt werden. Dieses Instrument soll dariiberhinaus die
Méglichkeit bieten, die Spaltbreite d, zu variieren, damit die Wellenlénge
der Méssbauerstrahlung von >"Fe an die Wellenléinge der benutzten optischen
Strahlung gekoppelt werden kann. Auf diese Weise konnte die Wellenléinge
der Mossbauerstrahlung sehr genau bestimmt werden und langerfristig die

61



62KAPITEL 5. KOMBINIERTES FABRY-PEROT INTERFEROMETER

Si-Gitterkonstante als Referenzlinge in der Rontgenoptik ablosen.

Die Anforderungen an ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer sind, we-
gen der kleineren Wellenldnge der benutzten Strahlung, entsprechend stren-
ger als die an ein optisches Fabry-Pérot Interferometer. Im folgenden wer-
den nur die Anforderungen an ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer fiir
Méssbauer-Photonen aufgestellt, welches zusétzlich die Moglichkeit bietet,
die Spaltbreite d, zu variieren. Es werden Entwiirfe davon vorgestellt, wie so
ein Instrument aussehen konnte; diese Entwiirfe wurden mithilfe der Methode
der finiten Elemente (FEM) optimiert. Die Grundlagen der FEM, sowie die
von hochgenauen Verschiebeeinrichtungen, werden diskutiert, um abschlie-
fend einen Entwurf fiir ein monolithisches Rontgen-Fabry-Pérot Interfero-
meter vorzustellen, das die gewiinschten Anforderungen erfiillt und technisch
auch herstellbar ist.
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5.1 Anforderungen an ein Rontgen-Fabry-Pérot
Interferometer fiir Mossbauer-Photonen

Aufbauend auf die Diskussion in Abschnitt 4.3, werden im folgenden die
Anforderungen an ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer fiir Mossbauer-
Photonen aufgestellt.

5.1.1 Die Breite des Spalts d,

Mit Gl. 4.27 und GIl. 2.118 kann die Rontgen-Airy-Phase als Funktion des
Winkels 6 geschrieben werden. Dann kann man mit Gl. 4.39 die Winkelbrei-
te A6 der Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer-Resonanzen bei senkrechtem
Einfall abschétzen:

dH|’YH|

AO =2 QF (5.1)
Um aus GI. 5.1 eine konkrete Bedingung fiir die Spaltbreite zu erhalten,
muss die Finesse F bekannt sein. Mit GI. 4.32 kann man berechnen, dass eine
sinnvolle Kristalldicke im Bereich von d = 90 — 110um liegt. Es soll daher
angenommen werden, dass beide Kristalle die Dicke 100um haben, dann ist

Tep ~ 40% und F ~ 9.
Setzt man F = 9, dg = 0,043 nm und |yg| = 1 in GL 5.1 ein, so erhilt

man:
Af ~ 140prady/mm/d,. (5.2)

Bei einer Spaltbreite zwischen 0,5 und 1 mm liegt die Winkelbreite also zwi-
schen 200 und 140 prad und damit deutlich iiber der Divergenz von iiblicher-
weise 20urad an modernen Synchrotronstrahlungsquellen. Im folgenden wird
von einer Spaltbreite von d,=0,5 mm ausgegangen.

5.1.2 Rauigkeit der inneren Kristalloberflachen

Nimmt man wieder eine Finesse von F = 9 an, dann wird die Anforderung
an die Oberflachenrauigkeit, Gl. 4.41 zu:

2dy ~ 0,086 nm
F|Re(x,)| 7,1-1075

5z < = 1,2 pm, (5.3)

wenn PRe(x,) = 0 ist, d.h. sich die Kristalle im Vakuum befinden. Mit mo-
dernen Poliermethoden ist eine Unebenheit von unter 0,1 ym zu erreichen.

'Wenn Reflexe hoherer Reflektivitéit genutzt werden kénnen, z.B. (0 0 0 30), dann kann
die Finesse bis zu F =~ 30 betragen.
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5.1.3 Inhomogene Kristalldicke

Wie bereits erwihnt, fiihren Anderungen in der Kristalldicke zu einer Ande-
rung des Phasensprungs ¢ bei der Reflexion. Hier soll nur kurz abgeschatzt
werden, wie grof die Anderungen in der Kristalldicke sein diirfen, damit
die Fabry-Pérot Interferometer-Resonanzen nicht gestért werden. Betrégt die
Wellenléinge der einfallenden Welle A = 27/k ~ 1 A und haben a und Xo
die GroRenordnung 10~%, dann ergibt sich, bei einer Finesse von F ~ 9, dass
die Resonanzen nicht gestort werden, wenn die Abweichung der Kristalldicke
vom Mittelwert < 10um betréigt (Shvyd’ko, 2004). Diese Bedingung ist somit
ebenfalls durch das Polieren der Kristalle erfiillbar.

5.1.4 Nicht exakt parallele Atomebenen

Aus GI. 4.46 wird mit den entsprechenden Werten fiir diesen Fall:
d H 1 4, 8pm
PSXFT X
Bei einer Strahlbreite von X = 1 mm muss die Abweichung von exakter
Parallelitéit also kleiner als 4,8 nrad sein.

mm
=4 —. 5.4
, 8nrad e (5.4)

5.1.5 Temperaturunterschiede

Der lineare Ausdehnungskoeffizient 5y (T") bei T=375,0 K ist bekannt (Sh-
vyd’ko et al., 2002; Lucht et al., 2003). Mit 35 (375 K) = 5,8 - 107 K~! folgt
aus Gl. 4.49 dann die Forderung:

5T < 1,7-10°K|x,,| = 70 mK. (5.5)

Wie in Abschnitt 4.3.4 besprochen, tritt ein weiterer Aspekt bei Tem-
peraturunterschieden auf, wenn die Kristalloberflichen nicht parallel zu den
Atomebenen sind. Mit den bekannten Werten fiir die Finesse und den Aus-
dehnungskoeffizienten ergibt sich bei einer Strahlbreite von X = 1 mm aus
Gl. 4.54:

0T < 0, 73mK/ tan. (5.6)

Der herstellungsbedingte Winkel n zwischen der Kristalloberfliche und den
Atomebenen liegt iiblicherweise im Bereich 0 — 1°, bei n = 1° folgt:

5T < 40mK. (5.7)

Diese Forderung ist strenger als die, die sich wegen der Temperaturabhén-
gigkeit der Atomebenenabstinde ergibt, sie ist aber mit heutigen Tempera-
turregelungen leicht einzuhalten (Lucht, 1998).
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5.1.6 Der Verstellweg des beweglichen Fabry-Pérot In-
terferometer-Spiegels

Das Verhéltnis zwischen den Wellenldngen eines Jod-stabilisierten He-Ne La-
sers \izr 7, und der 5"Fe -Mossbauerstrahlung Ay betriigt etwa:

)\127‘]2 - 633nm
Av 0,086nm

= 7360, 5. (5.8)

Experimentell kann dieses Verhéltnis durch eine Variation Ad, der Spaltbrei-
te eines kombinierten Fabry-Pérot Interferometers bestimmt werden. Der Ab-
stand zweier Transmissionsmaxima des optischen Fabry-Pérot Interferome-
ters entspricht einer Variation von Ad, = A7y, /2. Die Anzahl der bei dieser
Variation iiberstrichenen Transmissionsmaxima des Réntgen-Fabry-Pérot In-
terferometers entspricht dann dem Verhéltnis der verglichenen Wellenléngen.
Bei vorherigen Experimenten konnte bei der Bestimmung dieses Verhéltnis-
ses eine absolute Genauigkeit von 0,001 erreicht werden (Becker et al., 1981;
Basile et al., 1994). Bei diesen Experimenten wurde ein LLL-Interferometer
genutzt, die Intensitdtsverteilung des Interferenzmusters ist sinusférmig. Man
kann erwarten, dass die Intensitdtsverteilung eines Rontgen-Fabry-Pérot In-
terferometers, wie in Abb. 4.2 gezeigt, eine noch genauere Bestimmung zu-
lassen wird. Mit der absoluten Mindestgenauigkeit von 0,001 ergibt sich eine
relative Mindestgenauigkeit bei der Messung iiber eine halbe optische Wel-
lenléinge von: 0,001/7361 = 1,36 x 107",

Um eine relative Genauigkeit von mindestens 10~ zu erreichen, muss
daher eine Messung iiber 14 halbe optische Wellenléngen moglich sein, dies
entspricht einem Verstellweg des beweglichen Fabry-Pérot Interferometer-
Spiegels von 4,4 ym. Um eine héhere Genauigkeit zu erreichen und andere
eventuelle Messfehler zu kompensieren, wird im folgenden ein Verstellbereich
von 10pm zugrundegelegt.
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5.2 Grundlagen der Nanopositionierung

Bereits beim Bau der ersten Rontgeninterferometer musste die Frage beant-
wortet werden, wie man hochprizise Verstelleinrichtungen herstellen kann.
Solche Verstelleinrichtungen miissen eine stetige vibrationsfreie genaue Ver-
stellung ohne Spiel erlauben. Dieses kann mit parallelen Blattfedern erreicht
werden. Eine erste Anwendung von parallelen Blattfedern wurde von Clay
(1937) beschrieben. Diese Methode wurde von Jones (1951) genauer unter-
sucht, fiinf Jahre spéater folgte eine detailliertere Arbeit, bei der ungewiinschte
zusitzliche Bewegungen qualitativ und quantitativ behandelt wurden (Jones
und Young, 1956). Die erste Anwendung im Bereich der Réntgeninterfero-
metrie erfolgte dann von Hart (1968). Dabei wurden alle Elemente des Inter-
ferometers aus einem Kristallblock gefertigt. Fiir den Bau des ersten kom-
binierten Interferometers wurde eine deutlich komplexere Verstelleinrichtung
aus einem Metallblock gefertigt, an dem dann die optischen Elemente beider
Teilinterferometer befestigt wurden (Deslattes, 1969). Es folgten theoreti-
sche Arbeiten iiber das Verhalten solcher Federn sowie praktische Arbeiten
zur Verbesserung des Designs von hochprézisen Verstelleinrichtungen (Tana-
ka, 1983; Basile et al., 2000). Neue Verfahren und bessere Maschinen fiihrten
zu neuen Moglichkeiten in der Herstellung (Shu et al., 1999). Auch werden
die numerischen Voraussagemoglichkeiten des Verhaltens von neuen Designs
immer mehr genutzt (Basile et al., 2000).

Im folgenden wird anhand von einfachen Modellen das Konzept von Par-
allelfedern und das Konzept von Doppel-Parallelfedern kurz erlautert. Da-
nach wird dargestellt, wie Federelemente aus massiven Kristall- bzw. Metall-
blocken herausgearbeitet werden konnen.

5.2.1 Parallelfedern

In Abb. 5.1(a) ist eine einfache Parallelfeder skizziert, zwei parallel ange-
ordnete Blattfedern sind an ihren beiden Enden jeweils iiber einen Block
miteinander verbunden. Wenn der untere Block (1) die Basis darstellt, so
kann der obere Block (2) in erster Ndherung parallel zum unteren verscho-
ben werden. Allerdings wird der lotrechte Abstand der beiden Blocke zuein-
ander abnehmen, wie in Abb. 5.1(b) gezeigt. Auferdem werden sich auch die
Blécke elastisch verformen und die Federn werden sich herstellungsbedingt
nicht exakt gleich verhalten, diese unerwiinschten zusétzlichen Bewegungen
wurden ebenfalls von Jones und Young (1956) behandelt.
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U U
@ (b)

Abb. 5.1: (a) Skizze einer einfachen Parallelfeder, zwei Blattfedern sind {iber zwei Blocke
miteinander verbunden. (b) Die Konstruktion erlaubt in erster Niherung eine Parallelver-
schiebung des beweglichen Blocks (2) zu Block (1), der die Basis bildet. Der Abstand der
Blocke zueinander nimmt dabei allerdings ab.

5.2.2 Doppel-Parallelfedern

Eine Moglichkeit, zumindest die Zusatzbewegung senkrecht zur gewiinschten
Verschiebung zu verhindern, ist ein Aufbau bei dem zwei Parallelfedern hin-
tereinander eingesetzt werden. In Abb. 5.2(a) ist der Aufbau einer solchen
Doppel-Parallelfeder gezeigt. Bei der Auslenkung des beweglichen Blocks (2),
bewegt sich dieser in erster Ndherung parallel und ohne Hohenversatz zur Ba-
sis (1), Abb. 5.2(b). Da die gewiinschte Bewegung aber auch einem Aufbiegen

REjuIagn's

Abb. 5.2: (a) Skizze einer einfachen Doppel-Parallelfeder. Die feste Basis (1) ist iiber eine
Parallelfeder mit Block (3) verbunden, eine zweite Parallelfeder stellt die Verbindung zu
dem beweglichen Block (2) her. (b) In erster Niherung ist eine Parallelverschiebung von
Block (2) zur Basis (1) ohne Hohenversatz moglich. (c) Allerdings entspricht diese Ver-
schiebung auch einem Aufbiegen der Gesamtkonstruktion, woraus auch eine unerwiinschte
Zusatzbewegung resultiert.
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der Gesamtkonstruktion entspricht, wird sich der bewegliche Block (2) ohne
zusitzliche Korrekturen, auf einem Kreisabschnitt bewegen, Abb. 5.2(c).

5.2.3 Federgelenke

Federelemente, wie sie in den beiden vorigen Abschnitten vorgestellt wurden,
konnen auf &hnliche Weise auch in massiven Bauteilen wie z.B. grofen Sili-
ziumkristallen realisiert werden. Dabei werden die Federelemente, die Basis
sowie die beweglichen Teile aus einem Bauteil herausgearbeitet. Abbildung
5.3 zeigt ein Federelement, das eine Blattfeder aus den vorigen Abschnitten
ersetzt. Ein Hebelarm ist durch zwei diinne Stege mit der Basis bzw. dem
beweglichen Teil verbunden, dabei wirken die Stege in erster Ndherung wie
Gelenke die allerdings aus diinnen Federn bestehen (solange man sich im Be-
reich der elastischen Verformung befindet). Das Verhalten solcher Elemente
wurde von Tanaka (1983) untersucht (s. auch Referenzen dort). Mit einem
Federelement dieser Art konnen Verschiebeeinrichtungen hergestellt werden,
die denen in Abschnitt 5.2.1 und 5.2.2 entsprechen. In Abb. 5.4 ist eine Al-
ternative zu der in Abb. 5.2 skizzierten Doppel-Parallelfeder gezeigt.?

Bei einer Bewegung des Balkens (1), der an den Federgelenken aufgehingt

2Der gezeigte Konstruktionsentwurf kann nicht mit normalbeweglichen Gelenken her-
gestellt werden, da der Balken dann frei beweglich wire.

Abb. 5.3: Federelement wie es aus massiven Bauteilen herausgearbeitet werden kann. Ein
Hebelarm ist durch zwei diinne Stege mit der Basis bzw. dem beweglichen Teil verbunden,
dabei wirken die Stege in erster Naherung wie Gelenke.
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Abb. 5.4: Doppel-Parallelfeder aus Federelementen.

Abb. 5.5: Ausgelenkte Doppel-Parallelfeder aus Federelementen. Die Auslenkung ist 100-
fach vergrofert dargestellt. Die undeformierte Position ist als gestrichelte Linie gezeigt.
Die Verformung wurde mit der Methode der finiten Elemente berechnet, weitere Details
dazu werden in den folgenden Abschnitten behandelt.

ist, werden sich (in erster Nidherung) jeweils die linken (2) bzw. rechten Stege
(3) der einzelnen Federn parallel zueinander bewegen und so eine Parallelver-
schiebung des Balkens erlauben, vergl. Abb. 5.5. Allerdings wird sich auch in
diesem Fall der Balken auf einer Kreisbahn bewegen, um dies zu verhindern
stellten Hoffrogge und Rademacher (1973) eine doppelte Doppel-Parallelfeder
vor, bei der auf beiden Seiten des beweglichen Balkens identische Parallelfe-
dern angebracht sind.

Scire und Teague (1978) prisentierten eine Doppel-Parallelfeder bei wel-
cher allerdings der Kraftiibertrag iiber zusétzliche Federelemente realisiert
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wird um unerwiinschte Zusatzbewegungen zu vermeiden.
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5.3 Designstudien mit der Methode finiter Ele-
mente

Zunichst sollen die grundlegenden Prinzipien der Methode der finiten Ele-
mente (FEM) an einem einfachen Beispiel vorgestellt werden. Das Beispiel ist
von Moaveni (1999) ausfiihrlich besprochen. Eine wesentlich ausfiihrlichere
Behandlung der FEM und ihrer Geschichte gibt Zienkiewicz (1975).

5.3.1 Beispiel eines einfachen Befestigungsbalkens

Die FEM ist eine numerische Methode, mit der Eigenschaften von Kon-
struktionsentwiirfen bestimmt werden konnen. Als einfaches Beispiel soll
ein Balken dienen, der an seiner Oberseite befestigt ist und an dessen Un-
terseite die dufere Kraft P wirkt. Der Balken habe einen nichtkonstanten
Querschnitt und eine beliebige Linge. In Abb. 5.6(a) ist die Vorderansicht
des Balkens gezeigt. Der Balken wird in vier einfache Segmente unterteilt
(Abb. 5.6(b)). Jedes Segment wird durch ein Element angendhert, dessen
Querschnitt dem mittleren Querschnitt des entsprechenden Segments ent-
spricht® (Abb. 5.6(c)). Betrachtet man zunichst nur ein einzelnes Element
(Abb. 5.7) mit der Hohe h und dem Querschnitt A auf das die Kraft F' wirke,
dann ist die mittlere (mechanische) Spannung o gegeben durch:

_|F|_F

= (5.9)

3Die Elemente die zur Berechnung mit der FEM benutzt werden haben immer eine
einfache Geometrie wie z.B. Quader oder Tetraeder.

@ P (b) P (©) P (d) ' P

Abb. 5.6: Ein Balken mit nicht konstantem Querschnitt ist zur Berechnung seiner Eigen-
schaften in vier Segmente unterteilt. Der Balken sei an seiner Oberseite befestigt und an
seiner Unterseite wirke die duflere Kraft P. Die Segmente werden durch quaderférmige
Elemente angendhert. Jedes der vier Elemente kann als elastische Feder mit zwei End-
bzw. Knotenpunkten aufgefasst werden.

g b~ W N PR
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Ah

(@ ' F (b)' F

Abb. 5.7: Einzelnes Element der Lange h, auf das die Kraft F' wirkt. Die resultierende
Langendnderung sei Ah, das Element kann als elastische Feder mit zwei Knotenpunkten
aufgefasst werden.

Die mittlere Dehnung € ist mit der Anderung der Linge Ah definiert zu:

Ah
= —. 5.10
e= = (510)
Im Falle elastischer Verformung gilt das Hookesche Gesetz:
o=¢F, (5.11)

hier ist £ das Elastizitdtsmodul des Materials. Aus den GI. 5.9-5.11 folgt:

F = (ATE) Ah. (5.12)

Gleichung 5.12 beschreibt eine elastische Feder mit der Federkonstanten £,

wobei k gegeben ist durch:
AE

Aus dieser Betrachtung folgt, dass die Elemente des Balkens wie in Abb.5.6(d)
skizziert als Reihe elastischer Federn mit je zwei End- bzw. Knotenpunkten
aufgefasst werden konnen. Die Federkonstante der i-ten Feder sei k;, ihre
Auslenkung betragt w;,, — u;, aus der Gleichgewichtsbedingung folgt dann

fiir die fiinf Knotenpunkte:

Rl—kl U2 — Uq

0
0
0

( )
ky(ug —uy) — ko(us — us)
ko(us — ug) — k3(ug — us) (5.14)
ks(ug — uz) — ky(us —ug) =0
ky(us —ug) — P = 0.
Ry ist die Reaktionskraft an dem ersten Knoten, also der Aufhingung. Es
muss nicht zwingend gelten, dass Ry = P gilt, wenn man formal zulassen
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mochte, dass weitere Reaktionskrifte auftreten konnen, um die dufere Kraft
zu kompensieren. Das Gleichungssystem 5.14 kann mit einer kurzen Umfor-
mung auch in Matrizenschreibweise geschrieben werden:

—Rl k?l —/{31 0 0 0 Ui 0
0 —k’l k’l + k’g —k?g 0 0 (%) 0
0 = 0 —/{32 k?g + k’g —k’g 0 Uus — 0 (515)
0 0 0 —l{?3 /{73 + /{74 —]i’4 Uy 0
0 0 0 0 —ky  ky Us P

bzw. allgemeiner:
{R} = (K){u} - {F}. (5.16)

In Worten bedeutet GIl. 5.16, dass die Reaktionsmatrix das Produkt aus Stei-
figkeitsmatrix und Auslenkungsmatrix minus der Matrix der duferen Krifte
ist. Mit der Randbedingung u; = 0 kann GI. 5.15 in zwei Gleichungen auf-
geteilt werden:

R1 == k?l’UQ (517)
und:
k?1 + k?Q —k’g O 0 U9 0
—k’g k’g + k?g —k’g 0 us . 0
0 —k‘g kg + /{74 —/{74 Uy o 0 (518)
0 0 —k'4 ]{Z4 Us P

Durch das Losen von Gl. 5.18 erhélt man die einzelnen Verschiebungen der
Knotenpunkte 2 bis 5. Aus Gl. 5.17 folgt dann die Grofe der Reaktionskraft
R;.

5.3.2 Allgemeine Betrachtung

Bei der Unterteilung eines Korpers in Elemente, konnen diese auch mehr
als nur zwei Knotenpunkte besitzen. Zunéchst soll jedoch nur ein Element
mit zwei Knotenpunkten eines Korpers der in m Elemente mit insgesamt n
Knotenpunkten unterteilt ist, betrachtet werden. Fiir die internen Krifte f;
und f; an den beiden Knotenpunkten i und j dieses Elements gilt:

[ e
fi kji kij ) g

Darin entspricht k;; der Federkonstanten am Knotenpunkt 7 in Richtung der
Verschiebung ;. Wenn der Knotenpunkt mehr als zwei Freiheitsgrade bzw.
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das Element mehr als zwei Knotenpunkte hat, dann sind die dazugehéri-
gen Komponenten k;; selbst quadratische Matrizen (Zienkiewicz, 1975). Aus
Symmetriegriinden gilt:

kij = kji. (5.20)

Schreibt man die Steifigkeitsmatrix fiir dieses Element als (n x n)-Matrix,
wobei die Federkonstante k;; in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte zu fin-
den ist, dann ist die Steifigkeitsmatrix des Korpers durch die Summe aller
Element-Steifigkeitsmatrizen definiert (Zienkiewicz, 1975). Im allgemeinen
wird die Steifigkeitsmatrix auf diese Weise berechnet bzw. aufgestellt.

Betrachtet man ein Problem, bei dem die Elemente unterschiedlich viele
Knotenpunkte haben, so hat die Steifigkeitsmatrix eines Elements p? von 0
verschiedene Koeffizienten, wenn das Element p Knoten hat.
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5.4 Berechnungen von verschiedenen Entwiir-
fen

Zunichst werden einige Regeln aufgestellt bzw. erldutert, die bei der Be-
rechnung der Eigenschaften von Konstruktionsentwiirfen mit der FEM zu
beachten sind. Anschlieflend werden zwei Entwiirfe vorgestellt, deren Eigen-
schaften mit der FEM berechnet wurden. Diese Entwiirfe werden hinsichtlich
der in Abschnitt 5.1 erhaltenen Anforderungen iiberpriift.

5.4.1 Erstellen und Vernetzen des Konstruktionsentwurfs

Das benutzte FEM-Programm ANSYS erlaubt, wie andere FEM-Program-
me auch, das Erstellen von Konstruktionsentwiirfen und die Berechnung ihrer
Eigenschaften. Bei dem Erstellen eines Entwurfs muss zunichst darauf ge-
achtet werden, dass dieser Entwurf, eventuell auch mit modernen Techniken,
zu realisieren ist. Vor dem Erstellen des Entwurfs sollte ein vollstdndiges
Bild davon bestehen, wie der Entwurf aussehen soll. Bereits beim Erstellen
des Entwurfs kann und sollte sogar auf die spatere Unterteilung dieses Ent-
wurfs in Elemente, das “Vernetzen” (meshing), Einfluss genommen werden.
Dies soll im folgenden genauer beschrieben werden. Als Beispiel dient der
Entwurf, der in Abb. 5.4 gezeigt ist. Der Entwurf hat eine (angenommene)
Lange von 8 cm, ist 5,5 cm hoch und 1 cm stark. In Abb.5.8 ist ein Bei-
spiel gezeigt, wie dieser Entwurf erstellt werden kann. Ausgangspunkt ist
ein einfaches quaderférmiges Volumen mit den gleichen Aufsenmafen wie der
Entwurf.

Aus diesem Quader konnen dann in weiteren Schritten kleinere Volumina

H
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Abb. 5.8: Erstellen des Entwurfs aus einem Block. Durch das Subtrahieren (Heraustrennen)
von Volumina von dem Ausgangsquader entsteht der fertige Konstruktionsentwurf. In (a)
und (b) sind Zwischenschritte gezeigt, in (c) der fertige Entwurf.
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herausgetrennt (subtracted) werden, was bei der realen Herstellung Frisen
und Bohren entspriache. In Abb. 5.8(a) und (b) sind zwei Zwischenschrit-
te gezeigt. Der so erstellte Entwurf (Abb. 5.8(c)) besteht dann aus einem
Volumen. Dieser Entwurf bietet keine Méglichkeit der “geplanten” (mapped)
Vernetzung. Die Unterteilung in Elemente wird vom Programm selbsténdig
durchgefiihrt, dabei wird die Symmetrie des Entwurfs nicht beriicksichtigt.
Diese “freie” (free) Vernetzung hat drei Nachteile:

¢ Eine unsymmetrische Vernetzung eines symmetrischen Entwurfs fiihrt
auch bei symmetrischen Randbedingungen fast immer zu unsymmetri-
schen Losungen.

e Eine Verbesserung der Vernetzung, wie z.B. das Verfeinern des Netzes
in bestimmten Bereichen des Entwurfs, die besonders wichtig sind, ist
nicht ohne weiteres moglich.

e Die Anzahl von Elementen und Knotenpunkten und somit die benétigte
Rechnerzeit ist deutlich hoher.

Das geplante Vernetzen eines Entwurfs ist nur dann moglich, wenn es aus
hexaedrischen Volumina besteht. Auf den ersten Blick scheint dies fiir den
betrachteten Entwurf nicht mdéglich zu sein, es ist aber mit einigen Schrit-
ten zu erreichen. In Abb. 5.9 sind diese Schritte skizziert. Ausgangspunkt
sind 29 Quader die “zusammengeklebt” (glued) sind, die Federgelenke wer-

(@ (b)

Abb. 5.9: Erstellen des Entwurfs aus mehreren Quadern. (a) 29 Quaderférmige Volumina
werden zusammengeklebt. (b) Durch Subtraktion von zylindrischen und quaderférmigen
Volumina entsteht der gewiinschte Konstruktionsentwurf.
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Abb. 5.10: (a) Eines der beiden Volumina welche die Parallelfedern mit dem mittleren
Block verbinden. Das Volumen hat sieben Oberflichen und kann daher nicht geplant ver-
netzt werden. Verkniipft man die in (b) dargestellten Flichen zu einer einzelnen Fliche,
so wird das Volumen nur noch von sechs Flichen begrenzt. (¢) Das Ergebnis der nun
moglichen geplanten Vernetzung.

den wie oben durch das Subtrahieren von zylindrischen und quaderférmigen
Volumina erzeugt.

Hat ein neues Einzelvolumen nun mehr als die gewiinschten sechs Grenz-
flachen, so werden in einem weiteren Schritt einzelne Flichen des Volumens
miteinander “verkniipft” (concatenated), solange bis das Volumen nur von
sechs Flichen begrenzt wird. In Abb. 5.10 ist dies fiir eines der beiden Vo-
lumina welche die Parallelfedern mit dem mittleren Block verbinden gezeigt.
Abbildung 5.10(a) zeigt die Form des Volumens. In Abb. 5.10(b) sind die
Fléachen gezeigt, die verkniipft werden. Das Ergebnis der Verkniipfung beim
Vernetzen ist in Abb. 5.10(c) zu sehen. Der Einfluss der neu geschaffenen
Fléche ist an der Form der Elemente zu erkennen.

Der komplett vernetzte Entwurf, bei dem die obigen Regeln beachtet
wurden, ist in Abb. 5.11(a) dargestellt. Abbildung 5.11(b) zeigt eine der
Parallelfedern etwas vergrofert.
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Abb. 5.11: (a) Vernetzte Doppelparallelfeder. (b) Detailansicht des vernetzten rechten
Federelements.

5.4.2 Regeln fiir die Berechnungen der Eigenschaften
eines Konstruktionsentwurfs

Das Programm erlaubt es, beliebige Randbedingungen aufzustellen. Bei der
Berechnung der Eigenschaften eines Entwurfs kdnnen daher Randbedingun-
gen aufgestellt werden, die unrealistisch sind oder die nicht den realen Mog-
lichkeiten entsprechen, z.B. bei der Befestigung der auf diesem Entwurf ba-
sierenden Konstruktion. Anhand eines Beispiels soll dies genauer erlautert
werden, untersucht wurde wieder der Entwurf, der in Abb. 5.4 gezeigt ist.
Der Entwurf soll aus einem Saphir-Einkristall hergestellt werden. Das Elasti-
zitdtsmodul ist bekannt (Tefft, 1966). Die Federgelenke sind an ihrer diinn-
sten Stelle 0,5 mm stark. Abbildung 5.12(a) bis (c) zeigt drei unterschiedliche
Randbedingungen, die fiir die folgenden Simulationen angenommen wurden:

(a) Der mittlere Block (2) des Entwurfs ist an seinem linken und rechtem
Rand starr mit der Aufenwelt verbunden. Auf den Balken (1) wirkt
eine Gesamtkraft von 10 N.*

“Diese Kraft soll 1 mm von den unteren Ende des Balkens angreifen; da an dieser Stelle
kein Knotenpunkt vorhanden ist, wurde die Kraft auf die beiden nichsten Knotenpunkte
aufgeteilt, um dies zu erreichen.
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(b) Der mittlere Block des Entwurfs ist ebenfalls an seinem linken und
rechtem Rand starr mit der Aufienwelt verbunden. Auf den Balken
wirkt ebenfalls eine Kraft von 10 N, auf die gegeniiberliegende Seite
des Rahmens (3) wirkt die entgegengesetzte Kraft.

(c) Der mittlere Block des Entwurfs ist nur an einem Punkt starr mit der
Aufenwelt verbunden, an zwei weiteren Punkten wurde die Bewegungs-
freiheit nur in zwei Richtungen bzw. in eine Richtung eingeschrankt um
Rotationen zu verhindern. Auf Balken und Rahmen wirkt das gleiche
Kréftepaar wie in (b).

In Abb. 5.12(d) sind die Symbole, welche die Randbedingungen beschreiben
gezeigt. Die drei Punkte 4 bis 6 sind jeweils in eine Bewegungsrichtung fixiert.
Dabei wird Punkt 4 horizontal festgehalten und Punkt 5 vertikal. Punkt 6
ist senkrecht zur Zeichenebene fixiert.

In Abb. 5.13 sind die Verformungen des Entwurfs unter den obigen Be-
dingungen gezeigt, die Auslenkung ist 50 000-fach vergrofert dargestellt. Die
Teile, die stark ausgelenkt werden, wie der Balken, die Gelenke und der rechte
Teil des Rahmens, sind hier nicht gezeigt weil eine derart starke Vergréfserung
ihrer Verformung bzw. Auslenkung nicht sinnvoll ist.

Weil Voraussagen dariiber fehlen, wie sich eine etwaige Konstruktion ver-
hilt, die eine von aufen wirkende Kraft {ibertrigt, ist es sinnvoll immer mit
Kriftepaaren zu arbeiten, bei denen beide Einzelkrifte am Konstruktions-
entwurf angreifen. Vergleicht man Abb. 5.13 (a) und (b), so ist zu sehen,
dass die Verwendung eines Kréftepaares zu einem anderen Ergebnis fiihrt als
die Annahme einer duferen Kraft. Durch die Verwendung des Kriftepaares
wird die linke Seite des Rahmens um 600 nrad im Uhrzeigersinn gebogen,
Abb. 5.13(b). Die undeformierte Position ist durch eine gestrichelte Linie
gekennzeichnet.

Abbildungen 5.13(b) und (c) zeigen die Ergebnisse fiir das gleiche Kréf-
tepaar, allerdings fiir verschiedene Randbedingungen. Der mittlere Block des
Entwurfs ist entweder an seinem linken und rechtem Rand starr mit der Au-
kenwelt verbunden, wie in Abb. 5.12(b), oder er wird wie in Abb. 5.12(c)
nur an drei Punkten gehalten. Nur ein Punkt ist dabei vo6llig unbeweglich,
die beiden anderen werden nur in zwei Richtungen bzw. in eine Richtung
festgehalten, so dass keine Rotationen auftreten konnen, aber eine Bewegung
in Richtung des unbeweglichen Punktes mdglich ist. Diese Dreipunktbefesti-
gung unterdriickt daher keine mégliche Verformung des Entwurfs. Obwohl
in beiden Fillen dasselbe Kriftepaar wirkt, sind die Lésungen sehr unter-
schiedlich. Der linke Teil des Rahmens wird in unterschiedliche Richtungen
ausgelenkt. Die Winkelabweichung betrigt insgesamt 900 nrad.
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Abb. 5.12: (a), (b), (c) Verschiedene Randbedingungen bei der FEM Analyse. (d) Symbole,
welche die Randbedingungen beschreiben. Die drei Punkte 4 bis 6 sind jeweils in eine
Bewegungsrichtung fixiert. Punkt 4 ist horizontal fixiert und Punkt 5 vertikal. Punkt 6 ist
in Richtung senkrecht zur Zeichenebene fixiert.
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Abb. 5.13: Ergebnisse der FEM Analyse bei verschiedenen Randbedingungen.
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Der richtige Einsatz von Randbedingungen ist immer dann von grofer
Bedeutung, wenn das Verhalten einer Befestigung (die durch Randbedingun-
gen beschrieben wird) nicht absolut sicher bekannt ist. Betrachtet man die
linke Seite des Rahmens und die aus der Verformung resultierende Winkelé&n-
derung bei den verschiedenen Randbedingungen, so sind die Unterschiede in
den Losungen im Vergleich zu den Anforderungen an die Winkelabweichung
aus Abschnitt 5.1 deutlich zu grok.

5.4.3 Entwurf 1

Der erste Entwurf eines monolithischen Rontgen-Fabry-Pérot Interferome-
ters, beruht auf der bereits besprochenen Doppelparallelfeder. Hier wurden
zwei Federn unter einem rechten Winkel zusammengesetzt, s. Abb. 5.14(a).
Der Entwurf ist 8 cm lang, 5,5 cm breit und hoch, der bewegliche Balken ist
1 cm breit und hoch.

Ermittelt wurde der Einfluss einer Verschiebung des Angreifpunktes auf
die daraus resultierende Winkelénderung zwischen den Spiegeln. Auferdem
wurde die untere Eigenfrequenz des Systems ermittelt. Die Eigenfrequenz
kann aus dem Elastizitdtsmodul und der Dichte des Materials berechnet wer-
den. Dabei wurden verschiedene Stegbreiten, also Stirken der Federgelenke
angenommen.

Fiir die Untersuchung wurde von einem Verstellweg von 10 ym ausge-
gangen. Um dies zu erreichen ist, bei 0,3 mm starken Stegen, eine Kraft von
3,4 N erforderlich. Um zu ermitteln welchen Einfluss eine Verschiebung des

@ (b) (©

Abb. 5.14: Erster Entwurf fiir das monolithische Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer. (a)
Zwei Doppelparallelfedern sind unter einem rechten Winkel zueinander zusammengesetzt.
(b) Aufsicht. (c) Seitenansicht der beiden Rontgenspiegel die sich sich im Abstand 1 mm
gegeniiberstehen.
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Angreifpunktes der Kraft hat, wurde dieser variiert und die daraus resultie-
renden Winkelinderungen Af und A¢ zwischen den Spiegeln berechnet. In
Abb. 5.14(c) ist die Geometrie fiir diese Untersuchung skizziert. Eine Ande-
rung Ay der Hohe des Angreifpunktes verursacht eine Winkeldnderung A6.
Eine Anderung Az des Angreifpunktes fiihrt zu einer Winkeléinderung Ag.

Die wichtigsten Ergebnisse sind in Tab. 5.1 zusammengefasst. In der er-
sten Spalte von Tab. 5.1 ist die Stegbreite der Federgelenke aufgefiihrt, in
der zweiten Spalte die jeweils niedrigste Eigenfrequenz des Entwurfs. Eine
Abschirmung von niederfrequenten Schwingungen, wie z.B. Trittschall, ist
extrem schwierig. Die Erfahrung zeigt, dass die niedrigste Eigenfrequenz um
1000 Hz liegen sollte (Kuetgens, 2002), damit stérende Erschiitterungen gut
abgeschirmt werden kénnen.

In der dritten Spalte von Tab. 5.1 steht die Winkelempfindlichkeit A0/ Ay
in den Einheiten nrad/mm. Die Winkelempfindlichkeit in diesen Einheiten
gibt an, welche absolute Winkeldnderung in nrad auftritt wenn der Angreif-
punkt der Kraft um 1 mm in y-Richtung verschoben wird. Die vierte Spalte
zeigt entsprechend die Winkelempfindlichkeit A¢/Az. Aus der Tabelle ist zu
erkennen, dass eine Stegbreite von 0,1 mm, wegen der niedrigen Eigenfre-
quenz nicht praktikabel ist.

Fiir den spéteren Betrieb des Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers ist es
notwendig, den idealen Angreifpunkt der Kraft so genau wie maglich zu tref-
fen. Im folgenden soll angenommen werden, dass dies mit einer Genauigkeit
von £1 pm moglich ist. Bei einer Stegbreite von 0,3 mm folgt, dass sich der
Winkel der Spiegel zueinander bereits um ca. 120 nrad dndert, wenn der An-
greifpunkt der Kraft um 0,1 mm verschoben wird. Aus GI. 5.4 folgt daher,
dass der verwendete Synchrotronstrahl dann einen maximalen Querschnitt
von 40x34 pm? haben darf, um die Réntgen-Fabry-Pérot Interferometer-
Resonanzen nicht zu verschmieren.

Tab. 5.1: Die wichtigsten Ergebnisse der FEM-Simulationen fiir den ersten Entwurf im

Vergleich.

Stegbreite/mm | ve,/Hz ﬁ—z aad %/ o
0,1 160 700 800
0,3 1500 1200 1400
0,5 3000 1500 1700
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5.4.4 Entwurf 2

Bei der Abstandsénderung der Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer-Spiegel
darf der bewegliche Rontgenspiegel durchaus eine zusitzliche Bewegung senk-
recht zu der gewiinschten Bewegung ausfiihren. Eine einfache Parallelfeder,
wie in Abb. 5.1 gezeigt, kann also auch als Grundlage fiir das monolithische
Fabry-Pérot Interferometer dienen. Abbildung 5.15 zeigt den Ausgangsent-
wurf.

Es wurden verschiedene Stegbreiten, Breiten des gesamten Entwurfs und
verschiedene Formen des beweglichen Balkens untersucht. Der Entwurf ist
8 cm lang, 6 ¢cm hoch und 1,5 cm tief. Um ein geplantes Vernetzen und ein
schnelles Verédndern des Entwurfs zu ermoglichen, wurde er zunéchst aus 176
quaderférmigen Einzelvolumina erstellt. Der bewegliche Réntgenspiegel ist
in der Mitte des beweglichen Balkens angebracht, weil an dieser Stelle die
geringste Winkelempfindlichkeit zu erwarten ist.

In Abb. 5.16 sind die Randbedingungen gezeigt: der zentrale Teil (2) des
Entwurfs wird mit der Dreipunktmethode festgehalten. Der Angreifpunkt der
Kraft wird fiir die Berechnung der Eigenschaften des Konstruktionsentwurfs
variiert. Um einen Verstellweg von 10 yum zu erreichen, wird eine Kraft von
5,4 N, bei einer Stegbreite von 0,3 mm, benétigt. Greift die Kraft noch in
Hohe des Balkens (1) an, Position (a) in Abb. 5.16, so verformt sich der
Balken S-férmig wie in Abb. 5.17(a) gezeigt. Die geringste Deformierung des
Balkens ist zu erwarten, wenn die Kraft auf der halben Héhe der Federgelenke
angreift, Position (b) in Abb. 5.16 (Jones und Young, 1956). Die Verformung
fiir diesen Fall ist in Abb. 5.17(b) gezeigt.

Zunichst wurde ermittelt, wie hoch die Eigenfrequenz des Entwurfs bei
Stegbreiten von 0,1 mm, 0,3 mm und 0,5 mm ist. Hier ergab sich eine Ei-
genfrequenz von 1,,=160 Hz bei einer Stegbreite von 0,1 mm. Bei einer
Stegbreite von 0,3 mm, bzw. 0,5 mm lag die niedrigste Eigenfrequenz bei
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Abb. 5.15: Skizze der untersuchten Parallelfeder.
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Abb. 5.16: Randbedingungen fiir den Entwurf, welcher mit der Dreipunktmethode an dem
zentralen Block (2) gehalten wird. Die verursachende Kraft greift entweder direkt am
Balken (1) an, Position (a), oder an der Verldngerung (3) des Balkens in Hohe der Mitte
der Federgelenke an, Position (b). Die entgegengesetzte Kraft greift entsprechend an den
Rahmen (4) an.

(@ (b)

Abb. 5.17: Seitenansicht der Verformung des beweglichen Balkens. Die Auslenkung ist
50 000-fach vergrofert dargestellt. (a) Die verursachende Kraft greift direkt am Balken an.
(b) Die Kraft greift an der Verlingerung des Balkens in Hohe der Mitte der Federgelenke
an.

820 Hz bzw. bei 1800 Hz.

Weil die niedrigste Eigenfrequenz um 1000 Hz liegen sollte, wurde die
Winkelempfindlichkeit beziiglich der Anderung der 3- bzw. der z-Koordinate
des Angreifpunktes nur bei Stegbreiten von 0,3 mm und 0,5 mm ermittelt. Die
Ergebnisse sind in Tab. 5.2 zusammengefasst. Da die Winkelempfindlichkeit
des Entwurfs mit einer Stegbreite von 0,5 mm viermal so grof wie bei einer
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Abb. 5.18: Verformung der Basis. (a) 5 000-fach vergrofierte Auslenkung und (b) zentraler
Teil, 500 000-fach vergroferte Auslenkung.

Stegbreite von 0,3 mm ist, wird nur noch der Entwurf mit einer Stegbreite
von 0,3 mm betrachtet.

Es zeigt sich aukerdem, dass der obere Teil des zentralen Blocks (2) sich
(praktisch) nicht verformt. Der zweite (unbewegliche) Rontgenspiegel kann
daher durch eine Verldngerung dieses Blocks realisiert werden. Abbildung
5.18(a) zeigt die Verformung der Basis, die Auslenkung ist 5 000-fach vergro-
kert dargestellt. Die Verformung des zentralen Blocks (2) ist in Abb. 5.18(b)
nochmals gezeigt, allerdings mit einer zusdtzlichen 100-fachen Vergréferung
der Auslenkung. Es ist selbst bei 500 000-facher Vergroferung gut zu er-

Stegbreite/mm | v, /Hz | £2/22d %/%iﬁi

Ay/ mm
0,1 160 —
0,3 820 150 250
0,5 1800 600 1000

Tab. 5.2: Die wichtigsten Ergebnisse der FEM-Simulationen fiir den zweiten Entwurf im
Vergleich.
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Abb. 5.19: Skizze der modifizierten Parallelfeder. Es wurden nur die Federelemente veran-
dert, damit diese technisch realisierbar sind.

kennen, dass der obere Teil des zentralen Blocks sich nicht verformt, die
gestrichelten Linien zeigen die jeweils undeformierte Form.

Mit diesem Wissen ist der Entwurf so modifiziert worden, dass die Fe-
dergelenke auch durch Bohrungen herstellbar sind, wie in Abb. 5.19 gezeigt.
Die Breite der Stege an der schmalsten Stelle, betragt ebenfalls 0,3 mm. Al-
lerdings wird die Konstruktion dadurch etwas steifer, was zu einer Erh6hung
der Eigenfrequenz auf 1140 Hz fiihrt.

Erste Simulationen ergaben ein deutlich gréfere Winkelempfindlichkeit
beziiglich ¢. Die Ursache ist eine Verdrehung des beweglichen Balkens (1), die
auftritt wenn die Kraft nicht mittig beziiglich z angreift. Der Rontgenspiegel
am beweglichen oberen Balken (1) wurde bei den Simulationen zunéchst nicht
beriicksichtigt.

Beziiglich y greift die Kraft immer auf halber Hoéhe der Federgelenke an,
(Position (b) in Abb. 5.16). In Abb. 5.20(a) ist die Verformung des Balkens ge-
zeigt, die durch eine Kraft von 5,4 N verursacht wird, welche 2,5 mm entfernt
vom Mittelpunkt beziiglich z angreift. Wegen der starken Verformung wurde
der Balken zunéchst, wie in Abb. 5.21 gezeigt, verstiarkt. In Abb. 5.20(b) ist
seine Verformung fiir die gleiche Kraft wie in Abb. 5.20(a) gezeigt. Schlieflich
wurde die in Abb. 5.22 gezeigte Form des Balkens untersucht, das Ergebnis
ist in Abb. 5.23(a) dargestellt. Es tritt fast keine Verdrehung des Balkens auf.
Die Verstiarkung des Balkens hat einen weiteren giinstigen Effekt: wegen der
erhohten Stabilitdt nimmt auch die Winkelempfindlichkeit in 6 ab, s. auch
Abb. 5.23(b). Die Verstiarkung des Balkens hat allerdings auch eine Zunahme
seiner Masse zur Folge, daher sinkt die niedrigste Eigenfrequenz auf 880 Hz.

Abbildung 5.22 zeigt den optimierten Entwurf. Der gezeigte (endgiiltige)
Entwurf ist 8 cm lang, 6 cm hoch und 2,25 cm tief, wobei der bewegliche
Teil 1,5 cm tief ist. Die Verformung des Entwurfs ist in Abb. 5.24 gezeigt.
Die Auslenkung ist 200-fach vergrofert dargestellt, der zweite Rontgenspiegel
ist zur besseren Darstellung nicht gezeigt. Der bewegliche Balken und somit
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Abb. 5.20: Verformung des beweglichen Balkens (Aufsicht), die Auslenkung ist 200 000-fach
vergrofiert dargestellt. (a) Balken wie in Abb. 5.19 gezeigt. (b) Balken wie in in Abb. 5.21.
Verursacht wurde die Deformierung durch eine Kraft von 5,4 N die 2,5 mm aufierhalb der
Mitte des Konstruktionsentwurfs beziiglich z angreift.

Abb. 5.21: Skizze der zweifach modifizierten Parallelfeder.
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Abb. 5.22: Skizze des endgiiltigen Entwurfs. (a) Seitenansicht. (b) Perspektivische Ansicht.
(c) Detailansicht der beiden Rontgenspiegel.
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Abb. 5.23: Verformung des beweglichen Balkens des endgiiltigen Entwurfs aus Abb. 5.22.
Die Auslenkung ist 200 000-fach vergrofert dargestellt. (a) Aufsicht. (b) Seitenansicht.

auch der bewegliche Rontgenspiegel wird 10 pm ausgelenkt.

In Tab. 5.3 sind die wichtigsten Ergebnisse fiir diesen Entwurf zusammen-
gefasst. Aus Tab. 5.3 und GI. 5.4 folgt, dass sich unter der Annahme, dass der
Angreifpunkt der Kraft auf etwa 0,1 mm genau bestimmt werden kann, fiir
die zuldssige Ausdehnung des verwendeten Synchrotronstrahls 1500 x 140:m?
ergibt.

Der gewiinschte Mindestverstellweg von 10 ym ist mit dem Entwurf leicht
zu erreichen, da man sich bis zu einem Verstellweg von 30 pm noch im
elastischen Bereich befindet. Dabei wurde von einem Elastizitdtsmodul von
4,25x 10" Pa und einer Bruchfestigkeit von 2 x 10® Pa ausgegangen (Stettler-
SA, 2004).

. ) A /nrad | A¢ /nrad
Stegbreite/mm | veg/Hz | 3 /050 | 32/

0,3 860 ~30 330

Tab. 5.3: Die Ergebnisse der FEM-Simulationen fiir den endgiiltigen Entwurf.
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Abb. 5.24: Verformung des endgiiltigen Entwurfs, mit 200-fach vergrofierter Auslenkung
dargestellt.

5.4.5 Vergleich beider Entwiirfe

Fiir beide Entwiirfe wurde ermittelt, welche maximale Ausdehnung der beim
Experiment verwendete Synchrotronstrahl haben darf, um die Rontgen-Fabry-
Pérot Interferometer-Resonanzen nicht zu verschmieren. Ohne Fokussierung
des Synchrotronstrahls kann typischerweise eine Strahlgréfse von etwa 200 X
1000 pm? erreicht werden. Eine Fokussierung auf deutlich kleinere Quer-
schnitte ist nur bei gleichzeitiger Erh6hung der Strahldivergenz moglich. Eine
Erhohung der Divergenz bedeutet, dass gleichzeitig der Abstand der Spiegel
kleiner werden muss (s. Abschnitt 5.1.1), diese Moglichkeit soll deswegen
nicht weiter verfolgt werden.

Fiir den in Abschnitt 5.4.3 besprochenen Entwurf 1 bedeutet dies, dass er
nicht geeignet ist. Der verwendete Synchrotronstrahl darf nur einen maxima-
len Querschnitt von 70 x 60 ym? haben, das ist ohne zusitzliche Fokussierung
selbst an modernen Quellen (noch) nicht méoglich.

Entwurf 2, welcher in Abschnitt 5.4.4 besprochen wurde, bietet dagegen
eine mogliche Losung. Hier sollte der verwendete Synchrotronstrahl einen
Querschnitt von héchstens 1500 x 140 pm? haben. Die geringe Ausdehnung
von 140 pm ist allerdings nur senkrecht zur Synchrotronringebene zu errei-
chen. Die auf diesem Entwurf basierende Konstruktion miisste daher so auf-
gestellt werden, dass die x-y-Ebene der Konstruktion parallel zu der Ebene
des Synchrotronringes liegt.

Um den Einfluss der Schwerkraft auf den so angeordneten Entwurf zu
berechnen, wird die Erdbeschleunigung von 9,81 m/s? in z-Richtung ange-
nommen, die daraus resultierende Verformung ist, mit 500 000-facher Vergrd-
Berung der Auslenkung, in Abb. 5.25 zu sehen. Der aus dieser Verformung
entstandene Winkel ¢ zwischen den Spiegeln betriagt 50 nrad, durch eine Ver-
schiebung des Angriffpunktes von 150 ym kann dies korrigiert werden. Die



5.4. BERECHNUNGEN VON VERSCHIEDENEN ENTWURFEN 91

I

TN

. =¥ -
EERENER 1] I
il

Abb. 5.25: Verformung des endgiiltigen Entwurfs unter dem Einfluss der Gravitation. Die
Auslenkung ist 500 000-fach vergréfert gezeigt. Die Erdbeschleunigung g steht senkrecht
auf der z-y-Ebene des Entwurfs.

Winkelédnderung in 6 betrégt nur 0,7 nrad. Allerdings wird der bewegliche
Spiegel zusétzlich um 250 nrad um die z-Achse verdreht. Sind die reflektieren-
den Atomebenen nicht exakt parallel zu der Spiegeloberfliche, so betriagt die
daraus resultierende Winkelabweichung héchstens 4,3 nrad, wenn der Winkel
zwischen Spiegeloberfliche und den reflektierenden Atomebenen nicht grofser
als 1° ist. Diese mogliche Winkelabweichung liegt allerdings unter der Min-
destforderung an die Parallelitdt von 4,8 nrad, wenn eine Strahlbreite von
1 mm verwendet wird.

Zusitzlich wurde noch untersucht, wie sich eine Anderung der Breite des
Entwurfs auswirkt. Zundchst wurde ein 1 ¢cm breiterer Entwurf betrachtet.
Dabei zeigt sich, dass die zu erwartende Abnahme der Winkelempfindlichkeit
in ¢ lediglich 14% betriagt. Die Herstellung wiirde wegen der erhéhten Breite
deutlich erschwert werden und die Materialkosten wiren etwa um 50% hdoher.
Betrachtet man dagegen einen nur 1 cm breiten Entwurf, so zeigt sich, dass
sich die Winkelempfindlichkeit in ¢ etwa verdoppelt. Der in Abb. 5.22 gezeig-
te 1,5 cm breite Entwurf ist somit eine gute Mdoglichkeit, ein monolithisches
Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer zu realisieren.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung der Ergebnisse des Vier-
Strahlfalls

In Kapitel 3 wurde die Mehrstrahl-Braggstreuung unter der Bedingung, dass
eine der Braggreflexionen eine Riickreflexion ist, untersucht. Unter dieser
Voraussetzung treten zusitzliche Reflexionen immer paarweise auf, s. Ab-
schnitt 2.3.1. Mit dem Vier-Strahlfall wurde der Mehrstrahlfall in Riickstreu-
geometrie mit der kleinstmdoglichen Anzahl von Reflexionen untersucht. Die
Ergebnisse der Messungen und die Berechnungen auf Grundlage der dyna-
mischen Theorie der Rontgenstreuung stimmen gut iiberein.

Die Streuvektoren liegen in einer Ebene, der Grundebene. Die Streuvek-
toren der beiden zusidtzlichen Wellen stehen senkrecht aufeinander und ihre
Summe ist der Streuvektor der riickgestreuten Welle.

Die maximale Reflektivitit in den Riickstreukanal wird iiber einen grofen
Winkelbereich des Einfallswinkels von 1,2 mrad erzielt.

Bei exakter Riickstreuung sinkt die experimentell gemessene Intensitit
der riickgestreuten Welle um 50%. Die vergleichenden Rechnungen mithilfe
der dynamischen Theorie zeigen, dass fiir weniger divergente Einfallsstrah-
lung dieses Absinken sogar noch stirker sein kann, s. Abb. 2.9.

Durch eine kleine Winkelabweichung von der Position exakter Riickstreu-
ung in der Grofe von 5-10 prad kann die maximale Reflektivitdt wieder
erreicht werden. Diese Winkelabweichung muss allerdings in der Grundebene
stattfinden: © muss verdndert werden, vergl. Abb. 2.8

Wenn © bei © = 0 fixiert ist, kann die maximal mogliche Reflektivitét
in den Riickstreukanal auch nicht durch Verdndern von ©, erreicht werden.
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6.2 Zusammenfassung der FEM Simulationen

In Kapitel 5 wurden zwei unterschiedliche Entwiirfe fiir den Bau eines Rontgen-
Fabry-Pérot Interferometers vorgestellt. Die Eigenschaften beider Entwiirfe
wurden mit der Methode der finiten Elemente untersucht. Die Grundlagen
dieser Methode wurden ebenfalls kurz dargestellt.

Die berechneten Eigenschaften beider Entwiirfe wurden mit den Anforde-
rungen, die an ein solches Instrument gestellt werden miissen, verglichen. Bei
beiden Entwiirfen wurde davon ausgegangen, dass der Verstellweg des beweg-
lichen Rontgenspiegels 10 pm betrdgt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen
5.1 und 5.3 zusammengefasst. Es zeigt sich, dass nur der zweite Entwurf die
Anforderungen erfiillen kann.

Der gewiinschte Mindestverstellweg von 10 ym ist mit dem Entwurf leicht
zu erreichen.

6.3 Ausblick

Wegen der Schirfe ihrer Resonanzen sind Fabry-Pérot Interferometer ein
unentbehrliches Werkzeug in der Optik im Bereich des sichtbaren Lichts.
Das Interesse daran, dieses Werkzeug auch fiir die Rontgenoptik zu nutzen,
ist seit der ersten Verdffentlichung von Steyerl und Steinhauser (1979) zu
diesem Thema unvermindert grof.

Das erste erfolgreiche Experiment an einem Testaufbau von Shvyd’ko
et al. (2003) zeigte, dass ein Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer machbar
ist. Gleichzeitig zeigte sich im Verlauf des Experiments, welche Probleme
noch zu bewiltigen sind. Die wichtigste Anforderung an ein Rontgen-Fabry-
Pérot Interferometer ist die an die Parallelitit der Rontgenspiegel. Dieses
Problem ist durch einen monolithischen Aufbau l6sbar. In dieser Arbeit wur-
den zwei Entwiirfe fiir ein solches Rontgen-Fabry-Pérot Interferometer aus
a-Al,O3 vorgestellt. Es konnte ein Konstruktionsentwurf entwickelt werden,
welcher den notwendigen Anforderungen entspricht und der realisierbar ist.
Die Untersuchungen zeigen aulerdem, wie ein Rontgen-Fabry-Pérot Interfe-
rometer dieses Typs betrieben werden kann.

Da a-Al;O3 durchsichtig ist, kann es auch als Basismaterial fiir ein op-
tisches Fabry-Pérot Interferometer dienen, wenn man die optischen Spiegel
z.B. durch aufgedampfte Dielektrika realisiert. Auf diese Weise wire ein kom-
biniertes Fabry-Pérot Interferometer fiir optische und Mdssbauer-Photonen
herstellbar.

Fiir die nétige Riickreflexion der Massbauerstrahlung kann der (134 28)-
Reflex in a-Al,O3 genutzt werden. Dieser Reflex ist in Riickstreuung aller-
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dings ein Vier-Strahlfall. Die zusitzlichen Reflexe konnen, wie bereits er-
wahnt, die Reflektivitdt in den gewiinschten Riickstreukanal vermindern.
Dieses Problem kann durch eine kleine Winkelabweichung, in eine bestimmte
Richtung, von exakter Riickstreuung gelost werden.

Ausreichend grofe a-Al,O3 Kristalle fiir den Bau des vorgeschlagenen
monolithischen Rontgen-Fabry-Pérot Interferometers sind erhéltlich (Schmid
et al., 1994). Die Qualitéit von a-Al,O3 Kristallen kann durch Rontgentopo-
graphie iiberpriift werden (Chen et al., 2003). Die Technik zur Herstellung
von diinnen und verspannungsfreien Rontgenspiegeln aus a-Al,Oj3 ist bekannt
(Lerche, 2000).

Das Ziel, ein kombiniertes Fabry-Pérot Interferometer zu realisieren, riickt
mit den vorliegenden Ergebnissen in greifbare Ndhe. Die mit diesem Instru-
ment angestrebte Anwendung in der Metrologie ist moglich.

Der zukiinftige Weg dorthin wird allerdings zunéchst von der Bewiéltigung
der technischen Probleme bei der Herstellung eines solchen monolithischen
kombinierten Fabry-Pérot Interferometers dominiert werden.
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