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Abstract

Wir untersuchen die Casimir-Energiedichte des Klein-Gordon-Feldes in zwei ausge-
wahlten statischen Geometrien. Der Effekt wird durch Kopplung des freien Feldes
mit einem statischen klassischen skalaren Feld modelliert. Dabei wird insbesondere
die Abhingigkeit vom Kopplungsparameter A\ analysiert, einschlieflich des Grenzfalls
A = oo (Dirichlet-Randbedingungen). Untersucht wird ein J-formiger Hintergrund
(0(x) = 6(x3)) und eine Stufe endlicher Héhe (o(x) = 5-1(cq(z3)). Fiir Gebiete aufer-
halb des Tragers der Storung konvergiert die Casimir-Energiedichte; Rechnungen fiir
die gestorten Bereiche fiihren auf divergente Randterme.

Abstract

We study the Casimir energy density of the Klein-Gordon-field in the case of two
static geometries. We model the effect by coupling the free quantum field to a static
classical scalar field. We work out the dependence on the coupling A, including the
limit A = oo (Dirichlet boundary condition). The chosen geometries are described by
a 0-funktion (o(x) = d(x3)) and a step function of finite height (o(x) = 5-11q(23)),
respectively. In the area outside the support of the background the density energy
converges; calculations for the distorted area lead to divergent surface terms.
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Kapitel 1

Einleitung

Der Casimir-Effekt beschreibt in seiner historischen Fassung eine anziehende Kraft, die
zwischen zwei parallelen Platten im Vakuum wirkt. Dieses rein quantenmechanische
Phé&nomen kann mit Hilfe von Vakuumfluktuationen gedeutet werden, die zwischen den
Platten anderen Bedingungen unterliegen als im umgebenden Raum. Daraus resultiert
ein Sprung in der Energiedichte an den Platten, sodass auf diese eine anziehende Kraft
wirkt (Casimir-Polder-Kraft). Fiir den Druck F' (Kraft pro Fliche) erhélt man den

Zusammenhang
™

F = 0-a .-
Der Effekt wurde erstmals 1948 von Hendrik Casimir! vorhergesagt und konnte 1958
von Marcus Spaarnay im Experiment nachgewiesen werden?. Typische reale Abstéinde,
bei denen die Casimir-Polder-Kraft signifikante Bedeutung erlangt, sind einige zehn
Nanometer.

Allgemein existiert zwischen allen leitenden Objekten bei hinreichend kleinem Ab-
stand ein Casimir-Effekt. Der traditionelle Erklarungsrahmen geht dabei von Randbe-
dingungen aus, denen die Felder auf den Grenzflichen unterworfen sind. Die Randbe-
dingungen werden dabei a priori gefordert (zum Beispiel Dirichlet- oder von Neumann-
Randbedingungen). In Abhéngigkeit von der Geometrie der Grenzflédchen (eine Ebene,
zwei Ebenen, Sphéren und so weiter) und den verwendeten Randbedingungen werden
dann Druck und Gesamtenergie des Vakuumzustands bestimmt.

In diesem Sinne konnte man den Casimir-Effekt als Begriff fiir den Einfluss der
Geometrie des Raumes aud die Energiedichte w(h(z)) des Vakuumzustands w eines
Quantenfeldes auffassen. Dabei wird als Referenzgrosse meist die Grundzustandsen-
ergie im Minkowskiraum verwendet. Man definiert

heas(z) := w(h(2))— < hatinkowski (T) > (1.2)

Die Casimir-Energiedichte des Minkowskiraums selber ist damit gleich null
(Renormierungsbedingung).

! Originalartikel: H. B. G. Casimir, and D. Polder, The Influence of Retardation on the London-
van der Waals Forces, Physical Review, Vol. 73, Issue 4, pp. 360-372 (1948).
2 M.J. Sparnaay, "Measurement of actractive forces between flat plates", Physica 24, 751 (1958).
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein jlingerer theoretischer Ansatz zur Beschreibung des Casimir-Effekts ist die
Kopplung des Quantenfeldes ¢ an einen statischen klassischen Hintergrund o. Der
Effekt wird dabei durch Einfiihrung weiterer Terme zur Lagrangedichte modelliert
(Kopplungskonstante A # 0). Arbeiten in dieser Richtung liegen zum Beispiel von
Jaffe (]9]) und Milton ([5]) ([6]) vor. Dieser Ansatz vermeidet es, Grenzflichen und
Randbedingungen a priori einzufiihren; alle Information ist in der Struktur des storen-
den Hintergrundfelds kodiert.

Gleichzeitig ist der neue Ansatz allgemeiner als die Beschreibung des Casimir-
Effekts iiber Randbedingungen. Beispielsweise konnen materialspezifische Eigen-
schaften realer Leiter einfacher und intuitiver modelliert werden, etwa die Frequen-
zabhéngigkeit der Kopplung des Feldes an die Materialien. In der Arbeit von Jaffe,
et. al. ([9]) wird fiir einzelne Félle gezeigt, wie sich die klassischen Randbedingungen
rekonstruieren lassen, indem man den stérenden Hintergrund auf die entsprechenden
Ebenen konzentriert (sharp limit) und die Kopplungskonstante gegen unendlich gehen
lasst (strong limit).

In der vorliegenden Arbeit wird der Casimir-Effekt des Klein-Gordon-Feldes fiir den
Fall einer einzelnen Leiterplatte untersucht; zunéchst fiir den Fall einer diinnen Ebene,
dann fiir eine Wand endlicher Dicke. Im Gegensatz zur klassischen Vorgehensweise
wird die Untersuchung fiir beliebige Kopplungskonstanten A > —2m durchgefiihrt.
(Hierbei ist m die Masse des Klein-Gordon-Feldes. Fiir Kopplungskonstanten A <
—2m funktioniert diese Methode nicht, weil in diesem Fall kein wohldefinierter Vaku-
umzustand existiert.)

Der Fall einer diinnen Wand wird in Kapitel 3 analysiert (Hintergrundfeld o(x) =
26(x3)). Wir finden, dass die Energiedichte ausserhalb der Wand konvergiert; am Ort
des Leiters erhalten wir eine Singularitat. In Kapitel 4 lassen wir Leiter endlicher Dicke
zu (Hintergrundfeld o(x) = 21;_.4(z3)). Auch hier konvergiert die Energiedichte
ausserhalb des Leiters; an den Grenzflichen bei x3 = +¢€ erhalten wir eine Singularitéat.

Wir fithren auch eine versuchsweise Diskussion der Energiedichte innerhalb des
Leiters (—e < z3 < €) durch (Abschnitt 4.6). Bei dieser Rechnung tauchen jedoch
divergente Terme auf, was auf ein divergentes Verhalten der Energiedichte in diesem
Bereich hindeuten konnte. Eine genauere Untersuchung dieses Falles muss die Bedeu-
tung dieser Terme kléren.



Kapitel 2

Allgemeines zur Vorgehensweise

In dieser Arbeit wird der Casimir-Effekt durch die Wechselwirkung eines freien Klein-
Gordon-Felds mit einem statischen klassischen Hintergrund erklirt. Ausgangspunkt
der Untersuchung ist daher die Lagrangedichte des gekoppelten Systems.

1 1
L2 (5) = 5 (040 (0)) (00 (2) = 570 (0)° ~ Locigronnal) (2.1
Wir beschrénken uns dabei in dieser Arbeit auf statische Hintergriinde, Lyqcrground(X)-
Dann lésst sich die Feldgleichung in der folgenden Weise schreiben:

(g—; + H) ¢ (z) =0. (2.2)

In dieser Gleichung wirkt H nur auf die rdumlichen Komponenten und spielt die Rolle
eines modifizierten Laplace-Operators. Im freien Fall (d. h. ohne Stérung) gilt H =
—A +m?2. Der Operator H enthilt alle Information iiber den stérenden Hintergrund
und damit iiber den zu untersuchenden Casimir-Effekt.

Der erste Schritt der Analyse besteht in der Untersuchung des modifizierten
Laplace-Operators H, und insbesondere in seiner Diagonalisierung (falls er selbstad-
jungiert ist).

Definition'. Ein schwacher Eigenvektor ¢ zum schwachen Eigenwert a eines Ope-
rators A auf H ist eine Linearform im Dualraum D' zu einem dichten Teilraum
D € dom H sodass gilt

§#0
(€, A*¢) =T (£, ) Vo € DNdom A*, A*¢ € D

Man schreibt abkiirzend A& = a&.

Der Spektralsatz stellt nun sicher, dass es solche schwachen Eigenfunktionen gibt,
und dass diese sogar eine Orthonormalbasis bilden. Da die schwachen Eigenfunktio-
nen im Allgemeinen nicht mehr in H liegen, stellt sich allerdings die Frage nach der
Definition der Orthogonalitdt. Im Zweifelsfall schafft die folgende Definition Abhilfe:

'nach [2]
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Definition?. Sei H ein Hilbertraum und D ein dichter Teilraum. Ein verallgemei-
nertes Orthogonalsystem ist eine Familie (Xk)ke(o,u) von Abbildungen in D' sodass fir
alle p € D gilt

cp: 0 — C,k — (xx, ¢) ist messbar V¢ € D und

ww:éw%mmww

Theorem (Spektralsatz)?: Sei H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter
Operator. Dann gibt es einen dichten Unterraum D und eine verallgemeinerte Ortho-
normalbasis (&)re(q,u) mit schwachen Eigenfunktionen &, zu schwachen Eigenwerten
a(k). Die Funktion a : Q — spec A ist dabei reellwertig und stetig.

Von besonderem Interesse sind die Kommutatorfunktion sowie die Zweipunktfunk-
tion des Vakuums. Falls H selbstadjungiert ist, konnen beide Gréfen mit den Mitteln
des Funktionalkalkiils und der Spektralzerlegung leicht angegeben werden.

Bemerkung®: Ist H aus (2.2) ein selbstadjungierter Operator und gilt

spec H C Ry

(strenge Positivitit®), so gilt fir die Zweipunktfunktion des Vakuums

e~ iVH(zo—yo)
A(z,y) = (W) (x,y) (2.3)

und fiir die Kommutatorfunktion

AH@JD;=<_$H¢H@m_yM>(&Y) (2.4)

VH

Im dritten Schritt kann die Casimir-Energiedichte bestimmt werden. In ungestorten
Bereichen (d. h. fiir € R* mit Loaergrouna(z) = 0) wird sie iiblicherweise definiert als
die Differenz der Energiedichten des gestoérten und des freien Feldes®:

heas(x) == lim [(Q, h(z,y)Q) — (2, h(z,y)?)

r—y

(2.5)

frei

Hierbei steht h(z,y) fiir die sogenannte Punktspaltungsenergiedichte:

he,y) = 5m?6(@)o() + 30@)4) + 3 (Vo) (V) + 5o(x)o(@)é(y) (26)

nach [2]

3nach [2]

“nach [2]

PPositivitiit, d.h. spec H C R>o wiirde nicht ausreichen, da die Zweipunktfunktion sonst singuléir
werden wiirde.

bvgl. [3]
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wobei o(x) die statische Storung durch den Hintergrund beschreibt. Die Energiedichte
des freien Feldes ergibt sich zu:

m> 190 o0 1

(€, h(z,y)) e = {7 MDYy §vay} Ap(z—vy) (2.7)

Dabei ist A, die Zweipunktfunktion des freien Klein-Gordon-Feldes:

1 1 . ,
A — d3 _—  _—iwpttix -p 2.
o) = G [ e (2.8)

mit wp 1= ++/m? + p2.
Fiir gestorte Gebiete (d. h. fiir x3 € R® mit Lyaekgrouna(X) # 0) gilt (2.5) allerdings
nicht mehr. Wir werden darauf in Abschnitt 4.6 ndher eingehen.
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Kapitel 3

(Geometrie mit einer Ebene

Als erste Geometrie betrachten wir den vierdimensionalen Minkowskiraum, das Hin-
tergrundfeld o sei auf die Ebene x3 = 0 konzentriert. Wir beschreiben das Modell
durch die Lagrangefunktion

£3(0) = 5 (0,0 (1)) (%6 () — Lm0 (2)” — S5(a)6 (2" (3.1)

mit A € R. Die entsprechende Bewegungsgleichung ist dann durch

(g—; + H)\) ¢(x) =0 (3:2)

gegeben mit dem Differentialoperator

Hy = —A +m? 4+ \3(x3). (3.3)

3.1 Der modifizierte Laplace-Operator H)

Strenggenommen ist H)y kein Operator auf L?(R?), da er eine -Funktion als Multipli-
kator enthiilt. Eine naive Anwendung auf allgemeine Elemente ¢ € L*(R?) wiirde auf
Bildpunkte Hy¢ ¢ L*(R?) fiihren. Die in (3.3) angegebene Grike hat also zunéichst nur
eine heuristische Bedeutung. Es stellt sich die Frage, auf welche Weise und auf welchem
Unterraum dom Hy C L*(R?) der Operator H, sauber definiert werden kénnte.

3.1.1 Exakte Formulierung von H)

Das Problem kann gelost werden durch den Begriff der selbstadjungierten Er-
weiterung?.

Definition?: Sei A : H D dom A — 'H ein Operator auf einem Hilbertraum H. Ein
Operator Ag : H D dom Ag — 'H heisst Erweiterung von A, falls dom A C dom Ag
und App = ApVeo € dom Ag.

! Die Idee zu diesem Ansatz geht auf [10] zuriick.
2 vgl. [11]

13



14 KAPITEL 3. GEOMETRIE MIT EINER EBENE

Die Grundidee zur Formulierung von H) ist jetzt folgende: Wir betrachten zunéchst
die Einschrankung

H = H|{ yep@s) supp 6)n(®2x{0})=0} (3.4)

und fassen H), als eine selbstadjungierte Erweiterung von H auf. Fiir ¢ € dom H ist
H durch (3.3) wohldefiniert; es gilt

Ho=(—A+m?)¢ (3.5)
dom H = { ¢ € D(R®)| (supp ¢) N (R* x {0}) = 0} (3.6)

Wir betrachten nun den adjungierten Operator H*. Der Definitionsbereich des
adjungierten Operators ist folgendermafen definiert:

dom H* := {(b € L*(R?) ‘77/) — <¢, flw> stetig auf domﬁ} (3.7)

Wir berechnen zunichst zu einem gegebenen ¢ € L*(R?) die in der Definition auftre-
tende Linearform ¢ — (¢, Hy\¢)) auf dom H). Es gilt:

b — (§ Hyt) = /S o AT () v =

= / d*x { (—A+m?) ¢(X)} (x) (3.8)
supp ¢
Man liesst sofort die Wirkung von H* ab V¢ € dom H*ab:

¢ = (—A+m?) ¢ (3.9)

Dabei ist die Anwendung des Differentialoperators auf ¢ im Sinne von Ableitungen
von Distributionen in D' (R? x (R\{0}))zu verstehen. Fiir x3 # 0 folgt aus (3.9):

H¢(x) = (=A +m?) (x)¥x mit 23 # 0 (3.10)

Fir ¢ € dom H} muss nun gelten: |(¢, Hyy)| < ¢ |(¢, )| fiir ein reelles ¢ > 0.
Damit folgt

/ d3x{(—A+m2) Wx)} P(x) < ooV € dom H (3.11)
Supp ¢

und damit —A¢(x) € L*(R*)*. Zusammenfassend erhalten wir fiir den Definitionsbe-
reich dom H* von H*

dom H* = {¢ € L*(R®) |A¢p € L*(R?) } (3.12)

3 vgl. [11]

4 Man beachte hier, dass der Differentialoperator A im Sinne von Ableitungen von Distributionen
in D' (R? x (R\{0})) aufgefasst wird. Wird A als Differentialoperator auf D’ (R?) aufgefasst, so ist
A¢ im Allgemeinen nicht mehr quadratintegrierbar.
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Es zeigt sich nun, dass alle Elemente aus (3.12) Sinne von Funktionen in x3-
Richtung stetig-differenzierbar sind.

Behauptung 1 (Sobolev-Lemma): Sei ¢ € dom H*. Dann ist fiir festes x, =
(71, 22) € R? die Funktion x3 — ¢(x1,x3) auf ganz R\{0} stetig differenzierbar.

Zum Beweis sei auf [12] verwiesen.® Wir benétigen jedoch noch eine weitere Aus-
sage:

Behauptung 2: Sei ¢ € H*. Dann existieren fiir festes x, = (x1,12) € R? die
folgenden Grenzwerte:

lir% o(x1, T2, Le) (3.13)
.0
11_{% a—x3¢(x1, T2, .’13‘3) - (314)

Beweis:  Wegen Behauptung 1 existieren die Grossen ¢(xq,zo, £€) und
6%3 (w1, 19, 3) fiir € # 0. Wegen ¢ € dom H* gilt A¢p € L*(R?). Wihle nun

r3==¢€

Funktionen ¢ : R — C, die auf R\{0} zweifach stetig-differenzierbar sind, kompakten
Trager besitzen und fiir die die folgenden einseitigen Grenzwerte existieren:

lir% (xe) (3.15)
.0
1{% 8—36310@3) - (3.16)

Dann sind die Integralterme des folgenden Ausdruck wohldefiniert (und somit endlich):

2 -
oo # lim . dxs (8_2¢(XJ_7133)) ¥(zs) — lim drzp(x1,3) =
z3|>0

e—0 8(1,’3 e—0 |z5]>0

€ €

+ — lim ¢(X¢,$3)i¢($3) (3.17)

T3—€ 0xs3

*im (aim) s

Wihle nun v so, dass 1(x3) = 1 auf dem offenen Intervall U := (0, ) C R, @ > 0 und
(z3) = 0 auf V := (—,0). Dann folgt die Existenz des Grenzwertes

—€ —€

.0
1{% 8—36310@3)

r3=-=¢€

Der andere Fall in (3.14) ergibt sich analog durch die Forderung ¢ (z3) = 0 auf U
und ¢ (z3) = 1 auf V. Um (3.13) zu zeigen, wihle ¢(x3) = x5 auf U und ¢(z3) = 0
auf V' beziehungsweise ¢(x3) = 0 auf U und ¢ (z3) = z3 auf V. Da die Existenz der
Grenzwerte (3.14) bereits gezeigt wurde, folgt

=0
+e

lim (g@) Y(x3)

Ir3—€ :Ug

5 Die Fassung in [12] ist sogar allgemeiner, siehe Theorem IX.24 im zweiten Band.
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und damit die Existenz von (3.13).00

Man sieht leicht ein, dass dom H C dom H* und dass H symmetrisch ist. Aller-
dings ist H nicht selbstadjungiert. Eine mogliche selbstadjungierte Erweiterung zu H
ergibt sich jedoch aus der Betrachtung von Funktionen aus dom H*, die folgende zwei
Bedingungen erfiillen: Die Stetigkeitsbedingung

li_r)% [0 (21, 22,€) — ¢ (21,22, —€)] =0 (3.18)
und die Stufenbedingung
lin | 05 (24, 22,€) — o (11,02, ~)| = AD(rr,a,0). (319
EI_I)% 8[E3 Ty1,Tg,¢€ 3:133 Ty, To, —€ - Zy1, Tg, : .

Nach Behauptung 1 und 2 sind die auftretenden Gréssen auch wohldefiniert.
Betrachte den Operator

Hy:= H* | dom (3.20)

dom H) = {qb € dom H* |

(3.21)
¢ erfiillt die Stetigkeits- und Stufenbedingung.}

Man macht sich leicht klar, dass H, nach (3.20) und (3.21) tatséchlich ein linearer
Operator in L*(R?) ist und I'm Hy C L?(R3?).

Wir betrachten nun den adjungierten Operator H;. Wir berechnen zunéchst zu
einem gegebenen ¢ € L?(R?) die Linearform v — (¢, Hyy) auf dom H,. Es gilt:

b — (6, Hyt) = / PP (A + m?) () =

R3\{z3=0}
/ d*x (=A +m?) G(x)3h(x)+
R3\{z3=0}

lim | deidas (— {M%MX)} e {@%WK)F

e—0 RQ oo

()] )]

_ / % (~A +m?) P (x)
R\ (24=0}

0
+/ dxidrs | lim [qb(xl,xg, €) — P(x1, 2, —e)} lim,_o=—(x1, x2,€)
R2 E_’O 3

_ 3

v~

= p($1, 33'2)



3.1. DER MODIFIZIERTE LAPLACE-OPERATOR H) 17

9

- g |39 + 5,0 - 50,00 Imebinen | 62)
= U(xl,xQ)

Im letzten Schritt wurden die Stetigkeitsbedingung und die Stufenbedingung fiir ¥ (!)
ausgenutzt.

Bemerkung 1: Es gilt dom Hy C dom Hj.

Beweis: Sei ¢ € dom H), dann gilt aufgrund der Stufenbedingung und der Stetig-
keitsbedingung fiir ¢ fiir die zugehorige Linearform

U = (¢, Hyv) = (Hao, 1))

(siehe (3.22)). Da Hy¢ € L*(R?) und das Skalarprodukt stetig ist, ist auch die Biline-
arform stetig.l]

Bemerkung 2: Es gilt auch, dass dom H; C dom H,.

Beweis: Sei ¢ € dom H}. Wir zeigen: Falls ¢ entweder die Stetigkeitsbedingung
oder die Stufenbedindung nicht erfiillt, folgt die Unstetigkeit der zugehorigen Line-
arform. Sei also entweder o(z1,25) # 0 und/oder p(x1,22) # 0 (zu den Bezeichnun-
gen siehe (3.22)). Zu einem gegebenen § > 0 wihle dann ein Paar 1, € dom H,
mit (i.) Hw w‘ gy < 00 (1) T (0(r0,22,€) = D, 22,€)) = o(oa,22), (i)
hmﬁo(a‘9 (xy, X0, €) — 8%3 b(x1,x9,€)) = p(x1,22) (das ist ohne weiteres moglich!).
Dann ist wegen (3.22)

(6. (= 9))| = |(Hng, (0 = )+ (3.23)

nz/HdmwMF+/HMMJMF>O
R2 R2

Aufgrund der Stetigkeit Skalarprodukts wird der erste Term auf der rechten Seite in
(3.23) klein fiir kleine 6. Der gesamte rechte Ausdruck strebt damit fiir § — 0 gegen
den konstanten Wert n > 0. Das steht im Widerspruch zur Stetigkeit von ¢. [

Offenbar erhalten wir fiir jedes A € R mit H, eine selbstadjungierte Erweite-
rung von H. Fiir A = 0 erhalten wir den ungestorten Laplaceoperator, der auf
dom Hy = {¢ € L*(R?)|A¢ € L*(R?)} definiert ist. Man beachte, dass es weitere
selbstadjungierte Erweiterungen von H gibt.

wobei

3.1.2 Interpretation von H)

Kennzeichnend fiir H) sind nach (3.20) sind die Stetigkeitsbedingung (3.18) und die
Stufenbedingung (3.25); sie enthalten die physikalische Information iiber den stérenden
Hintergrund o(x). Beide Bedingungen lassen sich auch aus dem heuristischen Ansatz
(3.3) fiir H, ableiten. Das soll hier kurz skizziert werden.
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Um die Wirkung der d—Funktion in (3.3) als Multiplikator auf L*-Funktionen
erkldren zu konnen, miissen wir zunéchst fordern, dass die Elemente ¢ € dom H, bei
x3 = 0 keine “Stufe” aufweisen, genauer:

li_r% (¢ (21, 22,€) — ¢ (21,22, —€)] = 0. (3.24)

Das ist die Stetigkeitsbedigung. Ferner ist fiir solche ¢ mit Hilfe von (3.3) eine Auswer-
tung der Forderung (H,¢) € L*(R) mdglich. Eine heuristische Rechnung liefert

(Hy) € L*(R) = 0 = lim g (Hro) (x) —

) € 82 ) 82 82 ) € ) €
_11_1)1(1) B dl’3a—x§¢ (X>+ (m — 8_,%% — a—xg) t131_1}1’01 /_E dﬂ?gﬁb (X)‘i‘/\ll_{% /_6 dl’g(S(CL’g)Qﬁ <X>
lim | 0 — A 0 3.25
= p—r 8_353 (z1,72,€) — 8_353¢<x1’x2’_6) = A (z1,72,0). (3.25)

Offenbar miissen die Ableitungen der Funktionen aus dom H) bei x3 = 0 einen Sprung
haben, das ist die Stufenbedingunyg.

3.2 Bestimmung des Spektrums von H)

Da H) selbstadjungiert ist, gilt spec Hy C R. Um das Spektrum von H) zu bestimmen,
miissen wir Losungen der Eigenwertgleichung Hy¢ = n¢ finden (n € R), die gleichzeitig
die Stufen- und Stetigkeitsbedingung erfiillen. Die Eigenwertgleichung lautet fiir x3 #
0:

(Hxo)(x) = (A +m?)d(x) = né(x) (3.26)

Der Hintergrund o(x) = 30(z3) ist spiegelsymmetrisch beziiglich der Ebene x5 = 0.

Wir suchen daher nach Eigenfunktionen, die diese Symmetrie wiederspiegeln. Wir
machen den Ansatz:

¢5<X> — %eip1x1+ip1mwa<x3) (327)
1 ) )
GR(x) 1= e I (1) (3.28)

wobei ¥, (x3)und 1s(x3) antisymmetrisch beziehungsweise symmetrisch beziiglich x3
sein sollen. Einsetzen in (3.26) liefert

62
(pf +p§ + m? — 7)) wa,s(xii) = Wl/}a,s(x?,) (329)
3

Die moglichen Losungen von (3.29) hiingen nun vom Vorzeichen von p? +p3 +m? —nab.
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3.2.1 Gebundene Losungen im Spektrum von H)

Wir betrachten zunichst den Fall, dass p? + p3 +m? —n > 0. Dann erhilt man aus
(3.29) fiir ¢(x3) den Ansatz

Ao TS vy 0
Uy(x3) = -

Die Stetigkeitsbedingung (3.24) fiihrt in diesem Fall auf A} = A!. Wir erhalten also
eine einzelne symmetrische Losung. Man beachte die Quadratintegrierbarkeit iiber xs;

wir sprechen daher auch von der gebundenen Lisung (daher auch der Index b).
Die Stufenbedingung (3.25) liefert (A} + A!)\/p? + p3 +m? —n = —AAL. Es folgt

\/p%+p§+m2—17:—/\ (3.31)

Falls A\ positiv ist, gibt es zu (3.31) keine Losung; es gibt in diesem Fall gibt es keine
gebundenen Loésungen nach (4.12) im Spektrum von H,. Gilt A < 0, so erhalten wir
fiir den Energieeigenwert

A2 .
n:p%—}—pg—l—mz—Z::wfu

(3.32)

Man beachte hierbei, dass im Fall A < —2m auch negative Energieeigenwerte vorkom-
men konnen; das Spektrum von H) ist in diesem Falle nicht mehr positiv.
Fiir die Normierung von (4.12) fordern wir [ dus |[¢(x3)||> = 1. Wir erhalten sofort

Ay = AL = /Bl Mit (3.28) erhalten wir fiir die gebundene Losung;

1 ) ) ’)\‘ (Al
D1,P2 _ ip1T1—ip1 T2 > lzs]
0 (x) = o e \/ 5 e (3.33)

Sie taucht nur auf, falls A < 0.

3.2.2 Freie Losungen im Spektrum von H)

Wir betrachten nun den Fall, dass p? + p3 + m* — n < 0. Dann erhilt man aus (3.29)
fiir 1), s(z3) den Ansatz

AL Seim“ + B! Se*ip?’:”?’ Vs >0
wa,s(l'?)) - { AZ’Seipgmg + BCZL’Sefipgxg VZL‘g < 0 (334)
Hierbei wurde
ps = +yfn—m? — g} — 3 (3.35)

gesetzt. Man beachte, dass bei dieser Konstruktion stets p3 > 0 ist.

Die Losungen ¢, s(z3) aus (3.34) sind nicht quadratintegrierbar iiber x3; wir spre-
chen daher im Folgenden auch von den freien Losungen. Die zugehorigen Eigenwerte
dieser Losungen ergeben sich zu

n=pi+ps+p;+mt=uwp. (3.36)
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Die Anschlussbedingungen (3.24) und (3.25) liefern in diesem Fall
Aot Bro= Aot Ba, (3:37)

ipAz,s - Z'pBg,s - Z'pAfl,S + Z.pB(lz,s = AAZ,S + ABZ;S (338)
Wir suchen nun zunichst nach einer antisymmetrischen Losung (A}, + B? = 0 und
Ar + B! = 0). Wir erhalten mit (3.37) und (3.38) sofort A7 = —B" = Al = —B!.
Daher gilt
PP (3) ~ sinpzxrs =
Vi (xs) = Ng° sinpaas (3.39)

Man beachte, dass diese Lésung von A unabhéngig ist! Dieses ist eine Besonderheit
der antisymmetrischen Losung!

Die Losungen ¢3(x3) sind nicht quadratintegrierbar iiber x3. Eine sinnvolle Nor-
mierung erhalten wir aber, wenn wir fordern:

. ™ R 2
lim = |P3 (x3)]|” dzs = 1 (3.40)

R—o0 _R

Einsetzen von (3.39) liefert sofort |[N?s|* = 1. Mit (3.27) erhalten wir

1 , 1
p — iprzitipive [ o 3.41
ACO R \/; sin(pss) (3.41)

Nun zur symmetrischen Losung (AL = BT und A7 = B'). Die Stetigkeitsbedingung
(3.37) ist automatisch erfiillt. Die Stufenbedingung (3.38) fithrt auf (2ip; — \)A. =
(2ips + \)BL. Daraus erhalten wir

Y (23) (2ips + A)ePs®s + (2ipy — N)e™ 3% Vg > 0
s A3 (2ipg — \)e3®s + (2ipg + N)e P37 Yz < 0

YP3(xg) = NP3 {cos(pgxg) + 21 sin(ps |:1:3|)} (3.42)
P3

Im Gegensatz zu P (x3) ist ¢¥P3(z3) von A abhingig. Sie hat einen “Knick” an der
Ebene 23 = 0.
Die Normierung fiihren wir analog zum antisymmetrischen Fall durch. Aus

. ™ R D 2
dim % [ )P e = 1 (3.43)

erhalten wir durch Einsetzen von (3.42) sofort |N73|* = . 4;;3_%/\2. Mit (3.28) erhalten
3

wir

PP (x) = ie_ip”“_ip”” L 4 cos(pszs) + A sin(ps |z3]) (3.44)
s 2 T 4pi+ N2 2p3

Die symmetrischen und die antisymmetrischen freien Losungen existieren fiir alle re-
ellen Werte von \; es gilt dabei p3 > 0.
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3.2.3 Orthogonalitiat und Vollstindigkeit der Eigenfunktionen
Die obigen Rechnungen haben folgendes System von Eigenfunktionen ergeben:
(bp( ) - elp1x1+1p2$2¢ps(x3)
PP (x) 1= 6"’““’“ Paraybs(z5) mit pe R2 x Ryy  (3.45)
Py (x) == %e—wm ip2w2 \/;e slesl (falls A < 0)
mit
Yps = \/;Sin(pgxg)

o L mit p3 > 0 (3.46)
YP3 = / o fAQ {cos(pgxg) + 23 s1n(p3 \$3|)}

Die Eigenwerte sind gegeben durch die Zuordnung:

9P (x) ~ Tigenwert: wp = p2 n m2
PP (x) «~ Eigenwert: 12) =p’+ m (3.47)
or P2 (x) «~ Eigenwert: JJ}% —p24p— X + m2

Die obigen Ergebnisse erlauben es jetzt, das Spektrum von H), anzugeben:

(3.48)

> m? falls A >
specH,\:{neR' = as)\_O}

n>m? -4 falls A <0

Falls A < —2m erhalten wir negative Eigenwerte fiir H,.

Es muss nun iiberpriift werden, ob die in (3.45) und (3.46) angegebenen Funktionen
ein vollstdndiges verallgemeinertes Orthonormalsystem bilden. Beachte dabei, dass die
Funktionen 93 (z3) und 1% (z3) beziehungsweise 3 (z3) und % (z3) fir ps # g3 Ei-
genfunktionen von (3.26) zu unterschiedlichen Eigenwerten sind und damit orthogonal
sind. Aus dem gleichen Grunde ist ¢+ (x) orthogonal zu ¢P(x) und ¢P(x). Ferner ver-
schwindet auch das Skalarprodukt von ¢?3(z3) und 9?3 (x3) fiir alle p3 aufgrund der
unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der symmetrischen und der antisymmetri-
schen Losung. Somit gilt

/ xR G(x) = 0Vp, q € R x Rog (3.49)
/d3x¢ +(x)¢(x) = 0Vp,q € R? x Ro¢Vi € {s,a} (3.50)
und
/d3x¢p( J63(x) ~ 8(p — q)¥p, q € R? x RoVi € {a, s} (3.51)
[ x50 = 1~ )30~ ) (3.52)

Tatséchlich ist das in (3.45) und (3.46) angegebene System von Funktionen nicht nur
orthogonal, sondern auch orthonormal.
Behauptung 5: Die Funktionen in (3.45) sind orthogonal.
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Im Py
OMNS im Impulsraum
#(Al)
0 Re o3
Spektrum
. (falls & = 0) :
M %;\2 2 R

Abbildung 3.1: Oben: Darstellung der Eigenzustinde aus (8.45) im Impulsraum. Die
vorkommenden Impulswerte sind grau dargestellt. Fir A < 0 tritt die gebundene Lo-
sung auf, dargestellt durch den komplexen Impulswert. Unten: Graphische Darstellung
des Spektrums (grau). Treten gebundene Lisungen auf, wird das Spektrum um —M\?
verschoben.

Beweis: Wir zeigen zunéchst fiir die symmetrischen freien Losungen, dass gilt:

/fm%w%>=’m—m (3.53)

Wir rechnen

/ XX 60(x) =

2 [t ancineorn, [ 38 [
(2m)3 4p§+/\2 4q3 + \?

A sin(ps ]x3|)} {cos(q3x3) + oy sin( Ixe,!)}

cos(psxs) +
{costpura) + 52

4p3 4q3
= _5 — _
(1 — @1)d(p2 — q2) \/4§+)\2\/4q +)\2

/dazg {cos(pgxg)cos(qug) + 1

D343

sin(ps |x3]) sin(gs |z3])

A A
+ sin(gs |z3]) cos(ps |z3|) + sin(ps |z3]) cos(gs |1:3|)}
2-q3 2-p3
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25(}? —q1)0(p2 — qo) i da;
Toop WP AUTMR 4p3 + N2\ 4g3 + N2

{;5(173 —q3) + 5(173 + q3) + 4p3q3 [25(173 —q3) — —5(173 + %)}

o0 A A
+/ dxs {— sin(gsxs) cos(psrs) + — sin(psxs) COS(Q3$3):| }
0 q3 Dps3

2
=0(p1 — q1)0(p2 — q2) {6(p3 — q3) +3 Ip 2 ,\25 p3 +q3) + i \/41)413\2 4q§f,\2
[fooo d$3pi3 {sin(ps — g3)z3 + sin(ps + Q3)$3} + q—3 {sin(gs — p3)z3 + sin(ps + C]3)$3}} }

Wegen der Einschrankung ps, gz > 0 gilt §(ps + g3) = 0; der zweite Term im letzten
Ausdruck verschwindet daher.

Es bleibt zu zeigen, dass das Integral in der unteren Zeile verschwindet. Um den
Ausdruck sinnvoll interpretieren zu kénnen, miissen wir ihn als Distribution auffassen.
Wir schmieren ihn daher mit einer Testfunktion ((p3) € D(Rso) und erhalten

/dp3C(P3) [/000 dx:ap% {sin(p3 — g3)x3 + sin(ps + g3)z3}

1 . )
+— {sin(qs — p3)x3 + sin(ps + CI3).Z'3}:|

1 cos(ps —qs)rs 1 cos(ps+ q3)xs
D3 P3 — Qs P3 g3 + p3

1 cos(ps —gs)ws 1 cos(ps + Q3)I3] X
0

qs3 qs — P3 qs3 q3 + D3
. > ((ps)
= lim dp3——= - [cos(ps — q3) R — cos(p3 + q3) R]
R—oo Jq P3qs
& 1 1 1 1 1 1 1 1
—/ dpsC(ps) | — —— = — —— — — —— — —.
0 P3s P3—q3 P3 q3+P3 q3 G3—P3  Qq3 q3+ D3

=0
Der erste Term im letzten Ausdruck strebt aufgrund des oszillierenden Integranden
fiir groke R gegen 0.

Die Orthogonalitit der antisymmetrischen freien Losungen ist eine einfache Rech-
nung:

[ xR -

2 . ) )
(2 )3 /d3X61(P1Q1)I11(pQQ2)$2 Sin(p3$3) . Sin(qu:s) _
T

S(p1 — q1)0(p2 — q2)0(p3 — q3) — 0(p1 — q1)0(p2 — q2)6(ps + q3) =
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/ PxFEH(x) = 5(p — q) (3.54)

Im letzten Schritt wurde wieder die Einschrankung ps, g3 > 0 ausgenutzt.
Fiir die gebundenen Lésungen ergibt eine einfache Rechnung

/ FxTFEHIX) = 6(p1 — 01)5(p2 — ) (3.55)

Damit ist alles gezeigt.[]

Behauptung 6: Das in (3.45) angegebene System von FEigenfunktionen ist voll-
stindig in L*(R3).

Beweis: Die zu zeigende Vollstdndigkeitsbedingung hingt vom Wert fiir A ab. Fiir
A < 0 ist zu zeigen:

06 (x)07 (y) + 05 (%)L (y) dprdpagp (X)) ™ (y) = 6 (x — )
fo, P2 {0 b .

(3.56)
Fiir A > 0 treten keine gebundenen Losungen auf. In diesem Fall lautet die Vollstan-
digkeitsbedingung;:

/RMR {cb"( )oR(y) + #F ()¢ (v )} — 6 (x —y) (3.57)

Wir berechnen zunichst den Beitrag der symmetrischen Losungen. Dazu nutzen
wir sie Symmetrie von ¢P(x) beziiglich z3 aus. Es gilt

[, A -

2
(27)?

2
/ d3p€i(x1fy1)p1 +i(w1—y2)p2 i
R2xRog 4p2 + N2

sin(ps ‘xg\)} {Cos(pgyg) -3 _Apg sin(ps \yal)} -

{cos( r3) + A
D3T3 2 s

35(5171 —y1)0(72 — ¥2)

2
> A2 4p3
d cos(psxs) cos 2 cos(laal +
/0 P3{ (psz3) cos(psys) 2 IR v (Jzs] + lys])ps
A 4]9% . A 4p§ . }
——— + —5——— sIn(p3 |r3|) cos(psys) — - ———=>—cos(ps |r3|) sin(psy:
203 4p§+)\2 (p3 |z3]) (P3ys) D3 4p§—|—)\2 (ps |xs]) sin(psys)

o
= 0wy — y1)5(1’2 - ?/2)‘
{5(903 —y3) +0(x3 +y3) + [—ﬁ 2 dp3zm?ﬁ cos p3 |3 sin ps |y3|]

[—ﬁ I dpﬂé’% sin ps |23] cos ps |y3|] + [—§ Jodps 4p§iv €_ip(|x3|+‘y3|)] }
(3.58)
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Fiir A = 0 verschwinden alle drei Integralterme. Fiir A # 0 rechnen wir die Terme nun
einzeln aus.
Zum ersten Term. Sei nun zunéichst |z3| > |ys|. Es gilt:

i ) P3 17 1 N2 P3| T3 P3 Y3 ir | D3 17+ N2 P3 Y3

Wir erweitern das Integrationsgebiet auf die obere komplexe Halbebene hT := RxiR.
Offensichtlich ist der Integrand auf h™ meromorph und verschwindet fiir grofe I'm ps
wegen |zs| > |ys| > 0. Bei py = |z gibt es eine Polstelle. Mit dem Residuensatz folgt
damit fiir das Integral

> [y cosp s sings
—_ — 5 COS ZI3| s
ir ) P3 47 1 N2 D3 |23 D3 1Ys

— _i(gm)le—%mgsmh (M) = sign()\) - Al { — B (zal=lyal) _ 6—'%‘(|x3|+|y3\>}
2 2 8

Am
(3.59)
Das gleiche Ergebnis erhalten wir fiir |z3] < |y3|, indem wir iiber die untere komplexe
Halbebene h~ := R x iR integrieren. Der Fall |x3| = |y3| muss gesondert betrachtet

werden, allerdings ist auch hier die Rechnung dhnlich.
Der zweite Term fiihrt fiir nach analoger Rechnung auf das dhnliche Ergebnis

A [ 4 A
i /oo dp3wzf)\2 sin ps3 cos psys = —sign(A) - % {e_%‘(‘xf“_ww +e IT('”“'H?”D}
(3.60)
Der dritte Term fiihrt auf
A2 1 - Al i

- dps—— e~ w(zsl+lys)) | — 171 (lz3[+lysl) 3.61
{ 27r/oo AT R i (361

Fiir A < 0 fithrt Kombination von (3.58), (3.59), (3.60) und (3.61) auf
[ @pxery) - (3:62)

R2XR>0
IA] s 41w
0wy = y1)d(w2 = y2) (s — y3) + 0w +y3) — e

Fiir den Fall A > 0 erhalten wir analog:
/ d*pE (x)gP(y) = 0(x1 — 11)d(x2 — o) {5(ws — ys) + (x5 +ys)}  (3.63)
RZXR>0

Nun zum Beitrag der antisymmetrischen Losungen. Wieder nutzen wir die Sym-
metrie von ¢P(x) beziiglich z3 aus. Es gilt

[, Gy =
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2
(27)?

/ P pe T TyIPHELI=Y2)P2 iy pags sin pays =
R2XR>0

[ EpRmIRy) = der = m)iles = o) {0(aa = ) = Sloa +)}  (369)

Der Beitrag der gebundenen Losungen liefert nach kurzer Rechnung

L. eIy =

>

6(x1 —y1)d(w2 — y2)§€_%(‘$gl+‘ygl) (3.65)

Kombination von (3.62), (3.63), (3.64) und (3.65) verifiziert sofort die Vollstéandig-
keitsrelationen (3.56) und (3.57). O

3.3 Zweipunktfunktion und Kommutatorfunktion

In diesem Abschnitt sollen die Zweipunktfunktion des Vakuums sowie die Kommu-
tatorfunktion bestimmt werden. Beide Grofken lassen sich aufgrund der Selbstadjun-
giertheit von H) leicht mit Hilfe von (2.3) und (2.4) angeben. Voraussetzung ist dafiir
die Positivitdt von Hy. Nach (3.48) ist das gegeben, wenn gilt

A> —2m (3.66)

Im Fall A < 0 ergibt sich mit dem Satz von Eigenfunktionen (3.45):

A (@) = fios, P (50 ) {GRGOGR(Y) + SECOIR(y) |

- (3.67)
+f]R2 dpldpg <—()> ¢p1 pz( )¢p1 pz( )

Fir A <0 fallt der Beitrag der gebundenen Lésungen weg:

M= [ ap () (e - FEem) 66

2wp
Fiir den Beitrag der antisymmetrischen FEigenfunktionen zur Zweipunktfunktion
rechnet man schnell nach

—iwp (To—Yo)

Ml = [ () AR

1 d3p —iwp(xo—yo)+ipL (XL —y1) 3 1
_ o ﬂe P 2sin(psxs) sin(psys) =

1 1
Ai(m, y)‘a = §A+(1’ —y) - §A+($ — S3y) (3.69)
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wobei
1
1
S3 = 1 (3.70)
—1
die z3-Komponente spiegeln soll und
1 d*p ,

A — = = P —iwp(zo—yo)+ip(x—Y) 3.71
o= = [ e (3.71)

die Zweipunktfunktion der freien Klein-Gordon-Theorie ist.
Fiir den Beitrag der symmetrischen Eigenfunktionen zur Zweipunktfunktionen er-
halten wir entsprechend

A (@, y)] =/

R

5 e~ twp(To—yo) ——
#p () FeR)
2xR>0

2wp

5 2
_ 1 d_p —twp (To—yo)+ipL (X1 —YL)2&.
2m)3 ) 2wy 4p3 + A2

A A
{COS(ps [23]) + 5 sin(ps Ixsl)} {COS(ps [ys]) + 5~ sin(ps Iysl)} =
3 3

Ai(m,y)h = %A+($ —y) + %AJF('I — S3y)
1 fd3pe*iwp(IO*yo)*iPL(XL*YL) A (372)

T @r)3 2wp T ap2 e’
{Acos ((|zs| + |ys|)ps) — 2p3sin ((Jos| + [ys|)ps)

Man beachte, dass sich die Terme 3A, (z —Ssy) in (3.69) und (3.72) gerade wegheben.
Der Beitrag der gebundenen Losungen ist

e~ P1(z1—y1)—ip2(z2—y2) me*%(WsH\ysD

2

Al (z,y)| - / dpydp; et
0P T 02 J 20y,
(3.73)

Wir interessieren uns im Folgenden fiir die renormierte Zweipunktfunktion, sie ist
gegeben durch die Differenz der Zweipunktfunktionen des gestorten und des freien
Systems:

Ai,ren($7 y) = Ai(!)ﬁ', y) - A—i— (1’ - y) (374)
Kombination von (3.69), (3.72) und (3.73) ergibt

—iwp (zo— e~ PL(x1—¥y])
Nf10) = iy e w) )
{Acos ((|xs| + |ys|)p3) + 2ps sin ((|xs] + |y3|)ps3)} (3.75)
fiir A >0

und
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iwp (T e~ P (x )
Ai\r ren( 7y) = 27r)3 fd3p€ p(zo—yo) . piQUJL yi 4p :)\2
{Acos ((|z3] + ’ya‘)p:a)+2p381n((\x3]+|y3])p3)}+

(3.76)

iop | (z0—vo0)

—1 X K3 X lM X
(271r)—2 f]Rz dpldpz <‘ 2p | ) e~ PLE v ipa(e2—w) |/2\| (sl +us)
fir —2m<A<0

Wir beachten die Spiegelsymmetrie der renormierten Zweipunktfunktion beziiglich
x3 und ys:
Ai\r ren( 7y) - A+ ren(S3x y)

Ai\r ren(T,Y) = A+ ren (T, S3Y)

Im Grenzfall A — 0 gilt offenbar wie erwartet A% (z,y) — AL (z —y).
Die Kommutatorfunktion ergibt sich aus der Zweipunktfunktion aus

Ten

A)\ ( )_2 ]mAj\—ren( 7y) (377)

Man beachte, dass sich fiir z3,y3 # 0 die Kommutatorfunktionen des gestorten Feldes
A*z,y) und des freien Feldes A(x,y) nicht voneinander unterscheiden diirfen. Fiir
Gebiete ausserhalb der Wand muss also gelten

AN (z,9) =0 (3.78)

ren

Diese Eigenschaft kann anhand von (3.75) und (3.76) leicht verifiziert werden.

3.4 Casimir-Energiedichte

Klassisch ergibt sich die Energiedichte aus (3.1) zu

1 1. 1 1
h(z) = §m2¢($)2 + §¢($)2 +3 (Vo(x))* + 55@3)925(%)2‘ (3.79)
Um im quantenmechanischen Problem eine wohldefinierte Distribution zu bekommen,

betrachten wir zunéchst die sogenannte Punktspaltungs-Energiedichie:

1

SmEH()0(y) + 50()6(0) + 5 (Vo(x)) (T6(y) + 3M(a5)6(2)(y) (380)

h(z,y) =5

Da der Limes lim, ., h(z,y) divergiert, renormieren wir diesen Ausdruck. Wir be-
schrinken uns zunéchst auf Bereiche mit z3 # 0. Dann kdnnen wir renormieren, indem
wir den Vakuumerwartungswert der freien Energiedichte abziehen:

hren(a) = lim [B(z,9) = (@ hl@, 1)),

T—Y
Dabei ist
1

(0 bl 9)9) = (2 { Gm0la)ols) + 5030 + 5 (Vo)) (Volw) )
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m> 10 0 1

(2, h(2, y)) 0 = {7+§8_:m8_y0+ ViV }A+(I—y)

Den Vakuumerwartungswert dieser Grofe wollen wir hier und im Folgenden
Casimir-Energiedichte nennen:

hcas(x) = lim [(Qv h(xvy)Q) - (Qv h(xay)Q)frei] (381)

T—Y

Kombination von (3.80) und (3.81) fithrt auf den Ausdruck

s () = Timng .y {3m? + 20+ 1500 4 100 4 100 AY  (a,y)
+lim,., 18(a5) A (z, )
(3.82)
Aufgrund der Struktur der Terme von A2 (z,y) und A (z — y) gilt (man beachte das
Pluszeichen vor der Ableitung in z3-Richtung!)

_ 1 1,2 10> 1092 1 92 192 A
s ) = Tim, ., { sm? — 15 15+ 15} A ()

2 20z 2027 2043 (3.83)
+ hma}—>y ;6($3)A)\ (xv y)
Wegen z3 # 0 erfiillt A} . (z,y) die Klein-Gordon-Gleichung. Also gilt:
0? 0?
Peas(x) = lim { — A2 , 3.84
@) = tim {5+ 5 f Ml (3.8

Mit Hilfe von (3.69), (3.72) und (3.73) konnen wir nun die Casimir-Energiedichte
direkt angeben. Wir erkennen an (3.84), dass sich die Symmetrie der renormierten
Zweipunktfunktion beziiglich x3 auf h.s(x) vererbt:

hcas (I) - hcas(SSx)

Daher kénnen wir uns im Folgenden auf den Fall x3 > 0 beschrinken. Fiir A < 0
erhalten wir

heas(z) = — (271r fR:s d? pézm I 2+)\2 {)\ coS 2x3p3 — 2p3 sin 2x3ps }
+ 5oy Jre DL pﬁ ce Pz =
hcas(m) - —ﬁ fR3 d3 pJ-+m . Lei2p3z3

2wp IA+2p3 (3 85)
A +m — :
| \ fR2 d2 pJ_ . e~ Alzs

Fiir A > 0 fallen wieder die Beltréige der gebundenen Losungen weg, wir erhalten

1 p? +m? DY
hcas = - d3 L : 2pss 3.86
(@) =~y /R3 T W P (3.86)
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Wir integrieren zunéchst iiber die Transversalimpulse, dabei ersetzen wir zundchst
die Integration iiber R? durch die Integration iiber ein grofes endliches Raumvolumen
mit Radius R. Es gilt

d2p¢ 2 2 T, 9 2 2 2 9 2 T, 9 2 2 2
u (pl+m)=§(m + R —2p3)\/m* + R +p3—§(m —2p3)\/m* + p3

p.l<R 2Wp
(3.87)
und
/ d2pl( 24—7712)—7T(m2—|—R2 \/m2+R2— —W(m2+/\2) m2—/\2
IpLll<r 2Wp P 3 3 2 4
(3.88)

Damit wird aus (3.85) fiir zunéchst endliches R

hcas (.T, R) =

—50.7 J dps ((m2 + R? = 2p3)/m* + R? +p§ — (m* = 2pg)y/m? +P§) e
+6.‘(’\2|:) (( R m R =2 (m? 4 A m? — %2) - e~ PMas

(3.89)
Es soll nun das Integral in (3.89) mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden.
Fiir die Integration iiber die p3-Achse erweitern wir das Integrationsgebiet auf die
obere komplexe Halbebene h :=R x iR . Fiir den auftretenden Wurzelterm wéhlen
wir den Zweig /z = /]z|e2%5% wobei der Winkel argz von der positiven recllen
Achse aus gemessen wird und Werte aus dem Bereich (—7,7) annehmen soll. Dieser
Wurzelzweig ist holomorph auf dem Gebiet C \ {z € R |z < 0}. Die Integranden des
Integrals sind dann meromorph auf den Gebieten G := h™\i {z € R|z > vVm? + R?}
bzw. Gy := ht\i{z € R|z > m}. Die Integranden verschwinden fiir I'mp — +oo. Fiir
A < 0 tritt im Integrationsbereich eine Polstelle bei p,, = @%‘ auf, fir A > 0 tritt keine
Polstelle auf. Um das Integral in (3.89) auszuwerten, integrieren wir nun iiber den
gesamten Rand der oberen Halbenene hTund ziehen die notwendigen Korrekturterme
ab.
Die Polstelle fiihrt (falls sie auftritt) auf den Term

7 A2 a2 PR S CANF
— o 2 2.2 2 2 2 (m?2a 2 _ 2 ) 20 o~ es
3(27T)3(7m)<(m +R+2) m?+ R 1 (m+2) m? — - | e

(3.90)
Desweiteren miissen wir einen Korrekturterm beriicksichtigen, da der Integrand in
(3.89) nicht entlang der gesamten imaginiren Achse holomorph ist:

heas(x, R) = 2’” f\/m2+R2 (m? + R? + 2t2) \/m i)\f%t ce 2Tt
+3.(227r7:)3 [0 (m?  28%) Vm? — 12 - i)\:j\QZ‘t ceT Mt

(3.91)
Vergleich von (3.90) mit der unteren Zeile von (3.89) zeigt: beide Terme sind gleich
bis auf das Vorzeichen und heben sich weg. Der erste Term in (3.91) fillt im Grenzfall
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G./G

T mi bzw. iy m?+R?

Palstelle

Re Py

Abbildung 3.2: Darstellung des Integrationsgebietes G beziehungsweise Go. Fiir A < 0
tritt eine Polstelle auf der positiven imagindren Achse auf.

R — oo ebenfalls weg. (Ubrigens verschwindet die Casimir-Energie aus dem gleichen
Grund im Grenzfall m — oo vollstindig.) Wir erhalten also aus (3.89) das endgiiltige
Ergebnis:

1 o A o
h(/}(zs(m) = m . [n dt (m2 —f— 2t2) t2 — m2 . m - e 23| (392)

Dieses Ergebnis gilt fiir alle A > —2m und x3 # 0.

3.5 Diskussion der Casimir-Energie

Wir wollen den Ausdruck (3.92) nun diskutieren. Zunéchst einige Bemerkungen:

(i.) Die Casimir-Energiedichte h.qs(2) ist symmetrisch beziiglich der Ebene z3 = 0.
Ferner ist die translationsinvariant beziiglich der Variablen xy, x5 und hingt nicht von
der Zeit zy ab.

(ii.) Das Integral (3.92) existiert fiir alle A\ > —2m und x3 # 0. Fiir 3 = 0 divergiert
das Integral. (Insbesondere existiert es auch fiir den Grenzfall A — —2m.)

(iii.) Wegen A > —2m ist der Integrand in (3.92) fiir alle ¢ € (m, c0) von gleichem
Vorzeichen; damit hiangt das Vorzeichen von hes(z) nur von A ab. Fiir A > 0 ist
heas(x) > 0 und fiir A < 0 ist hes(z) < 0. Fiir A = 0 gilt offenbar h.s(z) = 0.
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(iv.) Fiir A > —2m weist h), () eine monoton steigende Abhéngigkeit von \ auf.
(Fiir A > —2m gilt X > A =545 > 135 =hh.(z) > hd,(2).) Fiir kleine || ist der
Verlauf linear.

(v.) Fiir festes A nimmt die der Betrag der Casimir-Energie |h7,,(z)| mit zuneh-
mendem Abstand x5 von der Stérung 46(z3) monoton ab; es gilt limy,,|_o h(z) = £oo
und erwartungsgemaf lim ;. h(x) = 0.

Wir interessieren uns nun fiir den Grenzfall A — oo. In diesem Fall vereinfacht sich
(3.92) zu

1 o
hoe () = ———— / (m* 4 2t%) V12 — m? - e

cas - 3. (27_‘,)2 ’ -
2 o0 m2 )
- = . t2 o 2 t2 _ 2 . ,—2tx3 . / t2 o 2 . ,—2txs =
3. (21) /m ( m ) % m*-e + o A% m*-e
m? Ky(2mas) m3 K (2maxs3)
heas(2) = : : 3.93
Dabei ist Y- -
A i z " —2T 2 n—3%
K,(z) = =1 <2> /1 e (2* —1)" 2dx (3.94)
die n-te modifizierte Besselfunktion zweiter Art. Sie 16st die Differentialgleichung
3328—2 (x) + {ng(:v) — (@* +n?)f(x) =0 (3.95)
D12 oz e '

Insbesondere gilt:

K, 2may) = —YT . (@>n/: e (12— m2)" "2 dt (3.96)

(n—3)! \m
Ko(2mas) = /moO 6_2m3ﬁdt (3.97)
Ki(2mas) := % / h e~ \/12 _ m2dt (3.98)
Ky(2ma3) == 4_95% b e 2 (12 — m2)V12 — m2dt (3.99)

3m?
Wie verhilt sich die Casimir-Energie in Abhéngigkeit von der Masse? Durch Va-
riablentransformation in (3.92) sicht man schnell ein, dass gilt:

Reas(A, m, 23) = m* - hcas(%, IL,m-z) (3.100)

m

Wir sehen an dieser Formel erneut, dass h.s fiir groke m verschwinden muss (auf-
grund des Expontialterms im Integranden.) Denn Fall m = 0 miissen wir gesondert
behandeln, wir erhalten aus (3.92)

1 1

o A
hl(ws) = < 2% ———e ¥ dt 101
cas (‘T3) 3 (271')2 /0 N\ — 2te (3 0 )
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Abbildung 3.3: Casimir-Energie he.s(\) fiir festes xs. Dargestellt ist der Bereich 0 >
A > —2m fir die Werte x3 =1, x3 = 1.15 und x3 = 1.5 und x3 = 2 (von unten nach
oben). Masse: m = 1. Man erkennt den monotonen steigenden Verlauf der Casimir-

Energie mit X und x3.

Fiir kleine A nihern wir —% ~ —4

5 = —5; im Integranden und erhalten

higs (xs) = a1 /OO tre 27 dt = -t A L
o 3 (2m)2 J, 12 - (27)2 x3
A

Fiir grobe A nahern wir = ~ 1 im Integranden und erhalten

-2 1 —1 1

hm:O - _ = - 2t3 —2t2dt — L
s (¥3) = =3 (27)2 /0 ¢ 1-(2m)2 2l

3.6 Randterm bei x5 =0

(3.102)

(3.103)

Durch (3.92) ist Casimir-Energie im Bereich x5 # 0 gegeben. Koénnen wir eine Aussage

treffen iiber die Casimir-Energiedichte auf der Ebene z3 = 07

Der Term (3.92) fithrt bei x3 = 0 auf eine negative Polstelle. Zusétzlich dazu muss
am Punkt z3 = 0 der Einfluss der Storung %)\(5(1’3) beriicksichtigt werden. Um den
Einfluss dieser sogenannten Randterme zu untersuchen, wird in Kapitel 4 eine Storung

endlicher Ausdehnung 2¢ betrachtet.
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h

cas(
0_00& |

0_0ae[

0003 ¢

0002

Abbildung 3.4: Casimir-Energie heqs(\) fir festes xs. Dargestellt ist der Bereich 0 <
A < 30m fir die Werte x3 = 1, x5 = 1.15 und x3 = 1.5 und x3 = 2 (von oben nach

unten). Masse: m = 1. Man erkennt den monotonen steigenden Verlauf der Casimir-
Energie mit \.

-5l

h

cas

-1l

Abbildung 3.5: Casimir-Energie he.s(xs) fir festes X € [—=2m,0). Dargestellt sind
Kurven fir A = —0.1, A = =1 und A = —2 (von oben nach unten). Masse: m = 1.
Man erkennt den monoton steigenden Verlauf mit x3 und die Polstelle bei x3 = 0.
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Abbildung 3.6: Casimir-Energie heqs(x3) fir festes X € (0,+00). Dargestellt sind Kur-
ven fir A = —0.1, A = —1 und A = —2 (von links nach rechts). Masse: m = 1. Man
erkennt den monoton fallenden Verlauf mit xs.

3.7 Alternative Berechnung des Grenzfalls \ = co

Zur Kontrolle soll das Ergebnis (3.110) mit einer anderen Methode iiberpriift werden.
Fiir A — oo gilt nach (3.69), (3.72) und (3.73)

A% (55 y)‘ 1A+(JU —y) — %AJr('r — S3y)
A (z,y)|, = 304 (x —y) + 344 (x — Ssy) — Ay (z — Sszy)
A (z,y)], — 0

und damit fiir x5 > 0 (vergleiche hierzu (3.84))

1) = i (= 7+ 30 ) (Bl = ) = Ao Sup)

r—Y

e, (z) = (—8—2 + a_?) (A(0,0,0,213)) (3.104)

cas 2 2
Oxg  0x3
Wie konnen wir diesen Term auswerten? Wir wenden uns zunachst dem zweiten

Term zu. Es gilt
m  Kj(mz)
(2m)2 =z

A4(0,0,0,2) = — (3.105)

Wegen (3.105) gilt
2

2A+(t T,Y,z )

t=x=y=0 _
z = 2x3

CE
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m {2K6(2mx3) _ 2mKy(2mas) N m2K{)"(2mx3)}

3.106
Amr? 83 42} 213 ( )

Nun zum ersten Term in (3.104). Bekanntermafien ist A konstant auf den Orbits von
SO™(1,3). Daher gilt fiir raumartige Punkte

A-l—(ta z,y, Z) = A+<07 07 07 T<t7 z,y, Z))

mit r = ++/72 + y2 + 22 — t2. Es gilt

0
ar(t, .Y, 2) lymgey—o = 0

und
2

@r(t7$’ y? Z) |t::c=y=0 = -

Damit rechnet man schnell nach, dass gilt

0? 170
<@A+) (O, 0,0,2) = —; (&A+) (0,0,0,Z). (3107)

Wegen (3.105) folgt damit schlieflich

82
@AJr(ta z,Y, Z)

z = 213

m K{(2maxs)  mK[(2maxs)
= . (3.108
{ 813 N 4a2 ( )

Zusammenfassung von (3.108) und (3.106) liefert

he (x) =

cas

(3.109)

_m [ Ky(2maxz)  mKy(2mzs) N m2 K} (2mx3)
472 83 43 2z3 '

Beachtet man nun noch, dass Ky(z) die modifizierte Besselsche Differentialglei-
chung (3.95) fiir n = 0 16st, so findet man:

hoo (z) =

cas

_m [ Ky(2mxz)  mKy(2mas) N m2 K/} (2mx3)
472 4a3 213 213

und unter Beachtung der Ableitungsregeln fiir modifizierte Besselfunktionen
Ky(2) = —Ki(z)

K§(2) = 5Ko(2) + 5 Fal2)

erhalt man schlieklich wieder

1o (2 1 {mQKg(meg) N m3K2(2mx3)}

cas( ) = 9. (271')2 xg T3
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3.8 Betrachtung des Falls A\ < —2m

Von physikalischem Interesse ist auch der Fall A < —2m. Nach (3.48) ist das Spektrum
von H) in diesem Fall nicht mehr positiv. Die durch (2.3) gegebene Zweipunktfunktion
ist daher fiir A\ < —2m kein wohldefinierter Vakuumzustand mehr®. Damit ist auch
die Berechnung des Vakuumerwartungswerts der Energiedichte iiber (3.81) nicht mehr
sinnvoll und die physikalische Bedeutung von (3.92) daher fiir A < —2m unklar.

Rein mathematisch kann (3.92) allerdings auch im Fall A < —2m sinnvoll ausge-
wertet werden. Daher soll der Verlauf von (3.92) im Folgenden fiir A < —2m diskutiert
werden.

(i.) Fiir A < —2m hat der Integrand im Integrationsgebiet eine Polstelle bei
tp = —%. Dennoch ist (3.92) sinnvoll als Cauchysches Hauptwertintegral definiert.
Es existiert fiir alle A < —2m und x3 # 0. Fiir x3 = 0 divergiert das Integral.

(ii.) Fiir A < —2m gibt es kein monotones Verhalten mit \. Stattdessen hat A —
heas(A) mit zunehmendem A ein Minimum, eine Nullstelle und ein Maximum hat (siehe
hierzu auch die Bilder). Fiir A — oo strebt die Casimir-Energie gegen einen festen
Grenzwert (siche unten).

(iii.). Fiir festes A € (—oo, —2m) ist auch das Verhalten mit 3 nicht mehr monoton.
Stattdessen steigt heqs(x3) mit x5 zundchst monoton an, erreicht dann ein Maximum
und fallt dann fiir x5 — oo auf 0 ab.

(iv.) Im Grenzfall A\ — —oo erhalten wir dasselbe Ergebnis wie im Grenzfall A —

+00: ) .
m Ky(2mxs) m K, (2mas3)
hos = . . . 3.110
cas () 2. (2m)? x3 Uy (27)2 T3 ( )

(v.) Interessanterweise ist (3.110) auch die Scharkurve aller Maxima der Casimir-
Energie beziiglich der Variablen x3, genauer: Fiir A € (—oo, —2m) ist

II;E:X {hi\as(‘r:i)} = hzs(’r&ma%()\)) (3111)

wobei X3 4. () die Stelle des Maximums fiir festes A ist.
Beweis: Fiir 3 mq:(A) gilt 0 = %hcas(x;;? A) | und daher

T3=T3,maz

1 > s 2t
O = —_— . / (m2 + 2t2) t2 _ m2 . . ef2tx3,max

3-(2m)2 J,. A2t
Also
_ 1 o 2 2 2 A2t —2tws,max
g%{hms(:ﬁg,x)}_g'(%)f/m (m?+2) VB —m? - S e

= hoo <x3,max<)‘>>'|j

cas

Es sei noch einmal angemerkt, dass die Rechnungen in diesem Abschnitt rein formal
sind und die Bedeutung von (3.92) im Rahmen dieser Arbeit unklar ist.

5Die Positivitiit von Hy muss gefordert werden, damit Aj\r(x, y) die Positivititsbedingung erfiillt.
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=0.01-

=0._0ZL

Abbildung 3.7: Casimir-Energie heus(\) fir festes xs. Dargestellt ist der Bereich
—2m > X\ > —bm fir die Werte x5 = 1 (steilste Kurve), x3 = 1.15 und x3 = 1.5
und v3 = 2 (flachste Kurve). Masse: m = 1. Man erkennt den Wechsel zwischen
negativen und positiven Werten.

_0lF

-oogk

Abbildung 3.8: Casimir-Energie he,s(\) fur festes xs. Dargestellt ist der Bereich
—2m > X\ > —50m fiir die Werte x3 = 1 (steilste Kurve), x3 = 1.15 und z3 = 1.5 und
x3 = 2 (flachste Kurve). Masse: m = 1. Man erkennt deutlich das lokale Mazimum.
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L L L
0.2 IJ_!&/ o_& a_& 1

|
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T

Abbildung 3.9: Casimir-Energie heqs(x3) fir festes A € (—oo, —2m). Dargestellt sind
Kurven fir A = =8, =9, —10, —11, —12, —13 (von unten nach oben). Ferner ist der
Grenzverlauf h (z3) fir A = —oo eingezeichnet. Masse: m = 1. Man erkennt die
Polstelle bei x3 = 0. Man sieht deutlich, dass die Maxima der einzelnen Kurven genau
auf der Kurve hSS (x) liegen.

L L L L
a5 a7 o.g o9

Abbildung 3.10: Detailansicht. Casimir-Energie he.s(xs) fir festes A € (—oo,2m).
Dargestellt sind Kurven fir A = —8, =9, =10, —11, —12, —13 . Ferner ist der Grenz-

verlauf heS (x3) fir A = —oo eingezeichnet. Masse: m = 1. Man erkennt hier einen
Bereich von “Verwirbelungen”.
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3.9 Gesamtenergie pro Flache

Die Energie pro Fliche E.,, ergibt sich aus der Energie-Dichte auferhalb der Fliche
x3 = 0 sowie einem Randterm. Fiir die Energie auferhalb der Ebene gilt

puussen . _ o / dosh®. (zs) (3.112)
0

(Der Faktor 2 beriicksichtigt die Beitrige zu beiden Seiten der Platte.) Mit (3.92) gilt

A
B = 7 E / dxs / dt (m? + 26%) V12 = . g—2tws
7T

A + 2t
[aussen . _ X / dt (m 4+ 92t ) / —m?2. A . i (3]_]_3)
cas 3. (271’) m AN+2t 2t

Fiir grofe t ist der Integrand proportional zu ¢; die Gesamtenergie ausserhalb der
Platte divergiert also.



Kapitel 4

Geometrie mit einer Wand endlicher
Dicke

Die obige Rechnung wird nun dahingehend verfeinert, dass die statische Storung
Lpackground(x) eine endliche Ausdehnung in z3-Richtung haben darf. Damit wird das
Modell stiarker an reale physikalische Situationen angepasst. Wir betrachten die Sto-
rung

. A
background(x) = §U€(x)¢($)2 (41)
mit dem Hintergrund
1
0e(x) = 5 - Leq(2s) (4.2)

wobei 1,3)(23) die Einsfunktion auf dem Intervall [a,b] € R bezeichnen soll. Die
Normierung wurde so gewahlt, dass im Grenzfall € — 0 das Modell mit der J-formigen
Stérung wiedergewonnen wird: o.(x3) — 0(x3).

4.1 Der modifizierte Laplaceoperator H)

Der sich aus (4.1) ergebende modifizierte Laplace-Operator ist
9 A
H)\,e =—-A+m*+ 2_6 . 1[7676] (:133) (43)

Die in (4.3) auftretende Stérung o.(x) = 2 - 1|_. 4(x3) ist beschrinkt und daher gilt
stets 0.(x) - ¢(x) € L*(R?). Somit ist o, als Multiplikator ein wohldefinierter Operator
auf L*(R?); er ist sogar selbstadjungiert. Also ist auch H) . selbstadjungiert.

Der Definitionsbereich von H) . ist gegeben durch

dom Hy . = {¢ € L*(R%) |Ap € L*(R?) }. (4.4)

Dabei wird der Differentialoperator A wieder im Sinne von Ableitungen von Distri-
butionen aufgefasst. Wegen A¢ € L?(R?) folgt, dass die Elemente ¢ € dom H) . auch

41
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als Funktionen stetig-differenzierbar sind. Dadurch ergeben sich an den Stellen z3 = ¢

und z3 = —e Anschlufbedingungen fiir ¢(x) und % (x):
hH(l) o(1, 9, e+ 1) = hH(l) (1, X9, e — 1) (4.5)
- 0
lim — = lim — 4.6
o 8x3¢($17$271’3) e ey 8x3¢($1,5€2a$’3) . (4.6)

(Man beachte allerdings, dass fiir die zweite Ableitung 86—;?¢(x) keine entsprechende
Anschlufsbedingung gelten muss; die zweite Ableitung existiert im Allgemeinen nur im
Sinne von Distributionen.)

Im Grenzfall € — 0 lisst sich aus (4.6) die Stufenbedingung rekonstruieren. Denn
es gilt

l. [ . e
nli% 8x3¢($1’ 72,@3) e
lim - ¢( ) / 7 ¢( )d
= lim Tr1,T9, T — Tr1,T9, T X
70 axg 1, 42,43 e . axg 1, 42,43 3

.0
— }]11)% a_xggb(l‘h T, 373)

€ 82 82 )
+/ (_+——m>¢x,x,m dz
v 022 1 22 (21, 29, 23)d3

€

)\ €
_i /_E ¢(l’17 Z2, $3>d$3

Der mittlere Term fillt weg aufgrund von ¢, A¢ € L?(R3). Es folgt damit im Grenzfall
e — 0 sofort

= lim —¢($1,l’2,$3) — A (b(xl?m%o) (47)

lim —&(xq, 29, x
(21, o, x3) b Dy

n—0 81’3

+n

4.2 Bestimmung des Spektrums von H,

Da H) . selbstadjungiert ist, gilt spec Hy  C R. Um das Spektrum von H)  zu bestim-
men, miissen wir wieder Losungen der Eigenwertgleichung H) .¢ = n¢ finden ( € R).
Die Eigenwertgleichung lautet fiir x5 # 0:

(A +m?)¢(x) =

d(x) fir |z3] > €
(Hye0)(x) = { (—A +m2 + 2)p(x

ne(x) fiir |z <e

3

(4.8)

Der Hintergrund o(x) = o- - 1_.(x3) ist spiegelsymmetrisch beziiglich der Ebene
x3 = 0. Wir suchen daher nach Eigenfunktionen, die diese Symmetrie wiederspiegeln.
Wir machen den Ansatz:

) 1= eI (1) (49)
BB(x) i= e P (1) (4.10)

27
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wobei ¥, (x3)und 14(x3) antisymmetrisch beziehungsweise symmetrisch beziiglich x3
sein sollen. Einsetzen in (4.8) liefert

52 .
(p% + p% + m2 - 77) ¢a,s(x3) = ad_‘rg)1/}a,s(x3) fiir |$3| > €

¢ .. 4.11
(p% +p% + m2 + % - 77) 7v/}a,s(wfﬂ) = ad_;gwa,s(xi’)) fiir |JZ3| S € ( )

Die méglichen Losungen von (4.11) héingen nun vom Vorzeichen von p? + p3 +m? —n
ab.

4.2.1 Gebundene Losungen im Spektrum von H) .

Wir betrachten zunichst den Fall, dass p? + p3 + m? —n > 0. Dann erhélt man aus
(4.11) fiir ¢)(x3) den Ansatz

Aje e Vg > €
Py(x3) = CpeP3®s + Dye P37 Y |x3] <€ (4.12)
Al eteso Vg < —e
mit
oz::\/p%%—p%—i—m?—n, a>0 (4.13)
~ 2, .2 2 A ~ ~
D3 i=+1\/D]+p5+m —FZ—n,ImngO7 Reps >0 (4.14)

Man beachte, dass o € R; dagegen kann p3 auch komplexe Werte annehmen. Um die
Mehrdeutigkeit der Wurzel in (4.14) zu umgehen, ist daher die Bedingung Im ps > 0,
Re ps > 0 notwendig. Man beachte die Quadratintegrierbarkeit von (4.12) iiber x3; wir
sprechen daher auch von der gebundenen Lisung (daher auch der Index b).

Die Anschlussbedingungen (4.5) und (4.6) fiihren fiir (4.12) auf

CyeP3€ 4 Dye P3¢ = Aje™
CbeiﬁSC + l)bel336 = Aéeim
P3CeP3€ — Py Dype P3¢ = —aAye™
P3Che P3¢ — Py Dyelse = qALe

Algebraische Kombination liefert

4.15

4.16
4.17
4.18

A~~~ N/~
~— e’ e N

o = B 0 (4.19)
ps+a Ay

e - Bt A (4.20)
b3 —« Ab

Multiplikation liefert % = #£1. Das besagt, dass es symmetrische und antisymme-
b

trische Losungen gibt. Kombination mit (4.13) und (4.14) liefert die transzendente
Gleichung

a4+ 2 —a

Peverts — gV (4.21)

V2t 2+ a
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Sie ist das Pendant zu (3.31).

Die Existenz von Losungen von (4.21) héngt vom Wert von A ab. Fiir A > 0 sind
die Wurzelterme in (4.21) fiir alle Werte von « reell und positiv. Es folgt p3 > a > 0
= €23 > 1 und gleichzeitig zg —o < 1. Es gibt also keine gebundenen Losungen fiir
A > 0. Gleiches gilt fiir den Grenzfall A = 0.

Fiir A < 0 sind dagegen Losungen méglich, sofern « die folgende Bedingung erfiillt:

< \/_»% (4.22)

Dann gilt nach (4.14), dass /a2 + 2= € iR-o. Aus (4.21) erhalten wir fiir die geraden
Losungen

A
tanhey/ a2 + — = —
2€

(4.23)

und fiir die ungeraden Losungen

A
cother/a?2 + — = —
2¢

(4.24)

/ A
cotey/ —a?2 — — = —
2e

Diese Gleichungen konnen nicht algebraisch gelost werden. Mit Hilfe einer graphi-
schen Analyse konnen wir jedoch die Anzahl der Losungen ablesen. Es ergibt sich:

\/ 2¢
taney/ —a? — A TR
2€ /—042—21

Anzahl gerade Losungen = 1 +

_1] (4.25)

27?2
A 1 A
# < Anzahl ungerade Losungen < 5 + 267T2] (4.26)

(Dabei soll [-] Gaukklammer bezeichnen.) Im Grenzfall € — 0 erhélt man also nur noch
eine Losung; sie ist symmetrisch in z3. Wir erhalten sie aus (4.23):

a2 A
tane o e o

lim = lim =
e—0 e—0 9 A
NIy T

B

T)—‘
/N
|
M
Q
no
|
o | >~
N——

Do
I
|
o | >~
I
Q
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/ . /\
Ta-me'\." —a? — —
/ 2e

Abbildung 4.1: Graphische Analyse von (4.23) am Beispiel der geraden Losungen fir
die Werte e =1 und A\ = —79, 2. Beide Seiten der Gleichung sind Dargestellt und ihre
Schnittpunkte ablesbar. Im Beispiel e = 1 und A = —79, 2 ergeben sich also zwei gerade
Lésungen, vergleiche dieses mit (4.25).

Damit haben wir das Ergebnis aus dem letzten Abschnitt wiedergewonnen.
Die Eigenwerte der gebundenen Losungen ergeben sich aus a zu

n=pi+ps—a’+m?= (IJIQ) (4.27)

4.2.2 Freie Losungen im Spektrum von H)

Wir betrachten nun den Fall, dass p? + p2 + m? — n < 0. Wieder suchen wir nach
symmetrischen und antisymmetrischen Losungen. Fiir die antisymmetrische Losung
1, (x3) erhalten wir aus (4.11) den Ansatz

C,eP3®s 4 D, e~ P3Ts Vs > ¢
a(x3) = Ny - 'Sinhﬁg,l’g ' Vzs| <e (4.28)
—D, e — C,e"P3"3 VYrs < —e

Hierbei wird wieder (4.14) verwendet und

py = +\/n—m2 —pi — 3 (4.29)

gesetzt. Man beachte, dass bei dieser Konstruktion stets p3 > 0 ist; dagegen kann ps
Werte auf der positiven imagindren Achse annehmen.
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Die Anschlussbedingungen (4.5) und (4.6) liefern in diesem Fall
sinh pge = C,e™* + D, e~ P3¢ (4.30)

P3 cosh pge = ip3Cre™3 — ipgDye P (4.31)
Damit erhalten wir sofort

1p3 sinh pge + p3 cosh pse
e

C - —ip3e 4.32
e (4.32)
D, — 1p3 sinh pse - p3 cosh 153661';)36 (4.33)
2ips3
Wir sehen, dass gilt _
D, = -G, (4.34)
wobei gilt
. 1 fallsps >0
I { —1 fallsps <0 (4.35)

Andere Schreibweise fiir Cl;:

C. = e—ipge (p3 - iﬁS)eﬁse - (pg + iﬁg)éif)?’ﬁ

i 4.36
4p3 ( )

Die Losungen ¢?3(x3) sind nicht quadratintegrierbar iiber x3. Eine sinnvolle Nor-
mierung erhalten wir aber, wenn wir fordern:

g % [ P =1 (4.37)
Einsetzen von (4.28) liefert sofort
1 =47C,C, - [N,|? (4.38)
Wir erhalten damit fiir den Normierungsfaktor

=== " s 2 (4.39)
4rC,C,  4m 2 {cosh(2pse) + 1} — 4p3

| Na

Man beachte, dass dieser Ausdruck bei p3 = 0 eine Nullstelle im Nenner enthalt.
Wir betrachten nun den Grenzfall ¢ — 0. Wegen

lir% cosh pse = lin% eP3€ = lir% e P =1 (4.40)
, _ A
hr% Veps = B (4.41)

gilt
lin% Ng =0 (4.42)
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. . 1 — iDa)eP3e — +ips)e P3E
lln% NaCa — llm . (p3 pS) (p3 p3) e ip3e
€e—

e—0 \/47 \/% {cosh(2pse) + 1} — 4p2 #

(4.43)

S/

Einsetzen dieser Grenzwerte in (4.28) fithrt unter Beachtung von (4.34) auf das be-
kannte antisymmetrische Ergebnis (3.44) aus dem letzten Abschnitt

I
Ve (ws) = NG SIN P33 (4.44)

Nun zur symmetrischen Losung v¢(x3). Wir erhalten aus (4.11) den Ansatz

CiePs®s  Dye™ P37 Vg > €
Ys(zs) = N - ~coshpszs Vs <€ (4.45)
DgeP3%s 4 (g™ P37 Vs < —e

Hierbei wird wieder (4.14) und (4.29) verwendet.
Die Anschlussbedingungen (4.5) und (4.6) liefern in diesem Fall

cosh pse = Cye'P3€ + D e P3¢ (4.46)

Ps sinh pge = ip3CyeP3€ — ipg Dye P3e (4.47)
Damit erhalten wir sofort

1ps cosh pse + p3 sinh pe
e

C, = —ipse 4.48
D, = 1p3 COShﬁgE'— D3 Sinhﬁ3€e¢p3€ (4.49)
2ips
Fiir die symmetrische Losung gilt also
D, =C, (4.50)

unabhéngig vom Wert von ps. Andere Schreibweise fiir Cs:

—ip3e€ —ip P 3 -~3 P
s (D3 — 1D3)€P + (p3 + ip3)e P>
4ps

Cs=e (4.51)

Die Lésungen 923 (z3) sind nicht quadratintegrierbar tiber z3. Wir normieren wieder
iiber die Forderung

. ™ R 9
Jim 7 / 2G| dea = 1 (1.52)

Einsetzen von (4.45) liefert sofort
1 = 47C,C, - |N,| (4.53)
Wir erhalten damit fiir den Normierungsfaktor

IN,|? = 1 _ 1 16pj
° AnC,Cy 4 %{cosh(Zﬁge) — 1} + 4p3

(4.54)
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Um den Grenzfall € — 0 auszuwerten, beachten wir zunéchst

A

111%153 sinh pge = B (4.55)
li S0SR2Pse) =1 (4.56)

e—0 €

Damit folgt
_ 2ps
th 4.57
\/_ T /AP + 02 (4.57)
_ 2p3 (1 A )

th Cs = : 4.58
\/_ T \/4p3 + \? 4ips (4.58)

Einsetzen in (4.45) fiithrt auf unter Beachtung von (4.50) auf

e—0 2p3 % + 2p5 Zp3x3 + % _'_ p e_ip3x3 vmg 2 O
Y5 () = . N .
\/_ TR+ | (LA o) €™+ (34 ) e Yy <0

(4.59)
Das ist das bekannte symmetrische Ergebnis (3.42) aus dem letzten Abschnitt.

Der Verlauf der freien Losungen ist nach (4.28) und (4.45) im Bereich |z3| < €
durch hyperbolisch-trigonometrische Terme bestimmt. Falls p} + p3 + m? + 2t —n < 0
wird p; imaginér (genauer: p; € iR-(). Dann wird der Verlauf auch im Bereich |z3] < €
oszillierend. (Man beachte hierbei die Rechenregeln sinh(iz) = isinz und cosh(iz) =
cosx.)

Die Eigenwerte der freien Losungen sind gegeben durch

n=pi+ps+ps+m’ =] (4.60)

4.2.3 Vollstandigkeit und Orthonormalitat

Wir beschrianken uns jetzt auf dem Fall A > 0. Dann existieren keine gebundenen
Losungen. Fiir diesen Fall haben wir im letzten Abschnitt folgendes System von Ei-
genfunktionen gefunden:

{ ﬁ,p(( )): :pp: pp;jff;f( )) mit p € R? x R (4.61)

C,e™373 4 C e P33, > ¢
YP3(z3) == N, sinh p3x3Vrs € [—e€, €]
_Caeﬂp:ﬂs _ Caeflpsxsvxg S —€
C,eP3vs O e P33 gy > ¢
1/}53(‘7:3) = Ns COShﬁgl’gVﬂg € [_67 6]
Cee™ P33 4 (e P38y ps < —

fiir p3 > 0 (4.62)
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Hierbei ist
P3 =\ — D3 (4.63)

(Fiir den Fall p? > % ist vereinbart, dass I'm ps > 0 gelten soll.) Ferner ist

O, = Nemivse P23 e _ D303 e (4.64)
4ps 4ps

C, = Nsefipge P3 — 1P3 P3 7 'P3 pse 4 w€*ﬁ3ﬁ (465)
4p3 4p3

Die in (4.61) und (3.46) angegebenen Funktionen erfiillen die Eigenwertgleichung
(4.8). Man rechnet schnell nach, dass ihre Eigenwerte gegeben sind durch

¢§(X) ~ Eigenwert: n = wr?) p +m?2 (4 66)
¢5(X) ~ Eigenwert: n = Wf, — p 4+ m? .
Beide Losungen sind so konstruiert, dass sie bei 3 = —e und x3 = € stetig und

differenzierbar sind (Anschlussbedingungen).

Es muss nun iiberpriift werden, ob die in (4.61) und (3.46) angegebenen Funktionen
ein vollstdndiges verallgemeinertes Orthonormalsystem bilden. Beachte dabei, dass die
Funktionen 93 (z3) und 1% (z3) beziehungsweise 23 (z3) und % (z3) fiir ps # g3 Ei-
genfunktionen von (4.11) zu unterschiedlichen Eigenwerten sind und damit orthogonal
sind. Ferner verschwindet auch das Skalarprodukt von 3 (z3) und 93 (x3) fiir alle
p3 aufgrund der unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften der symmetrischen und der
antisymmetrischen Losung. Somit gilt

/ X 63(x) = 07p, q € B2 x Rog (4.67)

und

/d3X¢p( Jo(x) ~ d(p — q)Vp,q € R* X Rog,i € {a, s} (4.68)

Tatséchlich ist das in (4.61) und (3.46) angegebene System von Funktionen nicht nur
orthogonal, sondern auch orthonormal.
Behauptung 1: Die in (4.61) angegebenen Funktionen sind orthonormal.
Beweis: Nach den Vorbemerkungen bleibt durch Nachrechnen zu zeigen, dass fiir
Losungen gleicher Symmetrie gilt:

/ PxFPR(x) = 5(p — Q)Vp, q € B2 x Rog,i € {s,a} (1.69)

Mit (4.61) und (3.46) konnen wir diesen Ausdruck ausrechen. (Die unterschiedlichen
Vorzeichen beziehen sich auf die symmetrische (i = s) und die antisymmetrische (i =
a) Losung.)

[ exdeisi -
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[e.o]

5(2)(1% - QL)WNZQS/ d$3¢f3 (%W?g (953) =

—00

5@ (pL — QL)WNZ‘% 9.

oo
/ d$3 {Czpsefzpsxs + 63133 C«f’s e'P3T3 } {Czq:a eidsTs | 53 02136,@,1313 }
0

J/

1. Term
B /E de {Weiipgxg + ¢ Cpseipm} {C’qgeiqﬂ?’ + ¢ @e*iqsxs}
0 3 ¢ P31 i A
2. rﬁerm
" 1 /6 diy {61573$3+53x3 + 6573%3_(}3%3 =+ 6_13739334'5313 + 6_173903—53$3}}
L (4.70)
3. Term

Im letzten Schritt haben wir die Geradheit des Integranden in x3 ausgenutzt. Ferner

wurde
1 falls i = s

i={ 1 fallsi=aundjs R (4.71)
—1 fallsi=aund p3s ¢ R
gesetzt.

Wir rechnen nun die einzelnen Terme in (4.70) einzeln aus. Fiir den ersten Term
erhalten wir

/Uoo dl’?, {@05136—2'(173—43)303 4 C%gcég@cf:;ei(pg—qg,)%

Cé'_g OZP3 C«f]se—i(qg—i-pg,):pg + i P33 ei(q3+p3)a¢3} _

7 D3 1 7

00 dx ei(p3+q3)13 i Re (C’f3Cqu) falls C]%B _ 53
_ 3 D3 Z ]m (05730;13) faHS C%s _ i

q3

+ (/ dxge—i(m—%)xg) Re (Cfl > falls Cpg L
i Im (Cfsci%) falls C}ég — i

g3

> . . [ —Im (CP°CPF)  falls (b, = (¢

~ —Im (CFCE)  falls ¢, = G
+2_(/ dzysin {(gs — pa)e ) o oo 472
, T e (Fer) g =,

o0

o0

]

Die Integrale in den letzten beiden Zeilen divergieren. Wir kénnen dieses Problem
16sen, indem wir die Ausdriicke aus Distributtionen auf D(R-) auffassen. Schmieren
mit einer Testfunktion p(ps) € D(R+g) fiihrt auf

/OOO dpp(ps) /000 dxssin {(qs + ps)ws} =
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e}

Aim [ dpp(ps) [—

—>Jo

cos{(q3 £ p3) R} 1

(g3 & p3) (g3 & p3)
Der erste Term in diesem Ausdruck verschwindet aufgrund des oszillatorischen Charak-
ters des Integranden. Es folgt die Identitdt (im Sinne von Distributionen auf D(R+)):

1

dxssin +p3)r3t = ——— 4.73
/0 3sin{ (g3 £ p3)ws} (45 p3) ( )
Damit erhalten wir fiir (4.72)
. i 8(ps+qs) - Re (CP°C®) + 6(gs — ps)Re (C_”Cq) falls ¢t = i
C%s 0(ps +aqs) i - Im (CP°CE) 4 6(q3 — p3) - i - Im (@CES) falls C;Zss = 3"3
) 1 D3 P z
19, T 5p3 (p3+q3 Im (CPPCE) — (q37p3)[m <C’LPSC’Z]3> falls (5, =
L o i Re (CPCP) 4 s i Re (CPCP) falls GG, = — 53
(4.74)

Man beachte, dass aufgrund der Einschrinkung ps, g3 > 0 gilt: d(ps + ¢3) = 0. Ferner
gilt im Fall ¢}, # ¢} offenbar ps # g3 und damit d(ps — g3) = 0. Wir erhalten also fiir
den ersten Term in (4.70) den Ausdruck

27 - 8(gs — ps) |CF*”

i 1 (D3, 7 _ Z
+2. I ZE (p3+qzs)[m (CPCF) = (q3—p3)Im (Cf?)q'qs) falls C =
1133 ' (Psi%) ri- Re (Cf30g3) + (%ips) vi- Re (CZPSCEIB) falls %3 == 1%3
(4.75)

Fiir den zweiten Term in (4.70) erhalten wir
_ /6 da; {Wc%e—i(m—%)% + CI% qu OB (P8 pi(p3—a3)as
i 7 35G3 1 i
0

i dec% —i(g3+p3)z3 + C; Cp3cg3ei(q3+p3)ﬂc3} —

g3t i
{WO(];}, e~ips—as)e _ 1 C C OQ30P3 eips—as)e _ |
- i 7 . + i
—i(ps — q3) ba s i(ps — q3)
— e Ugstpa)e _ ] i(g3t+p3)e _ 1
;3Cf3CZ- —_—+ C;3Cf3Cf3—] =
—i(qs + ps3) (g3 + ps3)
i 1 s i i
—9. o 153 ' (P3+Q3 (CPSC‘IS) o (g3— p3)Im (CfBCEIS) falls Cﬁs - Ctis .
i ot i Re (CPOP) + L i Re <C§’3Cg3) falls Ci = —Ci.
s e~ i(p3—ga)e — s ei(P3—gs)e YT —i(g3+p3)e  ps s ei(as+ps)e
iCiCZ-——C(CC’—CCZC’Z——CCZCZ—
(p3—q3) 7% (p3—q3) % (s +p3) 7 (g3 + p3)

(4.76)
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Addition von (4.75) und (4.76) liefert fiir die Summe aus erstem und zweitem Term in

(4.70)
21 - 8(qz — p3) |CP° —

. |:_Cp3cq3 e—i(p:a—q:s)e ;o WC’PS ei(pB—QLi)e +<z We—i(qg—i—pg)e Cl CPSC% ei(q3+p3)€
i |CPOF ——— — (L CPC———— 4+ L OO —n— — (. O
(ps—gs) (ps—gqs) 7 (g3 +p3) " (g3 + p3)
(4.77)

Einsetzen von (4.36) beziehungsweise (4.51) liefert den langen Ausdruck

=21 - 0(qs — ps) |CP*

) 1 [ . =\ Daetda C~ =\ Dae—da
- P3 — iPs)(qs + iGs)e™ T £ (p3 — iP3) (g5 — iG3)e™ ™
16p3qs {QS —P3 ( )( ) ( ) )

+(ps + iPs) (g3 + iGs)e "B+ (ps + ips) (g3 — ig)e_ﬁg’e_qﬂ 55543

1 o .~ Daed-dae o .~ DaE—qda€E
(0 i) (43 — i) PP (py i) (s + )P
q3 — Ps3
+(ps — ip3) (g3 — iG3)e P*HEE 4 (py — ip) (g3 + i@s)f@ﬁ%ﬁ}
1 ;e ~ p3e+q3e ;o .~ p3€E—q3€
- [(ps — ips) (g5 — iGs) ™ T £ (p3 — ips)(gs + iGs)e™ %
qs +ps3

+(ps + iPs3) (g3 — iGs)e PB4 (py + ips) (g + 1G3)e P> B] ¢

o | ) s )T (s ) a5 )T
3 3

H(ps — i55) (a5 + i@s)e PP+ (ps — i) (as — iG)e ™| ¢, }
=2 - 0(gs — ps) |CP°[?

ZC%S 1 — i~ \ P3€et+qs3 .~ P~ S
€ € _ o p3E q3€
16p3q3 | g3 — ps [(pi’) ip3)(qs + iGs)e + (p3s —ip3)(gs — ig3)e

(ps + iPs) (a3 +iGs)e B (py +ifs) (g3 — ids)e "]

1 -~ -~ p3€+G3€ -~ -~ p3€E—G3€
T [(p3 + iP3) (g3 — iG3)e?> B £ (ps + ips) (g3 + iG3)e™®
3— D3
+(ps — iP3) (g3 — iGs)e T8+ (ps — ip3) (g3 + iGs)e 5]
1 -~ -~ p3e+q3e -~ -~ p3€E—q3€
- [(ps — iP3) (g3 — iG3)e™ T £ (ps — ip3) (g3 + igs)eP>®
qs +ps3
+(ps + ip3) (g3 — iGs)e P FB + (ps + iPs) (g3 + igs)e 7B
1 ;e >~ p3e+qse ;e -~ p3€E—q3€
+q . [(ps +iDs)(qs + is) P T8 £ (ps + ips) (g3 + igs) e ®
3+ D3

+(ps — iPs)(gs + iGs)e PB4 (ps — ip3) (g3 — igz)e 8]}
=271 - 8(q3 — p3) |CP* [
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2p3q3 — 2p3qs  2P3q3 + 2ps3@s

_i {eﬁ3e+d3e [ ]
16p3qs3 43 — Ps3 qs + ps3
| pPse—dse l%g% +2p3ds  2psqs — 2]?36]3]

q3 — D3 43 + ps

Lo Paetse {_2253% — 2p3qs n 2P3q3 — 2]93@3]
q3 — D3 43 + ps

e Prelse {—215393 +2psds | 2Psgs + 2p3q~3} }
43 — p3 43 + ps

= 2m - 6(qs — ps3) |Cf)3|2
_é {eﬁ3€+53€ |:I33 — 53:| + eﬁgef(jge |:]53 + C73:|
4

q2 — p2 q2 _ p2
:i:e_ﬁ3€+636 |:_ﬁ3 + q'?’:| + e—ﬁ36—636 |:_ﬁ3 - 63
q2 — p2 q2 _ p2

Somit erhalten wir fiir den ersten und zweiten Term in (4.70)

93

o0
P3 _—ip3T3 7 P3 _ip3T3 q3 _1q3x3 7 q3  —1q3T3
/ dg {CPe 17 4 ¢, Cremes L Ciseimes y (L OFemioes |
€

&

J/

-~

eP3etase eP3e—ase e~ P3etqse

677)3 €—

Gse

G | .
4 \@s+ps Ps—q4s  Gs—Ds
Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass gilt

=21 - §(qs — ps) |CP* —

43+ p3

} (4.78)

1 P3 + q3
= (4.79)
g3 —P3 P3—G3
1 _
=0 (4.80)
q3 + D3 P3 — 43
Nun zum dritten Term in (4.70). Wir erhalten:
1 /6 dﬂ?g {6173$3+§3$3 + 617&3—@3% + 6—1373363-5-63963 + 6—1331?3—63963}}
4 Jo
1 615736+636 615736*536 6*15736+§36 6*15736*536
n ~ — :l: = ~ =+ ~ —-— = = —
41Gs+ps P3—Gs q3 — D3 g3 + p3
1 1 1 1 1
- |:~ = = ~ + ~ —-— = = ~—:| =
A1G+ps Ps—@G GB—Ps G+ Dsl
=0
1 [ ePsetase D3E—g3€ —P3etqgse —P3e—qze]
—ﬁ 4+ Z N}@ (4.81)
4 gz +p3 pP3s—qs 43 — P3 q3 + p3 ‘
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Addition von (4.78) und (4.81) liefert
27 - 8(q3 — ps) |CP|”
Damit folgt mit (4.70) sofort
/dSX‘bp( )i (x) = )(PL - QL)WNZ% +2-2m - 6(q3 — p3) ‘Cf?”?
Mit (4.38) und (4.53) folgt damit schliekllich
[ #xFx600 =690 - @
Damit ist die Vollstandigkeitsrelation verifiziert. [J
Behauptung 2: Das in (4.61) und (4.62) angegebene System von Figenfunktionen

ist vollstindig in L*(R?), falls X\ > 0.
Beweis: Zu zeigen ist die Bedingung

[ @ {dem + Fxe)} =506 -y) (18)
RQXR>0
Sei zunichst x3,y3 > 0. Wir berechnen die Terme fiir ¢ = s und ¢ = a einzeln.

(Die unterschiedlichen Vorzeichen beziehen sich auf die symmetrische (i = s) und die
antisymmetrische (¢ = a) Losung):

/R2 i d’pgf (x)9F(y) = )(XJ__YJ_)'/O dps |N;|” - P (3) 0% (y3) =

(5(2)(XJ— —yi)- / dps ’Nz’2 : {ECie"m(%—ys) +Eci6ip3(y3—z3)
0

_’_g;) C.CetP3(z3tys) 4 C;j meﬂp3(fﬂ3+y3)} —
3 (2 (2 3 (2 (2
Mit (4.38), (4.53), (4.34) und (4.50) folgt weiter

1 o0 . o0 .
/ d3p¢p( )¢p( ) _ 5(2)(XJ_ _YJ_) . 4_ {/ dpgelps(:va—ya) +/ dpge—zps(xs—y:s)}
R2xRs ™ 0 0

1 * CZ l x > ) a —ip3(x
+5(2) (XJ_ _ yﬁ . o {/ p3gp ip3(x3+y3) + / dp3<15356 p3( 3+y3)}
0 0 7

1
| @patRery) =00 —yu) 5 8ea— )
RQX]R>0
1 & C; oips(a
_|_5(2)<XJ_ _ yJ_) . yo /_Ood 3DZ ip3(x3+y3) (4.83)

Im letztem Schritt wurde ausgenutzt, dass folgende Symmetrieeigenschaft fiir C;(ps)
gilt: '
Ci(—p:z) = Cz’(p:a) = C},gDi(ps) (4-84)
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Um das Integral in der unteren Zeile von (4.83) auszuwerten verwenden wir den
Residuensatz. Dazu beobachten wir zunéchst, dass der Integrand in (4.83) holomorph
auf der oberen Halbenene

ti={2zeCl|Imz>0} (4.85)

Daher verschwinden die Integranden in (4.83) entweder fiir grofte von Imaginérteile von
p3. Damit lasst sich der Residuensatz bequem anwenden und das Integral verschwindet.
Somit erhalten wir aus (4.83) sofort die Vollstdndigkeitsbedingung (4.82).

Beachten wir auch die Félle 23 < —e und y3 < —e, so folgt unter Beriicksichtigung
der Symmetrieeigenschaften von ! (z3):

ist. Ferner gilt

= (4.86)

/RQ . d*pgl (x)oF(y) = 6% (x —y) £ 6@ (x — Syy) (4.87)

Addition der Terme fiir ¢ = a und ¢ = s verifiziert die Vollstdndigkeitsbedingung
(4.82)(4.82) fiir |z3| > € und |ys| > e.
Um die Vollstédndigkeitsbedingung fiir allgemeine x3 und y3 zu testen, setze

ol ys) = 3 / Aps T (@)U (3s) (4.88)

ie{s,a}

In Abbildung 4.1 sind die verschiedenen Bereiche fiir x3 und ys; eingezeichnet. Fiir
den Bereich G wurde bereits gezeigt: o(zs,y3) = d(x3 — y3). Wir setzen nun o(z3, ys3)
eindeutig auf alle Bereiche mit x3 # y3 fort. Dazu nutzen wir folgende Beobachtungen
aus:

(i.) Fiir alle x3 # y3 ist o(x3,y3) eine wohldefinierte reelle Funktion. Fiir 3 = y3
erhalten wir jedoch ein divergentes Integral.

(ii.) Die Funktionen ¢ (z3) und 9! (ys3) sind Losungen der Eigenwertgleichung
(4.11). Fiir z3 # y5 gilt daher

A 0?
(P%+P§+m2+§—77—a—x§) o(zs,y3) =0 (4.89)
und
1172+p?+m2+3—n—8—2 o(x3,y3) =0 (4.90)
Lo 2¢ 3 81 93 '

(iii.) An den Randflichen z3 = +€ und y3 = *e (3 # y3) verschwindet o(x3,y3)
einschlieflich der ersten Ableitung. Das liegt an den Randbedinungen fiir ¢*(x3) und
Y (y3) und dem Ergebnis o(x3,ys3) = d(xs — y3) fiir das Gebiet Gj.

Mit den Schwindungsgleichungen (4.89) und (4.90) und den Randbedingungen ist
o(xs,ys) fiir alle x3 # y3 eindeutig bestimmt und verschwindet. Wir erhalten also

o(z3,y3) = Va3 # ys3 (4.91)
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Abbildung 4.2: Zum Beweis der Vollstandigkeitsrelation (4.82). Fir die Funktion
o(z3,ys) gilt im Bereich Gy die Relation o(x3,y3) = 6(x1 — y1). Da o(x1,y1) in x;
und y; eine Schwingungsgleichung erfillt und auf den Rdindern x3 = +e respektive
ys = e einschliefilich der ersten Ableitung verschwindet, folgt o(xs,ys) = 0V # y;.

Nun setze .
p(xs) 3:/ dys0 (3, y3) (4.92)

o0

Fiir |ys| > € gilt offenbar p(ys3) = 1. Fiir y3 € [—¢, €] gilt

P(%)Z/_ dyso(x3,y3) Z/ dpsl* (w3) /dy:ﬂ/)fg(y;%) (4.93)

i€{s,a}

Der Anteil fiir ¢ = a trigt nicht bei, weil ¢7*(y3) antisymmetrisch in y; ist. Beachte

bs *(y3) = —= (4.94)

Damit folgt aus (4.93)

pls) = A/ /0 " dps 0 ) / Ayt ()07 ()
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Aufgrund Orthonormalitéit der Eigenfunktionen 9?3 (z3) folgt
Ao TP A
p(xz) =4/ | dpsyf(a3) -0 | p— %
0
_ - d \/g . OO d a/,P3 . 2/yP3
8V Yyss” *(y3) pss® (3) - ¥ (y3) =
€ 0

p(xs) = 4\/%2/15\/22‘@3) - 8ﬁ/w dy3¢s\/2xe(y3) -o(x3,y3) =

plas) =1 =
/Z dyso(xs3,ys3) =1 (4.95)
Aus (4.91) und (4.95) ergibt sich
o(r3,y3) = 6(v3 — y3)Va3,y3 € R (4.96)

Damit folgt sofort
/ 'p {ORGIR(y) + RX)0E () } =

6(2)(XJ_ —yi) ozs—ys = 5(3)(X -y)
Damit ist alles gezeigt.[]

4.3 Bestimmung der Zweipunktfunktion

Die Zweipunktfunktion des Vakuums und die Kommutatorfunktion kénnen aufgrund
der Selbstadjungiertheit von H) leicht mit Hilfe von (2.3) und (2.4) angeben werden.
(Wegen A > 0 ist H), positiv.) Wir erhalten

)= [ () (AR - Feerw)} o

Die Zweipunktfunktion soll zunédchst fiir den Fall |z3], |ys| > € weiter ausgewertet
werden. Fiir den Beitrag der antisymmetrischen Eigenfunktionen zur Zweipunktfunk-

tion rechnet man nach
e~ twp(To—yo0)
- & (—) EE(y)
a /]R;2 xRsg 2(.Up

L d3p e~ twp(zo—yo)—ipL(xL—yL) .
472 R2 xR 2wp

AL (z,y)

|Na|2 {Facaeipg(wgfyg) + Facaeipg(ygfxg) + ngcvacaeipg(szrys) + ngme%m(mﬁys)}
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Mit (4.38) folgt weiter
. 1
Ay (w,y))a =58+(z —y)

N 53 / d3p e—zwp(l’o—yo)—lpL(xL—}’L) ) &6ip3($3+y3) + %6_ip3(x3+y3)
167T3 R2xRsg pr Ca Ca

Fiir den symmetrischen Anteil folgt analog

¢ 1
A (ay)| =8 —y)+

1 d3p efMp(l“o*yo)flPJ_(xJ_*YJ_) ) %eipg(m_;.yg) + %6—ip3(x3+y3)
].67T3 R2xRsg 2C(Jp CS

s

Damit ergibt sich die renormierte Zweipunktfunktion

Aj—\:ﬁren(x7 y) = Aj—\ﬁ(l’? y) - A+($ - y) (498)
i iwp ( )—ipL( )
1 eflwp Zo—Yo)—WPL(XL—YL
A/\,G - - d3 .
+,ren('r7 y) 167T3 R xR P ( 2wp )

aca OS ip3(x3+ys aﬁa a —ip3(x3+ys
ag ) (agg)ome]

Falls € — 0 erhalten wir mit

a

Mo = !
. Cy  2ip+ A
lim — =

—0 O} 2ip — A
den Grenzfall

A en (2,y) =

1 / d3p e~ wp(zo—yo)—iPL(x1L—yL) '
16773 RZXR>O 2wp

: 2X e'P3(z3+ys) + .2>\ e~ ws(estys) L
2ip — A (=2ip — )

1 e~ twp(zo—yo)—ipL(x1L-yL1) A ,
A)\7E—>0 _ d3 . ip3(z3+ys) =
+,ren (l’, y) (27’(')3 /R3 p 2wp A — 22]?6

—iwp (zg—yo)—iP 1 (X1 —¥ 1) A
Ao y) = — ok [dPp (2 P ASTE
+,ren( ) y) (2m)3 f p 2wp 4p3+A2 (499)

{Acos ((lzs| + [ys|)ps) + 2ps sin ((Jos] + |ys[)ps) }
Das entspricht dem bekannten Ergebnis (3.75) fiir die 0 —formige Stérung.
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Wir betrachten nun den Fall |z3], |ys| < e. Dann erhalten wir mit (4.97)
1 e~ wp(z0—y0)

AM(I?ZJ) = —/ d’p (—) e PLxL=YL)
+ 47T2 RQXR>() 2wp

. {|Ns\2 cosh psxs cosh Pays + \Na|2 sinh P33 sinhﬁgyg} (4.100)

1 e~ "wp(zo—yo) ,
A)“e(x?y) = —/ d3p (—> e_lpi-(xl-_yl-)
* 471'2 R2xRsq 2(.L)p

1 . 1 u _
. {5 (\Nslz + ¢35, |Na|2) cosh ps(z3 + y3) + 3 (|Ns|2 — (5, \Na|2) cosh p3(xs — ys)}

(4.101)
Im Innern der Wand (|x3] < €) bendétigt die Wahl der richtigen Vergleichsgrosse
besondere Beachtung. Wir setzen an

AYen(a,y) ) = A (2, y) — Al (z,y) (4.102)
mit . ,
Mo = gz [ e oo (4.103)
und
p= +\/m2+i- (4.104)
2¢
sowie

Qp =/ p? +p? (4.105)
Nach Renormierung erhalten wir also:

1 e*i“’p(xO*yo) ]
A/\,i"en(mu Z/) = _/ d3p (—> e*’LPJ_(XJ_*YJ_),
+ A2 R2xRoo 2Wp

1 _
{5 (|Ns|2 + ¢, |Na‘2) cosh ps(xs + y3)

2, 1 , ,
+ (’Ns|2 — Gy ‘Na|2) cosh pa (23 — y3) — 52 - — - e~ (Femep)laomwo) e_m(m_y‘?’)}
‘ T

(4.106)
Im Grenzfall € — 0 folgt auch |z3],|ys| — 0. Fiir z3 = y3 = 0 folgt aus (4.100)
wegen (4.42) und (4.57)

s 1 e~ wp(zo—yo) I 1 4p2 1
Af\l—:rw?(mvy) = _2/ d3p (—) e PL(x1—yl1) {_ 5 3)\2 . _}
Am* Jr2 xR 2wp ™ 4p3 + T

(4.107)

1 e~ iwp(zo—Y0) A (=)
AA,e—)O — / d2 —ip (x1-yu)\ 4.108
+,ren ($, y) 47T2 R? p 2wp € 4 ( )

DO | —

Das ist in Ubereinstimmung mit (4.99).
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4.4 Casimir-Energie

Wir berechnen im Folgenden die Casimir-Energie. Dabei sind die Fiélle |x3] > € (au-
ferhalb des gestorten Gebietes) und |z3] < € (innerhalb des gestorten Gebietes) zu
unterscheiden. Ausgangspunkt ist dabei (3.81):

heas () = lim [ (9, h(z, y)Q) — (2, h(z, y)Q) f] (4.109)

r—y

4.4.1 Casimir-Energie aufierhalb der Wand (|z3| > ¢)

Fiir |z3] > € erhalten wir aus (4.109)

1 1o o0 10 0 J 0 N

hcas = li aa. Ao aa. A a._ Ao A eren 5

(z) ;E;{Q T Y omon T 20m oy D3 Oy } #iren(:)
(4.110)

Aufgrund der Struktur der Terme von Aj\r Sen(,y) gilt (man beachte das Pluszeichen

vor der Ableitung in Richtung z3!)

1 102 162 102 10
—lm{-m?—-2L -9 _ - - AV 4.111
ficas () ;E;,{zm 2002 202 2088 ang} Frenl@:y) - (4111)

Aj\fren(m y) erfiillt fiir ¢ > 0 die Klein-Gordon-Gleichung; daher erhalten wir, ganz
analog zu (3.84)

2 2
bon) = lim {7 4 2 o o) (1112)

Um (4.112) weiter auszuwerten, beachten wir die Symmetrieeigenschaft.

h)\e (Ig) = h)\ (531’3) (4113)

cas cas

Damitkonnen wir uns zunichst auf den Bereich x5 > € beschranken und erhalten

ho (z3) = 1 / d’p pLtm
cas ].67T3 RQ X]R>() 2wp

cy\ . c, C, .
s ip3(x3+ys3) a Za | ¥s\ —ips(z3t+ys)
g &) (aga) o]

Wir integrieren zunéchst iiber die Transversalimpulse, dabei ersetzen wir wieder die
Integration iiber R? durch die Integration iiber die Intergration iiber ein grofes end-
liches Raumvolumen mit Radius R. Wir verwenden (3.87) und (3.88). Dann erhalten
wir unter Beriicksichtigung von (4.34) und (4.50) fiir endliches R

L c, O\
h?a;(xfi? R) = / dp3 {(m2 + R2 — 2])3) v/ m?2 + R? —|—p2} (D_ + D_> 233

4872

1 |
/ dps {(m —2p5) Vm? +p } (% + %) e?Pers (4.114)

4871'2 a
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Um diese Integral zu berechnen erweitern wir das Integrationsgebiet wieder auf die
obere komplexe Halbenene h*. Fiir den auftretenden Wurzelterm wahlen wir den
Zweig /Z := \/]z]e2 %87 wobei der Winkel arg z von der positiven reellen Achse aus
gemessen wird und Werte aus dem Bereich (—m, ) annehmen soll. Dieser Wurzel-
zweig ist holomorph auf dem Gebiet C\ {z € R|z < 0}. Die Integranden des Integrals
sind dann meromorph auf den Gebieten G := hT \ i {z eR }z > vVm?+ RQ} bzw.
Go:=bh"\i{z € R|z > m} (siehe auch Abbildung 2). Die Integranden verschwinden
fiir Imp — +o0o. Es treten in diesem Fall keine Polstellen auf. Um das Integral in
(4.115) auszuwerten, integrieren wir nun iiber den gesamten Rand der oberen Hal-
benene hTund ziehen die notwendigen Korrekturterme ab. Wir erhalten

2 [" Co G\ -
hyi(zs, R) = —— ’idt{(m2+R2+2t2) \/m2+R2—t2} “Ya | Ts ) —2tes
| A87% ) ymrr e D, D,
+ /Ooidt{(m2+2t2) \/m2_t2} &4_% 6—2tz3 (4.115)
4872 /. D, ' D,

Im Grenzfall R — oo verschwindet der erste Term. Einsetzen von (4.32), (4.33), (4.48)
und (4.49) und Beachtung der Symmetrieeigenschaft (4.113) liefert das endgiiltige
Ergebnis

1 oo
hoas(23) = —/ dt (m? + 2t%) V2 — m?.

672 /.,
(fsinh te — t cosh fe) 2 N (f cosh te — tsinh fe) ? —24(|s|—e)
- R -e
2 (cosh(2te) — 1) — 4t2 2 (cosh(2te) 4 1) + 42

€

- /A
ti=+4/— + 12 4117
2¢ + ( )
verwendet worden.

Die Casimir-Energiedichte h..s(x) ist symmetrisch beziiglich der Ebene z3 = 0.
Ferner ist die translationsinvariant beziiglich der Variablen x1, x5 und hingt nicht von
der Zeit xq ab.

(4.116)

Hierbei ist

4.5 Diskussion der Casimir-Energie fiir |z3] > ¢

Fiir die folgende Diskussion interessiert uns in erster Linie die Abhéngigkeit der
Casimir-Energie vom Abstand

z = |xg| — € (4.118)
von der Stérung. Dann gilt
1 oo
A€ _ 2 2
hcas(Z) = @ /Tn dt (m + 2t ) t2 — m2-

( (fsinh te — t cosh fe)Q (fCOSh te — tsinh 1?6)2 ) —2t (4.119)

X (cosh(2fe) — 1) — 42 2 (cosh(2ie) 1 1) + 4¢2

€
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Wir wollen den Ausdruck (4.119) nun diskutieren. Zunéichst einige Bemerkungen:

(i.) Fiir A > 0 und 2z > 0 ist der Integrand in (4.119) fiir alle ¢ € (m, 00) positiv
und beschrénkt. Das Integral (4.119) existiert fiir alle A > 0 und z > 0.

(ii.) Fiir z = 0 divergiert das Integral.

(iii.) A< (2) ist monoton fallend mit € und mit 2. Fiir ¢ — 0 beziehungsweise z — 0
verschwindet h)S(2).

(iv.) hX<(2) ist monoton steigend mit \. Fiir groke A néhert sich h)<(2) einem

Grenzwert an.
Wir interessieren uns nun fiir den Grenzfall € — 0. Wegen

lim te=0 (4.120)

lim cosh te=1 (4.121)

lim sinh te =0 (4.122)

lim # sinh te = A (4.123)
e—0 2

lim Cosm# Y (4.124)

folgt fiir e — 0

1 o0
hAE=0(2) = o / dt (m? + 2t%) Vi2 — m2e %= (4.125)
™ m
Das entspricht der Casimir-Energie fiir die J-férmige Stérung.
Im Grenzfall ¢ — oo verschwindet die Casimir-Energiedichte ausserhalb der Sto-
1
rung :

hae=>®(z) = 0 (4.126)

cas

Wir interessieren uns nun fir den Grenzfall A — oco. Wir erhalten

1> A
Ngas " (2) = / dt (m* + 1) V2 — m? ( ) e e (4.127)

1272 /,, A2t

Unter Beachtung von (4.118) gilt also fiir den Grenzfall A = co

h/\ﬂoo,e(xg) — hAHoo,eHO(’xgy _ 6) (4128)

cas cas

Die einzige Abhéngigkeit von € besteht daher nur aus einer Verschiebung um |e|.
Im Grenzfall A — 0 verschwindet die Casimir-Energie erwartungsgemaf

ha=0e(2) = 0 (4.129)

cas

Tm Grenzfall € — oo ist allerdings die Variable z := |x3| — € nicht mehr wohldefiniert!
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0_008Eg

hE

h \
cas

o_ondf

.00z -
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0.00lf

Abbildung 4.3: Casimir-Energie h\< (2) in Abhingigkeit von €. Dargestellt sind Verliu-

fe fir X =1, 3, 10, 100, 1000 und 10000 (von unten nach oben). Es wurde m = z =1

gesetzt.
Man erkennt deutlich den monoton abfallenden Verlauf mit e. Fir fiir A\ — oo strebt

hX<(z) gegen einen konstanten, von € unabhingigen Verlauf.

0_0a0:2
0000z -

0.000L -

Abbildung 4.4: Casimir-Energie he.s(z) in Abhdngigkeit von €. Dargestellt sind Ver-
laufe fir z =1, 1.3 und 2 (von oben nach unten). Es wurde m = 1 und e= 0.1 gesetzt.
Wie zu erwarten fillt h)\<(2) mit grifem Abstand von der Stérung ab.

cas
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0_00d -
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Abbildung 4.5: Casimir-Energie he.s(z) in Abhdngigkeit von \. Wir betrachten Ver-
laufe fir e =1, 0.1, 0.01 (von unten nach oben). Ganz oben ist der Grenzfall ¢ — 0
eingezeichnet. Es gilt z =m = 1.

Man erkennt den monoton steigenden Verlauf von h)<(z) mit A, der fiir grofe A gegen
einen Grenzwert strebt.
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Abbildung 4.6: Casimir-Energie he.s(z) in Abhdngigkeit von \. Dargestellt sind Ver-
laufe fiir z =1, 1.2, 1.5 und 2. Dabei ist m = 1 und € =0.1.
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Abbildung 4.7: Casimir-Energie he.s(z) in Abhdngigkeit von z. Dargestellt sind Ver-
laufe fir e =1, 0.1, 0.01 (von unten nach oben). Ganz oben ist der Grenzfall ¢ — 0
eingezeichnet. Generell ist m = 1 und \= 1.
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Abbildung 4.8: Casimir-Energie hes(z) in Abhdngigkeit von z. Dargestellt sind Ver-
laufe fir A=1, 3, 10 und 100. Ganz oben ist der Grenzfall A\ — oo eingezeichnet. Dabei
w5t m = 1 und e = 0.1.
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4.6 Casimir-Energie innerhalb der Wand (|z3| < ¢)

Im Folgenden soll versucht werden, die Casmir-Energiedichte im Innern der Wand
(|zs] < €) zu diskutieren. Dabei werden die gleichen Methoden verwendet, die sich
bereits in den ungestorten Gebieten (|z3| > €) bewédhrt haben. Es zeigt sich, dass bei
dieser Rechnung divergente Terme auftauchen; das weist darauf hin, dass die Casimir-
Energiedichte in der Wand unendlich ist. Ob die auftauchenden Divergenzen umgangen
werden konnen oder eine physikalische Eigenschaft des betrachteten Modells sind,
bleibt weiterfiihrenderen Untersuchungen vorbehalten.

Wichtig fiir unsere Analyse ist zunéchst, dass im Innern des gestorten Gebietes
(4.112) nicht verwendet werden kann; die Rechnung muss stattdessen in zweifacher
Hinsicht modifiziert werden. Zum einen dndert sich die Formel fiir die Energiedichte
aufgrund der Terme des storenden Hintergrunds o(x); zum anderen muss der Erwar-
tungswert der Energiedichte mit einer anderen Vergleichsgrosse als der Energiedichte
des freien Feldes (22 |h(z,y)[Q);,.; verglichen werden.

Fiir die “richtige” Vergleichsgrisse setzen wir an

(Qh(z,)|Q), =

. 1 10 0 10 0 10 0 10 0

_ili?, {5“2 2 520 9ot + SEE + SRR + 58—%8—%} A(z,y)  (4.130)

wobei
N (2711')3 / d%ﬁe—mﬁwx—y) (4.131)

und
W= +\/m2+i. (4.132)
2¢
sowie

Qp =/ p? + p? (4.133)

Wir vergleichen also die Energiedichte des gestorten Feldes mit der Energiedichte eines
freien Feldes der Masse .
Wir gehen von (4.109) aus und erhalten

hcas(x):
limd izt A L0 0 10 0 10 0 10 01 \ae
sy | 2 2 % 20w 0ys | 201, 0y | 2019 0yy | 20150ys |~ Y
(Q|h(z,y)Q), (4.134)

Aufgrund der Struktur der Terme von Aj\r’ﬁ(x, y) folgt

1 I X 10 192 10* 10 0
hcas =l mi4 .2 — _ = - . A)\’E
) vy {{ 2" TS % T g ozt 2022 2023 T3 Oz3 Oys } (@)

1, 1# 18 18 1
D P A SR YN 41
{2 2022 2057 202 zaxg} +(””y)} (4.135)
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Unter Ausnutzung der Wellengleichungen fiir A2(z, y) und A (z,y) im Gebiet |zs| <
e folgt

, 2 1R 10 0 wae , 9\ .4
freas (¥) = i:‘%{—axg TN §ax3a—y3} Avi(y) —i%{—a—xg} Azy)
(4.136)

Wir setzen nun (4.101) und (3.71) ein. Wir erhalten

1 02 2 o—iwp(T0—y0) ,
hcas = —1li i —s d3 - —ip1(x1—-y1)
(@) An? ooy {{ lolin * ox? } /RMR>O P ( 2wp ) €

1 .
. {5 (|Ns|2 + 5, ]Na|2) cosh ps(zs + yg)}

2 —iwp (To—
+ lim {—8—2} / d3p (M) e~ PL(x1=y1)
T—=Y al‘o RQXR>() 2wp

1 .
' {5 (‘NSF - Qgg ’Na|2) cosh p3(z3 — y3)

_l . 2& ) e—i(Qp—Wp)(xo—yO) . e—ip3(333—y3)
T 2Qp

Ausfithrung der Differentiationen und Grenzwertbildung liefert

heas () = h}:as(x) + hzas(fp) (4.137)
mit
1 m?* + 2 + p?
h} = — Pp [ ——2—=L ) (IN]? + ¢ |N,|?) cosh 2 4.138
1 2 0
h? = d° N> =¢e Ny =222 4.139
)= s [ P { (NP -GN - 22 (4.130)

Beachte zunichst, dass der zweite Term nicht von Ort und Zeit abhingt; es gilt also

h2, . (x) = const. Der erste Term hiingt dagegen von x3 ab.

4.6.1 Casimir-Energiedichte im Falle endlicher Abschneidefre-
quenzen

Unklar ist zun#chst, ob die Integrale in (4.138) und (4.139) konvergieren. Um sie
untersuchen zu kénnen, ersetzen wir den Integrationsbereich R? x R durch eine grofe,
aber beschrinkte Teilmenge von R? x R.g. Fiir die Transversalimpulse fordern wir
lp.| < Ry, fiir den Impuls in x3-Richtung fordern wir p3 < Rj. Physikalisch entspricht
diese Vorgehensweise der Einfithrung einer Abschneidefrequenz (cutoff dependence).
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Wir fiihren nun die Integrationen iiber die Transversalimpulse durch, dabei fordern
wir zunéchst |p) | < R, . Beachte dazu die folgenden Identitéten:

J A e L R e
IpLI<R. Wp 0 ms+p3+p
27 A A
5 (,/m2+Rl+p3 (m2+3-£+Ri —2p2> —\/m? + p} (m2—|—3-£ —2p2)>
(4.140)
Ry
/ d*pLwp = 27T/ dp - p\/m? + p3 + p?
[PLISRL 0
s 3 3
= m? 4+ R% +p} —\/m?+pj (4.141)
Ry
/ d*p1Qy = 2%/ dp - p\/ 1* + p3 + p?
lpLISR) 0
2 ~ 2.2
T (V@RI =i+ (4.142)

Mit (4.140) und (4.141) lassen sich (4.138) und (4.139) auswerten. Im Falle von end-
lichem R, und Rj3 erhalten wir fiir den ersten Term:

1 Ry R3 m? + A + p?
oo e ) = o o [ dp R
8 Jo 0 v/ m? + pi+ p?
. {(\Ns|2 + ¢35, ]Na|2) } cosh 2psx3
Einsetzen von (4.39) und (4.54) liefert

Ri A m? + 2 + p?
hias(x RL; R3 / / dp < 5 26 Y
m? + p3 +p
16p3 16p3 8
+ cosh 2psx
{ % {cosh(2pze) — 1} + 4p3 % {cosh(2pze) + 1} — 4p3 Pats

RL Hs m? + 3 + p?
jhias(x RJ_,RB 397 2/ / dp( ; 26 P
m +p +p

32p3 - 2 cosh(2pse)
{2 cosh(2ﬁ;;e)}2 — {4p} — 2}

(z, R) erhalten wir

5 } cosh 2p3x3 (4.143)

Fiir h?

cas

9 RJ_ R3 ) 2 Qp
o R = o [ oo [t v {0 - g ) - 2 2
P
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Einsetzen von (4.39) und (4.39) liefert

2 1 Ry R3
BtesRet) = s [ dpep [ e i 0
0

16p3 B 16p;5
2 {cosh(2pse) — 1} +4p3 2 {cosh(2pze) + 1} — 4p}

—S'f(/)aps)}

2+ p3 +p? A 1
mwﬁ:¢i—&—&—¢ua—————— (4.144)

m?+p3+p? 2 m? +p} + p?

2 1 a R3
hcas(x,RJ_,Rg) = W/o dl)'p/o dp\/m

—32p3 - {4p3 -2
{% cosh(Qﬁg,e)}2 — {4p§ — %}

2 1 s R3
hcas(xﬂRi7R3> - W/O dpp/o dp\/m

_(_&,—mLﬂmm)—DpﬁF%@f@m@—1n€+§f@mg-mm%%ﬁ)
{% Cosh(Qﬁge)}2 — {4p§ — %}2

Die Integranden in (4.143) und (4.145) haben jeweils eine Polstelle bei

/A
ol = A/ — 4.146
D3, Pol P ( )

Damit stellt sich die Frage nach dem Sinn dieser Ausdriicke. Es zeigt sich gliicklicher-
weise, dass (4.143) und (4.145) im Sinne von Cauchyschen Hauptwertintegralen wei-
terhin sinnvoll definiert sind. Man macht sich namlich leicht klar, dass es sich jeweils
um isolierte Singularitdten von erster Ordnung handelt. Daher existiert eine offene
Umgebung U C C von ps p,, auf der die Integranden jeweils in Haupt- und Neben-
teil einer Laurant-Reihe entwickelt werden konnen. Die divergenten Hauptteile sind
jeweils proportional zu ; dieser Ausdruck hat einen definierten Cauchyschen

Es folgt

2 _8'f<:07p3)} =

(4.145)

P3—P3,Pol
Hauptwert.

4.6.2 Untersuchung der Grenzfalle R, — oo und R3 — oo

Wir interessieren uns zunéchst fiir das Verhalten mit B3 — oo. Wir betrachten zu-
néichst den Term hl, (z, Ry, R3). Fiir groRe ps ist der Integrand in (4.143) oszillierend.

cas

2e

m i\ 32p3 - ¢ cosh(2pse)
m g+ — { cosh(2pe)}" + {4p3 - 3

€

Es gilt dann (fiir p3 > p > m, \/Z)

5 } cosh 2psx3
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< m2+%+p2 32p§-%-p
N m? + pj + p? {2 cosh(2]536)}2 — {4p3 -2 2

~ m2_|_i_|_ 2 % l l
B 2¢ P e 13 3

Damit erhalten wir fiir ! (x, Ry, R3) ein konvergentes Verhalten fiir Ry — oo

R, 1
‘hias(x, RL,R;),)‘ < / dp (CA(p, x) + cg(p,x) - o ) (4.147)
0 3

wobei ca(p, z) und cg(p, x) reelle Funktionen sind.
Der Term h2, (z, R, , R3) konvergiert auch mit Rs. Denn fiir groke ps verhilt sich

cas

der Integrand in (4.145) wie?
LY
128722 p3
die Konvergenz von hl, (z, R, R3) und h? (x, R, , R3) mit R3 — oo verebt sich nach

cas cas

(4.137) auf die gesamte Casimir-Energiedichte.
Wir untersuchen jetzt das Verhalten von Rl  (x, Ry, R3)und h2 (x, Ry, R3) fiir

cas cas

groke Transversalimpulse. Fiir den Integranden von hl  (x, R, R3)!,. gilt im Falle
A

von p > pz > M,/ 5.

~ 2 1 32p3 - %COSh(QﬁgE) - cosh(2psx3) ~
2 {% cosh(2]536)}2 — {4p3 - A2

€

Fiir den Integranden von h2, (z, R, , R3) gilt im Falle von p > p3 > m, \/;

~ 1 Ap2 4+ X cosh?(2ps¢) "~

72 {2 cosh(2]336)}2 —{4p3 -2 ?
Die Summe aus beiden Ausdriicken divergiert ebenfalls fast iiberall, da hl, (z, R, R3)
vom Ort abhéngt, h2, (z, R, , R3) aber nicht.

cas

4.6.3 Grenzfaille in ¢ und )\

Wir untersuchen jetzt (4.143) und (4.145) im Hinblick auf Grenzfélle von A und e.
Fiir A = 0 verschwinden die Integranden in (4.143) und (4.145); damit verschwindet
auch die Casimir-Energiedichte. Fiir A — oo verschwindet der Integrand in (4.143)
(lzs| <€)
hlA=®(z, R1, Rs) = 0 (4.148)

cas

*Man entwickele die Ausdriicke (f(p,p3) — 1) und (2- f(p,p3) — 1) nach a = 2= - m um
3
den Punkt o = 0. Eine Entwicklung bis zur zweiten Ordnung ist ausreichend, um das konvergente

Verhalten einzusehen.
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der Term (4.145) vereinfacht sich zu

-1 Ry R3
hewy >(z, R, Ry) = 4—7r2/ dp - p/ dp\/m? + p? + p? (4.149)
0 0

Dieser Term divergiert im Falle von R, , R3 — o0.

Fiir ¢ — 0 divergieren die Integranden von (4.143) und (4.145) und damit auch die
Integrale. Die Casimir-Energiedichte nach (4.137) divergiert dabei gegen +occ. Das ist
in Ubereinstimmung mit (3.110).

4.7 Gesamtenergie pro Flache

Von Interesse ist noch die Gesamtenergie pro Fliache (FE..s). Der Beitrag der Gebiete
ausserhalb der Fléiche ergibt sich zu

Eg;tsssen =2 / dx?)hcas(x) =2 / dz - hcas<z) (4150)
€ 0

Dabei triagt der Faktor 2 wieder beiden Seiten der Platte Rechnung. Mit (4.119) folgt

1 o oo
poussen — 9. [ dz. / dt (m* 4 2t°) V2 — m?-
672 J, m

(4.151)

(fsinh te — t cosh fe) 2 N (fcosh te — tsinh fe) 2 Cots
2 (cosh(2te) — 1) — 4t> 2 (cosh(2fe) + 1) + 4¢2

€

L[>~ 1
Eouen — 9. —/ dt - — (m® + 26*) V2 — m?-

672 /., 2t
(f sinh te — ¢ cosh fe) 2 N (f cosh te — tsinh fe) 2
2 (cosh(2te) — 1) — 4t> 2 (cosh(2te) + 1) + 4¢2

€

(4.152)

Man macht sich leicht klar, dass dieser Ausdruck divergiert (E%%*" — +00).

Zur Casimierenergie pro Flache E,,; tragen auch die gestorten Gebiete bei (Wand).
Auch fiir diese Gebiete erhalten wir einen divergenten Ausdruck (E"7" — 400), da
fiir 23 € (—¢, €) bereits die Energiedichte divergiert.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In den vorangegangenen Rechnungen wurde die Casimir-Energiedichte des skalaren
Feldes an einer diinnen Wand (Kapitel 2) sowie an einer Wand endlicher Dicke (Kapitel
3) berechnet. Aufserhalb einer diinnen Wand gilt

1 © A oty
hi\as<x) = m . / (m2 + 2t2) t2 — m2 . /\ n o .e 2t|z3] (51)

m

Aufserhalb einer Wand endlicher Dicke gilt

1 o0
hve (x3) = —/ dt (m? + 2t%) V12 — m?-

cas 672
m

(fsinh te — t cosh fe) 2 N (fcosh te — tsinh fe) 2
2 (cosh(2te) — 1) — 4t2 2 (cosh(2te) + 1) + 4¢2

) . e 2t(|zs|—e) (5.2)
Beide Ausdriicke sind integrierbar und gehen fiir ¢ — 0 ineinander iiber.

Zur Casimir-Energie tragt neben der Energiedichte ausserhalb der Wand auch die
Energie im Innern des gestorten Gebietes bei. Unsere versuchsweisen Rechnungen fiih-
ren hier allerdings auf divergente Terme. Wir haben das Problem durch Einfiihrung
endlicher Abschneidefrequenzen 16sen konnen (sowohl in longitudinaler (p3 < R3) als
auch in transversaler Richtung (p? < R?%)). Im Grenzfall Ry — oo konvergieren die
Terme; im Grenzfall R, — oo erhalten wir eine Divergenz.

Das Auftauchen der Abschneidefrequenzen ist in dieser Arbeit allerdings keine
Eigenschaft des Modells (vgl. (3.1) und (4.2)). Vielmehr sind sie ad hoc eingefiihrt
worden zur Korrektur der Divergenzen. Es verbleibt damit die Aufgabe, den Fall |z3| <
0 weiter zu untersuchen um die Bedeutung dieser Terme genauer zu verstehen.

Fiir die Gesamtenergie pro Fliche E,,, ergibt sich nach unserer Rechnung in jedem
Fall ein divergenter Ausdruck; das ist auch ein typisches Verhalten fiir diese Grosse.
Im Falle einer Wand endlicher Dicke lasst sich die Casimir-Energie allerdings fiir feste
Abschneidefrequenzen R, und R3 exakt angeben.

Ein interessantes weiterfithrendes Projekt wére es, die Energiedichte fiir den Fall
A < 0 fiir die Wand endlicher Dicke zu bestimmen. In diesem Fall treten allerdings
gebundene Eigenfunktionen zum Operator H,  auf, die es zu bestimmen gilt.
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