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Abstract

In the present thesis we investigate the structure of time-dependent
equations of motion in quantum mechanics. We start from two coupled
systems with an autonomous equation of motion. A limit, in which
the dynamics of one of the two systems has a decoupled evolution
and imposes a non-autonomous evolution for the second system is
identified. A result due to K. Hepp that provides a classical limit
for dynamics turns out to be part and parcel for this limit and is
generalized in our work. The method introduced by J.S. Howland for
the solution of the time-dependent Schridinger equation is interpreted
as such a limit. Moreover, we associate our limit with the modern
theory of quantization.

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird die Stuktur zeitabhéngiger Bewegungs-
gleichungen in der Quantenmechanik untersucht. Dabei gehen wir von
zwei gekoppelten Systemen aus, deren Bewegungsgleichung nicht ex-
plizit von der Zeit abhingt. Es wird der Limes identifiziert, in dem
die Dynamik eines der beiden Systeme entkoppelt und fiir das zwei-
te System die Bedeutung einer dufleren Zeitabhingigkeit erhélt. Ein
Satz von K. Hepp, der den klassischen Limes der Dynamik behandelt,
erweist sich als zentraler Bestandteil dieses Limes und wird in dieser
Arbeit verallgemeinert. Die Methode von J.S. Howland zur Losung
zeitabhéngiger Schrodingergleichungen wird im Sinn eines solchen Li-
mes interpretiert. Dariiber hinaus ordnen wir den Grenzwert in die
moderne Quantisierungstheorie ein.
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Einleitung und grundlegende
Beobachtungen

In der vorliegenen Arbeit beschéftigen wir uns mit dem physikalischen Ur-
sprung einer dufleren Zeitabhéngigkeit in dynamischen Systemen. In natiir-
licher Weise treten zeitabhingige Bewegungsgleichungen bei Experimenten,
wie z.B. in der Atomphysik auf. Man manipuliert mit Hilfe makroskopischer
Felder atomare Systeme und konzentriert sich auf die Wirkung des Feldes auf
das physikalische System. Die , Riickwirkung® des atomaren Systems auf das
Feld wird vernachléssigt. Dies ist durch die verschiedenen Gréfenordnungen
der auftretenden Energien sicherlich gerechtfertigt. Allerdings stellt sich die
Frage, ob es einen Ubergang von der vollstindig quantisierten Theorie zu
dieser Vereinfachung gibt.

Solche Probleme treten in vielen Bereichen der modernen Physik auf. Ein
Beispiel dafiir ist der Zusammenhang von Gravitation und Standardmodell.
Aus Beobachtungen zur Ablenkung des Lichts durch massive Korper kann
man auf eine Wirkung der Gravitation auf die elektromagnetische Wechsel-
wirkung schliefen, welche durch die elektroschwache Theorie mit den an-
deren Wechselwirkungen des Standardmodells zusammenhéngt. Ausgehend
von dieser Tatsache wurde die Quantenfeldtheorie fiir eine gekriimmte Hin-
tergrundraumzeit formuliert, [Fre99]. Das eigentliche Ziel eines grofien Teils
der modernen theoretischen Physik ist die Formulierung einer Quantenfeld-
theorie, in der die Gravitation mit den anderen Kriften des Standardmo-
dells wechselwirkt. Auf Grund der unterschiedlichen Energieskalen ist eine
experimentelle Verifikation einer solchen Theorie problematisch. Allerdings
kann man die konsistente Formulierung der Quantenfeldtheorie (QFT) auf
gekriimmten Raumzeiten als Priifstein einer solchen Theorie ansehen. Um
einen Vergleich dieser Theorien bewerkstelligen zu kénnen ist ein genaues
Verstéindnis des Ubergangs der voll quantisierten Theorie zur QFT auf ge-
kriimmten Raumzeiten notig.

Daher wollen wir in unserer Arbeit die Prinzipien des Ubergangs vollquanti-
sierter Theorien zu Quantentheorien, die an ein klassisches System gekoppelt



sind, genauer verstehen.

Die Motivation zur Anfertigung dieser Arbeit ist die Vorstellung, dass eine
Dynamik mit einer dufleren Zeitabhéngigkeit gewissen physikalischen Ein-
schriankungen unterliegt. Mit dieser Vorstellung eng verbunden ist der Wunsch,
durch die Charakterisierung dieser Einschrénkungen notwendige Bedingun-
gen fiir die Wohlgestelltheit physikalischer nicht—autonomelﬂ Probleme zu
finden. In der klassischen Mechanik wird dieses Problem in grofler Allge-
meinheit durch die Theorie der Gewohnlichen Differentialgleichungen gelost,
sodass praktisch in allen physikalisch relevanten Fillen die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen gesichert ist.

Der Ubergang zur Quantenmechanik wirft eine Fiille von neuen Problemen
auf. Einerseits sind die meisten physikalisch relevanten Operatoren als unbe-
schrankte symmetrische Operatoren auf einem Hilbertraum definiert, sodass
die Voraussetzungen des zentralen Satzes von Picard-Lindeloeff nicht erfiillt
sind. Andererseits ist es fiir stetige Funktionen nicht moglich einen allgemei-
nen Existenzsatz zu beweisen. Dies wird prinzipiell durch den Satz von Go-
dunov, [God75|, ausgeschlossen. Damit kann man also auch die Heisenberg-
Gleichungen im Allgemeinen nicht 16sen, selbst wenn alle auftretenden Ope-
ratoren beschrankt sind.

Es stellt sich also die Frage, wie man das Problem physikalisch eingrenzen
kann. Eine duflere Zeitabhéangigkeit kommt durch die Betrachtung eines Teil-
systems zu Stande, dass nach wie vor einen Einfluss der Umgebung ,,spiirt*.
Der Einfluss des Teilsystems auf die Umgebung wird vernachléssigt. Anders
ausgedriickt geht man von zwei gekoppelten Systemen {iber zu einem System,
dessen auflere Zeitabhéngigkeit die freie Dynamik des anderen Systems dar-
stellt. Wann tritt ein solcher Fall in der Physik auf? Sicherlich dann, wenn das
eine der beiden Systeme in einem geeigneten Sinn , grof3 gegen das Zweite
ist. Das wollen wir nun an einem sehr einfachen Beispiel aus der klassischen
Mechanik verdeutlichen.

Wir betrachten ein 3-Korperproblem mit Newtonscher Gravitationswechsel-
wirkung zwischen den Teilchen, z.B. Erde, Mond und Satellit. Die Newton-
schen Bewegungsgleichungenﬂ sind dquivalent zu:

o :Bl(t) xQ t T t) :B3(t)
My (t) My M, (m(t) ffz(t_)|3 A2 x3<t)|3>
i = z1(t)—z za(t)—z3(t)
Maa(t) MMy (2 - npZiesie) |- O
l’g(t) M1 z1(t)—z3(t) + M x2(t)—z3(t)

|1 (t)—z3(t)[? \xz( )—z3(B)

'D.h. explizit zeitabhéingige Probleme.
2Die Gravitationskonstante G wird durch entsprechende Wahl der Einheiten auf 1 nor-
miert.



Dabei seien M;, M, die Massen der Teilchen des , grofien” Systems und
A= %, 1 =1, 2, die relativen Massen des , kleinen“ Systems, das aus einem
Teilchen der Masse m besteht. z3(t) ist der Ort dieses Teilchens zur Zeit ¢.
Die ,,Grofle des Systems x1, x5 wird relativ zu x5 durch die relativen Massen
beschrieben. Fasst man die rechte Seite der Differentialgleichung als Funkti-
on in den Parametern \; auf, so ist die Wechselwirkung asymmetrisch und
man beobachtet eine Entkopplung der Bewegungsgleichungen fiir das grofie
System von der Gleichung des Teilchens x3 im Grenzfall \; — 0. In dessen
Bewegungsgleichung erhalten die Losungen der Gleichungen fiir xq, zo die
Bedeutung einer dufleren Zeitabhéngigkeit. In diesem Grenzfall erhélt man
also eine nichtautonome Differentialgleichung fiir das Teilchen z3. Die Lo-
sungen des entkoppelten Grenzfalles \; = 0 lassen sich durch die Losungen
des gekoppelten Systems approximieren. Allerdings gibt es hier eine Ein-
schriankung: Diese Approximation ist im Allgemeinen lediglich auf einem fest
gewéahlten Zeitintervall 7' > 0 moglich.

Physikalisch ist dies plausibel wenn man etwa an ein Fadenpendel denkt,
welches die Parameter [: Fadenlinge, g: Graviationsbeschleunigung und ¢g:
Anfangswinkel besitzt. Wahlt man zu einem beliebigen ¢ > 0 ein festes In-
tervall [=T, T, so gibt es Umgebungen von I, g und ¢, so dass die Losung
des variierten Pendels stets in der e-Umgebung der Losung des urspriing-
lichen Pendels liegt. Diese Aussage jedoch nicht mehr richtig, falls man die
Einschrinkung auf endliche Zeitintervalle fallen léasst, wie z.B. das Phdnomen
der Verzweigungspunktef| fiir autonome und nichtautonome Dynamische Sys-
teme zeigtfl]

Mathematisch kann man prégnant sagen, dass ein parameterabhéngiges Sys-
tem gleichméfig stetig beziiglich ¢ in Parametern A und Anfangswerten uy
auf kompakten Zeitintervallen [tg,¢;] ist. Wir werden sehen, dass die disku-
tierte Einschréankung auch im Fall der Quantenmechanik auftritt, wenn auch
in etwas subtilerer Form. Insofern kann man die lokal gleichméfige Approxi-
merbarkeit der Losungen (d.h. auf Kompakta) solcher Systeme als inhérente
Eigenschaft ansehen.

Da die Heisenberg-Gleichungen nur in Spezialfillen losbar sind, stellt sich
die Frage, wie man eine entsprechende Vorstellung in der Quantenmechanik
realisiert.

In der Regel erwartet man eine irreversible Dynamik fiir Systeme, die an ein
Anderes gekoppelt sind, [GJK™96]. Diese Félle wurden intensiv in der Theo-
rie offener Quantensysteme untersucht. Wir interessieren uns jedoch fiir den
Fall einer reversiblen Dynamik eines Teilsystems. Um dies zu erreichen, muss

3Bifurkationspunkte
4Siehe hierfiir die einschligige Literatur Dynamischer Systeme, oder z.B. [Lau05].



das groBe System klassisch werden, wie wir durch die folgende Uberlegung
plausibel machen wollen.

Einschrinkung an den Limes

Die Dynamik des gesamten Systems wird vor der einseitigen Entkopplung
durch eine Einparameter-Automorphismenguppe beschrieben, d.h. einer Ab-
bildung o* von R nach Aut(; ® Ay), wobei %;, i = 1,2, dargestellte C*-
Algebren und 2, ® 5 das Tensorprodukt der dargestellten C*-Algebren sei-
enP] Wir sind an der zeitlichen Entwicklung der Observablen von 2, inter-
essiert, d.h. der Evolution der Unteralgebra C ® s C 2A; ® ;. Der Ha-
miltonoperator des Gesamtsystems ist iiblicherweise von der Form H :=
Hi®1+1® Hy+ K, wobei der Einfachheit halber H; € 2;, 7+ = 1, 2 sei. Wir
untersuchen also ein Problem

aM1®A) — (1@ A) (2)

beziiglich einer geeigneten Topologie. Im Allgemeinen wird auch die Zeit-
entwicklung 3} des ,,groBen* Systems, erzeugt durch den Hamiltonoperator
H, ®1, von dem Parameter A abhiingen. Da 3} die Algebra C ® 2y invariant
lésst, ist die Konvergenz von dquivalent zu

O‘?ﬁit(ﬂ ®A) — a?ﬁgt(]l ® A).

Als Ergebnis erhalten wir dann einen Automorphismen-Kozyklus 1, s, mit der
Eigenschaft 1, .1, s = n; 5. Konvergiert o} gegen eine Automorphismengruppe
a; := a?, so berechnet man fiir die zweite Ableitung

d?
(1 ® A) = au([H, [H,1 0 4]).

Die Dynamik des kleinen Systems ist gegeben durch

X ®tdo oy [ceu, -

Dabei ist x ein Zustand auf der Algebra 2y, d.h. eine stetige Linearform mit
X(1) = 1 und id die Identitdt. Die Anwendung des Operators y ® id schrénkt
die Dynamik auf das kleine System ein. Wahlt man nun speziell K = K;® K,
und setzt H; = 0 = Hs, so folgt aus der Forderung

X ®id(ay(1 ® AB)) = x @ id(o(1 ® A))x @ id(oy(1 ® B)),

5Siehe die Definitionen [1.1.6} [1.1.7, |3.1.1]




also dass die Zeitentwicklung des kleinen Systems ein Algebrenhomomorphis-
mus fiir jeden Zeitpunkt ¢ ist, durch zweifache Ableitung nach der Zeit

0 = (X(KT) =X (KX (K1) ®([K, [Ky, A]|B+A[K, [Ky, Bl|+2[K2, A][K», B)).
Falls B mit K, kommutiert und [K>, [K>, A]] # 0, folgt

X(Klz) = X(K1)x (K1)

[Ky, [Ka, A]] # 0 kann man durch geeignete beschréinkte Funktionen von
Potenzen von p und ¢ stets erreichen. Durch diese Uberlegung wird fiir H =
> K" @ KV die Beziehung

XEP KDY = (KM x(KD)

nahe gelegt. Auf der von den selbstadjungierten Elementen erzeugten Subal-
gebra von 2; ist der Zustand x demnach ein *~-Homomorphismus. Die durch
die GNS-Darstellung? dieser Algebra beziiglich des Zustandes x gegebende
Algebra ist daher abelsch. In diesem Sinn ist es plausibel, dass in dem von
uns gesuchten Limes die Observablenalgebra des grofien Systems eine abel-
sche Algebra ist, d.h. sie ist eine Algebra klassischer Obervablen.

Der Aufbau dieser Arbeit

In Kapitel [1|sollen die konzeptionellen Grundlagen des klassischen Limes dar-
gestellt werden. Zunéchst geben wir die algebraischen Strukturen an, die klas-
sischer und Quantentheorie gemeinsam sind. Dariiber hinaus werden grund-
legende Definitionen gegeben. Der Abschnitt {iber die Poisson-Mannigfaltig-
keiten dient einer Zusammenfassung der wichtigsten Tatsachen und Begriffe
der klassischen Mechanik. Sie kann fiir das Verstdndnis der Abschnitte
hilfreich sein. In den Abschnitten [I.3] und [I.4] wird eine abstrakte Quan-
tisierungstheorie vorgestellt die in Kapitel [3| zur Entwicklung des Konzepts
eines partiellen klassischen Limes verwendet werden. Die Heisenberggruppe
und deren Darstellung ist die Grundlage fiir die Einfithrung der in dieser
Arbeit verwendeten Standardquantisierung, der Weylquantisierung. Fiir die
Beschreibung der Dynamik von Systemen mit quadratischen Hamiltonope-
ratoren ist die Metaplektische Darstellung niitzlich. Ein solcher Fall tritt
in Kapitel [2| auf. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels befasst sich mit der
Darstellung des fiir diese Arbeit wesentlichen Resultats iiber den klassischen
Limes der Dynamik. Dabei stellen wir eine Verbindung zu der dargestellten

6Siehe [Fre99].



10

Quantisierungstheorie vor.

In Kapitel [2] untersuchen wir zunéchst den klassischen Fall einer einseitigen
Entkopplung. Im Fall der Quantenmechanik diskutieren wir anhand des ex-
plizit 16sbaren Beispiels zweier gekoppelter Harmonischer Oszillatoren einen
partiellen klassischen Limes des groflen Systems. Wir sehen explizit, dass
dieser Limes alle gewiinschten Eigenschaften hat. Auflerdem beschreiben wir
den Zusammenhang dieses Limes mit einer von J.S. Howland eingefiihrten
Methode zur Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung.

Die im ersten Kapitel dargestellte Quantisierungstheorie wird in Abschnitt
3.1| angewandt, um einen partiellen klassischen Limes durchzufiihren. Hier-
bei verwenden wir wir eine vereinfachte Version des Heppschen Satzes, die
in Abschnitt vorgestellt wurde. Im Fall beschrinkter Kopplung und eines
beschréankten Hamiltonoperators des kleinen Systems wird dieser Limes fiir
alle Hamiltonoperatoren durchgefiihrt, die den Voraussetzungen des Satzes
von Hepp geniigen. Hieraus ergibt sich eine Verallgemeinerung des Resultats
von Hepp. SchlieBllich interpretieren wir eine Galilei-Transformation als einen
partiellen klassischen Limes.

Das letzte Kapitel beschéftigt sich mit der Ubertragung der konzeptionellen
Ergebnisse auf realistischere Hamiltonoperatoren. Dabei orientieren wir uns
an einem aus der Laserphysik motivierten Beispiel, dessen Eigenschaften wir
im Detail untersuchen. Mit Hilfe dieser Eigenschaften gelingt eine Ubertra-
gung der Ergebnisse auf eine Klasse von unbeschrinkten Operatoren.
Immer wenn Ergebnisse der Literatur oder sonstigen Quellen entnommen
wurden, wird die Quelle genannt. Nicht zitierte Aussagen werden von uns
grundsétzlich bewiesen.



Kapitel 1

Quantisierung und der
klassische Limes

Seit der Entdeckung der Quantenmechanik versucht man, ihren Zusammen-
hang mit der klassischen Mechanik zu verstehen. Dabei kann man prinzipiell
zwei verschiedene Standpunkte einnehmen. Einerseits betrachtet man quanti-
sierte Systeme und versucht durch einen Limes h — (ff] zur klassischen Theo-
rie zu gelangen. Andererseits kann man von einer klassischen Theorie ausge-
hen und (Quantisierungs-)Vorschriften angeben, durch die quantenmechani-
sche Systeme definiert werden. In diesem Kapitel werden beide Standpunkte
zusammengefiithrt. Wir stellen eine Theorie dar, die eine Quantisierung der
Observablenalgebren der klassischen Mechanik definiert und umgekehrt auf
direkte Weise einen klassischen Limes der quantisierten Theorie liefert. Da-
bei muss man die groflen strukturellen Unterschiede von Quantenmechanik
und klassischer Mechanik durch ein geeignetes Konzept miteinander in Ein-
klang bringen. Dies wird durch den Begriff der strikten Quantisierung, bzw.
der stetigen Quantisierung ermdoglicht. Letzteres Konzept verwendet den Be-
griff der stetigen Felder von C*-Algebren. Solche Quantisierungen, die grob
gesprochen dieselbe klassische Theorie im Limes A — 0 ergeben, haben das-
selbe stetige Feld von C*-Algebren.

Dieses Kapitel dient zur Vorbereitung des Folgenden, aber soll auch die Mog-
lichkeit bieten, die von uns eingefiihrte Methode zur Konstruktion von Quan-
tensystemen, die einer dufleren Zeitabhéngigkeit unterworfen sind, in einen
konzeptionell durchsichtigen Rahmen einzuordnen. Die Darstellung dieses
Rahmens geht im Wesentlichen?] auf die Quantisierungstheorie zuriick, wie
sie im Buch von N.P.Landsman [Lan98] zu finden ist. B(H) bezeichnet im

!Man kann einwenden, dass & eine Konstante ist, jedoch ist mit dem Bilden des Grenz-
wertes lediglich gemeint, dass h sehr klein ist im Vergleich zu anderen relevanten Gréfien.

2 Abschnitte



12 Quantisierung und der klassische Limes

Folgenden immer die C*-Algebra der beschriankten Operatoren auf einem
Hilbertraum H.

1.1 Die Struktur der Observablenalgebra

Zur Klarung der Frage, wie klassische Mechanik und Quantenmechanik zu-
sammenhingen, ist es notig, sich einen Uberblick iiber die mathematischen
Strukturen beider Theorien zu verschaffen. Dabei kann man entweder die
Algebren der Messgrossen, d.h. der Observablen, oder aber die Zustédnde
des physikalischen Systems betrachten. Wir wollen uns auf Observablenal-
gebren beschrianken, da sie in natiirlicher Weise in dem von uns konstruier-
ten Limes verwendet werden. Beginnen mochten wir mit der Einfithrung des
Jordan-Produktes, dass zusammen mit der Poisson-Klammer die algebrai-
schen Strukturen definiert, welche der klassischen Theorie fiir A — 0 und der
Quantentheorie fiir # € R\{0} gemeinsam sind. Im Anschluss werden wir
den fiir die Quantentheorie grundlegenden Begriff der C*-Algebra angeben
und einen Zusammenhang zu den Algebren, welche mit der Poisson-Klammer
und dem Jordan-Produkt ausgestattet sind, herstellen.

1.1.1 Definition. Eine Jordan-Algebra J ist eine (reelle) Algebra mit einer
bilinearen Verkniipfung o, die wir Jordan-Produkt nennen, sodass VA, B € J
gilt

AoB=BoA (1.1)
Ao(BoA?) = (AoB)o A% (1.2)

wobei A% := Ao A.

Man rechnet leicht nach, dass o ein Jordan-Produkt ist, wenn es von ei-
nem assoziativen Produkt via Ao B = $(AB + BA) erzeugt wird.
Im Fall der klassischen Mechanik sind die Observablen Elemente einer reellen
Algebra g, die etwa durch die Algebra der beschréankten glatten Funktionen
C° (X, R) realisiert wird. Das Jordan-Produkt ist dann einfach die punkt-
weise Multipliktion und damit auch assoziativ. In der Quantenmechanik ist
dies nicht der Fall, da die auftretenden Operatoren nicht kommutieren.
Dynamische Theorien besitzen stets ein zweites Produkt {, }, etwa die Poisson-
Klammer oder den Kommutator. Daher die folgende

1.1.2 Definition. Eine Jordan-Lie algebra ist ein reeller Vektorraum 2
mit zwei bilinearen Verkniipfungen o und {, }, die als das Jordan-Produkt
und die Poisson-Klammer bezeichnet werden, sodass folgende Bedingungen
erfiillt sind.
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AoB=BoA

{A,B} = —{B, A} (1.3)
VA, B € Ug.

2. Fiir alle A € g ist die Abbildung B — {A, B} eine Derivation von
(AR, o) und (Ag, {, }), d.h. sowohl die Leibnizregel

{A,BoC}={A,B}oC+ Bo{A,C} (1.4)
als auch die Jakobi-Identitat
{AA{B,C}} = {{A, B}, CY+{B,{A,C}} (1.5)
gelten VA, B,C € Ar

3. Schliellich gelte fiir ein A% € R die Assoziator-Identitt
1
(AoB)oC —Ao(Bo() = Zh2{{A’ C}, B} (1.6)

VA, B,C € Ag.

Eine Jordan-Lie Algebra mit assoziativem Jordan-Produkt nennen wir eine
Poisson-Algebra.

Bemerkung. Die wesentliche physikalische Bedeutung des Jordan-Produktes
liegt in der Tatsache, dass der selbstadjungierte Anteil einer C*-Algebra|
beziiglich dieses kommutativen Produktes eine Algebra bildet, was beziiglich
des nichtkommutativen, aber assoziativen Produktes der C*-Algebra nicht
der Fall ist.

(Ag, {, }) ist eine reelle Lie Algebra und wegen der Assoziator-Identitét
ist (AR, o) eine reelle Jordan-Algebra.
Morphismen zwischen Jordan-Lie Algebren werden in der naheliegenden Wei-
se definiert.

1.1.3 Definition. Ein Jordan-Morphismus ist eine lineare Abbildung zwi-
schen Jordan-Lie Algebren (3 : Ar — Br mit f(AoB) = B(A)o[(B)VA, B €
Ar. Analog erkldren wir einen Poisson-Morphismus durch

F({A, B}) = {6(A), B(B)}.

3Dies wird im Folgenden niher erldutert.




14 Quantisierung und der klassische Limes

Eine Abbildung die beide Eigenschaften erfiillt nennen wir einen Morphis-
mus. Einen invertierbaren (Jordan,Poisson) Morphismus « : g — 2Ar nen-
nen wir einen (Jordan,Poisson) Automorphismus und einen invertierbaren
(Jordan,Poisson) Morphismus « : Ag — Bgr (Jordan,Poisson) Isomorphis-
mus.

Letztlich sind wir an Grenzwerten ,,h — 0“ der Observablen der Quanten-
theorie interessiert, was die Erkliarung einer Topologie auf unseren Algebren
notwendig macht. Die einfachste Moglichkeit besteht in der Verwendung von
normierten Algebren.

1.1.4 Definition. Eine Jordan-Banach Algebra, kurz JB-Algebra, ist ein Ba-
nach Raum mit einem Jordan-Produkt o, sodass VA, B € A gilt

Ao Bl < [[A[[llB] (1.7)
IA]* < [|A* + B (1.8)

Bemerkung. Setzt man in (1.7) A = B und B = 0 in (|1.8)), so sieht man,
dass (|1.8)) dquivalent ist zu

1A% = | AlJ* (1.9)
1A% < (1A% + B2]. (1.10)

Die Motivation des ersten Axioms in der dquivalenten Formulierung wird
im Folgenden klar werden. Das zweite Axiom ist eine Eigenschaft der Norm
von C*-Algebrenf] Man kann niimlich die Norm durch den Spektralradiug’]
ausdriicken, sodass die Aussage schliellich offensichtlich wird.

1.1.5 Definition. Eine JLB-Algebra ist eine JB-Algebra 2R ausgestattet
mit einer Poissonklammer, sodass (g, o, {,}) eine Jordan-Lie Algebra ist,
fiir ein A? > 0.

Im Allgemeinen ist eine Poisson-Algebra nicht so normierbar, dass die
Poissonklammer auf dem vervollstdndigten Raum definiert ist. Ein Beispiel
ist der Raum C*°(X,R), X € R?" der glatten Funktionen auf einem kom-
pakten Hausdorffraum X, versehen mit der Supremumsnorm und der kano-
nischen Poissonklammer. Die Vervollstidndigung ist bekanntlich der Raum
C(X) der stetigen Funktionen auf X.

JLB-Algebren lassen sich als reelle Subalgebra einer komplexen assoziativen

4Zur Definition siehe

SHier verweisen wir auf [KR83] und bemerken lediglich, dass der Spektralradius durch
das Supremum des Betrages der Elemente des Spektrums eines Elementes der Algebra
gegeben ist.
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Algebra 2 auffassen. Um diese Aussage pézisieren zu konnen, wollen wir zu-
nichst den Begriff einer C*-Algebra erkléiren.

Eine Involution auf einer komplexen Algebra 2 ist eine R-lineare Abbildung
A— A* sodass VA, B € A und X\ € C gilt

A = A (1.11)
(AB)* = B*A* (1.12)
(AA)* = A (1.13)

1.1.6 Definition. Eine assoziative Algebra mit einer Involution * nennen

wir *-Algebra. Ist eine *-Algebra gleichzeitig ein komplexer Banachraum 2,
sodass VA, B € 2

|AB] < ||A]l||B| (Submultiplikativitét), (1.14)
|A*A|l = ||A|? (C*-Eigenschaft) (1.15)
gilt, so nennen wir diese Algebra eine C*-Algebra.
Aus diesen Axiomen folgt sofort
4% = |1A]. (1.16)

Das Standardbeispiel einer C*-Algebra ist die Banachalgebra der beschriank-
ten Operatoren auf einem Hilbertraum H, die wir mit B(H) bezeichnen
wollen. Die Involution ist wie iiblich durch Bilden der Adjungierten beziig-
lich des Hilbertraumskalarproduktes (, ) definiert. Die Submultiplikativitét
impliziert die Stetigkeit der Links- und Rechtsmultiplikation und damit auch
die Stetigkeit der Multiplikation. Nach Definition der Normﬁ] gilt

[AY[* < [[AA[ [l < A" All 1.
Ersetzt man A durch A*, so folgt
1A% = [|A]l.

Alternativ kann man sich sofort davon iiberzeugen, dass B(H) die C*-Eigen-
schaft besitzt; die {ibrigen Eigenschaften sind ebenfalls leicht zu sehen.

1.1.7 Definition. Ein Morphismus zwischen C*-Algebren 2,8 ist eine li-
neare Abbildung v : 2 — B, sodass

¢(AB) = ¢(A)¢(B) (1.17)

B(A") = o(A)" (1.18)

VA, B € 2. Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Morphismus und zwei C*-
Algebren sind isomorph, wenn ein Isomorphismus zwischen ihnen existiert.

Cl|A|* == sup{(Av, AY) € Rly € H, [[¢]| = 1}.
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Morphismen zwischen C*-Algebren haben sehr starke Eigenschaften. Zum
Beispiel sind Isomorphismen automatisch auch Isometrien. Wie bereits be-
merkt, ist der Unterraum der selbstadjungierten Elemente, A* = A, beziiglich
eines Jordan-Produktes eine Algebra. Der folgende Satz hat grundlegende Be-
deutung fiir die Theorie der C*-Algebren und besagt, dass man C*-Algebren
immer als Unteralgebren unseres Standardbeispiels B(H) aufassen kann.

1.1.8 Satz. FEine normabgeschlossene *-Algebra A C B(H) ist eine C*-
Algebra. Umgekehrt ist jede C*-Algebra isomorph zu einer normabgeschlos-
senen *-Algebra in B(H) fir einen geeigneten Hilbertraum H.

Ein Element A einer *-Algebra lisst sich stets als Linearkombination zwei-
er selbsadjungierter Elemente schreiben,

X y
A=A +id" = §(A+A*)+i71(A—A*). (1.19)

Eine kommutative C*-Algebra ist eine C*-Algebra, in der das assoziative
Produkt kommutativ ist.
Im Beispiel der Algebra B(H) ist der Kommutator durch

[A,B] := AB — BA
definiert. Jedes Produkt von Elementen A, B € B(H) lasst sich als

1 1
AB = 5(AB + BA) + 5[,4, B]
schreiben. Der erste Summand definiert ein Jordan-Produkt,

Ao B :==(AB + BA). (1.20)

1
2
Um fiir den selbstadjungierten Anteil einer C*-Algebra die Struktur einer
JLB-Algebra definieren zu kénnen, muss man berticksichtigen, dass der Kom-
mutator zweier selbstadjungierter Elemente antisymmetrisch ist. Man erhélt
eine Poissonklammer durch

1
h
Der Faktor %L wurde eingefiihrt, um die Assoziator-Identitét zu erfiillen. Na-
tiirlich ist die Wahl A der Konstante suggestiv, wie man formal fiir die Wahl
A = p und B = q sieht. Demnach ist der Zusammenhang zwischen dem
assoziativen Produkt der C*-Algebra und den Strukturen der JLB-Algebra

{A, B}y = ~[A, B). (1.21)

AB:=AoB— %z‘h{A, B}. (1.22)

Der nun folgende Satz sagt aus, dass JLB-Algebren genau die reellen Anteile
von C*-Algebren sind.
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1.1.9 Satz. Sei A eine C*-Algebra und h € R\{0}. Mit der Norm von 2 und
den Definitionen und ist der selbstadjungierte Anteil Ar von
A eine JLB-Algebra. Wenn A nicht kommutativ ist, so ist h in gleich
dem in und es ist h? > 0. Eine kommutative Algebra 24 fiihrt zu einer
Poisson-Algebra, in der die Poissonklammer die Nullabbildung ist.
Umgekehrt wird jede JLB-Algebra zu einer C*-Algebra, wenn man

(A+iB)*:=A—iB (1.23)
|A] == [|A* A2 (1.24)

setzt und ein assoziatives Produkt durch definiert.

Wir haben also gesehen, dass das Jordan-Produkt zusammen mit der
Poissonklammer die algebraischen Strukturen sind, die der klassischen Theo-
rie (h = 0) und der Quantenmechanik (A € R\{0}) gemeinsam sind.

1.2 Poisson-Mannigfaltigkeiten

Im Laufe dieser Arbeit werden wir auf Begriffe der klassischen Mechanik
zuriickgreifen. Auch fiir die Interpretation des fiir diese Arbeit zentralen Sat-
zes von Hepp, Satz [I.7.1] ist es hilfreich, die entsprechenden Begriffe der
klassischen Mechnik zu kennen. Deswegen mochten wir hier noch einmal die
grundlegenden Fakten und Begriffe der klassischen Mechanik zusammentra-
gen.

In der Physik begegnen wir Poisson-Algebren in der Regel im Zusammenhang
mit dem folgenden Begriff.

1.2.1 Definition. Sei P eine Mannigfaltigkeit, {, } : C*°(P,R)xC>*(P,R) —
C*(P, R) eine bilineare Abbildung. Wir nennen P eine Poisson-Mannigfaltig-
keit, falls (C*°(P,R), {, }) zusammen mit der punktweisen Multiplikation eine
Poisson-Algebra ist.

Fir f € C*(P,R) ist die Abbildung g — {f, g} eine Derivation. De-
rivationen sind bekanntlich eine mogliche Charakterisierung fiir Tangential-
vektoren einer Mannigfaltigkeit. Eine dquivalente Definition ist die Aquiva-
lenzklassenbildung von Kurven, [c], mit derselben Geschwindigkeit in einem
Punkt der Mannigfaltigkeit. Jeder so definierte Tangentialvektor liefert eine
Derivation durch die Richtungsableitung,

f = (foc)(0) = df([d]),
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wobei o die Komposition bezeichnet. Daher héngt die durch die Poisson-
Klammer induzierte Derivation nur von den Differentialen df, dg ab und es
existiert ein glattes antisymmetrisches Tensorfeld B € I'(Ay(P)), sodass

{f.9} = B(df, dg). (1.25)

Der Poisson Tensor B muss natiirlich auf Grund der Jakobi-Identitat ge-
wisse Beziehungen erfiillen, so dass man eine Charakterisierung der Poisson-
Klammer erhilt. Der Poisson-Tensor B definiert eine lineare Abbildung B :
T*P — TP durch

(B%(0))(s) == B(o,5), (1.26)
wobei o und ¢ in derselben Faser in 7% P liegen. Fiir h € C*°(P, R) definieren
wir das Hamiltonsche Vektorfeld &;, durch

&nf = Bidh)f = {h, f}. (1.27)

Istc: (=9,8) — T*P,d > 0, eine Kurve mit ¢(0) = o, so schreiben wir ¢(t) =
o(t). Fir h € C*(P,R) lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
einer solchen Kurve

d
Ea(t) = &(o(t)). (1.28)
Eine Losung dieser Gleichungen nennen wir Hamiltonsche Kurve. Den Fluss

dieser Gleichung
Fi(o) = o(t), (1.29)

nennen wir den Hamiltonschen Fluss von h. Trivialerweise gilt wegen Auto-
nomie der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen die Energieerhaltung, d.h.

%h(a(t)) = {h, h}(o(t)) = 0. (1.30)

Der Satz von Picard-Lindelof liefert Existenz und Eindeutigkeit der Losung
fiir jeden Punkt in P. Aus diesem Satz folgt auch unmittelbar die Halbgrup-
peneigenschaft

FioF, = F,. (1.31)

Fiir h € C*°(P,R) und ¢(0) € P ist der Fall J,,,. € R moglich, wobei Jp,q,
das maximale Existenzintervall ist. In diesem Fall nennt man das Hamilton-
sche Vektorfeld unvollstindig.
Im Folgenden wollen wir die Wirkung der Dynamik auf die Poisson-Algebra
iibertragen. Sei h € C*°(P,R) mit dem Hamiltonschen Fluss o(t). Wir defi-
nieren eine Einparameterfamilie von linearen Abbildungen[] a?: C>*(P,R) —
C*(P,R) durch

) (f)(o) = f(o(t)), Vt € Ty 4. (1.32)

"Der obere Index “0” wird spater fiir C*-Algebren eines stetigen Feldes ersetzt durch h.
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Aus Gleichung ([1.27)) folgt sofort punktweise in C*(P, R)

L o) = {h0f(). (1.33)
Diese Differentialgleichung ist fiir jede Poisson-Algebra sinnvoll. Betrachtet
man statt C>°(P, R) eine JLB-Algebra, d.h. stattet man die Poisson-Algebra
mit einer Norm aus, so ist fiir alle i die rechte Seite in Gleichung eine
innere Derivation.

Eine einfache Konsequenz ist die folgende

1.2.2 Proposition. Falls o) (f) eine Lisung der Differentialgleichung
ist, so ist ) ein Morphismus von C®(P,R) Vt € J7,

max*

Beweis. Man zeigt mit der Leibnizregel und Gleichung ([1.33))

Cal(fg) = S (@h(1al(s))

[

Auf diese Weise lésst sich eine algebraische Charakterisierung einer voll-
standigen Dynamik angeben.

1.2.3 Definition. Ein Element h einer Poisson-Algebra heif3t wvollstdndig,
falls die Einparameterfamilie von Morphismen auf ganz R definiert ist.

Bemerkung. In diesem Fall definiert o eine Einparametergruppe von Auto-
morphismen.

1.2.4 Definition. Eine Poisson-Mannigfaltigkeit deren Poisson-Tensor einen
Isomorphismus B® induziert heiBt symplektisch. Bezeichnet B* : TP — T*P
die Inverse von B, so definieren wir die symplektische Form w € T'(A%(P))
durch

Ww(X,Y) = (B (X))(Y). (1.34)

Wegen der Jakobi-Identitéat ist w geschlossen, d.h. dw = 0.

1.3 Strikte Quantisierung von Observablen

Die Theorie der Quantisierung setzt eine klassische Theorie in Beziehung
zu einer Quantentheorie, d.h. sie beschreibt den Zusammenhang zwischen
einer Poisson-Algebra und einer C*-Algebra, bzw. zwischen einer Poisson-
Mannigfaltigkeit und dem Raum der reinen Zusténde einer C*-Algebra. Die
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erste Formulierung ist also eine direkte Quantisierung der Observablen. Der
Satz zeigt, dass man JLB-Algebren immer als selbstadjungierten An-
teil einer C*-Algebra auffassen kann. In der Quantenmechanik ist die Struk-
tur einer C*-Algebra natiirlich gegeben, in der klassischen Mechanik steht
uns jedoch lediglich eine im Allgemeinen nicht vollstdndige Poisson-Algebra
zur Verfiigung, wie etwa das Beispiel der Menge glatten Funktionen auf ei-
nem kompakten Hausdorffraum, versehen mit der Supremumsnorm, zeigt.
Die Definition der Quantisierung wird als wesentlichen Bestandteil die Exis-
tenz des klassischen Limes beinhalten. Fiir jedes A > 0 wollen wir einen
Zusammenhang einer klassischen Observablen mit einer Quantenobservablen
derart finden, dass man durch einen Limes i — 0 wieder Eigenschaften der
klassischen Theorie erhilt. Im Wesentlichen sind wir also an Stetigkeit einer
,<Quantisierungsabbildung” in dem Punkt 0 interessiert. Wir betrachten also
eine Teilmenge I = IyU{0} C R, sodass 0 ¢ [, ein Hiufungspunkt von I ist.
Mit Ql% bezeichnen wir im Folgenden eine Poissonalgebra, die dicht enthal-
ten sei im selbstadjungierten Anteil A% einer C*-Algebra 2A°. Nun wollen wir
uns iiberlegen, welche Eigenschaften einer klassischen Theorie im Grenzfall
gelten sollten.

Fiir jedes A € I soll es eine C*-Algebra A" geben und eine lineare Abbildung
O : Ql?R — AL die jeder klassischen Obersvablen eine Quantenobservable
zuordnet. Man hat also eine Familie von C*-Algebren {"},c; und eine da-
zu gehorende Familie von Quantisierungsabbildungen {Qp}rer. Die Familie
der Quantisierungsabbildungen sollte punktweise eine stetige Abbildung in A
sein, d.h. Vf € A% ist die Funktion

ho— || Qn(f)| (Rieffel-Bedingung) (1.35)

stetig in I, wobei Qg die Identitét ist. Insbesondere gilt dann
tim [104() ] = 141 (1.36)

wobei wir die h-Abéangigkeit der Norm unterdriickt haben, wie wir es auch
mit mit den algebraischen Operationen der C*-Algebren 2" halten werden.
Im Grenzfall A — 0 ist das Jordan-Produkt assoziativ. Die Vertraglichkeit
der Familie der Quantisierungsabbildungen mit der Assoziativitdt bedeutet
die Moglichkeit eines stetigen Ubergangs vom Jordan-Produkt der Quanten-
physik zu dem der klassischen Physik. Es sollte also Vf, g € Ql?R

;liii% |1Qnr(f) 0 Qr(g) — Qr(fg)|l = 0 (von Neumann-Bedingung)  (1.37)
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gelten.
Ebenso sollte ein stetiger Ubergang zwischen den Poissonklammer geméf

lim [{Qn(), Qu(9)}n — Ou({f, 9})ll = O (Dirac-Bedingung) ~ (1.38)

Vf,g €AY gegeben sein.
Schliefflich sollen alle Observablen durch das Bild der Quantisierungsabbil-
dungen erzeugt sein, d.hﬂ Vhel

{On(N)f € A%} Cy UL (Volistindigkeit). (1.39)

1.3.1 Definition. Eine strikte Quantisierung einer Poisson-Algebra QI?R ist
eine Familie von C*-Algebren {"},c; und eine dazu gehérende Familie von
linearen Abbildungen {Qp, : A% — AL} ey, mit Qp = Ly, sodass die Bedin-
gungen (I.35)), (T.37), (T.38)), (T.39) erfiillt sind. '

Die Bedingung der Vollstéandigkeit ist nicht entscheidend, weil wir noti-
genfalls A" durch die vom Bild von Qj, erzeugte Algebra ersetzen kénnen.

1.3.2 Definition. Eine strikte Quantisierung einer Poisson-Mannigfaltigkeit
P ist eine strikte Quantisierung einer Poisson-Subalgebra ﬁl(ﬁ{ VO Cy(P,R),
ausgestattet mit der Supremumsnorm, deren Abschluss Co(P,R) := {f €
C(P,R)|Ve > 03K € X, sodass sup,cp\f | f(7)] < ﬂ} enthalt.

Die Quantisierungsabbildungen kénnen auf ° fortgesetzt werden, indem
man Qy als komplex lineare Abbildung erklért. Dann folgt aus (1.37) und
1) sofort Vf, g € A°

1ifr1n 1Qn(f)Qnr(g) — Qn(f9)| = 0. (1.40)

Die Rieffel-Bedingung besagt, dass die Quantisierungsabbildung fiir kleines
h injektiv ist. Wir wollen nun eine interessante Formulierung einer Deforma-
tionsquantisierung in unseren Begriffen angeben.

1.3.3 Definition. Eine strikte Quantisierung (2", {Qn}) heiBt strikte De-
formationsquantisierung, wenn Q(2A°) beziiglich der Multiplikation in 2" ab-
geschlossen ist und Qp, nicht entartet ist Vh € I, d.h. Qx(f) =0« f =0.

8Siehe .

9Das Symbol A Cy4 B bedeutet, dass A dicht liegt beziiglich der Normtopologie von B.

0Wenn nichts anderes gesagt wird, sind diese Riume stets normiert durch die Supre-
mumsnorm.

1Tm Folgenden bezeichnen wir dies kurz mit ,,lim,_,..“ und das Symbol A € B bedeutet,
dass A eine kompakte Teilmenge von B ist.
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Eine strikte Deformationsquantisierung definiert ein deformiertes assozia-
tives Produkt -5 auf der Algebra A° durch

Ou(f)Qnlg) = Gn(f n 9)- (1.41)

Fiir A = 0 erhélt man wieder das urspriingliche Produkt von 2°. Damit
kann man die Bedingungen einer strikten Quantisierung, mit Ausnahme der
Rieffel-Bedingung, mit Hilfe des deformierten Produktes -5 ausdriicken. Hier-
in driickt sich der Umstand aus, dass eine komplexifizierte Poisson-Algebra
mit einem deformierten Produkt -5 keine Quantenobservablen und damit
nicht alle Eigenschaften einer Quantentheorie enthélt. Es gibt viele Beispiele
von strikten Quantisierungen die keine Deformationsquantisierungen indu-
zieren, z.B. die durch Quantisierungen reiner Zustinde gegebenen|]

Die Abbildungen sind nicht eindeutig, sondern hdngen stark von der physika-
lisch gewahlten Ordnungsvorschrift der Operatoren ab. Allerdings kann man
eine Aquivalenz von Quantisierungen definieren.

1.3.4 Definition. Seien (AP, {Q:}), i = 1,2, zwei strikte Quantisierungen.
Falls 21" = 22 Vh € T und die Abbildung

b 1Q4() = QRN (1.42)

stetig ist auf I Vf € QNl?R, so heiflen die beiden strikten Quantisierungen
dquivalent.

Im folgenden Abschnitt werden wir ein Objekt konstruieren, dass den Be-
griff der strikten Deformationsquantisierung sehr durchsichtig werden lésst.
Dariiber hinaus ist dieser Begriff invariant unter Wechseln zu dquivalenten
Theorien.

1.4 Stetige Felder von C*-Algebren

Der Begriff der strikten Quantisierung stellt eine direkte Beziehung zwischen
den klassischen Observablenalgebren und denen der Quantenmechanik her.
Die Probleme, die bei der Erklérung eines Uberganges zwischen beiden Theo-
rien durch ihre strukturellen Unterschiede auftreten, werden durch die Iden-
tifikation der gemeinsamen algebraischen Strukturen, des Jordan- und des
Lie-Produktes gelost. Einen anderen Schwerpunkt setzt der Begrift der steti-
gen Quantisierung, der in diesem Abschnitt untersucht werden soll. Es stellt
sich heraus, dass die stetigen Felder von C*-Algebren praktisch alle ana-
lytischen Informationen des klassischen Limes enthalten. Den strukturellen

12Siehe hierzu [Lan98]
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Unterschieden wird mit Hilfe eines Vektorraum-Homomorphismus Rechnung
getragen.

1.4.1 Definition. Ein stetiges Feld von C*-Algebren (X, €, {A*, v }rex)
iiber einem lokal kompakten Hausdorffraum X ist eine C*-Algebra €, eine
Familie von C*-Algebren {2*},cx und einer Menge von surjektiven Morphis-
men {p, : € — A*},cx, sodass die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

F1. Die Abbildung = — |[¢.(A)]|| liegt in Cp(X) VA € €.

F2. Die Norm der Elemente A € € ist gegeben durch

IA]l = sup [l (A)]. (1.43)
zeX

F3. Das stetige Feld (X, €, {20%, p,}rex) ist Cy-abgeschlossen, d.h. Vf €
Co(X) und VA € € 3f A € €, sodass

@ (fA) = f(7)p.(A) (1.44)
Ve e X.

Die surjetiven Morphismen ¢, lassen sich als Schnitte des Feldes auffas-
sen.

1.4.2 Definition. Ein Schnitt eines stetigen Feldes von C*-Algebren

(Xa €7 {lev soﬂc}xEX)

ist ein Element {A,},ex € [[,cx &7, fiir das ein Element A € € existiert,
sodass A, = ¢.(A) Vo € X. Die Menge der Schnitte bezeichnen wir mit kurz
mit &.

Man kann die C*-Algebra € mit der Menge der Schnitte identifizieren,
wenn man auf der Menge der Schnitte zunéchst eine *-algebraische Struktur
punktweise erklirt und eine Norm wie in F2l Die Abgeschlossenheit dieser
Operationen folgt aus der Injektivitit der Abbildung

¢:€— 67 @(A) = {pr(A)}zeX7 (145)

welche eine Folge der Surjektivitédt dieser Isometrie ist, woraus auch die Voll-
standigkeit folgt.

Das einfachste Beispiel eines stetigen Feldes erhélt man fiir >A* =2A Vo € X
und € = Cy(X, ), mit p,(A) := A,. Ein solches Feld heifit trivial.
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An dieser Stelle ist es vielleicht hilfreich darauf hinzuweisen, dass im Gegen-
satz zu den Fasern eines Vektorbiindels die entsprechenden Algebren nicht
isomorph sein miissen. Dies verschafft uns gerade den Spielraum, um die
strukturell unterschiedlichen Theorien der klassischen Physik und der Quan-
tentheorie in Beziehung zu setzen.

Wir moéchten den Zusammenhang zwischen dem Begriff der strikten Quan-
tisierung und den stetigen Feldern von C*-Algebren finden. Anstelle eines
Intervalls I haben wir einen lokal kompakten Hausdorffraum X und die
Rolle der Quantisierungsabbildungen, deren Bild dicht liegt (1.39]) werden
von den surjektiven Morphismen ¢, komponiert mit einem Vektorraum-
Homomorphismus Q iibernommen. Ein solcher Homomorphismus ist natiir-
lich notwendig, da Poissonalgebren kommutativ sind, im Gegensatz zu den
C*-Algebren der quantisierten Theorie. Wie schon im Vorangegangenen an-
gesprochen besteht das Problem, dass Poissonalgebren im Allgemeinen nicht
vollstandig sind. Deswegen ist es wichtig, dass der von uns gesuchte Quanti-
sierungsbegriff fiir stetige Felder von C*-Algebren schon durch einen dichten
Teilraum der Schnitte eindeutig charakterisiert wird. Das dies fiir stetige Fel-
der realsiert wird, zeigt die folgende Diskussion.

Stetige Felder von C*-Algebren haben die wichtige Eigenschaft, dass Elemen-
te {Astoex € [ cx &7, die lokal durch stetige Schnitte approximiert werden
konnen und deren Normfunktion in

Fo(X) = {f : X — R| lim || A,] =0} (1.46)

liegt, selbst wieder stetige Schnitte sind. Diese folgende Definition ist etwas
technisch und formuliert lediglich formal die Bedeutung von ,lokal durch
stetige Schnitte approximerbar*.

1.4.3 Definition. Eine Teilmenge § C [[,. A" heifit lokal gleichmdifig
abgeschlossen, falls fiir jedes {Ay}oex € [[,cx &A%, dessen Normfunktion in
Fy(X) liegt und das die Eigenschaft hat: Vy € X und Ve > 0 3{BY} € § und
eine Umgebung NY von y, sodass

sup ||[A, — BY|| <€ (1.47)
zeNY

folgt, dass {A.}rex € §.

Das folgende Lemma zeigt nun die oben angekiindigte Aussage. Die ent-
scheidende analytische Eigenschaft ist dabei die Vollstandigkeit von €.

1.4.4 Lemma. Die Schnitte € eines stetigen Feldes sind lokal gleichmdfig
abgeschlossen. Ist fiir {Ay}eex € [ ex A" die Abbildung (x — ||A, —Cyl|) €
Co(X), VC € €, so folgt A € €.
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Bemerkung. Der erste Teil des Lemmas ist auch wahr, falls man in der De-
finition des stetigen Feldes die Eigenschaften und abschwécht, indem
Co(X) durch Fy(X) ersetzt wird.

Fiir die zweite Aussage wird jedoch direkt von der Stetigkeit von (x —
|A; — By||) Gebrauch gemacht um die Voraussetzungen des ersten Teils zu
zeigen. Um dann folgern zu konnen, dass jedes Element von € die Eigenschaft
des zweiten Teils des Lemmas hat, benotigt man Eigenschaft H[I]

Bemerkung. Es gilt A € € genau dann, wenn
(x = || Az — Cy]) € Co(X), (1.48)
VC e ¢.

1.4.5 Proposition. Sei {™,}.cx eine Familie von C*-Algebren iiber ei-
nem lokal kompakten Hausdorffraum X und € C [, A" eine Teilmenge der
Schnitte, die folgenden Bedingungen gentigt.

1. Die Menge {A,|{As}zex € €} CyA* Yz € X.
2. (x—||A.]]) € Co(X) Vx € X.
3. Die Menge ¢ ist eine *_Algebra beziiglich punktweiser Operationen.

Dann existiert genau ein stetiges Feld von C*-Algebren (€, {A%, o, }rex ), de-
ren Familie von Schnitten € enthdlt.

Die Schnitte des eindeutigen stetigen Feldes wird als die Menge der Ele-
mente gewdhlt, die VC e € erfiillen. Die Morphismen werden durch
die Auswertungsabbildung ¢, (A) := A, und die Norm durch die Supremums-
norm auf den Schnitten definiert. Man zeigt dann mit einem €/3-Argument,
dass diese Menge lokal gleichméflig abgeschlossen ist. Dazu machen wir die
folgende

Bemerkung. Die in der Proposition definierte Menge € ist eine C*-Algebra.
Das angesprochene €/3-Argument liefert ndmlich die Stetigkeit von

wobei (A,)zex die Eigenschaften F1 und F2 erfiillt, da € eine *-Algebra ist.
Die Eigenschaft (1.) in der Proposition gibt uns namlich die Moglichkeit,
zumindest lokal, (A;)zex durch (BY),ex € ¢ zu approximieren. Damit sind
auch Summen und Produkte, sowie Adjungierte auf diese Weise approximier-
bar und es folgt, dass € eine *-Algebra ist. Ebenso sieht man die Giiltigkeit
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von Eigenschaft F3 ein. Eine Cauchy-Folge in € induziert in jeder Kompo-
nente A* eine Cauchy-Folge, welche konvergiert. Die Grenzwerte erzeugen
wieder ein Element in [, 2* und die Dreiecksungleichung liefert die Stetig-
keit in einem Punkt. Mit der Dreiecksungleichung ||A.|| < || A, — AZ|| + || AZ||
folgt dariiber hinaus auch lim, ., ||A:|| = 0. Damit ist € eine C*-Algebra.

Wir sind nun in der Lage, den Zusammenhang zwischen der strikten
Quantisierung und dem Begriff des stetigen Feldes von C*-Algebren zu for-
mulieren. Die Dirac-Eigenschaft ist dafiir nicht notwendig. Falls I ein nicht
kompaktes Intervall ist, so modifizieren wir die Rieffel-Bedingung, indem wir
(h— | Qu(H)]]) € Co(I) Vf € A° fordern.

1.4.6 Satz. Sei (I, A%, {A"}rer, {Qnlner) eine strikte Quantisierung einer
Poisson-Algebra, mit Ausnahme vielleicht von . Ferner sei entweder I
diskret, oder A" = A Vh > 0 und h — Qy(f) stetig beziiglich der Norm von 2.
Dann existiert ein eindeutiges stetiges Feld von C*-Algebren (I, €, {A", or}rer),
dessen Familie von Schnitten die Menge {{Qn(f)}nes|f € A} enthilt. Jede
zu (I, QI(I)R, {4 her, {Qn}ner) dquivalente Quantisierung liefert dasselbe steti-
ge Feld.

Bemerkung. Wir mochten betonen, dass die Auswertungsabbildungen die sur-
jektiven Morphismen des stetigen Feldes definieren. Die Quantisierungsabbil-
dungen sind lediglich Vektorraum-Homomorphismen.

Die Identifizierung der Algebren fiir A > 0 falls I nicht diskret ist, wird
natiirlich durch die Stetigkeit der Abbildung h — Qn(f), f € 2A° notwen-
dig, weil dieser Stetigkeitsbegriff sonst leer ist. Die Eindeutigkeit der Basis
des stetigen Feldes ist eine direkte Konsequenz der Definition der Aquivalenz
von Quantisierungen und der Bemerkung zur Eindeutigkeit im Anschluss an
Proposition [1.4.5
Alternativ zu unserem Begriff einer Quantisierung kann man auch vom Be-
griff des stetigen Feldes ausgehen.

1.4.7 Definition. Sei I C R mit 0 € [ als Haufungspunkt. Eine stetige
Quantisierung einer Poisson-Mannigfaltigkeit P ist ein Tripel

((I7 Q:v {th7 @h}hel); Q[O’ Q)
mit den folgenden Eigenschaften:
L. (I,& {A" pplner) ist ein stetiges Feld von C*-Algebren.

2. A° C C°(P) ist eine Poisson-Algebra, deren Abschluss 2A° Cy(P) ent-
halt.
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3. Q: 2% — ¢ ist eine lineare Abbildung mit Qn(f) == wa(Q(f)) V[ € 9~£0,
Vh € I, sodass Qu(f) = f, sowie Qn(f) = Qu(f)" und Vf,g € A°
erfiillen die Qp, die Dirac-Bedingung (|1.38).

Allgemein definiert eine stetige Quantisierung eine strikte Quantisierung
falls (1.39) erfiillt ist. Umgekehrt gibt uns der Satz Bedingungen, unter
denen eine strikte Quantisierung stetig ist.

1.5 Die Heisenberggruppe und die Metaplek-
tische Darstellung

Dieser Abschnitt mochte einen Zusammenhang zwischen der Bewegungsgrup-
pe klassisch physikalischer Systeme und der Weylquantisierung aufzeigen.
Dazu wollen wir einige Figenschaften der Darstellungstheorie der Heisen-
berggruppe zusammenstellen. Anschliefend werden wir die natiirliche Verall-
gemeinerung der Orthogonalen Gruppe des Ortsraumes R"™ auf das Kotan-
gentialbiindel T*R"™ ~ R?", die Symplektische Gruppe Sp(n,R) und deren
Darstellung auf L?*(R") besprechen.

Beginnen wir mit der Heisenberggruppe. Sei J die 2n x 2n Matrix mit

0 1
J'_<—]l 0>’

soist {f,g} = (Vf,JVg). Diese Poissonklammer induziert eine symplekti-
sche Form w = dq' A dp;. Betrachtet man die Koordinatenfunktionen p;, ¢’
und die identische Funktion auf 7*R™ und berechnet —{, } dieser Funktionen,
so erhilt man die Lie Algebra h,, = R?"*! der Heisenberggruppe H,. Bezeich-

77777

gegeben durch
[P P = [Q, Q) =0, [R, Q] = =0]Z, [P, Z) = [, Z] = 0.

1.5.1 Definition. Die Heisenberggruppe H, ist die eindeutig bestimmte zu-
sammenhéngende und einfach zusammenhéngende Lie Gruppe mit Lie Alge-

bra b,,.
Die in der Physik iibliche Parametrisierung ist fiir u,v € R", s € R
(u,v,8) := Exp(—u@Q + vP + sZ),

woraus mit der Campbell-Baker-Hausdorff Formel direkt

1
(u,v,8)(u, v, ") == (u+ v, v+, s+ + §(uv’ — o)) (1.50)

folgt.
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Bemerkung. Zwischen der Poisson-Algebra der Polynome vom Grad < 1,
P=! und der Lie Algebra b,, wird durch

Plusw,s) (P, @) = vp —uq + s «— vP —uQ + sZ (1.51)

ein Lie Algebren Antiisomorphismus definiert.

Nun wollen wir die fiir unsere Zwecke wichtige Darstellung der Heisen-
berggruppe angeben. Sei A # 0, A € R, so definiert

Uy (u, v, 8)h(x) := e_i’\(”%“”)ei“x@b(x — Av) (1.52)

eine unitére irreduzible Darstellung der Heisenberggruppe auf L?(R"™). Es
léisst sich zeigen, dass fiir A # 0 jede nicht-eindimensionale Darstellung der

Heisenberggruppe équivalent zu ((1.52)) ist.

1.5.2 Definition. Die durch Gleichung (|1.52)) definierte Darstellung nennen
wir Schrodinger Darstellung der Heisenberggruppe.

Bemerkung. Die Darstellung
U (u, v, )(z) 1= e~ METaue—uolyy () (1.53)

ist dquivalent zur Schrodinger Darstellung. Die Aquivalenz wird durch die
Dilatation (V)(z) := A2y (\z) vermittelt, d.h. VUJVT = U,.

Die Darstellung der Lie Algebra b,, ist gegeben durch

dU(QY) = —ixt, dUY (P;) = —)\%, dU(Z) = —i), (1.54)
bzw.
dUA(Q") = —ida', dU\(P;) = —%, dU\(Z) = —i)l. (1.55)

Damit kéonnen wir den Ort- und Impulsoperator definieren.

h 0O
i Oxk’
(1.56)
In der urspriinglichen Version des Satzes von Hepp [I.7.1] wird eine symme-
trische Darstellung der kanonischen Kommutatorrelationen verwendet. Man
erhilt sie durch die Dilatation (V))(z) := h"/*¢)(v/hz). Ort- und Impulsope-

rator haben dann die Form

¢ = ihdUs(Q7) = idU3 (@) = &, PYy, = ihdUy (Py) = idUy; (Py) =

Vi o

qh’j = \/ﬁl'j, pZ = Taxk

(1.57)
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Die Isometriegruppe der symplektischen Form w = dg* A dp; nennen wir die
Symplektische Gruppe Sp(n,R). Es ist M € GL(2n,R) in Sp(n,R) genau
dann, wenn MTJM = J. Die Elemente der zugehorigen Lie Algebra sind
dann charakterisiert durch X € sp(n,R) < JX + XTJ = 0. Fiir X €
sp(n, R) erkldren wir das quadratische Polynom

Px (o) = %(JXO‘, o),

mit o = (p, ¢) und dem euklidischen Skalarprodukt im R?". Die so definierte
lineare Abbildung von sp(n, R) ist bijektiv und man rechnet leicht nach, dass

{Px,Px} = —Px.x1

gilt, d.h. der Isomorphismus ist ein Lie Algebren Antiisomorphismus zwischen
P? und sp(n, R). Wir kénnen ein semidirektes Produkt Sp(n, R) x H,, durch

(M, (u,v,s))(M', (u', 0, 8)) = (MM, (u,v,s)M(u', v, s"))

erkléren. Aus den Antiisomorphismen von b,, und sp(n, R) lasst sich ein Anti-
isomorphismus zwischen sp(n, R) x b,, und P=? konstruieren. Mit Hilfe dieses
Isomorphismus kénnen wir die Bewegungsgleichungen fiir beliebige Polynome
in P=% lésen. Ist X € sp(n,R) x b, und Px das durch den Antiisomorphis-
mums assoziierte Polynom zu X. Erkldart man die natiirliche Wirkung der
Gruppe Sp(n,R) x H, auf T*R™ durch

p(()M,(u,v,s))<0) = Mo + (U, U)a

so gilt
o(t) = Exp(tX)o,

wobei o(t) der von Px erzeugte Fluss und Exp : sp(n, R) x b, — Sp(n, R) x
H,, die Exponentialabbildung ist. Auf Grund des Satzes von Picard-Lindeloeff
ist diese Losung eindeutig. In Abschnitt werden wir diesen Zusammen-
hang verwenden, um die Heisenberggleichungen zweier linear gekoppelter
Harmonischer Osrzillatoren zu 16sen. Dazu wollen wir nun eine integrierba-
re Darstellung der sp(n, R) auf L?*(R™) angeben. Sei P(p;, ¢/, 1) ein Polynom
auf T*R", dann definieren wir

Qi (P(pi, ¢’ 1)) = A[P(P5, Q). 11, (1.58)

wobei A[Ay, ..., A,] == ZweSn Ar1y - .- Army/n!, mit der Symmetrischen Grup-
pe S,. Der obere Index W ist natiirlich nicht zufillig so gewéhlt, sondern eine
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Quantisierungsvorschrift die sich durch formale Anwendung der Weylquanti-
sierung ergibt, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden.

Ein Standardresultat der Darstellungstheorie besagt, dass QY (P) durch Ab-
leitungen wohldefiniert ist als unbeschriinkter Operator auf L?*(R™) mit dem
Raum der Schwartzfunktionen S(R™) als Definitionsgebiet. Ein reelles Poly-
nom P definiert so einen symmetrischen Operator.

1.5.3 Proposition. e Fiir hochstens quadratische Polynome wir durch
V' ein Lie Algebrenhomomorphismus definiert, d.h.

L1 (), O (P)] = QY ({P1. Pa)), (1.59)
VP1,7)2 € P=2,

o dp"(X) := —1+ Q) (Px) liefert eine Darstellung der Lie Algebra sp(n, R)x
0. als unbeschrdankte Operatoren mit invariantem Definitionsgebiet S(R™).
idp"(X) ist wesentlich selbstadjungiert.

e Das semidirekte Produkt der zweifachen Uberlagerung von Sp(n,R),
der Metaplektischen Gruppe Mp(n, R), mit der Heisenberggruppe

Mp(n,R) x H,

besitzt eine Darstellung p auf L*(R"), sodass die abgeleitete Darstel-
lung mit dp” dibereinstimmt.

[} ph an: Ul/h()

Die Einschriinkung von p" auf Sp(n, R) heifit Metaplektische Darstellung.
Aus der Definition des Produktes von Sp(n,R) x H, folgt

(M,0)(1, (u,v,s))(M~1,0) = (1, M(u,v,s)),
was die Fquivarianz

p"(M)Ux(p,q)p" (M) = Ur(M(p, q)), (1.60)

h

M € Sp(n,R), impliziert. Man kann zeigen, dass die Eigenrdume des Pari-
tatsoperators P, Pi(x) := 1)(—x), die Metaplektische Darstellung in irredu-
zible Darstellungen zerlegt. Daher gilt

p"(MYPp" (M) = P. (1.61)

Diese Gleichung werden wir im folgenden Abschnitt bei der Definition der
Weylquantisierung ausnutzen.
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1.6 Weylquantisierung des flachen Raumes

Wie bereits im vorigen Abschnitt angekiindigt, werden wir nun eine Quan-
tisierung angeben, die stetig, strikt und nicht entartet is{°} Dariiber hinaus
ist sie equivariant unter Sp(R) x R*".

1.6.1 Definition. Die lineare Abbildung Q) : S(T*R") — B(L*(R")),

Al (h= [ U 0Pl (162)

rere (TH)"

wobei das Integral in der starken Operatortopologie existiert, nennen wir
Weylquantisierung.

Bemerkung. Die Normierung wurde so gewéihlt, dass QF (1psgn) = 1 gilt.
Offensichtlich bildet Q) den Raum S(T*R™, R) in B(L*(R"))g, die Menge

der selbstadjungierten Operatoren, ab.

Die in der Definition angegebene Darstellung der Weylquantisierung ist
nicht die einzig mogliche. In [Lan98] werden die géingigen Formulierungen
diskutiert und die Zusammenhénge zwischen ihnen hergestellt.

Um den Zusammenhang dieser Quantisierung mit der Bewegungsgruppe der
klassischen Mechanik aufzuzeigen, geben wir das folgende Resultat an. Dabei
vereinbaren wir, dass oy, (f) := f o p?M’w)_1 und

) (A) = p"(M,w) Ap" (M, w)".
1.6.2 Satz. Es gilt V(M,w) € Sp(n,R) x R*" und Vf € S(T*R")

Qi (aara) () = laran (R (1))- (1.63)

Mit anderen Worten ist die Weylquantisierung invariant unter Sp(n, R) x
R*" und die durch a?MM)(QgV( f)) definierten Quantisierungen erzeugen das-
selbe stetige Feld von C*-Algebren, wie die Weylquantisierung. Dabei haben
wir schon einmal vorweggenommen, dass die Weylquantisierung stetig ist.
Dasselbe Ergebnis ergibt sich fiir einfache Hamiltonoperatoren auch im Fall
der Dynamik. Mit der Definition und

al(A) = e " Ao~ wH" (1.64)

gilt mit dem Antiisomorphsimus zwischen P=? und sp(n, R) x h,, das folgende

13Giehe Def.
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1.6.3 Korollar. Die klassische Hamiltonfunktion h sei ein beliebiges reelles
Polynom auf T*R"™ vom Grad < 2 in (p,q). Dann ist der Hamiltonoperator
H" := QY (h) ein wohldefinierter symmetrischer Operator auf dem Definiti-
onsker| S(R™). Es gilt

Qi (a (h)) = a7 (Qy (h). (1.65)

Demnach ist das zur Weylquantisierung gehorende stetige Feld invariant
unter der Zeitentwicklung hochstens quadratischer Hamiltonoperatoren. Da
die Weylquantisierung auch nicht entartet ist, kann man pragnant mit obigem
Korollar sagen, dass die klassische Dynamik und die quantenmechanische
Dynamik im Fall P<? gleich sind.

Die Weylquantisierung léasst sich auch in folgender Form darstellen:

d"pd™y
O ()W) = | TELSI o+ )W)

Das heifit man hat fiir jedes f € S(T*R") eine explizite Darstellung von
QY (f) als Integraloperator, wobei der Integralkern in S(RR?") liegt. Ein Re-
sultat der Funktionalanalysis besagt, dass ein Operator des L?(X, u) eines
beliebigen Mafiraumes (X, ¥, 1) genau dann Hilbert-Schmidt ist, wenn er sich
als Integraloperator mit einem Integralkern aus L?*(X x X,y ® u) schreiben
lasst, [Wer05]. Demnach erhalten wir folgende

1.6.4 Proposition. Die Abbildung Q) ist ein Isomorphismus zwischen dem
Raum der Hilbert-Schmidt Operatoren auf L*(R™) mit Integralkernen in S(R?")
und dem Raum der Schwartzfunktionen auf dem Kotangentialbiindel T*R",
S(T*R™).

Ein weiteres Resultat das Funktionalanalysis besagt, dass der in der Pro-
position angegebene Raum dicht liegt in den kompakten Operatoren. Wir
erhalten also das

1.6.5 Korollar. Das Bild Q)Y (S(T*R™)) liegt dicht in dem Raum der kom-
pakten Operatoren K(L*(R™)) und Q}" ist nicht entartet.

Schliefllich mochten wir noch die Standarddarstellung der Weylquantisie-
rung angeben. Es gilt

Q%V(f):/ d"ud”vf(u,v)U;?(u,v,O). (1.66)
RQTL

14Giehe Kapitel
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Fir f e S(T*R™) haben wir dabei die symplektische Fourier Transformation
f € S(R*") durch Inversion von

f(pv Q) = / d"ud"vf(u’ U)ei(u‘l—”p)
R2n

definiert. Mit dieser Darstellung kann man die Operatorordnung aus dem
vorangegangenen Abschnitt rechtfertigen. Ignoriert man die Testfunktion f
und differenziert nach u und v, so legt die Linearitit von QY die Beziehung
nahe.

Wir wollen kurz motivieren, wieso die Weylquantisierung strikt und stetig ist.
Es liisst sich zeigen, dass Q) ein stetiger Operator auf S(T*R™) ist, wobei
der Schwartzraum als lokal konvexer Vektorraum aufgefasst wird. Wesentlich
ist dabei, dass ein C' > 0 existiert, sodass Vf € S(T*R"™) die Abschétzung

1Y (DI < Cll fllant1.00 (1.67)
gilt, wobei
oo ==Y 110505 flloc (1.68)
|al+|Bl<m

mit Multiindizes o und . Fiir 2 # 1 kann man dieses Lemma verwenden,
indem man

Q' (f) = Q1" (fn), (1.69)

mit fr(p,q) := f(hp, q) setzt. Damit sieht man sofort die Stetigkeit von A +—
QY (f) als Funktion von R\{0} ein, was die Giiltigkeit von Rieffels Bedingung
jenseits der 0 einschlief3t.

Bemerkung. Die obige Ungleichung liefert die Stetigkeit der linearen Abbil-
dungen QY falls wir die Werte von 1 auf eine kompakte Teilmenge I von
R einschrénken, sodass 0 € I. Ist namlich k£ der Betrag der grofiten Zahl in
I den wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit kleiner 1 annehmen, so gilt
offenbar:

[ fall2n+1,00 < Kl fll2n41,00- (1.70)

1.6.6 Satz. Die Weylquantisierung ist eine strikte Deformationsquantisie-

rung von S(T*R™ R) diber [ = R, mit A" =2A = K(L*(R")) fiir h # 0.

1.7 Der Heppsche Limes

Das fiir unsere Absicht, eine zeitabhéngige Bewegungsgleichung zu konstru-
ieren, wesentliche Werkzeug ist eine von Klaus Hepp in einer Arbeit von
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1973, [Hep74], entwickelte Methode, durch einen Limes A — 0 die Dyna-
mik eines quantisierten Systems in die Dynamik des entsprechenden klassi-
schen Systems zu iiberfithren. Nach unserer Kenntnis stellt diese Methode
im Wesentlichen das heutige Wissen iiber einen klassischen Limes der Dy-
namik dar. Der Geltungsbereich der in dieser Arbeit gezeigten Sétze deckt
in grofler Allgemeinheit die in der Quantenmechanik auftretenden Proble-
me ab. Im Rahmen der Quantenfeldtheorie beschréinken sich die Ergebnisse
auf die P(¢)s-Modelle von Glimm und Jaffe, [GJal], [GJb], [Don8&1]. Dieser
Umstand héngt wesentlich an den Schwierigkeiten der Konstruktion nicht-
storungstheoretischer Quantenfeldtheorien.

Zunichst méchten wir einmal das urspriingliche Resultat von Hepp vorstel-
len. Wir betrachten dazu eine Hamiltonfunktion

2

H(m,§) = ;—m+V(§), (1.71)

(m,€) € T*R™ = R?". Falls der Gradient des Potentials Lipschitz-stetig ist
um den Punkt &, haben die Hamiltonschen Gleichungen lokal, d.h. auf
Kompakta, eindeutige Losungen fiir alle Anfangswerte £(0) = £, w(0) = .
Die entsprechende Schrodingergleichung hat im Allgemeinen immer eine glo-
bale Losung, sobald V und Y, (p})?/2m ein gemeinsames dichtes Definiti-
onsgebiet D haben. Die Losungen sind jedoch nicht eindeutig, falls der Ha-
miltonoperator nicht wesentlich selbstadjungiert ist.

In Hepps Hauptresultat treten eine Reihe von Operationen auf, deren Bedeu-
tung einer Erlduterung bedarf. Zunéchst wird eine symmetrische Darstellung
der kanonischen Kommutatorrelationen verwendet, die préazise der Darstel-
lung entsprechen. Das bedeutet insbesondere, dass alle Multiplikations-
operatoren V des L?(R™) mit einem Faktor v/A im Argument skaliert werden
miissen, um ihnen eine physikalische Bedeutung zu geben. Etwas formaler
ausgedriickt heiffit dies, dass die physikalischen Potentialfunktionen geméf
des Spektralsatzes, [RS72], definiert werden als

@ V) = [ V(Role) vla)d, (1.72)

mit dem Definitionsgebiet D := {¢ € H| [ |V (Vhz)|?|¢(z)|*d"z < oc}.
Beim Ubergang zur klassischen Dynamik muss die Information der klassi-
schen Anfangswerte verwendet werden, um schliefllich zu den Losungen des
klassischen Anfangswertproblems zu gelangen. In dem von Hepp erklérten Li-
mes wird diese Aufgabe von den unitéren Operatoren U(mw,§) iibernommen.
Diese Operatoren sind die Weyloperatoren,

Ul(r,€) i= eva™=¢P), (1.73)
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Der Zusammenhang mit den Darstellungen der Heisenberggruppe wird mit

den Bezeichungen des Abschnittes [1.5] durch
(UsCR (u, v, s)1p) (z) == e_i’\(er%“”)ei’\?“xzﬁ(x — )\%v) (1.74)

hergestelltlﬂ. Die abgeleitete Darstellung definiert gerade eine Darstellung
der Lie-Algebra h,,, wie bereits dargestellt. Die erzeugenden Elemente der so
gewonnenen Darstellung von b, sind fiir A = h durch —ip} und i¢™ gegeben
und héngen iiber die bereits angegebenen Dilatation V mit der Schrodinger-
darstellung zusammen. Die Operatoren ¢ := ¢! und p := p! sind gerade Orts-

und Impulsoperator. Auf Grund von Gleichung ((1.74]) gilt offensichtlich
U(m,€) = Ui““(r.£,0). (1.75)

Die physikalische Bedeutung dieser Operatoren liegt in der Tatsache, dass sie
kohdrente Zustinde erzeugen. Das einfachste Beispiel eines kohdrenten Zu-

standes ist die Anwendung von U"(7r, £) auf den um a verschobenen Grund-

r—a 2
zustand des harmonischen Oszillators ¢,(x) = const.e~ 53" ,

. 1 (zfafﬁ_l/Qz)Q
UM, €)a(z) = const.esnel *™e™ 2

Die lineare Hiille der Menge {1,]a € R"} liegt dicht in L*(R") und bildet
eine Menge von analytischen Vektoren[™| fiir ¢ und p, [RS75). Man rechnet
auf dieser Menge sofort die Beziehung

U, &) (p, ) UM, O = (p+ 2w, q + b 2€) (1.76)

nach. Aus dieser Gleichung folgt auch sofort, dass Ort und Impuls in kohé-
renten Zustdnden minimale Unschérfe besitzen.
Mit diesen Vorbemerkungen und Bezeichungen gilt der

1.7.1 Satz (Hepp). Seien (m,£)(t) Losungen der Hamiltonschen Gleichungen
auf dem Kompaktum [T, T), T > 0. Sei V eine C?**°-Funktion, 6 > 0, in
einer Umgebung von &(a, t) und auferdem [ |V (z)|2e= 1@ Ny < oo fiir ein
p < oo. Mit H" bezeichnen wir die selbstadjungierte Erweiterung von

N
()?
2m

7

_H

+V(q") in L*R*) und Uy(t) = e &

=1

5 Der Index ,,sCCR* steht fiir symmetric canonical commutation relations.
SEin Element ¢ € C*(A) := (o, D(A™) heit analytischer Vektor von A, falls

0o |lA"¢ll4n
Dot <00
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Dann gilt V(r, s) € RSN gleichmdpig auf kompakten Teilintervallen von {|t| <
T} in der starken Operatortopologie:

1 1
B U VTR ()il 26+ s(o—h Fx() b g\ 7h _ ilra(t)+sp(t))
s-lim U™ (m, )T U7 (t) e UM U(m, &) =e :
(1.77)

s-lim U"(, OUME) e P UN U (7, €) = e réWHsm(®) (1.78)

Dabei sind (p(t),q(t)) Losungen der Heisenberggleichungen des um die klas-
sische Bahn linearisierten Hamiltonoperators

1) = 2 4 L Hess(VE(0)a

Die Idee des Beweises besteht in einer ,,Entwicklung®* des Hamiltonopera-
tors um die klassische Bahn gemé&f

H"/h = HENt) + HMt) + HE (1) + H2(1).
Dabei sind die einzelnen Terme gegeben durch
Hy'(t) := A (n(t),£())/h,

HP(t) == ”“)(p;%f”“” +VV(E()) (g — B 2E(t)hz,

b= Z;ﬂ(t))Q + (g — h 2€(t)) Hess VI(E(1)) (g — h2£(1)),

und dem Restterm H}(t). Man kann dann auf der linearen Hiille der Hermi-
tefunktionen Herm(R™) den unitiren Propagatoy!|

HIt) =

Ukt) =T ot o drH(7)

durch seine stark konvergente Dysonreihe erkléren. Dieser Operator definiert
einen Automorphismus durch

UM (" + 7 (1), "+ £0)UT(t) = O+ 7.¢" + &) (1.79)

wie man durch direkte Rechnung auf Herm(R™) bestétigt. Damit kann man
die Behauptungen des Satzes umformulieren und das Problem auf die starke
Konvergenz

s}—iliron Wh(t,s) = W(t,s)

17Gjehe Abschnitt
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zurilickfithren. Dabei ist
Wi(t,s):=T =i Je Hm)dr
mit dem linearisierten Hamiltonoperator des Satzes [1.7.1| und

t
i [ HE (r)dr

Wh(t,s) .= UM, ) UMHOTUt — s)UM(s)UM (7, €)e

Im Fall des Harmonischen Oszillators gilt W" = W unabhiingig von A. Die
erste Behauptung des Satzes gibt die Korrektur erster Ordnung an. Durch die
oben angesprochenen algebraischen Operationen und den Beweis des Satzes
wird folgende formale Beziehung nahe gelegt,

U, )1 (", @YU U" (r, €) = (m(t)+VFp(t), € <t>+ﬁq<f>>+0<17+5>'

(1.80)
Im Fall des Harmonischen Oszillators verschwindet der Term (’)(1—;5). Man
hat in diesem Fall das einfache

1.7.2 Korollar. Fir eine beschrinkte, um &(t) stetig differenzierbare Funk-
tion f gilt

H[%(Uh(m O f (MU U (m,€) — f(ER))) = FE®)a(t)]¢al — 0
(1.81)

fiir h — 0.

Bewers. Nutzt man die algebraischen Relationen aus, so ist

lim II[%(f(ph +&(1) = £(E(1)) — [/(€@)a]W (£, 0)¢]| =— 0

zu zeigen. Die Giiltigkeit dieser Gleichung ist aber offensichtlich auf Grund
des Funktionalkalﬁlﬁ und der stetigen Differenzierbarkeit von f. ]

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir noch angeben, wie sich dieses
Theorem in den konzeptionellen Rahmen dieses Kapitels einfiigt. Wir moch-
ten fiir die Weylquantisierung eine vereinfachte Version des Satzes von Hepp
angeben. Dazu nehmen wir an, dass die Hamiltonfunktion J# in S(7T*R™)
liegt. Mit den Bezeichnungen dieses Kapitels gilt die

18Giehe Abschnitt
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1.7.3 Proposition. Fir f € A° nehmen wir an, dass o2(f) € A° fiir alle t
und dassVf € S(T*R™) (f) eine stetige Funktion int in der lokal konvezen
Topologie von S(T*R™) ist. Dann gilt auf kompakten Zeitintervallen [t| < T
gleichmapig in t

lim [|Q}F (af(f)) — af (O (M) = 0. (1.82)

Beweis. Wegen ((1.67)) und ist die Weylquantisierung fiir jedes h € [
eine stetige lineare Abbildung von dem lokal konvexen Vektorraum S(T*R")
nach B(L?(R"™). Aus Theorem V.5, [RS72], wissen wir, dass S(T*R™) metri-
sierbar ist und Theorem V.9 liefert die Vollsténdigkeit, d.h. S(T*R") ist ein
Fréchet Raum. Die Gleichung impliziert die gleichmiflige Beschriinkt-
heit der Weylquantisierung auf I. Es gilt

t

QU (@) — al(Q (1) = [ dsal (QY (2(1)

= [asale, (@ (1.0 - 410K (), O (2N )

Automorphismen zwischen C*-Algebren sind normerhaltend. Daher kénnen
wir mit der Monotonie des Integrals diese Differenz in der Norm durch

t
/ ds
0
abschétzen. Wegen der Dirac Bedingung konvergiert der Integrand
punktweise gegen 0 und die Familie linearer Abbildungen in A

O (. 02(f)}) [Q?(%»Q%S(f))]H

!
h

an = Qy ({H..}) — +[QF (), Qi ()]

1

R
ist gleichméfig beschrinkt, weil die Weylquantisierung es ist. Auf Grund der
Stetigkeit von o?(f) in der Topologie von S(T*R") ist diese Familie von
Funktionen beschrankt fiir jedes f € S(T*R"™) und wegen der gleichméfigen
Beschrinktheit von ay ist ||azo al(f)|| eine Familie gleichstetiger Funktionen
von [=T,T| nach R*. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt die gleichméBige

Konvergenz des Integranden beziiglich s und damit die Behauptung. O

Bemerkung. Der Argumentation in Proposition 2.7.3, [Lan98|, einer &hnliche
Aussage fiir beliebige strikte Quantisierung konnten wir uns nicht anschlie-
Ben.
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Diese Proposition besagt also, dass das stetige Feld von C*-Algebren inva-
riant unter der Dynamik ist. Allerdings war hierfiir die Annahme nétig, dass
die Dynamik stetig in der Topologie von S(T*R") ist. Eine direkte Ubertra-
gung des Heppschen Satzes in die Sprache der hier dargestellten Quantisie-
rungstheorie wird in [Lan98] angegeben, jedoch bringt diese Umformulierung
keine neuen Erkenntnisse.



Kapitel 2

Asymptotisch offene Systeme

In diesem Kapitel sollen einige Konsequenzen unserer Arbeit diskutiert wer-
den und eine Verbindung zu einer Methode von Howland aufgezeigt werden.
Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist die Beobachtung aus Kapitel |,
dass bei gekoppelten Systemen in der klassischen Mechanik eine Entkopplung
stattfinden kann, sobald eines der beiden Systeme ,sehr grof3* gegeniiber dem
Zweiten wird.

Im Rahmen der klassischen Mechanik ist das Konzept von Teilsystemen ma-
thematisch gut zu beherrschen, da die Hamiltonschen Gleichungen eine direk-
te Identifikation der Teilsysteme ermoglichen und eine allgemeine Losungs-
theorie fiir die physikalisch relevanten Fille existiert. In der Quantenmecha-
nik hingegen sind die Heisenberg-Gleichungen analytisch nur in Spezialfiallen
zu kontrollieren. Aus diesem Grund wollen wir den Aspekt der ,asymtoti-
schen Freiheit* des groflen Systems zunéchst klassisch untersuchen.

Im Fall der Quantentheorie kommt noch ein weiterer Gesichtspunkt zum Tra-
gen, wenn man an der Konstruktion einer zeitabhingigen Schrodingerglei-
chung, welche eine invertierbare Zeitentwicklung beschreibt, fiir das kleine
System interessiert ist. Das grofle System muss klassisch werden. Der Li-
mes, der dies bewerkstelligt ist der Hepp-Limes. Wir werden am analytisch
beherrschbaren Beispiel gekoppelter harmonischer Oszillatoren illustrieren,
dass die ,,asymptotische Freiheit® des grofien Systems automatisch durch die-
sen Limes gewéhrleistet wird. Damit ist der partielle Hepp-Limes genau der
Limes, in dem die Vorstellung der Kopplung eines groflen Systems an ein
Kleines tatséchlich zu einer zeitabhéngigen Schrodingergleichung fiihrt.
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2.1 Asymptotisch offene klassische Systeme

Wir wollen die Diskussion aus Kapitel | mathematisch prizisieren[]] und die
Definition eines asymtotisch offenen klassischen Systems festhalten.

2.1.1 Definition. Sei U C R” eine offene Teilmenge, I C R ein offenes
Intervall und f : U x R — R™ eine stetige, beziiglich der ersten Variablen
lokal Lipschitz stetige Abbildung. Dann definiert

d
%U@,tg,uO) = f(U(t,to,uO>,t) (21)
fir alle t € I und

U(to, to, UO) = Ug (22)

ein Anfangswertproblem. Eine stetig differenzierbare Funktion u : I — R die
diese Bedingungen erfiillt nennen wir Ldisung des Anfangswertproblems. Soll
die Abhdngigkeit der rechten Seite von f ausgedriickt werden, so schreiben
wir u(t, to, ug, f). Hingt f von Parametern A € Y ab, wobei Y ein metrischer
Raum sei, so bezeichnen wir die Abhéngigkeit der Losung vom Parameter
mit u(t, to, ug, A).

Der Raum der lokal Lipschitz stetigen Funktionen Lip(U x I) auf U x [
besitzt eine Metrik dj, beziiglich derer der folgende Satz gilt.

2.1.2 Satz (Stetige Abhéngigkeit). Fine Liosung des Anfangswertproblems

, u(t, to, ug, f) ist stetig in allen Variablen.

Bemerkung. Diese Aussage bleibt auch richtig, falls man den Satz von Peano
zu Grunde legt und f € C(U x I) ist.

Hieraus erhélt man das fiir unsere Zwecke wichtige

2.1.3 Korollar (Stetige Abhéngigkeit von Paramtern). Sei (A,dy) ein me-
trischer Raum, U C R™ offen, f : U x R x A — R"™ stetig und fiir festes
(t,\) € R x A beziiglich u lokal Lipschitz stetig. Dann ist u(t,ty, ug, \) stetig
in allen Variablen.

Bemerkung. Falls der metrische Raum A = R™, m € N, ist und f k-mal
stetig differenzierbar ist, so ist auch wu(t, ¢y, up, A) k-mal stetig differenzierbar
nach allen Variablen.

'Wir greifen auf Standarddefinitionen der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
zuriick, wie man sie etwa in [Lau05] findet.
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Als Néchstes wollen wir eine autonome Differentialgleichung

d (x(t)
- = t),y(t),\) € R" x R™, 2.3
i (00) = 10003 € B x 23)
betrachten. Der bequemeren Notation wegen sei A € R!. Die Koordinaten
der Teilsysteme beschreiben wir durch x € R" fiir das “grofie” System und
y € R™ fiir das “kleine” System. Ferner seien g : U — R", h: U x V — R™
lokal Lipschitz stetige Abbildungen, U C R™, V C R™ offene Teilmengen,

sodass
lim (.4, 3) = (h“{f;)) ,

gleichméflig auf Kompakta K C U x V. Den Flufl der Differentialgleichung
(2.3) bezeichnen wir mit F}(x,y) und nehmen an, dass er vollstindig ist,

sodass
FoF) = F\,, (2.4)

VA gilt. Den Fluf3 von
(t) = g(x(t))

schreiben wir als G¢(z) und die Schar von Losungsabbildungen von

y(t) = h(z(t),y(1))
als H*

(1) (¥), wobei z(0) = =z sel. G ist vollstdndig und erfiillt daher wie-
der eine Beziehung der Form 1} Die Losungsabbildung H7 , ) gentigt der
Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Hi o HE = Hj . (2.5)

Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass U = R", V = R™ gilt.
Wir mochten die Dynamik der Observablen im Sinn von Abschnitt [I.2] be-
schreiben. Dazu definieren wir auf der Poisson-Algebra C*°(R" x R™, R) eine
Familie von Automorphismen durch

(2 () (2, y) = u(F(,y)). (2.6)

In Gleichung erkennt man, dass die Parameterabhéngigkeit eine asymme-
trische Wechselwirkung induziert, d.h. man kann keine gemeinsame Poten-
tialfunktion fiur (x,z,x3) angeben und das Gesamtsystem ist nicht mehr
Hamiltonsch’. Solange \; # 0, i = 1,2, kann man diese Gleichung mit Hilfe
einer linearen Transformation wieder in eine Hamiltonsche Form iiberfiihren.
Fiir A = 0 ist dies nicht mehr moglich. Das Teilsystem bestehend aus dem
Teilchen x5 ist ein offenes System.
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Die notwendige Bedingung fiir Integrabilitit bedeutet in der Sprache von
Differentialformen, dass die durch die rechte Seite in Gleichung definierte
Einsform, w(z1, xe, x3) = digp(21, x2) +dsv(xy, T2, x3), geschlossen sein muss.
Dabei bezeichnen wir mit dyy := dx; + dry und ds die Differentiale der Ko-
ordinaten von x1, x5 und z3, die Nullformen (Potentiale) mit g und v. Dann
gilt fir A=0

dw(xy, T9,x3) = dyodsv(x1, e, 23) # 0.

Wegen dyadiapi(xy, 22) = 0 ist es moglich in diesem Beispiel Gy als Hamilton-
schen Fluss zu erkléaren.

Kehren wir zu unserer Differentialgleichung zuriick und fordern in Ana-
logie zu unserem Beispiel, dass G; ein Hamiltonscher Fluss mit Hamilton-
funktion 7 ist. Dann gilt mit Gleichung beziiglich der Projektionﬂ Th
auf R"

Q0(w) (2, y) = 7 (W) (2, ) = Va(Gi(), y)Calw) = (2, G,
2.7

Vu € C*(R™ x R™ R).
Wir interessieren uns fiir die Struktur des Flusses F; := F?, d.h. fiir den Zu-
sammenhang von F; und H ), um schlieflich die Dynamik auf der Poisso-
nalgebra C*°(R" x R™, R) durch die Dynamiken der Teilsysteme ausdriicken
zu konnen. Der auf R™ projezierte Fluss, T} := m,,(F}), geniigt der Gleichung

Ti(w,y) = H0)(y)- (2.8)

Dariiber hinaus gibt es einen Zusammenhang von H (t.5) und G,, den wir ge-
nauer angeben wollen, weil er uns in einer analogen Form im Fall der Quan-
tenmechanik begegnen wird.

Zunéchst miissen wir die Abbildungen G und H zu Abbildungen auf R" x R™
fortsetzen. Dazu definieren wir V¢, s € R

G, R"xR™ — R"xR™
(x,y) = (Gt(m>7y)

und

H(t,s) R"xR™ — R"xR™
<x7y) = <x7Hért,s)<y>>

Bemerkung. Die Gruppeneigenschaft, (2.4), von G; und die Chapman-Kol-
mogorov-Gleichung, 1} fir H (t.9) ibertragen sich auf Gy, bzw. H ).

2Mit {, }»,, bzw. {, }m bezeichnen wir die Poisson-Klammern beziiglich R™, bzw. Ry,.



44 Asymptotisch offene Systeme

Es gilt die folgende

2.1.4 Proposition (Kovarianz). Es gilt Vr,s,t € R

H(t+r,s+r) = G—T]:I(t,s)Gr- (29>
Beweis. Wegen

(G Hip G, (,y) = (2, H' S (1)), ¥(z,y) € R" x R™

miissen wir H{j, . (y) = Hg:s()z) (y) zeigen. Sei || - || eine Norm in R™ x R™,
dann gilt

t

Gr(x x
HHt+rs+r)(y) - H(t,s() )(ZJ)H < /dTHh( T+7"< ) H(‘r+r,s+r)(y))

Lip.ste. .
S M/dT||H(T+T,S+T) (y)

Gr(z
0 (Gronwallsches Lemma).

IA

[]

Diese Proposition ermdoglicht uns eine Interpretation von Howlands Me-
thode, [How74], in unserem physikalisch motivierten Rahmen. Dazu definie-
ren wir eine Abbildung 3

Bt = H(O,_t)G_t. (2.10)

Mit Hilfe von Proposition gilt dann

BioB, = Hy_yG_Hp oGy

= H(O,—t—s) é—t—s ’

d.h.
Bt O B = Bt+5. (2].].)

Die Abbildung B; ist nicht die einzig mogliche Definition einer Einparameter-
gruppe durch Komposition der Abbildungen H(t s) und G,, auch wenn man
von der Mehrdeutigkeit beziiglich des Anfangswertes s absieht. Eine zweite
Moglichkeit ist o

T, = G\, (2.12)
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denn o ) o o
TioT, = Gt G H Gt+sH(t+s,o)-
Dann erhalten wir das folgende
2.1.5 Korollar. Es gilt T, = F,, Vt € R.
Beweis. Es gilt V(z,y) € R x R™ und Vt € R
CTi(ry) = (Cula), g (1) = CFi(ry).
sowie TO = Fy. O

Nehmen wir an, dass die Bewegungsgleichung des kleinen Systems von
einer zeitabhingigen Hamiltonfunktion .#*(¢) herrithrt, so kénnen wir im
Sinne von Gleichung sofort die algebraische Formulierung der Bewe-
gungsgleichungen angeben. Nach Gleichung folgt fiir A =0

%X?(U)(Ia y) = ubn(Fi(z, ) + {°(), upm(Fi(2,y). (2.13)

Die Zeitabhéangigkeit der Hamiltonfunktion J#* kommt natiirlich von dem
Fluss Gy, d.h. es gibt eine Funktion £ : R” x R™ — R, sodass

HE(tyy) = (Grk) (2, y).
Damit kénnen wir den zweiten Summanden in (2.13)) auch umschreiben als

(Gi{k, (Guw) ) (Gulw), His ) () = {k, (Gruw) bon(Gul0), H g (3)

und erhalten somit eine zeitunabhéngige Derivation, beschrieben durch den
Liouville Operator L, [RST5], mit

(Lu)(z,y) = {k, upm(z,y).
Die Differentialgleichung ([2.13) ist also gleich

d

%X?(U)(I,y) = ({0 ub) (@ y) + () 0 o 0 Lol (uw))(w,y). (2.14)

Diese Differentialgleichung wollen wir als charakteristische Eigenschaft eines
asymptotisch offenen Systems ansehen und definieren daher mit obigen Be-
zeichungenﬂ:

2.1.6 Definition. Eine Losung XY der Gleichung (2.14) nennen wir asym-
ptotisch offenes System.

3Wir legen uns bewusst nicht auf einen bestimmten Losungsbegriff fest, denn die Cha-
rakterisierung des ,richtigen“ Losungsbegriffes ist ein offenes Problem. Jedenfalls wollen
wir eine geeignet stetige Familie von Automorphismen erhalten, die obige Gleichung erfiillt.
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2.2 Asymptotisch offene Quantensysteme

In diesem Abschnitt wollen wir das zuvor besprochene Verfahren zur Kon-
struktion einer nicht-autonomen Dynamik auf die Quantenmechanik iibertra-
gen. Wie bereits zu Beginn des Kapitels angedeutet ist es notig zwei Aspekte
zu realisieren, um ein asymptotisch offenes Quantensystem zu erhalten. Ei-
nerseits mochten wir in Analogie zum vorigen Abschnitt einen Limes iden-
tifizieren, in dem die Dynamik des groflen Systems unabhéngig von der des
kleinen Systems wird und fiir das kleine System die Bedeutung einer dufleren
Zeitabhéngigkeit erhélt. Andererseits mochten wir fiir das Teilsystem eine in-
vertierbare Zeitentwicklung erhalten, was durch eine unitére Zeitentwicklung
des Teilsystems geleistet wird.

Wir werden sehen, dass beide Aspekte durch eine Anwendung des Heppschen
Limes realisiert werden. Schliefflich stellen wir ebenso wie im vorangegange-
nen Abschnitt fiir asymptotisch offene Quantensysteme einen Zusammenhang
zu Howlands Methode her.

Beginnen wir mit dem explizit 16sbaren Beispiel zweier linear gekoppelter
Harmonischer Oszillatoren.

2.2.1 Gekoppelte Harmonische Oszillatoren

Zunéchst wollen wir einmal das Problem formulieren. Gegeben ist ein Tensor-
produkt von zwei Hilbertraumen H; ® Hs, wobei das Tensorprodukt gemif3
[RST2] erklért ist. Falls nicht explizit etwas Anderes gesagt wird, identifizie-
ren wir stets H; = L*(R), ¢ = 1, 2. Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

Hel+1® H +ki"®q, (2.15)

2

wobei H; := 2”—;—1— MZW, Hy = 5—;—1—7”7“, sowie ¢ := v/hq. Die Wohldefinition
dieses Operators ergibt sich aus der Darstellungstheorie der Metaplektischen
Gruppd’l Dariiber hinaus folgt daraus die wesentliche Selbstadjungiertheit,
oder aber aus der Diskussion in Abschnitt 4.1} Den Abschluss dieses Opera-
tors bezeichnen wir mit H". Nach dem Spektralsatz, [RS72], erzeugt H" eine
stark stetige Einparametergruppe geméf

Un(t) = e,

Wir wollen wie in Gleichung eine asymmetrische Wechselwirkung reali-
sieren, die suggestiv durch den Parameter A kontrolliert wird, welcher ein

4Siehe Abschnitt
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relatives MaB fiir die beteiligten Wirkungen ausdriicken soll. Die Heisenberg-
Gleichungen lauten dann:

(L ®q)(t) 0 .5 0 0 (1®4q)(t)
afa ®p)() e 0 k0| | Aep)() (2.16)
dt | (" ®1)(t) 0 0 0 g]|(en®

(p" ® 1)(t) Rk 0 —MQ* 0 (P"®1)(t)

Wie im Fall der klassischen Physik kann man durch eine einfache Transfor-
mation dieses System in Eines mit symmetrischer Wechselwirkung transfor-
mieren.
In Anlehnung an den klassischen Fall erhebt sich die Frage, wie man einen
Limes h — 0 erkldaren kann, sodass eine einseitige Entkopplung stattfinden
kann. Eine Mdoglichkeit besteht in der Anwendung des Heppschen Limes be-
ziiglich der ersten Komponente.
Wie in Anschnitt dargestellt, basiert der Heppsche Limes auf der starken
Konvergenz von

Shl_l)rgl Wh(t,s) = W(t,s). (2.17)
Wenn wir diesen Operator durch W"(¢, s)®1 auf dem Tensorprodukt H;®Hs
erkliiren, so konnen wir den Limes fiir die Operatoren (¢" ® 1)(¢), (p"®1)(t)
durchfithren. Der in W"(¢, s) eingehende Hamiltonoperator ist H; und W (¢, s)

ist in diesem Fall gleich
6—’i(t—8)H1 .

Die formale Beziehung|

Un(m, ) UM U OUMr,€) = €(t) + Wt 0)t"Wh(z,0)
= &(t) + Vhg(t) + O

vereinfacht sich fiir Harmonische Oszillatoren zu
U, )TN0 " UM OU" (7, €) = £() + Vha(?)
und analog fiir p". Fiir das Folgende vereinbaren wir die Abkiirzung
q;(t) = UM(m, )'U"()'¢"U" (U (7, )

und genauso fiir p”(¢). Dabei soll x = (£, 7) sein. Im Fall gekoppelter harmo-
nischer Oszillatoren gilt eine analoge Beziehung. Bezeichnen wir mit X" die

5Siehe (L.80).
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Koeffizientenmatrix in (2.16)), so ist die eindeutige Losung gegeben durch

(1® )t 194
Lep) | _ | Lo
(¢"® 1)(1) @1
(v @ 1)(1) Prel

Die adjungierte Wirkung, Adyn x ¢)z1, transformiert die Losung geméafl

(1@ q)(t) 0 (1 ®q)(t)

Lep)(t) | _ 0 L @ep@)
(g ®L)(¢) (¢"®1)(t) &(t)
(P @ 1)(t) @"®1)(t) 7(t)

Der Grenzwert i — 0 liefert

(1®q)(t) 1®q
(1 ?(f)) (O _ xo | T ‘?p . (2.18)
m(t) T

Wir sehen also, dass der Heppsche Limes wie gewiinscht eine ,einseitige®
Entkopplung des Systems liefert; das groBe System ist asymptotisch fref}

(0 i)

t g ™

o \ MW 0 N
(0
—MQ? 0

Damit geniigt der Heppsche Limes zumindest einer der beiden Anforderun-
gen an den von uns gesuchten Limes. Der Grenzwert ist gegeben durch einen
ungekoppelten klassischen Oszillator fiir das grofie System und ein von einer
periodischen Kraft getriebener quantenmechanischer Oszillator fiir das klei-
ne System. Um einzusehen, dass er auch eine unitére Zeitentwicklung liefert,
werden wir eine Familie von unitdren Propagatoren identifizieren, deren Er-
zeuger den des kleinen Systems approximieren.

Zunéachst miissen wir also £ *(t,y) im Fall der Quantenmechanik bestimmen
und wir werden uns dabei an dem Beispiel der gekoppelten Harmonischen

X0t

Interessanterweise sind die Eigenfrequenzen des einseitig entkoppelten Systems diesel-
ben wie im Fall ungekoppelter Oszillatoren.
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Oszillatoren orientieren. Betrachtet man als Ausgangspunkt die zeitliche Ab-

leitung der Losung ([2.18]),

(1L ®q)(t) 0 5 0 0\ /1®q()

Tep)@®) | _[-mw® 0 k 0 (T®p)(t)
&(t) 0 0 0 5 SO
7(t) 0 0 —MQ?* 0 m(t)

so erkennt man, dass diese Differentialgleichung vom klassischen Analogon
des Operators H; und dem Operator

1® Hy+ kE(H)1 ® q, (2.19)

dessen selbstadjungierte Erweiterung wir Hg(¢) nennen wollen, erzeugt wird.
Dieser Erzeuger ist die genaue Entsprechung von J£*(t, y). Man erhélt diesen
Operator durch den Heppschen Limes von

1@ Hy + kd"(t) ® q (2.20)
auf Herm(R) @ Herm(R), wobei
qh(t) — eitquhe_itHl.

Dieser Limes existiert, weil die adjungierte Wirkung von U (h_%oz) den Ope-
rator ([2.20f) in den Operator

1@ Hy+kq"(t) @ q=1® Hy + kq"(t) @ ¢ + k(1)1 ® ¢ (2.21)
iiberfithrt. Demnach erwarten wir, dass
H-lim "1 &= — (¢, 0) (2.22)

gilt, wobei U(t, s) der unitére Propagatoxﬂ ist, der die Gleichung

i%U(t, ) = Hs(t)U(t, )

16st. Das eine solche Losung existiert ist eine Konsequenz des Satzes von

Yosidaﬂ Im Fall der gekoppelten Harmonischen Oszillatoren ist die Konver-

genz (2.22) ein Spezialfall der Resultate von Abschnitt .2, Auf Herm(R) ®
Herm(R) hat der Propagator U (t, s) die Form 1®x, d.h. unter der Abbildung

We - B(Hl X Hg) — B(Hz),
mit ¢ € Hy, ||¢]| =1 und
(Xa W¢(A)¢)H2 = <¢ ® X A¢ ® w)H1®H27 (223)

Vx, ¥ € Hy erhalten wir wieder einen unitéren Propagator. Damit besitzt der
Heppsche Limes auch die zweite von uns geforderte Eigenschaft.

7Siehe Definition
8Die Details finden sich in Abschnitt [4.2
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2.2.2 Howlands Methode und asymptotisch offene Quan-
tensysteme

Die folgenden beiden Kapitel beschéftigen sich unter anderem mit der Giil-
tigkeit von ([2.22)), wihrend wir an dieser Stelle Konsequenzen aus den dort
dargestellten Resultaten ziehen. In Kapitel 3] liefert Satz eine allgemeine
Konvergenzaussage fiir den Fall, dass die Kopplung und der Hamiltonopera-
tor des kleinen Systems beschréinkt sind. Der Einfachheit halber beschréanken
wir uns auch hier auf diesen Fall. Ausgangspunkt ist wieder das Tensorpro-
dukt H; ® Hy und der Operator

1
ﬁHf®]l+]l®H2 + K(q¢",q). (2.24)

Satz stellt die Konvergenz (2.22)) sicher. Der Grenzwert ist gegeben
durch die unitéaren Propagatorenﬂ U, (t,s), mit dem Erzeuger

1® Hy+ K(&(1),q).

Wir verwenden hier konsequent die Schreibweise aus Abschnitt[1.2] d.h. unter
&(t) verstehen wir den Hamiltonschen Fluss G; des freien Systems zur Zeit
t, mit dem Anfangswert . Die Hamiltonfunktion ist gegeben mittels einer
formalen Ersetzung des Hamiltonoperators H* durch die entsprechende Ha-
miltonfunktion.

Unser Vorgehen entspricht dem des klassischen Problems. Zuné&chst soll also
ein Zusammenhang zwischen dem klassischen Fluss G und der durch U, (¢, s)
definierten Zeitentwicklung des kleinen Systems aufgezeigt werden. Dazu kiir-
zen wir den Erzeuger von U, (t,s) durch A(z(t)) ab, wobei x = (£, 7). Um
die gegebenen Objekte angemessen beschreiben zu kénnen, betrachten wir
die C*-Algebra Cy(P,B(H2)), wobei P die flache Poisson-Mannigfaltigkeit
T*R™ ist und die Norm durch die Supremumsnorm gegeben ist. Auf dieser
Algebra definieren wir einen Autmorphismen-Kozykel 7, ; durch

(5. ) (@) == Ady, s.0) f (). (2.25)
Der Fluss G erklart iiber
(Bef)(2) = [(Ge(x)) (2.26)

eine Einparameter-Automorphismengruppe. Hierfiir nehmen wir wieder die
Vollstiandigkeit des Flusses G an. Die unitdren Operatoren U, (¢, s) werden
durch die Dysonreihd™| dargestellt. Eine Standardrechnung zeigt

Ady, (1) f(a) = Te  fraradace f(z), (2.27)

Yo := &+ im.
10Gjehe Abschnitt
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Das Symbol ad 4(,) bezeichnet die adjungierte Darstellung der Algebra, d.h.
ada() f(x) = [A(z), f(x)] und T ist das zeitgeordnete Produkt, d.h. dies
ist einfach eine abkiirzende Schreibweise fiir die Dysonreihe. Wir halten die
einfache aber wichtige Konsquenz fest.

2.2.1 Proposition. Es gilt 0y s1r = BrNesB—r-

Beweis. Anwenden der Definition und der Substitutionsregel liefert

(Nesrser ) (@) = Ady,@grstr) f(2)
T et e dmadaeon f(z)
= Tetledradacen) f(z)
= B, Teliddaemng_, f(z).
O

Bemerkung. Das im Vergleich zur klassischen Situation umgekehrte Vorzei-
chen von r kommt durch die unterschiedliche Wirkung der Familien von Au-
tomorphismen auf die jeweilige Funktionenalgebra. n wirkt auf das Bild f(x)
und hingt vom Punkt x ab.

Zusammen mit der Kozykel-Eigenschaft von 7, ; kénnen wir nun eine Ein-
parametergruppe von Automorphismen erkléren. Auch hier ergeben sich un-
abhingig vom Anfangszeitpunkt noch mehrere Kombinationsmdoglichkeiten,
je nachdem welche Zeitrichtung man betrachtet und ob man den klassischen
Fluss mit 1 komponiert oder umgekehrt. Wir definieren

a(f) = nosBef- (2.28)
Mit der Proposition bestétigt man sofort
g = O O Og.

Kommen wir zur Bewegungsgleichung der Einparametergruppe a;. Um oy
differenzieren zu konnen miissen wir uns auf einen dichten Teilraum von
Co(P,B(Hz)) beschrianken. Da die Erzeuger von U,(t,s) beschrénkt sind,
d.h. A(.) € C(P,B(Hz)), kommt es nur auf das Definitionsgebiet des Erzeu-
gers von (3; an. Bezeichnen wir wie im vorigen Abschnitt mit .7 die Hamil-
tonfunktion, die G; erzeugt, so miissen wir eine Poissonklammer auf einem
Teilraum von Cy(P,B(H,)) erklaren. Ein Ausdruck der Form {77, f}(x)
ist sicher dann sinnvoll, wenn f € C3(P,B(Hz)) liegT] Damit gilt also
Vf S C(%(P7%<H2>>

d

(@) = (A, [1)(2) —i(Be 0 adag) B¢ 0 arf) ().

1'Wir meinen hier Fréchet-differenzierbar, [Wer05].
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Im Allgemeinen wird ad 4 durch eine (punktweise) unbeschrénkte Derivati-
on ¢ ersetzt, d.h. die Bewegungsgleichung lautet

d

(@) = (A, f})(@) —i(Brod o froanf)(w). (2.29)

Wie im klassischen Fall geben wir mit diesen Bezeichungen die

2.2.2 Definition. Eine Losung von Gleichung (2.29) nennen wir asympto-
tisch offenes Quantensystem.

Wir méchten nun beschreiben, wie die asymptotisch offenen Quantensys-
teme mit Howlands Formalismus zur Behandlung zeitabhéingiger Probleme
in der Quantenmechanik zusammenhéngen. Wir nehmen an, dass es eine

Hilbertraumdarstellung = der Algebra Co(T*R™,2) gibt, d.h.
7 : Co(T*R™,2A) — B(L* (TR, H))

ist ein *~-Homomorphismus, der die Identitdt auf 1 abbildet. In dieser Dar-
stellung existiere fiir ¢ € R ein untidrer Operator V;, sodass

Ady, 7(f) = (e (f)) (2.30)

gilt. Zunéchst gibt es fiir jedes t eine Darstellung die eine solche Beziehung
erfiillt. Als Einschrankung fordern wir, dass es eine Darstellung 7 fiir alle ¢
gib{?] Dies fiihrt uns auf eine von J.S. Howland eingefiihrte Methode.

Die Idee, ein zeitabhéngiges Problem auf einem Hilbertraum H in ein zeitu-
nabhingiges Problem auf dem Hilbertraum L?(R,H) = L*(R) ® H zu iiber-
fithren, geht auf den Artikel [How74] zurtick. Wir erlautern die grundlegenden
Ideen dieses Formalismus. In dhnlicher Form, jedoch etwas ausfiihrlicher kann
man eine Einfithrung in [Sch01] finden. Gegeben sei also die Schrodingerglei-
chung

iel(t) = HDe(t), olt) €M

wobei {H (t)|t € R} eine Familie selbstadjungierter Operatoren ist. Man fasst
nun ¢ als ,rdumliche” Variable auf, mit dem konjugierten Impuls —i%. Auf
einem dichten Teilraum von L?(R,H) definiert man den Operator

d
K:=H()—1i—. 2.31
()i (231)
Nimmt man an, dass die Operatoren H(t) ein gemeinsames Definitionsge-
biet D besitzen, so folgt aus dem Satz von Yosida, [Yos66], die Existenz und

12Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, [LM96], [Fre77].
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Eindeutigkeit eines unitdren Propagators U(.,.), durch den die Losungen der
Schrédingergleichung dargestellt werden. Die Schrodingergleichung des kon-
servativen Systems ist gegeben durch

d
i—o=Kp, K:=L*R,H).

=Ky (R, H)
Ist K wesentlich selbstadjungiert, so existiert nach dem Satz von Stone,
[RST72], eine unitire Einparametergruppe e “X. Wie im Fall der asympto-
tisch offenen Quantensysteme lasst sich mit Hilfe des unitédren Propagators
U eine unitdre Einparametergruppe V' auf IC erkléren,

o= Ve)p(.) =U(,.—0)p(. — o).

Fiihrt man die unitédre Einparametergruppe der Translationen 7T ein, so kann
man diese Gleichung auch umschreiben in

V(o) =U(,.—o)T.,. (2.32)

Man rechnet direkt nach, das V' eine stark stetige unitére Einparametergrup-
pe ist, die von K erzeugt wird, d.h. V(o) = e % Vo € R. Wir erwarten
natiirlich, dass auch hier ein Kozykel existiert, beziiglich dessen die Trans-
lationen kovariant im Sinn von Proposition transformieren. Ein solcher
Kozyklus wird durch

(U(r,0)p)(t) :=U(T +t,0 4+ t)p(t) (2.33)
definiert. Es gilt dann
Ulr+ro+r)=TU(r,0)T-,. (2.34)
In dieser Schreibweise ist V' gegeben durch
V(o) =U(0,—0)T_,.

Der Umstand, dass der Operator keine physikalische Interpretation hat, driickt
sich in der Tatsache aus, dass P = T*R"™ = R?" nicht eindimensional sein
kann. Mathematisch gesehen zeigt sich dies insbesondere in der Tatsache,
dass K nicht halbbeschrankt ist. Ausserdem haben die Elemente von K die
unphysikalische Eigenschaft, dass die Norm in H fiir groe und kleine ¢ ver-
schwinden muss. In diesem Sinn ist die von uns vorgeschlagene Interpretation
zeitabhéngiger Probleme aus physikalischer Sicht befriedigender. Ausserdem
besteht die Moglichkeit, die Definitionsgebiete der Familien von Operatoren
A(.) physikalisch zu analysieren, um notwendige Bedingungen fiir ,,physika-
lische® nicht-autonome Cauchy-Problemd™| formulieren zu kénnen.

13GSiehe Abschnitt



Kapitel 3

Beschrinkte Teilerzeuger

Das Beispiel der linear gekoppelten Harmonischen Oszillatoren legt also na-
he, einen ,partiellen Heppschen Limes zu erklaren. Dazu werden wir das
Problem zunéchst in dem konzeptionellen Rahmen von Kapitel [1| formulie-
ren, bevor wir uns dem technischen Problem zuwenden. In diesem Kapitel
wollen wir also eine Definition dieses Limes geben und in dem analytisch gut
beherrschbaren Fall einer beschrankten Kopplung und eines beschrankten
Hamiltonoperators des ,kleinen“ Systems die Frage nach der Konvergenz un-
tersuchen. Dariiber hinaus geben wir eine Definition der Kopplungsterme mit
Hilfe des Funktionalkalkiils und der Weylquantisierung. Als Resultat erhalten
wir in dem Abschnitt Konstruktion fiir beschrinkte Teilerzeuger durch den
partiellen Limes eine nicht-autonome Gleichung fiir die Dynamik des kleinen
Systems und eine Verallgemeinerung des Heppschen Limes fiir ,,beschrank-
te Storungen®. Dieses Resultat definiert ein asymptotisch offenes Quanten-
system im Sinn des vorangegangenen Kapitels. Als einfache Anwendung des
Resultates interpretieren wir eine Galilei-Transformation als asymptotisch of-
fenes Quantensystem. Der einfacheren Notation wegen beschrinken wir uns
in diesem und dem folgenden Kapitel gelegentlich auf einen Freiheitsgrad.

3.1 Der konzeptionelle Rahmen

Das Ziel dieses Abschnittes ist, beziiglich einer Komponente den klassischen
Limes in der Sprache von Kapitel [I] darzustellen. Daher miissen wir zunéchst
den Begriff der Quantisierung fiir Tensorprodukte erkldren. Der Einfachheit
halber verwenden wir den intuitiv einleuchtenden Begriff des Tensorproduk-
tes dargestellter C*-Algebren, wie er im Detail in [KR86] diskutiert wird'] Im

'Wir merken an, dass fiir abstrakte C*-Algebren verschiedene Konstruktionen fiir Ten-
sorprodukte existieren, die im Algemeinen verschiedene Tensorproduktalgebren definieren;
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Anschluss werden wir eine Hamiltonfunktion zweier gekoppelter Systeme auf
dem Tensorprodukt quantisieren und andeuten, wie ein solcher partieller klas-
sischer Limes mit nicht-autonomen Bewegungsgleichungen zusammenhéngt,
(3-5). SchlieBlich wird die Proposition verallgemeinert, (3.0)).

Unter dargestellten C*-Algebren verstehen wir C*-Algebren 2y, ..., 2, die,
etwa mittels einer GNS Darstellung, als Operatoralgebren auf Hilbertradumen
Hiq, ..., H, erklart sind. Das Tensorprodukt der Hilbertraume H; ®---® H,
ist die Vervollstindigung der linearen Hiille der einfachen Tensoren ¢, ®
RO, O € Hiyi=1,...,n. Falls die Hilbertrdaume separabel sind, ist dies
sicher wohldefiniert, da alle separablen Hilberrdume isometrisch zu L?(X)
sind, wobei X ein lokal kompakter Hausdorffraum ist. 2y bezeichne die von
den einfachen Tensoren A; ®---® A,, € B(H) erzeugte Algebra, wobei H der
Hilbertraum H; ®- - -®H,, sei. Die einfachen Tensoren 4; ®---® A,, € H wer-
den in offensichtlicher Weise auf den einfachen Tensoren ¢ ® - - - ® ¢,, durch
(A101) ® -+ ® (Any) erklart und durch das BLT-Theorem, [RS72], eindeu-
tig und normerhaltend auf ‘H fortgesetzt. Man beachte, dass Tensorprodukte
von unendlichdimensionalen Banachraumen auf Grund des Normabschlusses
nicht mehr die iibliche universelle Eigenschaft besitzen, die eine rein alge-
braische Charakterisierung von Tensorprodukten ist. Die folgende Definition
héngt nicht von den Darstellungen der C*-Algebren ab, [KRS6].

3.1.1 Definition. Den Normabschluss von 2y nennen wir das Tensorprodukt
A ® - ® A, der dargestellten C*-Algebren 24, ..., 2A,,.

Kehren wir nun zu unserem Ausgangspunkt zuriick, den Begriff der Quan-
tisierung auf gekoppelte Systeme zu {ibertragen. Hierfiir verwenden wir den
Begriff der stetigen Quantisierung einer Poisson-Mannigfaltigkeit P, weil ste-
tige Felder von C*-Algebren eine durchsichtige Formulierung ermoglichen.

3.1.2 Definition. Seien (€1, {2Af, ¢, }zex), (€2, {A], 0, }yey) stetige Felder
von C*-Algebren und X, Y kompakte Hausdorff Raume. Das Tensorprodukt
der stetigen Felder definieren wir als das Tensorprodukt der dargestellten
C*-Algebren €; ® €, und 27 @ A, V(x,y) € X x Y, mit der eindeutigen
Familie von surjektiven Morphismenﬂ {¥2y} @yexxy, gegeben durch

Yay(A1 ® Ag) = 03 (A1) ® 90;2,(142),

VA, €€, 1 =1,2.

ein physikalisches Kriterium fiir die ,,richtige Auswahl eines Tensorproduktes gibt es bisher
nicht.
2Siehe Theorem 11.1.3 in [KRS6].
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Bemerkung. Im Allgemeinen sind Tensorprodukte von stetigen Feldern kei-
ne stetigen Felder. E. Blanchard konstruiert in [Bla00] ein explizites Bei-
spiel eines algebraischen Tensorproduktes eines stetigen Feldes mit einer C*-
Algebra, sodass es keine C*-Norm gibt, beziiglich der das Tensorprodukt
wieder ein stetiges Feld von C*-Algebren definiert.

Schwicht man die Stetigkeit der Felder ab, indem man nur eine Oberhalbst-
etigkeit fordert, so sind Tensorprodukte solcher Felder wieder Felderﬂ.

Als néchstes wollen wir ein Tensorprodukt von stetigen Quantisierungen
erkldren und zeigen, dass sich trotz der Schwierigkeit, dass Tensorprodukte
stetiger Felder im Allgemeinen keine stetigen Felder sind, ein partieller klas-
sischer Limes in der Sprache von Kapitel [T] definieren ldsst. Seien also Py, Ps
Poisson-Mannigfaltigkeiten mit stetigen Quantisierungen

((fu <, {Qlf> @xi,i}zieli), 51?, Qi),

1 = 1,2. Dann definieren wir das Tensorprodukt der stetigen Quantisierungen
durch das Tensorprodukt der assoziierten stetigen Felder von C*-Algebren
und die Abbildung

QI=Q1®9259~@®§[3—>¢1®€2.

Dabei ist mit ﬁ(?@ilg die durch die einfachen Tensoren erzeugte *-Algebra ge-
meint und das algebraische Tensorprodukt ist definiert durch die punktweise
Multiplikation. Fiir das Folgende ist es entscheidend, dass dieses Tensorpro-
dukt von stetigen Quantisierungen die Dirac Bedingung erfiillt. Die
Dirac Bedingung fiir den Fall 2! = 22 — 0 ist eine einfache Konsequenz der
allgemeinen Kommutatorgleichung

[A C,B® D] =[A,B]® CD+ BA® [C, D]

und der Rieffel Bedingung ([1.35)). Allerdings gilt auch eine ,komponenten-
weise Rieffel Bedingung. Auf den einfachen Tensoren gilt

Q.y(f @ 9) = Qu(f) ® Q5(9).
Die Poissonklammer des Tensorproduktes ist gegeben durch
{4, ®Cy, By @ Dy} oy = {As, By} ® (CD)y + (BA), @ {Cy, Dy },. (3.1)

Ersetzt man A, durch Q!(f) und B, durch Q.l(g), so niihert sich obiger
Ausdruck in der Norm[] fiir # — 0 beliebig dem Ausdruck

Qi{f?.g} ® (CD)y + Qi(fg) ® {C:w Dy}y’ (3.2)

3Diesen Hinweis verdanken wir Prof. D. Williams, Dartmouth.
4Wir setzen voraus, dass I; und I diskrete Teilmengen von R sind, deren einziger
Héufungspunkt 0 ist.
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Als néchsten Schritt spezialisieren wir den oben diskutieren Rahmen auf den
fiir uns relevanten Fall. Wir kontrollieren mit dem Parameter A die relative
Grofle der beiden Systeme. Deswegen beschreiben wir eine der beiden ste-
tigen Quantisierungen durch ein triviales Feld, d.h. durch eine C*-Algebra
C(I3,%B). Ziel ist es, die Proposition so zu verallgemeinern, dass man
in einer Komponente den klassischen Limes der Dynamik durchfithren kann.
Unter den Voraussetzungen von Proposition m gilt im Fall Q1 = QW
offensichtlich

lim 137 Quy (f ® g) = Q7 (B7(f)) @ Qy(9)|l = 0 (3.3)

gleichméBig auf Kompakta. Wegen der Bilinearitéit des Tensorproduktes gilt
dies auch fiir alle Elemente von S(T*R™)®%29. Die Abbildungen 3°, 4% haben
die Bedeutung von a?, o® in Proposition fiir die Hamiltonfunktion 7" ®
1lpsrn, wobei 7 die Voraussetzungen der Proposition erfiillt. Sei 2 € Eilg
und k& € S(T*R") ® AY. Dann definieren wir die Hamiltonfunktion

Wir nehmen an, dass 215 C B(L*(R")) gilt und Yy € I, definieren wir
H™v = 10W( )01+ i]l@ Qy (A )+ Quy(k) und oY (A) == Adeap(—im=ue).
Die Wahl dieser Definition liegt an dem Umstand, dass wir den Limes partiell
durchfithren wollen. Dazu muss die Kopplung mit dem Parameter x skaliert
werden, wie man am Beispiel der harmonischen Oszillatoren sieht. Weil wir
die Zeitentwicklung dieses Hamiltonoperators betrachten und fiir 3y die Vor-
aussetzung des Satzes von Hepp erfiillen miissen und gleichzeitig verlangen,
dass sich der erste Summand von H*Y gegen den Erzeuger von (37 weghe-
ben muss, ist diese Definition beziiglich x notwendig. Fiir den Parameter y
kénnten wir im Prinzip auch y = 1 setzen. Es gilt mit diesen Deﬁnitionenﬂ
Vf e S(T*R") @ A°

d

50 Quy () = 10 B[ ® Qu(A) + ] Quy (K), Qg (f)]). (3.4)

In der Norm konvergiert die Differenz

[6?Q$,y(k) - Q$7y(ﬁ?k)u Q%lj(f)]

wegen Proposition m gegen 0. Nach Voraussetzung ist Q. ,(57k) stetig in
t beziiglich der Norm, d.h. die Gleichung
d

AWM = i[1© Q,(H) + Quy(B7F), A1)

5Den Index 2 fiir das zweite System lassen wir weg, da die Interpretation bereits durch
die Verwendung von z und y klar ist.
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ist fiir alle A(0) = A € A* @ AY mit Hilfe der Dysonreihe l6sbar. Bezeichnen
wir mit 7,y die von adpzv() erzeugte Dysonreihe, wobei Hy?(t) = 1 ®
Q,(H) + Q. (BYk), so fithrt eine zu Satz analoge Argumentation auf

lim [ (a0 = 1705} (Qay (S]] = 0. (3.5)

Verwendet man die Gleichungen (3.3)) und (3.5)), so zeigt die Dreiecksunglei-
chung

tim [|af*(Quy () = 1 (Qu (B1))] = 0. (3.6)

Wir sehen also, wie sich im Rahmen der Quantisierungstheorie ein partieller
klassischer Limes durchfiihren ldsst. Die Dysonreihe 7/ ist die Losung einer
nicht-autonomen Differentialgleichung die sich als ,,Grenzwert* der kombi-
nierten Zeitentwicklung a;Y3_, ergibt. 5y} ist nicht im iiblichen Sinn ein
Grenzwert, da durch die Zeitentwicklung a proiri keine stetigen Schnitte de-
finiert werden. Hierin zeigt sich eine gewisse Unhandlichkeit der verwendeten
Struktur und eine Erweiterung der Konzepte scheint sinnvoll. Im restlichen
Teil der Arbeit werden wir unseren Standpunkt dndern, indem wir einen be-
griflichen Rahmen verwenden, der dem analytischen Problem angemessener
ist.

3.2 Die Kopplung der Systeme

In diesem Abschnitt greifen wir die Diskussion aus Abschnitt nochmals
auf. Wir wollen in Analogie zu dem dort diskutierten Verfahren den klassi-
schen Limes in einer Komponente durchfiihren. Die zentrale Zutat ist der Satz
von Hepp [1.7.1} Dabei werden wir &hnlich wie im vorigen Abschnitt den par-
tiellen Limes fiir die Erzeuger einer Zeitentwicklung analog zu der von o 3%,
durchfithren. Anders als dort betrachten wir nun lediglich eine Algebra von
Observablen, ndmlich B(H). H ist das Tensorprodukt der Hilbertraume Hy,
H,. Dann ist unser Problem gegeben durch einen Hamiltonoperator H”, der
eine selbstadjungierte Erweiterung von

1
ﬁH{L®1+1®HQ+Kﬁ

ist. Der Operator HJ erfiille die Voraussetzungen des Satzes von Hepp [1.7.1]
Den Operator 1 ® Hy + K" nennen wir Teilerzeuger der Dynamik. Diese Be-
zeichung ist durch (3.4)) motiviert. Im partiellen klassischen Limes ist dieser

Operator der Erzeuger der Dynamik des kleinen Systems.
Wir miissen noch erklidren was K" zu bedeuten hat. Die fiir den Satz [3.3.6]
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notationstechnisch bequemste Variante ist eine Definition mit Hilfe des Funk-
tionalkaliils selbstadjungierter Operatoren, d.h. K" := K(a",b), wobei a”
entweder gleich ¢" oder gleich p” ist und b durch p, bzw. ¢ gegeben ist. Als
einfache Konsequenz von Lemma sind a” ® 1 bzw. 1 ® b wesentlich
selbstadjungiert] auf D := D(a") ® D(b). Nach dem Spektralsatz existieren
eindeutige projektionswertige Mafle E*" und EP, sodass fiir v, pht € D

(6, a"p) = / A6, ES")
R

und analog fiir b gilt. Auf diesem in H dichten Gebiet kommutieren E*" und
E® miteinander.

3.2.1 Definition. Zwei selbstadjungierte Operatoren A, B auf einem Hilber-
traum ‘H kommutieren miteinander, falls alle Projektionen der assoziierten
Spektralmafle kommutieren.

Das heiit also [a",b] = 0 mit Hilfe des BLT-Theorems, [RS72]. Mit Hilfe
dieser Eigenschaften ldasst sich projektionswertiges Produktmafl erklaren, be-
zliglich dem der folgende Satz gilt. Wir definieren die Menge der messbaren
beschrénkten Funktionen als M* := {f : R" — C| f messbar, || f||,, < oo}
Alternativ zu der Konstruktion eines Produktmafles kann man auch aus
Theorem VIII.33, [RS72], die Selbstadjungiertheit beliebiger Polynome von
A®1,1® B, wobei A und B selbstadjungiert seien, folgern. Anschlieend
verwendet man den folgenden|

3.2.2 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). Sei A ein selbstadjungierter Ope-
rator auf einem Hilbertraum H. Dann existiert eine eindeutige Abbildung
O M>* — B(H), sodass

(a) ® ist ein algebraischer x-Homomorphismus

(b) @ ist normstetig, d-h. ||®(f)llgpe < [1fllo

(¢) Sei (fo)new C M, mit f,(x) == f(x)Va € R? und || f.||,, < 0o. Dann
il fir 1 & H, Tinn o, B f,)00 — D)0

Eine andere Variante der Definition von K besteht in der Verwendung der
Weylquantisierung. Dabei kann man wie im vorigen Abschnitt wieder die von
den einfachen Tensoren erzeugte *-Algebra S(T*R"™) @ S(T*R"™) betrachten.

SD.h. T =TT, siehe [RS72).
"Siehe z.B. [Sim71].
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Fir Qi wéhlt man die Weylquantisierung QIF/LV und fiir Q?QJ die Weylquantisie-
rung QY. Dabei verwenden wir die symmetrische Darstellung der Heisenberg-
gruppe. Allerdings ist es notwendig die Weyloperatoren QY zu modifizieren.
Statt U"(w, &) verwenden wir V(r, &) := U (r,€). Fiir f € S(T*R") und
U"(t) wie in Satz [1.7.1] gilt dann das folgende

3.2.3 Lemma. Sei Q" : S(T*R™) — B(L3(R)) definiert durch
Q" ::/ d"ud™ f (u, v)V(u, v). (3.7)
R2n
Dann gilt gleichmaf$ig auf kompakten Teilintervallen von [T, T]
slim U(E, ) U0 QUM UM Em) = Fr(e).€(0). (3.9)
Beweis. Dieses Lemma ist eine einfache Konsequenz aus dem Beweis des
Satzes von Hepp [1.7.1] Explizit ausgeschrieben ist
Vi(u,v) = RGO
Ferner gilt fiir ¢ € L*(R")
Un(e, m)tut ) QM (UM HUME m) =
Wh(t, O)T/ d"ud™ f (u, )V (u, 0)e OO (L 0)eh.
R2n
Wegen ||V (u,v)|| =1 = ||[W"(t,0)| wird der Integrand majorisiert durch ei-

ne integrierbare Funktion. Aus dem Satz von Lebesgue fiir Bochner Integrale
folgt die Vertauschbarkeit von Integration und dem Limes A — 0, d.h.

S UM m) UM QNUNOUNET) = [ dudf(u, vyt
R2n

h—0
= f=(t),£(1)).

O
Mit Hilfe dieses Lemmas ist es also eine reine Geschmacksfrage welche
Definition man fiir den Kopplungsterm verwendet. Will man génzlich auf den
Funktionalkaliil verzichten, so kann man ein Element k € S(T*R™)®S(T*R")

wéhlen, wobei fiir die einfachen Tensoren f ® g € S(T*R") @ S(T*R™) gilt
u(f ®g) = Q"(f) ® Q1 (9)- (3.9)

Alternativ kann man auch eine Kombination von Weylquantisierung und
Funktionalkaliil verwenden, also etwa

K" .= fo Qu(k),

wobei f € M. In jedem Fall gilt die gleichméflige Konvergenz auf Kompak-
ta.
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3.3 Konstruktion fiir beschrankte Teilerzeu-
ger

Wir wollen damit beginnen, eine ebenso einfache wie wichtige Konsequenz aus
dem Beweis des Heppschen Satzes zu ziehen und damit eine Definition
des partiellen Heppschen Limes angeben. Dabei verwenden wir den im vorigen
Abschnitt eingefithrten Rahmen. Dazu definieren wir die im Satz von Hepp
verwendeten Operatoren auf dem Tensorprodukt L?(R") ® L?(R™) durch die
eindeutigen normerhaltenden Fortsetzungen von U"(7, £)®1, U (t)®1, wobei
Ul (t) die Rolle von U”(t) in der Formulierung des Satzes [1.7.1] iibernimmt
und die stark stetige unitédre Einparametergruppe ist, die von ;Lth erzeugt
wird. Dann gelten natiirlich beziiglich der Operatoren ¢" ® 1 und p" ® 1
die gleichen Transformationseigenschaften wie bereits in und
angegeben. In diesem Sinn definieren wir auch W"(t, s) ® 1 und W (t, s) ® 1.
Dann gilt das

3.3.1 Korollar. Es gilt s-limy_o W"(t,s) @1 = W (t,s) ® 1 gleichmdifig auf
kompakten Teilintervallen von [T, T].

Beweis. Auf der linearen Hiille der einfachen Tensoren ¢ ® v € L*(R") ®
L2(R™) gilt die gleichmiBige Konvergenz auf Grund von[1.7.1] Sei ¢ € L?*(R")®
L*(R™) und bezeichnen wir mit ¢ eine Linearkombination von einfachen Ten-
soren die ¢ approximieren. Dann zeigt die elementare Abschéatzung

I(Wh(t, )@1L-W (¢, s)@1)]| < [(W'(t, 5)@1-W (t, s)@1)¢ || +2[[—o]| — 0
und zwar gleichméBig auf kompakten Teilintervallen von [T, 7. O]

Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnittes kénnen wir also alle Ob-
servablen, die entweder mit der Weylquantisierung Qp, oder aber mit dem
Funktionalkaliil durch K (a”, b), bzw. der Komposition f o Qp definiert sind
einen partiellen klassischen Limes durchfiihren. Sei also K" auf irgendeine
der obigen Moglichkeiten erklért, dann konnen wir den Begriff des partiellen
Hepp Limes formulieren.

3.3.2 Definition. Den Limes
H-lim K" := s-lim Ulr, &) @ 17U @ 1TKUM () @ 101, &) @1

nennen wir den partiellen Hepp Limes von K", oder kurz Hepp Limes.

Beachte, dass diese Definition fiir ¢ = 0 den klassischen Limes fiir be-
schrinkte Funktionen von ¢ und p beinhaltet.
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Es ist hilfreich sich erneut den Stand der Dinge vor Augen zu halten. Bis-
her haben wir also einen Limes identifiziert, der eine einseitige Entkopplung
der Systeme im Sinn der dieser Arbeit zu Grunde liegenden Idee liefert. Die
Diskussion in Kapitel [2| legt die Interpretation nahe, dass die von uns als
Teilerzeuger bezeichneten Operatoren im Hepp Limes tatsédchlich den Er-
zeuger des kleinen Systems darstellen. Aus diesem Grund ist es sinnvoll zu
untersuchen, inwiefern die Konvergenz des Teilerzeugers die Konvergenz der
Dynamik impliziert und ob man wie in Kapitel [2] angekiindigt dadurch eine
Interpretation der gesamten Dynamik als asymptotisch offenes Quantensys-
tem erhélt. Beginnen wir nun mit den Vorbereitungen.

3.3.3 Lemma. Seien (A,)nen, (Bn)nen Folgen stark stetiger Familien [a, b] —
B(H), die gleichmafsig in der starken Operatortopologie gegen die Familien
A, B konvergieren. Dann konvergiert die Folge (A,Bp)nen gleichmdfig in
der starken Operatortopologie gegen AB.

Beweis. Zunéchst gilt

[(An(t)Bn(t) = A@Q)BE)N < [[An(®) [(Ba(t) — B(t))2|]
+[(An(t) = A)BO)Y -

Die A, sind lineare Abbildungen in den Banachraum der stetigen Hilbertraum-
wertigen Funktionen C([a, b], H), der mit der Supremumsnorm versehen wird,
d.h. [[1()[|co = SUDsefq [[¥0(2)]]. Die A, sind beschrénkte Operatoren beziig-
lich der Norm

IT(#)] := sup sup [T(@)y],
Jll=1 tefa.t

da stetige Funktionen auf kompakten Mengen stets Maximum und Minimum
annehmen. Da (A,,) gleichméBig in der starken Topologie konvergiert, konver-
giert insbesondere die Normfolge (Dreiecksungleichung nach unten), d.h. es
gilt sup,,cw [|4n?]| < 00. Nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschrénkt-
heit folgt sup, ¢ ||An|] < co. Damit wird der erste Summand auf der rechten
Seite der Ungleichung kleiner als jedes €, gleichméfig in ¢. Der zweite Sum-
mand strebt ebenfalls gleichéflig in ¢ gegen 0, was man folgendermaflen sieht.
Angenommen, der zweite Summand konvergiert nicht gleichméfig in ¢ gegen
0, dann

de > 0s.d.VN € Ndn > N, 3t,, € [a,b] : ||(A.(t,) — A(t,))B(t,)Y| > €.

Dann existiert ein Haufungspunkt ¢y € [a, b] der Folge (tn)neNelap) und eine
gegen diesen Punkt konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (t,)nenefay)
bezeichnen. Wegen

[(An(tn) — A(ta))B(to)dll < sup [[(An(t) — A(#)B(to)y[| = 0

te[a,b]
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folgt dann

[(An(tn) — A(tn)) Bt) vl < [|An(tn) — A(t)]]
[(B(tn) — B(to))¥[l + [[(An(tn) — A(tn)) B(to)¥||
< sup tiﬁ%ﬁ”("l““) — A@)YI) [(B(tn) — B(to))¥[l +
1(An(tn) = A(tn))B(to)y| == 0,
also ein Widerspruch. O

3.3.4 Definition. Eine Zweiparameterfamilie von unitdren Operatoren U(t, s),
t,s € R, welche die nachfolgenden Eigenschaften besitzt, nennen wir einen
unitdren Propagator.

(i) U(t,r)U(r,s) =U(t,s),
(i) U(t,t) =1,
(iii) U(t, s) ist stark stetig als Funktion auf R?.
Wir benétigen noch das folgende

3.3.5 Lemma. Sei H eine operatorwertige Abbildung, H : R — B(H), die
stetig ist in der starken Operatortopologie. Ferner seien die H(t) selbstadjun-
giert, fur allet € R. Dann gibt es genau eine Zweiparameterfamilie die stark
stetig in t ist und die das Anfangswertproblem

i%U(t, sy =H()U(t,s), U(s,s) =, Vi € H.
lost.

Beweis. Zunéchst existiert ein unitérer Propagator nach Theorem X.69, [RS75],
némlich die Dyson-Reihd}

U(t, s) :1+§:(—¢)n/t7... 71H(t1)...H(tn)dtn...dtl.

Da die Erzeuger stark stetige Abbildungen sind, ist U(¢,s)y differenzier-
bar in ¢ und s. Ohne Umschweife ldsst sich das Riemannsche Integral auf

8Die auftretenden Integrale existieren in der starken Operatortopologie.
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banachraumwertige Funktionen iibertragen, fiir das alle vertrauten Rechen-
regeln gelten; dazu muss man lediglich in den Aussagen fiir R die Betragstri-
che durch die Norm des Banachraumes ersetzen. Damit gilt dann auch die
Leibniz-Regel,

b(t

) )
& [ snae= [ 5 st + 00,080 - flatt,000),
a(t) a(t)

bt

die in unserem Fall zusammen mit dem Satz von Banach-Steinhaus

i%U(t,s)w = —U(t,s)H(s)Y

d
liefert. Sei nun V(¢,s) eine weitere Zweiparameterfamilie, die das Anfangs-
wertproblem 16st. Dann ist die Abbildung r — U(t,r)V (r, s)¢, ¥ € H diffe-
renzierbar, auf Grund der Beschrianktheit der Familie H. Der Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechnung liefert dann
t

d

Vit s\ — Ut sy — / Ut )V (r, s)udr

s
t

= /(iU(t,T)H(r)V(T, s) —iU(t,r)H(r)V(r,s))Ydr

= 0,
fiir alle ¢ € H. O]

Im Folgenden sei H" : D(H") — 'H eine selbstadjungierte Erweiterung
von %Hf ®1+1® Hy+ K(q", q), wobei wir der bequemeren Notation wegen
annehmen, dass K" durch den Funktionalkaliil als Funktion von ¢" und ¢
erklirt sei. Wir wollen die von H" erzeugte unitire Gruppe mit U"(t) =
e~H"t hezeichnen. Die Evolutionsgleichung fiir das ,kleine* System, also die

2. Komponente des Tensorprodukts, erhélt man durch Differentation von
Uh(t) == UMt)TUE) auf D(3H ® L*(R™)

UMt = (1@ Hy+ K(¢(0),0) UMt o € DAHIR), (310

wobei ¢"(t) := Adyyp(, ¢". Schlieflich verallgemeinern wir die Definition von
U"t) zu der einer Zweiparameterfamilie, indem wir

U(t,s) := UMt U"(s)!
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definieren. Die so definierte Zweiparameterfamilie hat offensichtlich alle Ei-
genschaften von Definition sie ist also ein unitdrer Propagator. Mit
diesen Vorbemerkungen kénnen wir die Konstruktion einer nicht-autonomen
Schrodingergleichung folgendermafien durchfiihren.

3.3.6 Satz (Konstruktion). Es gilt

.
=

H-limi%uh(t, s) 2 Hlim (1® Hy + K(q"(t),q)) U"(t, s)

Y Hlim (1® Hy + K(q"(t),q)) H-UmU"(t, )

= z'% H-limU"(t, s) .

Beweis. Wir werden zunéchst die Gleichung, (i) = (i7), beweisen, indem wir
die Konvergenz der beiden Faktoren nach dem mittleren Gleichheitszeichen
nachweisen. Unter Verwendung von Satz [3.2.2] (¢) folgt dann die behauptete
Identitat. Alternativ kann man bei einer anderen Definition der Kopplung
auch Lemma [3.2.3 benutzen. Die Konvergenz des ersten Faktors ist jedenfalls
eine unmittelbare Konsequenz von Korollar (3.3.1]

Um die Konvergenz des zweiten Faktors einzusehen, wenden wir Lemma[3.3.5]
an, was uns ermdglicht, UM (m, &)T @ 1U"(t, s)U"(7,£) @ 1 als Dyson-Reihe
darzustellen. Da der Hepp-Limes gleichméfig auf kompakten Zeitintervallen

ist, konvergiert auch
t

/Ah(r)@bdr,
gleichmiBig, wobei Ax(t) := U7, &)T @ 1(1 @ Hy + K (¢"(t), q))U"(m, &) @ 1.
Dies sieht man leicht aus der Ungleichung

[ Antrywar = [ Awysar| < ) sup |4nr)e - A0

re(s,t]
s s

Ferner konvergiert nach Lemma das Produkt

t

Ap(t) /Ah('r)wdr

S

gleichméfig in ¢ und s beziiglich der Hilbertraumnorm. Nach einfacher In-
duktion konvergiert auch

é(—i)"/tiw 71Ah(t1)---Ah(tn)¢dtn...dt1
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gleichméfig in der Norm.
Bezeichnen wir mit

Do(T,t, s) = (—i) // / (1) ... T(t)bdt,,

den n-ten Term der Dyson-Reihe, so zeigt folgendes €/3-Argument, dass auch
die Dyson-Reihe gleichmifig in s und ¢ konvergiert. Sei € > 0 und (A )ren C

R, — 0 eine beliebige Folge mit Ay "% 0. Dann existieren Ne¢, Nyre € IN mit

00 N

S DAt sy = Da(At,s)b|| < = VN =N,
n=1 n=1 3
M M ¢

Du(At,8)1 — S Dy(Ap, t, < S, Vk> Ny
Z (At 5)y Z (Ao ts)v| < 5 M

Da die h abhéngigen Familien Ay, nach dem gleichen Argument wie in Lem-
ma [3.3.3] gleichméfig beschriankt sind, d.h.

Sup ||Ahk||00 = Sup sup sup ”Aﬁk( )77Z)|| =C € Ry,
keN ||y]|=1 t€]a,b]

gilt Vi, l € N, I < 4,

" TiCY
< > —ll,

|
j=m+1 J:

l
X t, S)w - Z Dn(Aﬁka t> SW
n=1

wobei T' die Lénge eines kompakten Teiluntervalles des maximalen Existen-
zintervalles der klassischen Losung ist, das s und ¢ enthélt. Da die Summe
auf der rechten Seite fiir n — oo konvergiert, kénnen wir auf Grund der
Stetigkeit der Norm in der Ungleichung n durch oo ersetzen, d.h.

2 S)w—an(Ahkat S)¢ < Z T H¢||
n=1 jmmt1 I
Nun existiert fiir alle € > 0 ein K. € N, so dass 77 ., TJ],CJHwH < %,
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Vm > K.. Wihle N := max{N,, K.} und M = N. Dann gilt

ZDn<A,t, S)'l/] - ZDn<Ahk7t7S>w H <
n=1 n=1
[e'S) N
ZDn(A,ts¢ > Du(At,s) H
n= 1N
+ ZD AtST/J ZDnAhkatS "
n=1

— an(Ahk,t, s)sz
n=1

_|_
i 1
>
I
Y
V)

< =
-3 3 3

Fiir beliebige gegen 0 konvergente Folgen (A )rew C R \0 konvergieren also
die zugehorigen Dyson-Reihen gleichméfig in ¢ was dquivalent ist zu

slim U(h™2a) UMt s)U(h2a) =1+ Y Da(A,t,s).

h—0

Damit sind alle behaupteten Identitédten gezeigt, denn wegen der Eindeutig-
keit der Losung und dem eben Bewiesenen gilt (i) = (i7) = (4ii). O

Dieses Resultat liefert also eine klassische Losungl| des durch (ii) gege-
benen nicht-autonomen Cauchy-Problems. Dariiber hinaus erhalten wir die
angekiindigte Verallgemeinerung des Heppschen Satzes.

3.3.7 Korollar. Sei H" wie oben und ol :== Adyn (. Dann gilt fir alle K,
definiert im Sinn von Abschnitt[3.9, gleichmdfig auf kompakten Teilinterval-
len von [=T,T)|

s-lim Adyn(r.g) 0 (L(0", 4", p, @) = L(w(2), £(t), P2 (1), 4(2)), (3.11)

mit Adyo0)(p,q) =: (P(1), (1)), = := (7, §).

Beweis. Es gilt Uh(t)UM 7, &) = U U7, ) UM, )TUMN)TURE) U7, €).
Kiirzen wir wie in Kapitel [ den zweiten Faktor durch

UM, TUT(O)TUM () U (7, §) = Uy (t,0)

9Siehe Definition m
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ab, dann haben wir den Limes von
u:?(t7 O)T AdUﬁ(mg) AdUlh(t) (L)Z/{f(tv O)

zu bestimmen. Dies ist aber eine Komposition von stark konvergenten Folgen,
die sogar gleichmafBig auf Kompakta konvergieren, denn der erste und der
letzte Faktor ist stark konvergent auf Grund von Satz [3.3.6) und der Faktor
Adyn(re) Adyny (L) ist gerade die Aussage des Heppschen Satzes, bzw. des
Korollars . Dann folgt mit Lemma die Behauptung. O

Nehmen wir an, dass L differenzierbar ist beziiglich der ersten beiden
Komponenten, so folgt durch Differentation nach ¢

%L(ﬁ(t),f(t),px(t), (1) ={s, L}(t) —i[l® Hy + K, L](t), (3.12)

wobei wir die Argumente auf der rechten Seite durch t abgekiirzt haben. Wir
sehen also, dass der partielle Hepp Limes ein asymptotisch offenes Quanten-
system ist, da er eine Differentialgleichung der Form 16st. In diesem
Sinn sind nicht-autonome Differentialgleichungen in der Quantenmechanik
stets Teil einer autonomen Dynamik. Hierin liegt der konzeptionelle Fort-
schritt dieser Arbeit. Dariiber hinaus hat man einen Ansatzpunkt fiir ei-
ne physikalisch motivierte Charakterisierung der Derivationen § des nicht-
autonomen Systems.

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch eine Anwendung von Satz
prasentieren, die ein interessantes Licht auf die Galilei Transformation
in der Quantenmechanik wirft. Die Galilei Gruppe ¥ ist das semidirekte Pro-
dukt SO(3) x (R® x R?® x R), wobei SO(3) die speziell orthogonale Gruppe
des R3 ist. Ein Element G € 4 wird durch (R, a,v,b) parametrisiert, wobei
R € SO(3), a,v € R?® und b € R. Die natiirliche Aktion auf eine Element
(z,t) € R® x R ist gegeben durch G(x,t) = (Rx + a + vt,t +b). Daraus folgt
sofort G'oG = (R'R, R'a+d', Rv+v' b +b), woraus man die Identitéit und
die Inverse direkt ablesen kann. Eine projektive Darstellung dieser Gruppe
auf L?(R3) wird durch G — p(G)y = G*¢ definiert, wobei ¢ € L*(R?)
und * der Pullback ist. Dann zeigt eine elementare Rechnung die Invarianz
der freien Schrédingergleichung unter Galilei Transformationen. Nicht trivial
transformiert sich aber im Allgemeinen das Potential V. Es gilt

p(G)V (z,t)p(G)™" = V(G(x,1)).
Eine Beziehung dieses Typs kann man auch im Sinne offener Quantensysteme

erhalten. Sei + H' = % und K (¢", q) := V(¢"®1 —1®q). Dann konvergiert

der Teilerzeuger 1 ® Hy + K(q", q) gegen
1® Hy + K(£(), q),
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wobei £(t) = vt + a ist. Dies entspricht genau der Transformation G =
(1,—a,—v,0).



Kapitel 4

Unbeschrankte Teilerzeuger

Wir haben gesehen, dass fiir die Konstruktion einer zeitabhingigen Schro-
dingergleichung die verwendeten Methoden stark von der Beschranktheit der
Teilerzeuger der Dynamik des kleinen Systems abhédngen. Mochte man den
Limes der unitidren Propagatoren auf realistischere Modelle und damit not-
wendigerweise auf Fille unbeschrankter Teilerzeuger erweitern, so sieht man
sich mit mehreren Schwierigkeiten konfrontiert. Zunéchst stellt sich die Fra-
ge, ob es fiir A > 0 iiberhaupt mdoglich ist eine zeitabhéngige Differentialglei-
chung in Sinn des vorigen Abschnitts zu definieren. Dariiber hinaus wollen
wir verstehen, wie die durch einen partiellen Hepp Limes gegebenen An-
fangswertprobleme in die allgemeine Theorie des abstrakten nichtautonomen
Cauchy-Problems einzuordnen sind. Dazu moéchten wir zunéchst den klas-
sischen Losungsbegriff in folgenden Definitionen festhalten, die wir [Sch05]
entnehmen.

4.0.8 Definition. Sei H ein Hilbertraum und A(¢), t € [s,00), eine Familie
von linearen Operatoren mit Definitionsgebieten D(A(t)). Eine klassische
Losung des Anfangswertproblems

4
dt
ist eine Funktion ¢, € C'([s,00), H), sodass ¢s,(t) € D(A(t)) Vit € [s,00)

und (4.1 erfiillt sind. Das Anfangswertproblem (4.1)) nennen wir nicht-auto-
nomes Cauchy-Problem.

o(t) = A)¢(t), o(s) = € H, (4.1)

4.0.9 Definition. Das nicht-autonome Cauchy-Problem (4.1)) heifit klassisch
wohlgestellt mit den Regularititsraumen (Dy)ser, falls

(i) die Rdume D := {1 € H|3 eine klassische Losung ¢, von (4.1])} Teil-
raume der Gebiete D(A(s)) sind und auerdem Dy C; H gilt,
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(ii) die Losung ¢, eindeutig ist Vi) € Dy,

(iii) die Losung ¢ stetig von den Anfangswerten abhéngt: Sei s, — s € R,
Dy, > ¢, — ¥ € D und fiir x = 9, oder x = ¥ setze ¢, = x
falls ¢ < r. Dann konvergiert ||¢s, 4. (t) — ¢s4(t)|| — 0 gleichméBig auf
kompakten Teilmengen [ € R.

Im Sinn dieser Definitionen stellt sich die Frage, auf welchem Gebiet der
unitére Propagator

Un(t,s) = UMt)U"(s)T (4.2)

differenzierbar ist. Dazu ziehen wir zunéchst eine einfache Konsequenz aus
dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren.

Bemerkung. Sei A : D(A) — H selbstadjungiert. Dann gilt ¢*4(D(A)) C
D(A). E : ¥(R) — L(H) bezeichne ein projektionswertiges Mafi von A.
Wegen [E, 4] = 0 VI € X(R) folgt aus dem Spektralsatz fiir ¢ € D(A)

0> A0l = [ Nd(o. Bxe o) = [ Ned(eo, Byeo) = Aol
R R
(4.3)

Um das allgemeine Problem besser verstehen zu kénnen wollen wir uns
ein konkretes Modell ansehen.

4.1 Kopplung eines Einmodenlasers an ein QM-
System

Im folgenden werden wir ein Modell eines Einmodenlasers, der mit einem
quantenmechanischen System wechselwirkt, untersuchen. Wir nehmen an,
dass der Laser polarisiert ist, sodass die Beschreibung durch einen harmo-
nischen Oszillator sinnvoll ist. Die Kopplung wird in einer Dipolndherung
betrachtet, die wir physikalisch motivieren wollen.

Dabei folgen wir einer Diskussion in [Fre(0]. Die Motivation ist heuristisch,
denn sie verwendet eine auf der Dysonreihe basierende Plausibilitdtsbetrach-
tung zur Herleitung Fermis Goldener Regel. Eine rigorose Behandlung dieser
Frage ist nicht trivial und wurde fiir ein Modellsystem von Jaksi¢ und Pillet
in [JP95], [JP96] studiert] Im Rahmen der heuristischen Betrachtung wird
die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs von einem Zustand des Systems mit

!Siehe auch [BFS9S].
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Energie E; in den Zustand mit Energie E'¢ berechnet. In der untersten Ord-
nung der Dysonreihe ergibt sich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit W;_, ¢

2
e - —
I/I/Z")f = QWﬁlA(wzf) : (¢f’p¢l>’27

wobei wir die in der Standardliteratur der Physik iibliche Notation verwen-
den. Dabei wurde die Ortsabhéngigkeit des Vektorpotentials A vernachlassigt,
da die auftretenden Wellenlangen sehr grofl im Vergleich zu den atomaren Ab-
messungen, d.h. dem Bohr’schen Radius, sind, wobei die Differenz-Frequenz
w;r gegeben ist durch 1/A(E; — Ey). Dies sieht man an den einfachen Bezie-

hungen

- 21 ~ 27 :a2_7r’

wif  ma? o

mit der Feinstrukturkonstante o ~ % Dann gilt wegen

(¢5, (t)d;) = e (¢p, 2(0) ;)
(P, ppi) = —iwipm(dy, xd;).

Der Operator (p' — efY)Q ist in der Coulombeichung div(A) = 0 gleich

— e%fﬁ%— e A2,

Ist das duBere magnetische Feld sehr klein, so kann man den quadratischen
Term in A vernachliissige. Folgen wir der Argumentation, dass die Uber-
gangsmatrixelemente von Orts- und Impulsoperator proportional sind, so
konnen wir p im linearen Term in A durch 7 austauschen. Betrachtet man
nur eine Mode von A in einer Polarisationsrichtung, so kann man diese durch
a'+a und die Energie des Feldes durch einen Harmonischen Oszillator, (4.5)),
beschreiben.
Als Resultat dieser Diskussion kénnen wir also einen Kopplungsterm der
Form

¢"®q
annehmen. Der Hamiltonoperator des gesamten Systems ist demnach formal
gegeben durch

~ 1
' = ﬁHf®1+11®H2+kqh®q7 (4.4)
wobei k eine Kopplungskonstante ist. Dabei sei
1 1
ﬁHf = w(ata + 5), (4.5)

2Dies kann man auch so formulieren, dass Mehrphotonenprozesse zu vernachlissigen
sind.
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ein harmonischer Oszillator mit der Frequenz w und a ist der bekannte Ab-
steigeoperator, a = ¢ + ip. Auf dem Gebiet

(D(; ) @ D(H:)) N (D(¢") © D(a) (16)

ist dieser Operator wohldefiniert. Um die Dynamik im Sinn des vorigen Ab-
schnitts untersuchen zu koénnen stellt sich zunéchst die Frage, ob ein so er-
klarter Operator iiberhaupt eine stark stetige unitdre Einparametergruppe
erzeugt. Dies ist dann der Fall, wenn H" auf dem oben definierten Gebiet
wesentlich selbstadjungiert ist. Unsere Strategie ist nun folgende:
Zunichst wollen wir beweisen, dass H" auf D(1/hH}) ® D(H,) wesentlich
selbstadjungiert ist, VA > 0. Den Abschluss dieses Operators wollen wir mit
H" bezeichnen. Wir werden sehen, dass das Definitionsgebiet D(H{') des Ab-
schlusses H[' von

1 1
ﬁHf®]l+Jl®H2 : D(ﬁHh) ® D(Hs) — Hi ® Ha (4.7)
ein Teilraum des Definitionsgebietes D(H) des Abschlusses H% von
Lon Lon
ﬁHl ®12D(ﬁH1)®H2—>H1®H2 (4.8)

ist, falls H, nach unten beschrankt ist. Natiirlich kénnte man auch argu-
mentieren, dass diese Inklusion ja schon im Fall eines beschrédnkten H, ge-
geben ist, jedoch kollidiert dieses Argument mit der Annahme, dass ¢*> H,-
beschrianktf] sei.

Dann folgt mit obiger Bemerkung und den nachfolgenden Lemmata die Dif-

ferenzierbarkeit von
-r7h ~17h
Uh<t) — ezHEtesz t (49)

auf D(H}), denn D(H") = D(H}).
4.1.1 Lemma. Seien X ein Banachraum, I C R offen und

(A®))er, (B(t))ier C B(X)

stark stetige Familien beschrinkter Operatoren. Die Familien seien stark dif-
ferenzierbar auf Teilraumen D(A), D(B) C X wund es gelte B(t)(D(B)) C
D(A) vt € I. Dann ist die Produktfamilie (AB(t))ier, mit AB(t) :== A(t)B(t)
Vt € 1, differenzierbar auf D(B) und die Ableitung, fir x € D(B), ist gegeben
durch

(A'(t)B(t) + At)B'(t)). (4.10)

3Siehe Def. und beachte, dass ||¢?¢|| < C||¢|| fiir beschriinktes Ho auf D(g?) gelten

wiirde.
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Beweis. Sei x € D(B) und € > 0. Dann wéhle § > 0, sodass
§ = min{d(A),d(B),s(B')}.

Dabei sei §(A) so gewshlt, dass [|[3(A(t + h) — A(t)) — A'()|B(t)z] <
d(B'), sodass [[(A(t+ h) — A(t))B'(t)z| < § und 0(B) so, dass

€
3

€
3suppe, [|A(E+R)]°

wobei J eine kompakte Teilmenge von I sei, die (t — 6(A),t + §(.A)) ent-
hélt. Die Existenz von sup,,c; ||A(t + h)|| ist eine Konsequenz des Satzes von
Banach-Steinhaug’] Dann folgt Vh € (t — §,t + 0)

| [%(B(t +h) = B(t)) - B'(t)]z]| <

| [%(A(t +h)B(t+h) — A@)B(t)) — (A@t)B(t) + At)B'(t))]]|
IA( + h)[%(B(t +h) = B(t)) = B'(t)]«]
+H (At + h) = A@®)B ()|

+H[%(A(t +h) — A1) — A@)]B(0)«|

IA

IN

(B(t + h) = B(t)) — B'(t))z|

> =

sup [|A(t + )|]|[
heJ

I (A + 8) = A) — AW + 5
< €.

]

4.1.2 Lemma. Seien Hy und Hy Hilbertrdume und A, B auf D(A) C Hy,
bzw. D(B) C Hy selbstadjungierte Operatoren. Dann ist AQ 1+ 1® B we-
sentlich selbstadjungiert auf D(A) @ D(B) :={® € lin{¢p@¢|p € D(A), ¥ €
D(B)} C Hi ® Ha)f

Beweis. Wir zeigen, dass U(t) := e @ e''P eine stark stetige unitiire Ein-
parametergruppe ist und schlieBen mit Theorem VIII.10, [RS72], das eine
direkte Konsequenz des Satzes von Stone ist, auf die wesentliche Selbstad-
jungiertheit. Offensichtlich ist ndmlich U(¢)(D(A) ® D(B)) C D(A) ® D(B)
Vt € R. Klar sind Vt,s € R

Ut Ipmepn = UlR)™ Ipaens),
Ut)U(s) Ipyenmy = Ut+s) Ipayeps) -

4D.h. dem Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit.
®lin{z € X} bedeutet die lineare Hiille von X.
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Die eindeutige normerhaltende Fortsetzbarkeit ([RS72]) von beschriankten
lineraen Abbildungen zwischen einem normierten Raum und einem Banach-
raum auf den vervollstiandigten des normierten Raume liefert die Aussage fiir
H1® Hs. D.h. U(t) ist eine unitire Gruppe. Seien ® € D(A)® D(B), ty € R,
dann gilt

JU() — U@ < (™ — %) @ @ + [ & (2 — coB)a | =4 0,

Fiir jede kompakte Umgebung J von ¢, existiert sup,c; ||U(t) — U(to)|| auf
Grund des Satzes von Banach-Steinhaus, oder man nutzt einfach die Unita-
ritét aus. Jedenfalls folgt fir ® € Hy ® He und (®,)nen € D(A) ® D(B),
mit ®,, — P falls n — oo,

1T () = Ulto)) @] < sup [|U(t) = Uto) [[|® = Pl + [(U() = Ulto))Puf| — O,
d.h. U(t) ist auch stark stetig. Aus Lemmald.1.1]folgt fiir U(t) = (e ®1)(1®

e''B) schlieBlich die Differenzierbarkeit auf D(A) ® D(B), mit der Ableitung
i(A®1+10 B). O

Mit den Bezeichungen des vorigen Lemmas gilt auch das folgende

4.1.3 Lemma. Ser C' := AR 1Ly, +1y, ® B, A und B nach unten be-
schrinkt mit Schranken My und Mg, dann gilt

D(O> C D<A ® :H-H2)7D(]]-H1 ® B)

Beweis. C'— M, M 1= (Maly,) ® Ly, + 1y, @ (Mply,), ist selbstadjungiert
auf dem Definitionsgebiet D(C') C; Hy ® Ho von C, wie man sofort mit Hilfe
der Neumannschen Reihe sieht. Es gilt fiir alle ¢ € D(A) ® D(B)

I(C = Mol = [(A® Ly, — (Maly,) ® Iyg,) ||
(13, ® B — 19, @ (Mply,))e|?
+2(, (A @ Iy, — (Maly,) ® 13g,) (13, @ B — 13y, @ (Mpln,))ep)
> [(A®1p, — (Maly,) @ Iag,) 1.

Die Ungleichung sieht man mit einer Konstruktion wie in [RS72], Theorem
VIIL.33, ein. Stellen wir C' in L?(X4 X Xp,dus @ dup) = L*(X4,dus) @
L*(Xp,dug) dar, wobei L?(X4,dua) und L?(Xp,dup) Darstellungsriume
von A und B sind, so ist ((A — (Maly,)) ® Ly, ) (1, @ (B — (Mply,))) =
(A—(Maly,))®(B—(Mply,)) wesentlich selbstadjungiert auf D(A)®D(B).
Ist U der unitédre Operator mit

U(A = (Maly,)) ® (B — (Mply,))U" = f,
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und
U Ipayepe)y=Ua @ Us,

so gilt ferner
flwapayewspm)= (fa — Ma)(fp — Mp).

Die Funktionen f4 — M4 und fg — Mp sind > 0 du4-, bzw. dupg-fast iiberall,
d.h. ihr Produkt ist auch > 0 dus ® dup-fast iiberall.
Es folgt

D(C) € D(A® 1y,),

da die Konvergenz in der Graphennorm von C' die Konvergenz in der Gra-
phennorm von A ® 1y, erzwingt. n

Bemerkung. Der Kern des Beweises beruht auf der (A®1+1® B)-Beschrankt-
heit von A ® 1, bzw. 1 ® B.

Wenden wir uns nun der wesentlichen Selbstadjungiertheit von H” zu,
die wir mit Hilfe des Satzes von Kato-Rellich [£1.5] beweisen wollen. Dazu
benétigen wir die folgende

4.1.4 Definition. Seien A und B dicht definierte lineare Operatoren auf
einem Hilbertraum H. Dann heif3t B A-beschrdinkt, falls

(i) D(B) 2 D(A) und
(ii) Ja,b € R, sodass Vo € D(A),
1Bl < allApll + bl (4.11)

gilt. Das Infimum dieser a nennen wir relative Schranke von B beziiglich
A. Falls die relative Schranke 0 ist, heifit B infinitesimal klein beziiglich
A und wir schreiben B < A.

Bemerkung. Die Bedingung ist dquivalent zu der Folgenden:
(iii) Je,d € R, sodass Yo € D(A)
IBoll” < | Apl® + d*[lo|® (4.12)

gilt. Falls (i) gilt, so sieht man sofort die Giiltigkeit von mit
a=cund b=d. Ist richtig, so gilt wegen

2] Apllllell < ellApl® + e Hlel®
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auch (i) mit ¢ = a?(1 +¢€) und d? = b*(1 + € ') Ve > 0. Damit ist
das Infimum aller a gleich dem Infimum aller ¢. Es geniigt offen-
sichtlich, Abschatzung oder (fi)) auf einem Deﬁnitionskernﬂ von
A zu zeigen.

Das nun folgende Resultat ist fundamental in der Stérungstheorie linearer
Operatoren auf Hilbertraumen.

4.1.5 Satz (Kato-Rellich). Sei A selbstadjungiert, B hermitesch und A-
beschrankt, mit relativer Schranke < 1. Dann ist A+ B auf D(A) selbst-
adjungiert und wesentlich selbstadjungiert auf jedem Definitionskern von A.
Ist A dariber hinaus nach unten beschrinkt durch M € R, so ist A+ B nach
unten beschrankt durch M — maz{b/(1 — a),a|M|+ b}, wobei a und b durch
/. 11]) gegeben sind.

Der Beweis dieses Satzes, der im Kern auf der Tatsache beruht, dass

beschrinkte Operatoren mit Norm < 1 nach dem Lemma von Banach inver-
tierbar sind, was bei B(A =+ iu)~! fiir gewisse u € R der Fall ist, findet sich
in [RS75].
Der Operator HJ ist auf der Menge der Linearkombinationen der Hermite-
funktionen wesentlich selbstadjungiert und gegeben durch w(a'a + %) Das
Spektrum des Operators a'a ist bekanntlich NU{0}, was man sofort mit dem
Weylschen Kriterium bestétigt. Sei ndmlich A € R\(IN U {0}) und seien

]' n
Y = ﬁm*) Yo, ¥n € N

olz) = mie T, VreR,

die Hermitefunktionen. Dann gilt V¢ € D(a'a), mit einer Entwicklung ¢ =
Zzozo O[nqu)n 7£ O,

I(ala = AD)[1> =D an|*ln — A]> > 0.
n=0

Wegen der Stetigkeit der Norm gilt dies auch fiir beliebige normierte Folgen
(¢n)nen. Damit kennen wir die Spektraldarstellung von vata,

Vaiag = " \/n(vn, ¢)n.

SDamit meinen wir das englische ,,core®, [RS72].
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Es folgen dann unmittelbar V¢ € D(Va'a)
lag] = [IVatas|]
und
la']* = [IVafad|* + [l].

Wir kénnen nun auf die vV ata-Beschrénktheit von ¢ = \%(a + a') schlieflen.
Es gilt ndmlich V¢ € D(Va'a)

ladll < Va|Vatag| + %Hé\l,

woraus

1+et
laoll? < 201+ [ VaTag] + - o]

folgt und insbesondere im Sinn von Operatoren

= ¢ < =~(ad'a+1). (4.13)

1
4

€ =

Das oben beschriebene Verfahren, aus der relativen Beschrénktheit eines Ope-
rators eine Ungleichung der Form (4.13)) zu schliefen, ist auch unter allge-
meinen Bedingungen moglich. Dazu zunéchst eine

4.1.6 Definition. Sei A ein positiver selbstadjungierter Operator und B ein
selbstadjungierter Operator, sodass

(i) Q(4) 2 Q(B) und
(ii) |(¢, Be)| < a(p, Ap) + b(p, ) Yo € Q(A),

fira > 0,6 € R gilt. Q(A) und Q(B) seien die Definitionsgebiete der durch A
und B induzierten quadratischen Formen. Dann nennen wir B relativ form-
beschrinkt beziiglich A. Falls a beliebig klein sein kann, nennen wir B infi-
nitesimal formbeschrdnkt beziiglich A und schreiben B < A.

Der folgende Satz zeigt, dass falls B A-beschrédnkt ist, dann ist B auch
relativ formbeschrénkt beziiglich A.

4.1.7 Satz. Sei A ein positiver selbstadjungierter Operator und B sei selbst-
adjungiert.

(a) Falls B A-beschrankt ist mit relativer Schranke a, dann ist B formbe-
schrinkt beziiglich A mit relativer Schranke a.
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(b)) B« A= B< A

Fiir einen Beweis siehe [RS75].
Wie in [JP95] folgt nun die H[-Beschrinktheit von k¢" @ q. Sei ¢* Ho-
beschrénkt oder relativ formbeschriankt beziiglich Hy. Wegen Lemma
und der Diskussion zum harmonischen Oszillator ist die Menge der Opera-
toren {Hs}, die unseren Voraussetzungen geniigen, nicht leer. Hy ist nach
Voraussetzung nach unten beschrankt mit einer Schranke M € R. Dann ist
H2 = Hy — M1 > 0 und ¢? ist H2 beschrankt, bzw. relativ formbeschrankt
beziiglich Hg, mit gleicher relativer Schranke wie fiir Hy. Im Fall der Hs-
Beschréanktheit folgt aus Satz die relative Formbeschrinktheit von ¢?
mit der gleichen Schranke und insbesondere fiir geeignete «, § € R auf D(Hs)

¢* < aHy + 1. (4.14)
Ist nun ® € D(1/hH!) ® D(H,), so ist
g ® q®|]> < g(CD, (ata +1) ® (aHy + £1)D)
2
< g(cp [212( da+17? @1+ 18 (ol +01)]0)
5 (@ [\/_6( a+]1)®]1+ﬁjl®(ozH2—l—ﬁ]1)] D)

5
= —II(T(a a+1)®1+ %1 @ (aHy + 41))D|2, Ve > 0.

Wiéhlen wir € = f’ so folgt fiir geeignete ¢, d € R

lg ® q®|| < col| Hy®|| + d||@[|, Y € D(Hy), (4.15)
da H} nach Lemma auf D(1/hH}) ® D(H,) wesentlich selbstadjungiert
ist. Um die Selbstadjungiertheit von H" auf D(H}) folgern zu kiénnen, brau-
chen wir eine Schranke < 1. Da wir aber letzlich an dem klassichen Limes der
h-abhéngigen Operatoren interessiert sind, geniigt die Existenz eines hy > 0,
sodass hokcaw < 1. Im Folgenden wollen wir daher stets & € (0,h] C R

annehmen. Das nun bewiesene Resultat wollen wir in folgender Proposition
festhalten.

4.1.8 Proposition. Der Operator H" ist auf D(HY) selbstadjungiert Vh €
(07 hO] :

Bemerkung. Der Operator U"(t)1 ist auf dem Deﬁnitionsker D(1/hH™)®
D(H,) von H% auf Grund von

(e"M5 @ 1)(D(1/hHM) @ D(H,)) C D(1/RH?) ® D(Hy) (4.16)
"Siehe Theorem VIII.11, [RS72].

IN




80 Unbeschrinkte Teilerzeuger

und Lemma differenzierbar. Wegen D(HJ}) C D(HE) ist auch U™(t)
differenzierbar.

Wir mochten wie im Fall beschrénkter Teilerzeuger einen partiellen klas-
sischen Limes durchfithren. Dazu werden wir die klassische Wohlgestelltheit
des nicht-autonomen Cauchy-Problems fiir 2 > 0 benétigen. Fiir ¢» € D(H")
ist die Stetigkeit von

t— engt(Hh . Hg)e_iHhtlb

nicht a priori klar, da HP und H" nicht kommutieren. Daher zeigen wir die
klassische Wohlgestelltheit des Cauchy-Problems und folgern im néchsten
Abschnitt aus der Konvergenz der Erzeuger die Konvergenz der unitiren
Propagatoren

Ut(t,s) == U"r, &)U (t, s)U(r, €) (4.17)

fiir A~ — 0 in der starken Operatortopologie, gleichméfig auf Kompakta. Da
der Erzeuger des unitédren Propagators unbeschrankt ist, miissen wir genauer
erklaren in welchem Sinn dieser konvergiert.

Beginnen wir mit der Konvergenz des Erzeugers. Die auf dem Definitionsge-

biet von p, q eindeutigen Losungen der Heisenberggleichung sind nach der Dis-
kussion des Abschnittes [1.5 gegeben durch ¢*(t) = a cos(wt)q" + bsin(wt)p™.
Dabher ist in der Notation von Kaptiel |3[ der Erzeuger von

UL, s) := Adpn e U2, ) (4.18)
auf D(1/hH}) @ D(H,) durch
AMNt) :=1® Hy + kql(t) ® q=1® Hy + kq"(t) ® ¢ + k{()1® g (4.19)

gegeben. Auf dem Gebiet D(1/hH!) ® D(H,) konvergiert diese Familie von
unbeschénkten Operatoren gegen

1® Hy + k()1 @ g. (4.20)

Dieser Operator ist wegenﬂ q < ¢* und der Beschriinktheit von £(t) wesent-
lich selbstadjungiert auf D(1/hH!) @ D(H,) fiir alle ¢. Im vorliegenden Fall
konnen wir die Konvergenz der Erzeugerfamilie durch die punktweise Kon-
vergenz auf einem dichten Teilraum erkléaren.

Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen ein Grenzwert

Ut s) 2 U, (t, s) (4.21)

8Dies folgt sofort aus ¢* + ¢ > 2¢q?, Ve > 0, und der Monotonie des Integrals.
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existiert und ob dieser Grenzwert eine Losung des nicht-autonomen Cauchy-
Problems

A 6us(t) = (L® Hy + KE(DL ® 0)6 (1) (122)

ist.

4.2 Konstruktion fiir unbeschrankte Teiler-
zeuger

Man konnte versuchen im Geist Yosidas, [Yos66], die Erzeuger durch be-
schrankte Operatoren zu approximieren, um anschlieBend die Konstruktion
aus Satz zu verwenden, jedoch ist die gleichméflige Approximierbarkeit
der Erzeuger von U, (t, s) nicht leicht zu zeigen.

Eine Verwendung von Howlands Methode ermdoglicht hingegen einen elegan-
ten Beweis fiir die starke Konvergenz gleichméfig auf kompakten Teilinter-
vallen von [—T',T|. Zunéchst wollen wir aber einen Satz von Kato, Theorem
5.4.8 in [Paz83|, bzw. Theorem X.70, [RS75], verwenden um die Existenz der
unitdren Propagatoren U, (t, s) zu zeigen.

Wir wissen, dass die unitiren Propagatoren U"(t, s) auf Y := D(H,)® D(Hy)
differenzierbar sind und die Familie von Erzeugern durch gegeben ist.
Ferner kennen wir den auf Y punktweisen Grenzwert dieser Erzeuger, (4.20)).
Die klassische Bahn £(t) ist eine stetig differenzierbare Funktion. Daher ist
die Familie nach dem Satz von Kato-Rellich auf dem kompakten In-
tervall [T, T| selbstadjungiert auf dem Gebiet Hy ® D(H,) = D und es gilt
Y C D. Die stetige Differenzierbarkeit der Erzeuger (4.20) ermoglicht nun
die Anwendung des Satzes von Kato, d.h. es existiert eine eindeutige Familie
von unitdren Propagatoren U,(t, s) die eine klassische Losung des Cauchy-
Problems definiert. Wir mochten eine an die Quantenmechanik angepasste
Version dieses Satzes verwenden, [SimT71].

4.2.1 Satz (Yosida). Sei H(t), [-T,T] eine Familie selbstadjungierter Ope-
ratoren, mit H(t) > —Eq + 1 fiir ein Ey. Die Resolvente (H(t) + Fy)™! sei
stark differenzierbar und ||(H (t) + Eo)<% (H (t) + Eo) 7| sei beschrinkt. Dann
existiert Vi € D(H(0)) eine klassische Losung des Cauchy-Problems. Diese
Lasung o(t) erfillt ||[o(t)|| = ||¢|| fir alle t und definiert so einen unitiren
Propagator.

Die Halbbeschranktheit ist eine einfache Konsequenz des Satzes von Kato-
Rellich, 4.1.5] Dieser besagt, dass die untere Schranke von Hs + ¢ durch
M — maz{7,a|M| + b} gegeben ist. Dabei ist M die untere Schranke von
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H, und a,b € R* sind die Konstanten der H,-Beschrianktheit von ¢. Die uns
interessierenden Operatoren sind durch

H(t) :=1® Hy, + kE(H)1 ® g

gegeben. Die Operatoren H (t) haben also nach Kato-Rellich eine gemeinsame
untere Schranke

. E(t)kb
—Ey+1:= mmte[,T,T}(M — max{%
Die anderen Voraussetzungen des Satzes kann man ebenfalls direkt nachprii-
fen. Es gilt ndmlich in der Norm

SO + B = () + Bo) 6 1@ q) () + B, (423)
woraus die Beschréinktheit von ||(H(t) + Eo)%(H(t) + Eo)~"| folgt. Damit
sind alle Voraussetzungen des Satzes von Yosida erfiillt und es existiert ein
stark stetiger Propagator U, (¢, s), der fiir jedes s eine klassische Losung des
nicht-autonomen Cauchy-Problems definiert.

Damit ist schon eine der Fragen des vorigen Abschnittes beantwortet. Die
Grenzwerte der Teilerzeuger definieren klassisch wohlgestelltes Cauchy-Prob-
lem. Wie steht es mit der Konvergenz der untéren Propagatoren U (t, s)? Wie
bereits im vorigen Abschnitt angekiindigt, brauchen wir dazu die klassische
Wohlgestelltheit. Daher zeigen wir das

4.2.2 Lemma. Auf dem Definitionsgebiet U™, &)TD(H") ist das nicht-
autonome Cauchy-Problem, gegeben durch

S E(0)k(alM] +b)}).

dg(t)

UL, )6 = ANOULE )0,

klassisch wohlgestellt.

Beweis. Wir zeigen die Stetigkeit der Ableitung. Dann folgt mit einem ana-
logen Argument wie in Lemma die Eindeutigkeit der Losung. Ferner
ist die stetige Abhéingigkeit von den Anfangswerten eine direkte Konsequenz

der Stetigkeit der unitdren Propagatoren.
Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes bleibt die Stetigkeit von

Hl ® ]le—iHht

zu zeigen. Fiir p € R erfiillt jeder selbstadjungierte Operator 7' auf seinem
Definitionsgebiet die Beziehung

(T <+ ip)ell* = TSI + plll|*.
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Daraus folgen unmittelbar fiir die Resolvente R(iu,T) = (T + ip)~! die
Abschétzungen

[RGip, T)| < = I TR(ip, T)[| < 1.

==

Daher ist fiir ausreichend grofles v € iR
v v

d.h. die Summe dieser beiden Operatoren ist nach dem Lemma von Banach
invertierbar. Dann folgt die Gleichung

v v v v
R(v, Ho) = R(3, H1) ® R(3, Ha)(R(3, H1) @1+ 1® R(5, Hy))™".
Diese Gleichung rechnet man leicht auf dem Definitionskern D(H;) ® D(Ha)

nach und aus der eindeutigen Fortsetzbarkeit (BLT-Theorem) folgt dann die
gewiinschte Beziehung. Ferner ist mit K" := kq" ® ¢

R(v, H") = R(v, H))(K"R(v, Hy) + 1)1,

da K" Hy-beschriankt ist mit Schranke < 1. SchlieBlich folgt fiir alle v €
D(H")

Hy®1e ™"y = Hy @ 1R(v, H")e "(H" + v)

= (HR(S, H) ® R(5, Ho)(R(5, H) ©1+ 16 R(S, Hy)

(K"R(v, Hy) + 1) e " (H" 4+ 1)y

Da nach obigen Argumenten H;R(%, H;) beschrénkt ist, folgt die Stetigkeit
auf D(H"). O

Das Argument fiir den Beweis der nun folgenden Aussage geht auf einen
Vorschlag von R. Schnaubelt zuriick und verwendet ein Resultat seiner Ha-
bilitationsschrift, [Sch99], das die klassische Wohlgestelltheit des nicht-auto-
nomen Cauchy-Problems benétigt.

4.2.3 Satz. Es gilt s-limp_oUMt,s) = Uy(t,s) gleichmdfig auf kompakten
Teilintervallen von [T, T).

Beweis. Definiere £ := {f € C([-T,T], L*(R) ® L*(R))|f(—T) = 0} ausge-
stattet mit der Supremumsnorm. Dabei beachte man, dass auf Y die Erzeuger
H"t) gleichmiBig in t € R gegen H(t) konvergieren. Wir verwenden How-
lands Methode, die in Kapitel [2| eingefithrt wurde und definieren fiir f € F,
se (=T,T],t>0mit s —t € (=71, 7] eine Abbildung

(To(£)f(5) := Ua(s,5 — 1) f(s — 1)
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und (7,.(t)f)(s) = 0 sonst. Dann ist 7, eine stark stetige Halbgruppd’| mit
Erzeuger Gf := —f'+ H(-)f auf dem Definitionskern

F={f € CY([-T,T],L*(R) ® L*(R))|f(t) € Y. [, ', A()f € E}.

Diese Behauptung ist eine Konsequenz von Proposition 1.14, [Sch99]. Genau-
so erkliren wir 7(t) und aus Lemma folgt nach demselben Resultat,
dass der Erzeuger auf dem Definitionskern F die Form Gf := —f' + A".) f
hat. Klar ist || Z,.(¢)|| < 1 auf Grund der Unitaritat. Dann gilt fiir f € F

I(G"f = GH®) = kVhla(t) ®qf(®)]
< kvh mp la(t) @ qf (1)

te[-T,

Bilden des Supremums auf der linken Seite der Ungleichung zeigt die Kon-
vergenz G"f — G f in der Norm von E. Der Satz von Trotter-Kato, Theorem
3.4.5 [Paz83], liefert die auf [T, T] gleichmiiBlige Konvergenz s-limp, o 7,"(t) =
7.(t). D.h. insbesondere konvergiert 7."'(t)f(s + t) gleichmiiflig in s gegen
T.(t) f(s+1t). Setzt man nun f(s) = z fiir s > a + ¢, € beliebig klein, so folgt
die Behauptung. O

Bemerkung. Natiirlich kann man dieses Resultat verallgemeinern, indem man
die benutzten Eigenschaften des von uns diskutierten Systems, also im We-
sentlichen die Hy-Beschranktheit der Kopplung, abstrakt formuliert. Da dies
aber keine weitere Einsicht bringt, verzichten wir darauf. Auch hier gilt wie-
der eine Verallgemeinerung des Satzes von Hepp im Sinn von Korollar [3.3.7]

Bei dem vorgestellten Resultat erkennt man sehr deutlich, welchen phy-
sikalischen Hintergrund die Voraussetzungen des als Satz von Yosida
zitierten Theorems entsprechen. Der Limes existiert im Wesentlichen dann,
wenn die Kopplung der beiden Systeme schwach ist. Es wére interessant zu
sehen was im Fall von starkeren Kopplungen bei dem Grenziibergang pas-
siert. Dies ist in der vorliegenden Arbeit noch nicht geleistet worden und
vermutlich auch mit gewissen Schwierigkeiten verbunden, wie man an obiger
Diskussion sehen kann.

9Eine stark stetige Halbgruppe (Co-Halbgruppe), wird genauso definiert wie eine Cp-
Einparametergruppe, der Parameterbereich verkleinert sich lediglich von R zu R, [Paz83].



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit den physikalischen Aspek-
ten des nicht-autonomen Cauchy-Problems. Ein Grund fiir die Relevanz die-
ser Problemstellung ist die Hoffnung, durch die Losung des nicht-autonomen
Cauchy-Problems lokale Streumatrizen fiir wechselwirkende Quantenfeldtheo-
rien wie in [WMBO04] zu konstruieren. Ein anderer wichtiger Aspekt ist das
Verstiandnis eines Ubergangs vollstéindig quantisierter physikalischer Theo-
rien zu Quantentheorien, die an ein klassisches System gekoppelt sind. Ein
solcher Fall liegt in der Quantenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten vor.
In unserer Arbeit lielen wir uns von der Vorstellung leiten, dass eine physi-
kalisch motivierte Konstruktion einer zeitabhéngigen Dynamik eine bessere
Einsicht in die Bedingungen der Loésbarkeit dynamischer Probleme bietet.
Ausgangspunkt unserer Untersuchungen waren zwei gekoppelte Systeme, de-
ren Zeitentwicklung autonom ist. Wir identifizierten einen Limes, in dem
eines der beiden Systeme frei wird und fiir das zweite System die Bedeutung
einer Aufleren Zeitabéngigkeit erhélt. Der identifizierte Limes ist ein partieller
klassischer Limes, der nach einer Methode von Hepp durchgefiihrt wird.
Eine Darstellung einer modernen Quantisierungstheorie wird gegeben und die
Methode von Hepp wird in diesen konzeptionellen Rahmen eingeordnet. Es
zeigt sich, dass die vorgestellten Konzepte der Quantisierung erweitert wer-
den miissen um fiir eine gréfere Klasse von relevanten Beispielen der Physik
anwendbar zu sein.

An Hand eines explizit losbaren Beispiels wird der partielle klassische Limes
der autonomen Dynamik motiviert. In diesem Grenzfall ergibt sich wiederum
eine autonome Dynamik des Gesamtsystems, in dessen Bewegungsgleichung
der Ursprung der Schwierigkeiten bei der Auswahl der Definitionsgebiete
im nicht-autonomen Cauchy-Problem sichtbar wird. Howlands Formalismus
wird in das allgemeinere Prinzip der von uns konstruierten asymptotisch of-
fenen Systeme eingeordnet.
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Der partielle Hepp Limes wird in dem dargestellten konzeptionellen Rahmen
der Quantisierungstheorie formuliert und durchgefiihrt. Die Klasse von be-
schrankten Erzeugern der Dynamik des Teilsystems wird mit Hilfe des Funk-
tionalkalkiils oder alternativ mittels der Weylquantisierung definiert und die
Existenz des partiellen Limes wird gezeigt. In diesem Sinn wird das Resultat
von Hepp verallgemeinert. Es zeigt sich, dass die Dynamik natiirlich als Au-
tomorphismengruppe auf der Algebra der Observablen definiert ist.

Ein aus der Laserphysik motiviertes Beispiel dient als erster Testfall fiir ei-
ne Durchfithrung des partiellen Hepp Limes in physikalisch relevanten Si-
tuationen. Die Eigenschaften des Systems werden im Detail diskutiert und
eine Konstruktion eines nicht-autonomen Systems im Sinne des vorigen Ka-
pitels wird durchgefithrt. Auch hier ergibt sich eine Verallgemeinerung der
Heppschen Methode. Auflerdem erkennt man den engen Zusammenhang der
technischen Forderung nach klassischer Wohlgestelltheit des nicht-autonomen
Cauchy-Problems und der physikalischen Eigenschaft der schwachen Kopp-
lung zweier Systeme.

Die Resultate dieser Arbeit geben einen physikalischen Ansatzpunkt fiir die
Analyse der Derivationen nicht-autonomer Systeme. Dabei scheint eine Un-
tersuchung des Problems im Rahmen von C*-Algebren sinnvoll. Insbesonde-
re ist zu kléren, ob eine allgemeine Charakterisierung fiir die Existenz des
partiellen klassischen Limes zu finden ist. Solche Bedingungen koénnen ver-
mutlich als notwendig fiir das physikalische nicht-autonome Cauchy-Problem
angesehen werden. Grundsétzlich stellt sich die Frage nach der unitdren Im-
plementierbarkeit der Dynamik asymptotisch offener Quantensysteme.
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