Quantentheoretische und klassische
Vakuum-Krafte
beil Temperatur Null
und
beil endlicher Temperatur

Quantum and Classical Vacuum Forces at
Zero and Finite Temperature

(Much Ado About Nothing)

Diplomarbeit
vorgelegt von

Ole Niekerken

Februar 2009

II. Institut fiir theoretische Physik
Department Physik
UNIVERSITAT HAMBURG



Gutachter der Diplomarbeit:
Prof. Dr. Klaus Fredenhagen
Prof. Dr. Klaus Sengstock



111

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird zunéchst im Rahmen einer wohldefinierten Quantenfeldtheorie (im Orts-
raum) die Casimir-Polder-Kraft [13] fiir Temperatur Null und fiir endliche Temperaturen mit
Hilfe der ,Methoden der Spiegelladungen berechnet. Die Rechnungen zu endlicher Tempera-
tur werden im Rahmen von KMS-Zusténden [38] gemacht. Die so eingefiihrte Temperatur ist
die des elektrischen Hintergrundfeldes und unterscheidet sich so von der in [7] eingefiihrten.
Danach fiihren wir ein kanonisch quantisiertes, absorbierendes, inhomogenes, dispersives Ein-
Oszillator-Modell fiir dielektrische Medien nach [44] ein, welches kausale Vertauschungsrela-
tionen besitzt und dessen dielektrische Funktion automatisch die Kramers-Kronig-Relationen
erfiillt. Mit diesem Modell berechnen wir dann die Casimir-Polder-Kraft an einem dielektri-
schen Interface bei endlicher Temperatur und zeigen fiirs Experiment interessante Gréfsen auf.
Mit Hilfe der zuvor benutzen Methoden wird dann die Van-der-Waals-Kraft zwischen zwei Ato-
men fiir endliche Temperatur berechnet. Anschliefslend wird gezeigt, dass der Hochtemperatur-
Limes, welcher nicht mehr von / abhéngt, der Casimir-Polder-Kraft sowie der Van-der-Waals-
Kraft im Rahmen einer klassischen algebraischen statistischen Theorie verstanden werden
kann. Dafiir werden zuvor klassische KMS-Zustidnde eingefiihrt.

Abstract

In this diploma thesis the Casimir-Polder force [13] at zero temperature and at finite tem-
peratures will be calculated by using a well-defined quantum field theory (formulated in po-
sition space) and the method of image charges. For the calculations at finite temperature
KMS-states [38] will be used. The so defined temperature describes the temperature of the
electromagnetic background and differs from the one given in [7]. A one oscillator model
for inhomogeneous dispersive absorbing dielectric material will be introduced and canonically
quantized [44| to calculate the Casimir-Polder force at a dielectric interface at finite tempera-
ture. The model fulfils causal commutation relations and the dielectric function of the model
fulfils the Kramers-Kronig relations. We will then use the same methods to calculate the van
der Waals force between two neutral atoms at zero temperature and at finite temperatures.
It will be shown that the high temperature behaviour of the Casimir-Polder force and the van
der Waals force are independent of A. This means that they have to be understood classically,
what will then be shown in an algebraic statistical theory by using classical KMS states.
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Einleitung 1

1 Einleitung

Note notes, forsooth, and nothing!
Much Ado About Nothing, William Shakespeare, 2.8.47-52

Spétestens in der Quantenmechanik Vorlesung lernt jeder Physikstudent etwas iber die Exis-
tenz einer so genannten Nullpunktsenergie, beispielsweise bei der Behandlung des harmoni-
schen Oszillators. Doch ist diese Energie ein Relikt eines theoretischen Konstrukts oder eine
physikalisch messbare Grofe?

Eine Moglichkeit, diese Frage zu beantworten, wurde erstmals im Jahre 1948 durch Casimir
und Polder eréffnet [13]. Casimir und Polder berechneten eine Kraft auf ein neutrales Atom vor
einer ideal leitenden Platte. Diese Kraft resultiert aus den, aufgrund der an das Vakuumfeld
gestellten Randbedingungen, nicht verschwindenden Korrelationen der elektromagnetischen
Feldstérke und ist somit ein Effekt, welcher direkt durch die Nullpunktsenergie hervorgeru-
fen wird. Bekannter ist die sogenannte Casimir-Kraft [12]|, welche die Kraft zwischen zwei
ideal leitenden Platten beschreibt. Diese Kraft ist ebenfalls ein Effekt der Nullpunktsenergie.
Die erste experimentelle Bestétigung der Rechnungen von Casimir gelang im Jahre 1957 [42].
Heute sind die Casimir-Polder-Kraft (CP-Kraft) und die Casimir-Kraft gut vermessen und es
besteht kein Zweifel an der Existenz der Nullpunktsenergie. Effekte wie die spontane Emissi-
on oder die Lamb-Verschiebung lassen sich ebenfalls iiber die Kopplung an das Vakuumfeld
verstehen (siehe z.B. [31]).

Die Theorie ist inzwischen in der Lage, die durch Vakuumfluktuationen erzeugten Krifte weit
iiber die idealen oben beschriebenen Situationen hinaus zu beschreiben und eine allgemei-
nere Begriffsbildung hat sich eingebiirgert. Kréfte zwischen makroskopischen Koérpern werden
Casimir-Krifte genannt, Krifte zwischen einem Atom und makroskopischen Kérpern Van-der-
Waals-Krifte. Die Kraft zwischen einer unendlich ausgedehnten Platte und einem Atom wird
weiterhin CP-Kraft genannt. Ich mdéchte mich dieser Konvention anschliefsen, werde jedoch
die Van-der-Waals-Kraft stets zwischen zwei als punktférmig gendherten Atomen berechnen.
Das Ziel dieser Arbeit wird es sein, die CP-Kraft im Rahmen eines einfachen theoretischen Mo-
dells zu verstehen und dann in méglichst experimentnaher Anordnung auszurechnen. Hierzu
werden wir zunéchst die Ergebnisse von Casimir und Polder in einer wohldefinierten Quanten-
feldtheorie im Ortsraum berechnen, ohne dass wir dazu Modensummen benétigen (Kapitel 2).
Die Methode ldsst sich dann sehr einfach auf eine Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatur
iibertragen, in dem wir mit so genannten Kubo-Martin-Schwinger(KMS)-Zusténden arbeiten
(Kapitel 2.2 & 6). Als néchstes werden wir davon ausgehen, dass sich das Atom vor einer di-
elektrischen Grenzflache befindet und das zugehorige statische Randwertproblem l6sen. Auch
diese Anordnung lésst sich im Ortsraum berechnen und ebenfalls auf endliche Temperaturen
ausweiten. Wir verwenden dann die gleichen Methoden, um die Casimir-Kraft bei endlicher
Temperatur und bei 7' = 0 zu berechnen (Kapitel 2.4).



2 Einleitung

Ein weitaus komplexeres Thema ist die Behandlung der CP-Kraft in Medien mit inhomogenen,
zeitabhingigen, dielektrischen Funktionen. Es fehlt hier zunéchst an einer quantenfeldtheoreti-
schen Beschreibung solcher Materie. Eine naive Quantisierung der makroskopischen Maxwell-
Gleichungen fiihrt zu einer nicht kausalen Theorie [4]. Wir wollen deswegen hier einen anderen
Ansatz wihlen und das Medium als Quantenfelder im Rahmen einer kanonisch quantisierten
Theorie behandeln. Hierzu fithren wir nach [44] das Medium im Rahmen eines Ein-Oszillator-
Modells zur Beschreibung der Polarisation und ein Reservoir von harmonischen Oszillatoren
zur Beschreibung der Absorption in der klassischen Elektrodynamik ein und quantisieren die so
erhaltene Lagrange-Dichte kanonisch (Kapitel 3). Die so definierten Quantenfelder erfiillen die
makroskopischen Maxwell-Gleichungen und haben kausale Vertauschungsrelationen. Dariiber
hinaus erfiillt die nur von den Kopplungen abhingende dielektrische Funktion des Modells
automatisch die Kramers-Kronig-Relationen. Diese Theorie liefert die selben Ergebnisse wie
eine phianomenologische Quantisierung nach [50], [51] oder auch [10] und bildet eine Erweite-
rung, auf inhomogene Medien, des viele Folge-Paper inspirierenden Werkes [4]. Basierend auf
Methoden des idealen Falls, 1dsst sich dann die CP-Kraft an einem dielektrischen Interface
bei Temperatur Null und bei endlicher Temperatur berechnen. Die Rechnungen bestdtigen die
Theorie von Lifschitz [28], beschreiben aber eine grofere Klasse von dielektrischen Grenzfla-
chen (siehe Kapitel E.1).

Casimir und Polder berechneten in [13] nicht nur die CP-Kraft, sondern auch die Kraft zwi-
schen zwei elektrisch neutralen Atomen (oft wird diese Kraft als Van-der-Waals-Kraft be-
zeichnet). Das Ergebnis lésst sich mit den gleichen Methoden wie oben reproduzieren und auf
den Fall endlicher Temperaturen erweitern (Kapitel 5). Es folgt dann eine Beschreibung von
KMS-Zusténden und die Berechnung der zuvor oft benutzten 2-Punkt-Funktion des elektri-
schen Feldes bei endlichen Temperaturen. Betrachtet man das Hochtemperatur-Verhalten der
CP-Kraft und der Van-der-Waals-Kraft, so stellt man fest, dass die Ausdriicke kein A mehr
enthalten und so klassisch interpretiert werden sollten. Dieser Idee wird am Ende der Arbeit
verfolgt. Es werden zunédchst klassische KMS-Zustédnde im Rahmen einer algebraisch formulier-
ten statistischen Theorie definiert und dann die Hochtemperatur-Ausdriicke der beiden Krifte
im Rahmen dieser Theorie reproduziert. Im Anhang folgt dann eine Konsistenziiberlegung zu
dem benutzten Ansatz zur Berechnung der Potentiale, eine Bemerkung zur 2-Punkt-Funktion
bei endlicher Temperatur, eine Beschreibung der phénomenologischen Quantisierung dielek-
trischer Materie nach Welsch, einige Uberlegungen zur Losung der Wellengleichung in dielek-
trischer Materie an einem dielektrischen Interface und zu den Kramers-Kronig-Relationen in
ihrer allgemeinen Form fiir distributionelle Antwortfunktionen, sowie ein historischer Uber-
blick iiber die Berechnungen der CP-Kraft in dielektrischen Medien.
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1.1 Einheiten

In dieser Arbeit wird durchgehend in Heaviside-Lorentz-Einheiten gerechnet. In den Rech-
nungen setzen wir A = ¢ = 1, wichtige Ergebnisse werden aber mit 2 und ¢ angegeben. Die
stationiiren Maxwell-Gleichungen lauten dann in differentieller Schreibweise [22]!

VD = 4mp, (1.1)
4
VxH=""j (1.2)
&
VxE=0, (1.3)
VB =0, (1.4)
mit
D=E+P,
B=H-M.

In der Originalarbeit von Casimir und Polder [13] wird das CP-Potential in Gaufsschen Ein-
heiten angegeben, da sich die Literatur meist an dieser Darstellung orientiert, definieren wir
die lineare Polarisierbarkeit « eines einzelnen Atoms, in einem duferen Feld E, unter Vernach-
lassigung des atomaren Feldes durch:

P =< patom >= 4naE. (1.7)

Durch diese Konvention gleichen sich die Ergebnisse mit denen in der Originalarbeit.

1.2 Konventionen

In der physikalischen Literatur gibt es einige Konventionen, die nicht iiberall einheitlich ge-
troffen werden. An dieser Stelle sollten wir die fiir diese Diplomarbeit wichtigen festlegen,
damit keine Unklarheiten entstehen. Ein Teil der Arbeit haben wir bereits erledigt, da wir das
Einheitensystem fixiert haben. Kommen wir nun zu anderen Konventionen.

Die Fourier-Transformierte einer Funktion sei definiert iiber

ﬂﬂ:éhlémﬂmWﬂ (1.8)

wobei jedoch die Tilde {iber den fouriertransformierten Funktionen meist weggelassen wird.
Die Minkowski-Metrik sei gegeben durch

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 0 (1.9)
0 0 0 -1

Sei A ein Operator, dann notieren wir mit A* den adjungierten Operator von A und mit f
die komplex konjugierte einer Funktion f.

!Man beachte, dass in der Einheiten-Umrechnungs-Tabelle A .4 in [22] die Einheit des elektrischen Potentials,
im Gaufsschen CGS-System, falsch definiert ist. Zum Zeitpunkt dieser Arbeit ist dieser Fehler noch nicht im
Errata vom deGuyter-Verlag.



4 Einleitung

Uber in einem Summanden doppelte vorkommende lateinische Indizes wird grundsitzlich von
1 bis 3 summiert und {iber griechische Indizes von 0 bis 3.

Vektoren und Vektor-Operatoren in 3 Dimensionen werden fett gedruckt. Klassische Grofen
und die zugehérigen Operatoren sind aus dem Kontext zu unterscheiden.

Taucht die Fourier-Transformierte E(r,w) einer reellen Funktion E(r, ) auf, so verstehen wir
darunter die Zerlegung dieser nach

E(r,t):/ dwE(r,w)e_M+/ dwE(r, w)e™?
0 0

:/ dwE(r,w)eM—F/ dwB(r, —w)e ™", (1.10)
0 0
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2 Die Casimir-Polder-Kraft

Auf ein neutrales Atom mit nicht verschwindender Polarisierbarkeit «, welches sich neben einer
ideal leitenden Platte befindet, wirkt eine attraktive Kraft, die nach ihren Entdeckern benannte
Casimir-Polder-Kraft [13]. Casimir und Polder haben ausgehend von den Wellenfunktionen
der Atome und einer Beschreibung des elektrischen Feldes im Impulsraum, die elektrische
Wechselwirkungsenergie in vierter Ordnung quantenmechanischer Stérungstheorie berechnet.
Dabei kommt die iibliche Beschreibung der Polarisierbarkeit tiber die Dipolmomente der Atome
[14] zum tragen und fithrt dann in einer N&herung fiir grofe Abstande d zu der bekannten
Formel fiir das retardierte CP-Potential

3a
Srdd”

Vop(d) = (2.1)
Wir wollen in diesem Kapitel zunfichst dieses Ergebnis auf einem anderen Wege berechnen
und es dann auf den Fall endlicher Temperatur und elektrostatischer Dielektrika ausweiten.
Am Ende des Abschnittes werden wir den neu eingefithrten Formalismus verwenden, um die
Casimir-Kraft zu berechnen. Diese wurde ebenfalls erstmals von Casimir in [12] berechnet und
wir werden sie hier auf den Fall endlicher Temperatur verallgemeinern.

2.1 Die Casimir-Polder-Kraft unter idealen Randbedingungen bei 7' =0

Um (2.1) zu berechnen, wihlen wir einen sehr einfachen Ansatz. Wir beschreiben das Atom als
punktformiges Teilchen mit konstanter Polarisierbarkeit ag = a(w = 0). Das Atom wird auf
Grund der Vakuumfluktuationen des elektrischen Feldes, welche wegen der (durch die ideal lei-
tende Platte) gegebenen Randbedingungen nicht verschwinden, polarisiert und liefert so einen
ortsabhédngigen Beitrag zur Energie. Diesen Teil der Energie werden wir als CP-Potential inter-
pretieren (sieche Anhang A). Die Wechselwirkungsenergiedichte eines polarisierbaren Mediums
in einem elektrischen Feld E(x) betréigt [22]

Wape (%) = —%E(X)P(x). (2.2)

Besteht das Medium aus nur einem Teilchen der statischen Polarisierbarkeit 4mag am Ort d,
so ist die Polarisation

P(x) = 4né(x — d)aoE(x). (2.3)
Der Hamiltonoperator des Systems lautet dann

Hy = ;/d3x (: E(x)2 s —drad(x —d) : E(x)2 :) , (2.4)
wobei mit : e : die Normalordnung gemeint ist. Der Faktor 47 bei der Polarisierbarkeit riihrt
daher, dass alle Rechnung in Heaviside-Lorentz-Einheiten gemacht werden und so die Polari-
sierbarkeit diesen Faktor mit sich bringt. Er wurde hier eingefiihrt, um eine Vergleichbarkeit
mit der Literatur zu gewihrleisten, genaueres in Kapitel (1.1).

Den vom Wand-Atom-Abstand d abhéngigen Teil der Energie werden wir als das CP-Potential
interpretieren. Wir miissen dazu nur den Erwartungswert des zweiten Terms in (2.4) be-
rechnen. Diesen berechnen wir ausgehend von den Vakuumerwartungswerten von Produkten
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des Feldstérketensors der Quantenelektrodynamik, den 2-Punkt-Wightmanfunktionen. Die 2-
Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstérketensors? lautet [36]

Wuua’r(x7 y) = (Q’ ELV(Z)FUT(:U)Q)

- (g,u,aauaT - guaauaT - gm‘alfaa + gVTa,uaa>D+(x - y)v (25)
mit
1 d? p _
D.(z) = / i(lplt—px) 2.6

Bei der Berechnung des Erwartungswertes der Energie miissen wir die Randbedingungen,
welche uns die ideal leitende Platte auferlegt, beachten. Auf der Leiteroberfliche bei z=0
miissen die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes und die Normalkomponente des
magnetischen Feldes verschwinden. Aufgrund der Maxwell-Gleichung 0#F},, = 0 miissen dann
die Normalenableitungen der anderen Feldkomponenten bei z=0 ebenfalls verschwinden;

F(n (Z—O)—OFUQ— (Z—O)—OF12— Z(ZZO):O,
83F03 = aZEZ(Z = 0) = 0, 83F13 = asz(Z = O) = 0, 83F32 = 8ZBZ(Z = 0) =0.
Die Randbedingungen lassen sich nach dem Prinzip der Bildladung erfiillen, wir brauchen

dazu nur eine Spiegelung an der leitenden Platte ([9] und [18]). Die Vakuumerwartungswerte
des E-Feldes berechnen sich dann zu

(2 For (2) For (1)) = (=8 + ) (D= (x — y) — Do (x — Sy)), (2.72)
(2 Foo () Fo(y)2) = (=8 + 83)(Ds(x — ) — Do (x — Sy)), (2.7b)
(2, Fos(2) Fos (9)9) = (=38 + 8)(Ds(x — y) + Do (& — Sy)), (2.7¢)

wobei S als die Spiegelung an der leitenden Platte, also z — —z, definiert ist. Die Distribution
D, () kann fiir 22 # 0 als Funktion angegeben werden [18]

—1

Dy(@) = 155 (2.8)

Normalordnung von E? bedeutet hier einfach das Abziehen des Vakuumerwartungswertes ohne
Randbedingungen, also das Abziehen des Ausdrucks mit Einheits-Spiegelung. Summieren wir
die Beitrége der Feldstérkekomponenten auf und berticksichtigen, dass D4 (z) eine Lisung der
Wellengleichung ist, so ergibt sich an x = (0,0, 0, d)*, beziehungsweise an z — Sy = (0,0, 0, 2d)*

Vep(d) = —%Oéo (97 L E(0,%)% : Q)

2=(0,0,0,d)
_*O‘O (=05 + 05 — 05 — 87) Dy (%) |m(0,0,0,0)
_*0‘0 203 (2)|2=(0,0,0,)

—x3 + 2} + 23 — 323
——- 2 l2=(0,0,0,)
27r m0+w1+x2+x5)

- 87rd4 (29)

2Fiir eine elegante Herleitung sei auf [18] verwiesen.
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Fithren wir A und ¢ wieder ein, so erhalten wir fiir das CP-Potential in Heaviside-Lorentz-
Einheiten

3aghe

Vep(d) = ———r

(2.10)
Das heifst, an dem neutralen Atom, welches sich im Abstand d von einer ideal leitenden Platte
befindet, wirkt eine Kraft

12a0hc

F(d) = =04Vep(d) = ———

(2.11)
Dies ist genau das Ergebnis, welches Casimir und Polder in [13] berechnet haben. Der Ansatz
eines punktformigen Atoms mit konstanter Polarisierbarkeit fithrt also zu der retardierten
CP-Kraft, welche wie wir spéter sehen werden, in einem bestimmten Abstandsbereich giiltig
ist.

2.2 Die Casimir-Polder-Kraft bei endlicher Temperatur

Die Quantenfeldtheorie, wie sie in den meisten Lehrbiichern formuliert wird, berechnet al-
le Grofsen bei Temperatur 7' = 0. Ein sehr elegantes Verfahren zur Rechnung bei endlicher
Temperatur, wird durch die Kubo-Martin-Schwinger-Zustédnde (KMS-Zusténde) gegeben (sie-
he Kapitel 6). Die so definierte Temperatur beschreibt in unserem Fall die Temperatur des
elektromagnetischen Hintergrundfeldes. Bei der Berechnung der CP-Kraft ist also mit der
Temperatur die des elektromagnetischen Vakuums gemeint. Bei denen in der Literatur, im
Rahmen der Casimir-Kréafte gebrauchlichen Rechnungen, wird die Temperatur iiber die Bose-
Verteilung des elektrischen Feldes im Frequenzraum eingefiihrt und entspricht unserer Definiti-
on der Temperatur. Wir wollen nun die CP-Kraft bei idealen Randbedingungen und endlicher
Temperatur berechnen. Fiir den Fall eines Atoms vor einem idealen Leiter wird dies an dieser
Stelle erstmals gemacht werden. Dariiber hinaus werden wir erstmals im Rahmen der Vakuum-
kréfte mit KMS-Zustidnden arbeiten. Die einzige Arbeit zur temperaturabhingigen CP-Kraft
bei idealen Randbedingungen |7| definiert die Temperatur als Gleichgewichtsparameter fiir
das Atom und das elektrische Feld und kommt so zu grundsétzlich anderen Ergebnissen. Ein
sehr interessanter Punkt wird sein, dass die CP-Kraft bei hohen Temperaturen nicht von A
abhéngt und so als klassische Kraft interpretiert werden kann. Diese werden wir im Rahmen
einer algebraisch formulierten statistischen Theorie in Kapitel 7 verstehen kénnen. Diese Idee
wurde ebenfalls erstmals von Boyer 7] aufgebracht.

Zur Berechnung des CP-Potentials bei endlicher Temperatur kénnen wir analog vorgehen wie
oben, miissen jedoch den elektromagnetischen Feldstirketensor auf KMS-Zustdnden auswer-
ten. Die 2-Punkt-Funktion bei g = ﬁ ergibt sich dann zu®

W,u,ucr’r(x7 y) - (Q; ELV(x)FJT(y)Q)
= (gwauar — 9o 0u0r — Gur 0,05 + guTauaa)Dﬁ(x — 1Y), (2.12)

mit

1 d3p e~z etz
Dg(x) = (27)3 / 2p| <1 — e—0Ip| + eBlpl — 1) ' (2.13)

3Sieche Kapitel 6 und Formel (6.13)
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Zunéchst wollen wir Dg(z) fiir 22 # 0 berechnen. Wir haben Dg(x) als Distribution aufzufas-
sen und miissen so mit einer Testfunktion schmieren

Ds(f) = /d4xD5( (2m)3 / /2|p| (1 —_elp;p\ eﬁilpx_ 1> f(z)

flp(t7|x\ cos6) ezp(t7|x| cos )
d(cosf)p f(x)

1—ePp + efr —1

e~ ip(=x+t) _ o—ip(|x|+t) ip(—[x|+t) _ gip(x[+1)
=—i [ d* - - E ° f(=).
87r2|x\ 1—ePp —1+efr

(2.14)

Wir ersetzen nun in dem Summanden des Integranden t durch ¢ —ie. Im Limes € — 0 erhalten
wir dann das vorige Integral zuriick

/d4 / —idp
8m2|x|

e~ p(—ie—|x|+t) _ o—ip(—iet|x|+1) etp(—ie—|x|+t) _ jip(—iet+|x|+t)
: ()

1—e PP —1+ efp
s —1 [ w(|x|—t+ie) \ o1 —1 [ w(|x|+t—ie) \ . 2m|x|
. sinh (#) sinh (#> sinh <T)
— | d'z 87X f(z) (2.15)

coth mlx— tﬂg)) + coth <7ﬂ(|x‘;t_i5)>
/d x
8n|x|3

f(x). (2.16)
Die 2-Punkt-Funktion lautet also fiir 22 # 0

coth (W) + coth (W)
8 |x|3

47 x|

l1—e 8

- 2w (xl-0) anllxli)
4(—1—|—€ g >(—1+e >7r\x]ﬁ

Im Anhang B sind hierzu einige Konsistenziiberlegungen zu finden.
Nun koénnen wir den renormierten Vakuumerwartungswert der Wechselwirkungsenergiedichte
berechnen

(,: Fou(x) For(y) : Qxars = (=05 + 07)(=Dg(x — Sy)) + (=5 + ) (= D™ (z — y)),

Dg(r) = -

(2.17)

(2.18a)
(1 Foa(x) Foz(y) : Qs = (=05 + 05)(=Dg(x — Sy)) + (= + 03) (D™ (z — y)),

(2.18b)
(9 Fos(@)Fos(y) - Qscars = (+08 — 03) (D — Sy)) + (—08 + 93) (~ D5 (w — ),

(2.18¢)

mit DF"(z) = Dg(z) — Dg=o(z). Die Normalordnung haben wir also fiir alle Temperaturen
einheitlich definiert, indem wir den Beitrag der 2-Punkt-Funktion bei T' = 0 abziehen. Dies
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fiihrt dazu, dass das Potential nur bis auf eine Funktion von § bestimmt ist, welche allerdings
nicht vom Ort abhéngt. Da wir aus physikalischen Griinden nur an Kriften interessiert sind,
koénnen wir diese Konstante im Ort spéter ignorieren. Summieren wir wieder die Beitrage der
Feldkomponenten auf, beriicksichtigen dass Dg(z) eine Losung der Wellengleichung ist und
werten das Ganze im Koinzidenzlimes y — z an x = (0,0,0,d)?, also x — Sy = 2de3 und
x — 1y = 0 aus, erhalten wir fiir das Potential

3 _ A 2,
VEp(d) = 2mag (Q,: E(z)” : Q)KMS‘:B:(O,O,O,d)

(coth (22 52 1 2ar [+ 2ar o (242) o (2;;)‘2) o
o — — 1?;5. (2.19)

Wir haben also einen analytischen Ausdruck fiir das temperaturabhingige CP-Potential ge-
funden. Fiihren wir wieder & und ¢ ein und streichen letzten, nicht vom Ort abhédngigen Term,
erhalten wir fiir das CP-Potential bei endlicher Temperatur

aohe (COth (%%) h2c?3? + 2dn |hef + 2dn coth (%d—,{;ﬂ sinh (%%2)_2>
(2.20)

B _
Vop(d) = - 4d3(he)3 33

Da dieses Ergebnis neu ist, méchten wir (2.20) fiir grofse Temperaturen mit den Ergebnissen der

Literatur vergleichen, in der nur dieser Spezialfall berechnet wird. Dafiir fiihren wir zunichst

die dimensionslose Groke p = % ein. Das Potential lautet dann

ap coth . , . -
Vgp(d) = _p87rd4(p) (14 p?sinh(p) 2 + 2psinh(2p) 1) . (2.21)

Fiir kleine Temperaturen (also p << 1) verhalten sich die Hyperbolicus-Funktionen wie

coth(p) ~

1
p7
1

sinh(p) ™! ~ —.

hs

Wir bekommen dann von allen drei Termen in der Klammer von (2.21) einen Beitrag von 1
und erhalten in fithrender Ordnung das CP-Potential (2.1) bei T = 0.

Fiir grofe Temperaturen (also p >> 1) wird coth(p) = 1 und sinh(p)~! fillt exponentiell auf
0 ab und wir erhalten in fiilhrender Ordnung

B kT o

Vopld) & —— 5

(2.22)
Dieses Ergebnis findet sich unter anderem in [19]. Man beachte, dass (2.22) nicht von hc
abhingt. Dies wird wie oben bereits erwdhnt in Kapitel 7 ndher behandelt. An den Formeln
mit A und ¢ erkennen wir, dass die Auswahl der giiltigen Formel sehr stark vom Abstand
des Atoms von der leitenden Platte abhéngt. Die entscheidende Grofe ist die thermische
Wellenléange

(2.23)
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Potential in Joule

. I . . . I . . . I . . . L . . . L - . . L— Abstand in um
1.0 12 14 1.67””_,,,1,8——""""2.0

-2.x107%2

Das Casimir—Polder—Potentia in

_ 32|
4.x10 L verschiedenen Naherungen:
—-6.x107%
- Bei T=0
-8.x10°%
—ixw0®fbs Fiir groke T
“12x10°%)
—— Exakt

-14x107%

Abbildung 1: Das CP-Potential bei T = 1000 Kelvin fiir ein Atom der Polarisierbarkeit
a=16-1073m3 (Lithium).

Ist der Abstand des Atoms von der Wand viel grofer als Ap, so dominiert der Ausdruck
(2.22), ist der Abstand viel kleiner als A, ist das CP-Potential (2.9) eine gute Naherung. In
Abbildung 1 sehen wir die Potentialverlaufe der verschiedenen Néherungen und des exakten
Ergebnisses.

Betrachten wir die Temperaturabhéngigkeit des CP-Potential bei d = 5um (Abbildung 2),
sehen wir, dass ab etwa 1500 Kelvin die Niedrigtemperatur-Niherung versagt und darunter die
Hochtemperatur-Ndherung keine besonders guten Ergebnisse liefert. Ich habe keine Messdaten
zu dem exakten Temperaturverlauf gefunden, eine Messung wire mdéglicherweise von Interesse.
Insbesondere wire es interessant, den Punkt zu vermessen, an dem der Sprung zwischen den
Néherungen stattfindet.
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Potential in Joule
oL Das Casimir—Polder—Potential in
E verschiedenen Naherungen:
_B.x 1073 S e Bel T=0
.
CLx10RF T e T Fir groe T
.
-15x10°% — Exakt
e L e b 1 S L Temperaturin Kelvin
1000 2000 3000 4000 5000

Abbildung 2: Das CP-Potential bei d = 0.5um gegen die Temperatur fiir ein Atom der Pola-
risierbarkeit o = 16 - 1073%m3 (Lithium).

2.3 Casimir-Polder Kraft bei statischen Dielektrika

Wir wollen nun das Casimir-Polder-Potential fiir den Fall ausrechnen, in dem sich ein elektrisch
neutrales Atom in einem Dielektrikum (e1) gegeniiber einem Halbraum (e3) befindet. Wir
nehmen an, dass sich die beiden Dielektrika statisch beschreiben lassen und berechnen wie
oben die Feldenergie unter den klassischen Randbedingungen. In der statischen Naherung ist
die Wechselwirkungsenergiedichte gegeben durch

4m
wop(x) = —~ aoer : E(0,x)%:

(2.24)
Wir suchen also die 2-Punkt-Funktion, welche das Randwertproblem des statischen dielek-
trischen Interfaces 16st. Diese werden wir wieder iiber die Methode der Spiegelladungen kon-
struieren. Die Abmessungen sollen so beschaffen sein, dass die Dicke des Halbraums grofs
gegeniiber dem Abstand des Atoms von diesem ist. Betrachten wir zunéichst ein Analogon
aus der Elektrostatik (z.B. [22]|). Eine Ladung ¢ befindet sich gegeniiber eines Halbraums,
gesucht ist das Potential im gesamten Raum. Die X-Y-Ebene bilde die Grenze zwischen den
beiden Halbrdumen. Dann miissen an dieser Fliche die Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldes F, und F, stetig in z-Richtung sein und die z-Komponente des elektrischen

Feldes li;% e F, = 11{1% €1 F, erfiillen. Bestimmen wir zunédchst die Potentiale auf beiden Seiten
z z

Grenzfliche. Dazu denken wir uns eine Spiegelladung im selben Abstand zur Grenzfliche wie
die urspriingliche Ladung, deren Ladung jedoch zunichst nicht bekannt ist. Das Potential fiir
z > 0 lautet dann im Punkt P in Zylinderkoordinaten

1 /
¢m¢@=q<é+ég, (2.25)
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€2 €@
P
Ry By
q q
Al 1A

|l<——d—><———-d—>:

Abbildung 3: Grenzfliche der Dielektrika, Ubernommen aus [22]

mit Ry = /p?+ (d—z)? und Ry = +/p? + (d + 2)2. Fiir das Potential im Bereich z < 0
setzen wir mit

/"

2p.6,2) = (2.26)

an, wobei ¢” sich am Ort der nicht fiktiven Ladung befinden soll. Da nach Konstruktion des
Potentials E(x) = —V®(x) ist, folgt aus den obigen Randbedingungen

q—4q =4" (2.27a)
/ 1

ite _ 7 (2.27h)
€1 €9

Damit ergibt sich fiir die Spiegelladungen

29, (2.28a)
€2 + €1
2

¢ =24 (2.28b)
€2 + €1

Die Spiegelladung am Ort —z erhélt also einen Faktor — &L

Lésen wir nun das Randwertproblem fiir die 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Fel-
des (2.5). Aus dem Analogon iibernehmen wir den Ansatz fiir die 2-Punkt-Funktion in den
Bereichen der Dielektrika® 1 und 2

Wolon (@.9) = (=03 +02) (D4 (s — 9) + AD. (o = Sy). (2:29)
Wotor(a.1) = (=02 +02) (BDs (@ =), (2:30
Wekn(e:9) = (=03 +0%) (D4 (s — 9) + AD. (o — ). 231
Wika(.1) = —(=0% +0%) (BDx(z =v)). 232
Wekos(2.9) = (=03 +9%) (D4 (s~ 9) — AD. (o~ Sy). 2.3
Win() = = (0% + 02) (BD4 (2 = 1)). (2:34)

“Die Vorfaktoren % tauchen auf, damit der quantisierte Feldstirketensor die operatorwertigen Maxwell-
Gleichungen in statischen Dielektrika erfiillt [49].
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Die Randbedingungen

1131510 Wi (z,y) = mlgi{lo Wi (z,y), (2.35a)

lim W (z,y) = lim W (z,y), 2.35b

;,;31% 0202(%: ) mg}go 0202(%> ) ( )
Hm W20, (z,y) = lIm e W (z,y), 2.35
x“‘lg[) €2 0303(33 Y) xa‘lgo e1Wo3os(x Y) ( c)

ergeben fiir die Spiegelladungs-Koeffizienten A und B dieselben Lésungen wie in der Elektro-
statik

A=-2"9 (2.36a)
€2+ €
2
B=_"2_ (2.36D)
€2 + €1

Durch die Normalordnung in der Definition des Hamiltonoperators (2.4) fallt der nicht gespie-
gelte Anteil weg und das Casimir-Polder-Potential ergibt sich zu

CcP
Ve, (d)

30&0 (62 - 61)
- _ ) 2.37
8d4m (€1 + €2) (2.37)

Fiir den Fall, dass sich das Atom im Vakuum befindet (e = 1), ergibt sich
3040 (6 — 1)

VOP(d) = -~ 2.38
() 8dim (e + 1) (2.38)

Auch das CP-Potential unter Anwesenheit statischer Dielektrika ist proportional zu he:

_ 3aghc (e —1)

VOP(d) = - ——.
e (@) 8dim (e +1)

(2.39)
Da auch die temperaturabhéngige 2-Punkt-Funktion nur von der Differenzvariablen abhéngt,

erhalten wir analog das CP-Potential bei der inversen Temperatur § in Anwesenheit der sta-
tischen Dielektrika zu

aohe (COth (%%) h2c?3? + 2dr |hcB3 + 2dr coth (%%ﬂ sinh (%2)_2)

VCP,,@ d) = _62 —Aa
€1,2 ( ) €9 i €1 4d3(hc>353
(2.40)
Fiir hohe Temperaturen bekommen wir ndherungsweise
VOP(a) = - 2Tl —a) (2.41)

Ad37 (€9 +€1)

Befindet sich das Atom im Vakuum gegeniiber eines Mediums der Dielektrizitit €, so erhalten
wir

_ aokT (6 — 1)

CcP _
Ve ld) = 4d3m (e + 1)

(2.42)
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Dieses Ergebnis stimmt mit Formel (20) aus [37] iiberein. Aufierdem erhalten wir im Limes
e — oo des idealen Leiter (2.22) zuriick. Die direkte Berechnung der CP-Kraft bei Anwesenheit
statischer Dielektrika wurde hier meines Wissens zum ersten Mal beschrieben. Interessanter-
weise stimmt nur der Hochtemperatur-Limes mit der Literatur iiberein, in welcher der statische
Fall als Grenzfall einer allgemeineren Theorie berechnet wird und von uns in Abschnitt 4.2
betrachtet wird. Die Ergebnisse unterscheiden sich um eine Funktion f(€), welche Werte zwi-
schen 0.76 und 1 annimmt. Wir konnten im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht kldren, welcher
Ansatz ndher an der physikalischen Wirklichkeit ist. Wir vermuten jedoch, dass der in Ab-
schnitt 4.2 beschriebene Ansatz auf Grund der realistischeren Beschreibung des dielektrischen
Mediums néher an der Wirklichkeit liegt als der hier berechnete. Da sich aber beispielsweise fiir
ein Atom vor einer Silizium-Wand die Ergebnisse um 20% unterscheiden, kann ein Experiment
bei heutiger Messgenauigkeit von unter 1% diesen Sachverhalt kliren.

Nachdem wir nun das CP-Potential fiir endliche Temperaturen und im Falle elektrostatisch
beschriebener Medien berechnet haben, méchten wir zum Abschluss dieses Kapitels die einge-
fiihrte Methode verwenden, um auch die Casimir-Kraft bei endlicher Temperatur auszurech-
nen.

2.4 Die Casimir-Kraft

Die Casimir-Kraft beschreibt die Anziehung zwischen zwei idealen Leitern und soll hier nach
[18] berechnet werden. Wir gehen abermals davon aus, dass die auf Grund der Randbedin-
gungen an das Vakuumfeld nicht verschwindende Feldenergie zwischen den Leiterplatten als
Potential einer Kraft interpretiert werden kann. Wie auch bei dem CP-Potential berechnen wir
die Feldenergie iiber die 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstérketensors (2.5).
Die ideal leitenden Platten seien in der X-Y-Ebene bei 23 = 0 und 2® = a positioniert. Die
Randbedingungen lauten dann

Jhm o Woior(z,y) = | lim  Wogee(2,y) = | lim — Wigia(z,y) =0, (243)
z3Vy3—0Va z3Vy3—0Va z3Vy3—0Va

, lim  O3Wohse3(z,y) = lim  OsWisiz(z,y) =  lim  0sWases(z,y) = 0. (2.44)
z3Vy3—0Va z3Vy3—0Va z3Vy3—0Va

Das Randwertproblem koénnen wir in der Elektrodynamik 16sen, indem wir Spiegelladungen
an den durch die Spiegelungen an den Platten erzeugten Punkten hinzunehmen (siehe z.B.
[18] oder [9]). G sei die Gruppe dieser Spiegelungen

G={giVneZ }gi(:ﬂo,xl,xz,x3)t = (2%, 2", 2%, £2° + 2na)'} , (2.45)
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mit sign(g}) = £1. Wir machen nun fiir die, die Randbedingungen erfiillenden 2-Punkt-
Funktion, den Ansatz

< Fou(2)For(y) > = (=05 + 07) Y _ sign(S) Dy (z — Sy), (2.46)
< Foo(z) Foo(y) > = (—0§ + 03) SEZGsign(S)m(x — Sy), (2.47)
< Fa()Fia(y) > = (=05 — 93) Sgsign(S)DAw — Sy), (2.48)
< Fos(z)Fos(y) > = (-5 + 93) SZE:GD+(:C — Sy), (2.49)
< Fis(z)Fis(y) > = (—07 + 03) Szeij(x — Sy), (2.50)
< Fyy(z) Fos(y) > = (—05 + 03) zGZZDmc — Sy). (2.51)

Durch die Normalordnung miissen wir den Term des Einheitselements der Spiegelungen abzie-
hen. Nutzen wir nun noch aus, dass D (z) eine Losung der Wellengleichung ist und summieren
die 2-Punkt-Funktion auf, fallen die Ausdriicke der g™-Spiegelungen weg und wir erhalten

<we(z) > =< % (E* +B?) >

=—4 2(83D+(0, 07 07 2na)>

n=1

s 1
=4 Z 2B r2qAnA
n=1

B I 1
T 935244 Z n4
n=1

1

= gzt
_ 1 7
237120490
2
™
=~ m0a" (2.52)
Die Kraft pro Fliche ist dann
2
faz) = 24004 (2.53)

Da wir aufserhalb der Platten einen Erwartungswert der Energiedichte von 0 haben, ziehen
sich die Platten an. Die Casimir-Kraft ist also proportional zu den fundamentalen Konstanten
hund c

(2.54)
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Berechnen wir nun, auf dem gleichen Wege wie oben, die Casimir-Kraft zwischen zwei Leitern
bei endlicher Temperatur, erhalten wir unter Benutzung der temperaturabhingigen 2-Punkt-
Funktion (2.17)

o 7 coth (—2“g”> sinh 2 (2‘%”)
F(a)=-12)

3
ot 4anp
0 7 cosh (—2%"”)
=12 , (2.55)
n=1 4an33 sinh® (%)

wobei wir die Konstante, welche wir durch die Normalordnung zur endlichen Temperatur be-
kommen haben, gleich weggelassen haben. Das Ergebnis stimmt mit dem, {iber Bose-Verteilte
Modensummen berechneten Ergebnis aus [39] iiberein.

Im Falle von T" = 0 erhalten wir

(2.56)
zuriick. Dies ldsst sich wie folgt einsehen

00 7 cosh ( —2‘%‘”)
lim —12
f—o0 =1 4an33 sinh? (%)

_ 2anm 2anm
0 (e F+e

(2.57)

@

4amn 4amn
< (ﬁ+1)(5+2)
~ —12 lim
B0 64ainin?

n—

1
- 12y
; 32aintn?

7.(.2

=—-— 2.58
240a*’ (2.58)
wobei wir nach Anhang D die Summe und den Limes in der zweiten Zeile vertauschen diirfen.

Dies ist das Ergebnis, welches Casimir bereits 1948 berechnete [12].
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3 Quantenfeldtheorie in dielektrischen Medien

Bisher haben wir das CP-Potential fiir sehr stark idealisierte Systeme berechnet. Wir haben
angenommen, dass sich ein Atom vor einer ideal leitenden Platte oder an der Grenzflache
zweier statischer Dielektrika befindet. Auch wenn wir dies bereits fiir endliche Temperaturen
ausrechnen konnten, méchten wir nun experimentnihere Anordnungen berechnen. Dazu blei-
ben wir zwar bei der statischen Anordnung "Atom an einer Grenzfliche”, gehen jedoch davon
aus, dass die Grenzflache aus zwei frequenzabhéngigen, absorbierenden dielektrischen Medien
besteht.

Die phinomenologische Herangehensweise, das direkte Ubertragen der klassischen makrosko-
pischen Formeln in die Quantentheorie, fithrt, bei nicht vernachlissigter Dispersion, zu nicht
lokalen Ausdriicken [4], welche die Kausalitét verletzen. Huttner und Barnett [4] quantisierten
erstmals ein Modell, welches ein homogenes absorbierendes Dielektrikum mit Dispersion be-
schreiben kann. Dazu gehen sie von einem Ein-Oszillator-Modell der Polarisation des Mediums
und einer Familie von Oszillator-Feldern zur Beschreibung der Absorption aus und quantisie-
ren die entsprechende Lagrangefunktion kanonisch. Die dielektrische Funktion des Modells
erfiillt die Kramers-Kronig-Relationen und die Felder die Maxwell-Gleichungen in Dielektrika.
Eine auf dem Modell von Huttner und Barnett beruhende phinomenologische Quantisierung
inhomogener Dielektrika veréffentlichten Gruner und Welsch (unter anderem in [51] oder [24]).
Mit Hilfe dieser ph&dnomenologischen Quantisierung konnten Sie die Casimir- und CP-Kraft an
einer dielektrischen Grenzschicht berechnen (unter anderem [10], [26] oder [11]). Das phénome-
nologische Modell von Welsch l&sst sich auf nichtlineare [41], anisotrope und verstarkende [24]
Medien erweitern, es ist jedoch nicht von vornherein klar, dass das Modell kausal ist und die
Felder die Vertauschungsrelationen der Quantenelektrodynamik erfiillen. Fiir die gleichzeitige
Vertauschungsrelationen ldsst sich dies jedoch zeigen [40]. Im Jahre 2004 gelang es Suttorp
und van Wonderen [44] eine Hamiltonfunktion anzugeben, deren kanonische Quantisierung die
Ergebnisse des phinomenologischen Modells von Welsch wiedergibt. Das Modell erfiillt nach
Definition die richtigen gleichzeitigen Vertauschungsrelationen und die Bewegungsgleichun-
gen der Felder sind die Maxwell-Gleichungen in Dielektrika. Die dielektrische Funktion des
Modells erfiillt die Kramers-Kronig-Relationen und héngt nur von den Kopplungskonstanten
der Lagrange-Funktion ab. Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, welche im Gegensatz
zu dem Fall homogener Medien [4] im Ortsraum ausgefiihrt wird und sehr {ibersichtlich ist,
fiihrt auf elementare Anregungen des elektrischen Feldes und der das Medium beschreibenden
Felder, welche wir aus der Festkorperphysik als Polaritonen kennen. Das Modell lésst sich
ebenfalls auf anisotrope und magnetische Medien erweitern ([43] und [2]).

Im Folgendem werden wir das Modell von Suttorp und van Wonderen beschreiben (dabei
werden wir uns sehr eng an [44] halten), dann die zeitabhidngigen Vertauschungsrelationen
diskutieren und anschlieltend an einem Beispiel aufzeigen, wie wir die Absorption, die das
Modell beschreibt, verstehen kénnen.
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3.1 Kanonische Quantisierung eines Oszillator-Modells fiir absorbierende
inhomogene dispersive Medien

Zur Berechnung der CP-Kraft an einem dielektrischen Interface bendtigen wir eine Formu-
lierung der Quantenelektrodynamik in dielektrischen Medien in Abwesenheit von geladenen
Teilchen®. Das Medium werden wir durch ein die Polarisation beschreibendes Feld X (r,t) und
durch ein die Absorption beschreibendes Reservoir, welches durch eine Einparameter-Familie
von harmonischen Oszillatoren Y, mit positiven Eigenfrequenzen simuliert wird, beschreiben.
Das elektrische Feld koppelt durch minimale Kopplung, mit der Kopplungskonstante a(r) > 0,
an das Polarisationsfeld, welches wiederum durch minimale Kopplung (v, (r) > 0) an die Fa-
milie von harmonischen Oszillatoren koppelt. Die Lagrangedichte, die das Modell definiert,
lautet

L= Eem + EMaterie + EReservoir + EWW? (31)

mit

Lom = — 3 — —, (3.2)
Lifaterie = p(;)X(r,t)2 — p(r2)w8X(r,t)2, (3.3)
s = [ do (A0 r07 - 20 e, (3.4
Lo = —afr) (A - x) - /O " dwovu ()X - Yo, (3.5)

Schreiben wir das elektrische Feld in Coulomb-Eichung® und fithren das Vektorpotential A (r)
ein, erhalten wir

A(r,t)? B(r,t)?

Lom= "2 4+ ()X (r,0)F - =2, (36)
mit dem in Transversal- und Longitudinalanteil zerlegten elektrischen Feld
E(r,t) = =0 A(r,t) + (a(r)X(r, 7)) - (3.7)

Die kanonisch konjugierten Impulse zu den kanonischen Variablen A, XY, ergeben sich zu

oc .
H(I‘,t) = (97A = A(I', t)7 (38)
oL :
P(I‘,t) = 87X = p(r)X(r,t) - O[(I')A(I', t)? (39>
oL -
Qu(r,t) = v, p(r)Y (r,t) — v (r)X(r, 7). (3.10)

"Da wir keine Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen beschreiben méchten, ist es nicht nétig eine
Spinor-Quantenelektrodynamik zu quantisieren.

YEs sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Quantisierung der Elektrodynamik in Coulomb-Eichung
zu Problemen mit der Kovarianz der Theorie fithren kann [6], dies soll hier jedoch nicht weiter behandelt werden.
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Auf Grund der Coulomb-Eichung miissen wir bei den Funktionalableitungen die durch diese
Eichung gegebene Zwangsbedingung beachten, dies fithrt dazu, dass auch II(r,t) rein trans-
versal ist. Legendre-Transformation des Systems und Integration iiber den gesamten Raum
liefert die Hamiltonfunktion

H = /d3r [H(r, t)A + P(r,t)X + /dew(r, )Y, — L(A, X, Y I, P, Qw)}

= /d3r [W + % (V x A(r,t)* + P(r,t)? + %p(r)JJSX(r,t)Q

2 2p(r)
L > " r 2 @ 0 wa . 2 a(r) r . .
2(r) J, MR /0 A Yo (e, 1) + o S Al OP(r, 1)
Oé(r)Q . 5 L o) oy ) . )
* 2p(r)A( )7+ P(r)/o dwvy, (r)X(r, t) - Qu( ,t)]
+/d3r/d3r/vr : (a(r)X(r,275|)I?Yi/|. (a(r)X(r,t))’ )

mit Oy = wg + fooo dw’;—g. Wir quantisieren die Hamiltonfunktion kanonisch, dazu fassen wir die

Felder als Schrédinger-Operatoren” auf und fordern gleichzeitige kanonische Vertauschungsre-
lationen zwischen den zueinander kanonisch konjugierten Variablen

[A(r), II(r)] = ihbgrans(r — ') =i (6 — 6L) (r — 1), (3.12)
[X(r),P(r)] = id(r — r')1, (3.13)
[Yo(r),Qu(r)] =id(r —r')é(w — )1, (3.14)

wobei die transversale und die longitudinale Delta-Distribution nach [5] wie folgt definiert
sind: Sei

1 31, ik
— ke'kx 1
) = o [ e (3.15)
dann ist die longitudinale Delta-Distribution ein symmetrisches Tensor-Feld und definiert {iber
1 31 Fikj ikx
(5L)z'j (x) = W /d kFe (3.16)
und die transversale Delta-Distribution erklart {iber

(5trans)ij (x) = 04;6(x) — (5L)ij (x). (3.17)

Da der Hamiltonoperator quadratisch in den kanonischen Variablen ist, kénnen wir ihn auf
Diagonalform bringen, sodass er sich schreiben 1dsst als

H = /d?’r/ooo dwwC*(r,w) - C(r,w), (3.18)

dabei sind C*(r,t) und C(r,t) bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Die ele-
mentaren Anregungen kénnen wir als neue Quasiteilchen interpretieren. Diese sind in der

"Wir miissen die Felder als operatorwertige Distributionen auffassen, da die Auswertung an einem Punkt
fiir die operatorwertigen Felder nicht definiert ist. Dies sollten wir stets bedenken, wollen aber an dieser Stelle
auf eine solche Darstellung verzichten.
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Festkorperphysik in etwas einfacheren Modellen als Polaritonen bekannt und wurden erstmals
in [20] beschrieben. Die Operatoren erfiillen die Standard-Vertauschungsrelationen

[C(r,w),C*(r', )] = 6(w —w')d(r — 1)1, [C(r,w),C(r',w')] = 0. (3.19)

Die kanonischen Variablen des nicht diagonalisierten Hamiltonoperators sollten alle durch die
elementaren Operatoren ausgedriickt werden konnen

A(r) = /dSr’ /000 dw (fA(r,r',w)C(r’,w) —i-mc*(r’,w)) : (3.20)

Fiir die anderen Operatoren definieren wir analog die Grofen fx, fo, fir, fp und fy. Das
elektrische Feld lautet dann in den Polaritonen-Operatoren

E(r) = /dgr’ /OOO dw (fE(r, r,w)C(r,w) +mc*(r’,w)> , (3.21)

mit fe(r,r',w) = —fu(r,r',w) + afx(r,r',w)iong. Unter Benutzung der kanonischen Ver-
tauschungsrelationen (3.19) erhalten wir die Polaritonen-Operatoren ausgedriickt durch die
kanonischen Operatoren des Hamiltonoperators (3.11)

C(r,w) = —i/d?’r’ [A(r’) (e, w) = I(r) - fa(r, v w)
+X(r') - fp(r,r',w) —P(x') - fx(r, v, w)

b [T [l Tolr ) - Qutr) e | s22)

0

Zur Bestimmung der Koeffizienten in (3.20) 16sen wir die Eigenwertgleichung
[C(r,w), H] = wC(r,w). (3.23)

Das Losen dieser Eigenwertgleichung wird in der Literatur zur Quantenfeldtheorie in dielek-
trischen Medien mit Fano-Diagonalisierung bezeichnet, dieser hat das Verfahren erstmals im
Zusammenhang mit Polaritonen benutzt [17|. Einsetzen des Hamiltonoperators (3.11) und des
Polaritonen-Operators (3.22) liefert durch Koeffizientenvergleich einen Satz an Gleichungen

iwfu(r,r’,w) = —Afa(r,r',w) + (O;QfA(r, rﬁw)) + (‘;‘fp(r,r’,w)) , (3.24a)
trans trans

iwfa(r, v’ w) = —f(r,r’, w), (3.24Db)

iwa(r7 rlv w) = 7%fX(rv I',, w) - ;fP(ra I',, w)a (324:C)

1
iwfp(r,r',w) = p&f fx (1,1, w) +a (afx (r,r',w))  + = / dw' vy fo(r, v W' w), (3.24d)
)
1
iwfy(r,r', 0 w) = =y, fx(r,r',0 w) — = fo(r,r',o W), (3.24e)
p p
iwa(r,r/,w/,w) = pwlsz(rvrluwlvw)7 (324f)

wobei wir, um die Notation zu vereinfachen, die Ortsabhingigkeit der Kopplungskonstanten
nicht mehr explizit mitgeschrieben haben. Die erste Gleichung in (3.24) ist eine elliptische



3.1 Kanonische Quantisierung eines Oszillator-Modells fiir absorbierende
inhomogene dispersive Medien 21

Differentialgleichung zweiter Ordnung, die anderen Gleichungen sind rein algebraisch. Losen
wir nun zunéchst die Algebraischen. Eliminieren wir in Gleichung (3.24e) fy mit Hilfe von
(3.24f) erhalten wir

(w? = w?) fo(r, v, w) = W, fx(r,r' w). (3.25)

Damit haben wir fg bis auf an der Stelle w = w’ durch fx ausdriicken kénnen

U/QVw’

(w+i-0)?—w?

fQ(r,r',w/,w) = fX(r,r’,w) +8(I‘, r’,w)5(w _w/)7 (326>

mit einen noch unbestimmten Tensor s(r,r’,w). Setzen wir nun (3.26) in (3.24d) ein und
eliminieren fp und f4 mit Hilfe von (3.24b) und (3.24c), erhalten wir

—W?pfx(r, v, w) — afn(r,r’,w)

= pp fx(r, 7, w) + (an(r, r, w))long

+1/dwlu < W fx(r, v’ w) + s(r, v’ w)(S(w—w/)) (3.27)
p “N(wHi-0)? —w? e T ' '

Unter Benutzung der Koeffizienten fiir das elektrische Feld, erhalten wir eine lineare Beziehung
zwischen der Polarisation —aX und dem elektrischen Feld E, welche uns die Definition der
frequenz- und ortsabhéngigen dielektrischen Suszeptibilitdt &(r,w) nahe legt

1
_an(rv r’,w) = S(r,w)fE(r, IJ?"‘)) + 7Vw§(rﬂw)3(r7r/7w)v (3'28)
pa
mit
[, 5 1 w22, -1
rw) =—|w'—0f — — [ du’ = . 3.29
) p { ’ pz/ (w+i-0)2—w? (3.29)

Wir miissen nun noch die Differentialgleichung (3.24a) lsen und den Tensor s(r,r’,w) be-
stimmen. Schreiben wir die Differentialgleichung in Abhéngigkeit von fi und fx, erhalten
wir

Afu(r, v, w) + w? fr(r,r'w) = —w? (afx(r,r',w)) (3.30)

trans °

Da das Feld IT rein transversal ist und somit auch der entsprechende Koeffizient, kénnen wir
an Stelle von A fr(r,r’',w) auch —V X V x fri(r,r’,w) schreiben. Benutzen wir nun wieder die
Definition des Koeffizienten fiir das elektrische Feld, erhalten wir eine inhomogene Wellenglei-
chung im Frequenzraum

2
—V XV X fp(r,r,w) +w? (1 +£(r,w) felr,r,w) = —Z]—ang(r,w)s(r,r/,w). (3.31)

Diese Gleichung l6sen wir im Sinne von Greenschen Funktionen, derart dass fiir die Greensche
Funktion gelte

—V xVxGr,r,w)+w?(1+£&(r,w)G(r,r,w) =158 —1). (3.32)
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Dann lésst sich fg schreiben als

1
fe(r,r w) = —wQ/d?’r” V(" w)G(r, 1 w)s(r” v w), (3.33)

p//a// w

mit p(r”) = p” und analog fiir die anderen Kopplungen. Bis auf die Bestimmung des Tensors
s(r,r,w) haben wir die Diagonalisierung nun abgeschlossen, die Koeffizienten lauten

Falrxw) == L (50 0)), e (3.342)
fu(r,r',w) = — ( E(r,r',w))trans, (3.34b)
Fx(r 1 w) = — p;zng(r,w)s(r, v, w) — éﬁ(r,w) ot w), (3.34¢)
fp(r,r ,w) =— éwywﬁ(r,w)s(r,r',w) + %ﬁ(r,w) (fE(r,r',w))trans
+ Lok, w) (e, ), (3.34d)
7 ) WY,V

E(r,w)s(r,r’,w)

r,r’' w) =—s(r,r,w)i(w—-w) —
fY( ) pw ( ) ( ) pgag (w+i0)2—w’2

1 WV,

- {(r,w r, v’ w), 3.34e
pa (w 4+ i0)? —w’2§( 2B ) ( )

/ / . w/2 / /
fQ(I‘,I‘,w,W):—ZprY(P,P,W,W), (334f)

wobel fiir fg (3.33) einzusetzen ist. Zur Bestimmung von s(r,r’,w) benutzen wir die nicht
triviale Vertauschungsrelation aus (3.19), welche uns die Bedingung

/ dgr” |:szl(r7 I‘”, w)fl_[(r”a I‘/, w/) - fﬁ(r> r//’ w)fA(I‘N, rlv w/)
+ f}k((r’ I‘”, w)fp(r”, I‘/, w/) - f;(rv rllv w)fX (I‘//, I‘/, wl)

+ / dw” [f;(r7 r”? w”? W)fQ(r,/, r’? w”? w/) - fé(r’ I'N, w”? w)fY(r”’ r/? w”? w/)]
0
= —id(w — )18 (r — 1) (3.35)

liefert. Setzen wir die Ausdriicke aus (3.34) ein und benutzen die Definition der dielektrischen
Suszeptibilitét, vereinfacht sich die rechte Seite der obigen Bedingung zu einem Term der
proportional zu

[ U7V fiplrr” ) Fola”x' ) = Fplrn’w) (V7% V7 foa”x'6)]
(3.36)

ist. Die Koeffizienten fr werden in (3.33) als Integral iiber die Greensche Funktion dargestellt.
Diese sollte im riumlich unendlichen abfallen®, so dass der Ausdruck (3.36) Null wird, wie man

8Es ist mir, in dem diesem Abschnitt zu Grunde liegenden Paper, nicht klar geworden, ob dieser Ausdruck
wirklich verschwindet. Fiihren wir jedoch die ortsabhéngigen Kopplungskonstanten als Funktionen mit kom-
pakten Triger ein (das wire dann eine Beschreibung eines endlichen Mediums) ist zumindest ersichtlich, dass
das elektrische Feld auferhalb des kompakten Gebietes das freie elektrische Feld ist (vergleiche [51], dort wird
betrachtet, wie sich das elektrische Feld nach (3.40) unter verschwindender Absorption verhilt). Dies bedeutet
aber keinesfalls, dass fg im rdumlich unendlichen verschwinden muss.
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durch partielle Integration sehen kann. Der einzige Term, der nicht verschwindet, lautet

24 1
——zé(w - w’)/d3r"p”s*(r,r”,w)s(r",r',w). (3.37)

w

Wir erhalten also als Bedingung an s(r,r’,w)
d3 //i *( 1" ) ( "ot )_ 8153( /) (3 38)
rpﬂs r,rw)s(rrw) =g r—r). :
s(r,r’,w) ist also proportional zu einer unitiren Matrix

s(r,v',w) = %pU(r',r,w). (3.39)
Setzen wir die so gewonnen Koeffizienten in (3.22) ein, sehen wir, dass die Erzeugungs- und

Vernichtungsoperatoren der Polaritonen bis auf eine unitdre Transformation, welche den Ha-

miltonoperator invariant lisst, bestimmt sind. Wahlen wir U(r,r’,w) = zéggl)) 183(r — '), so
erhalten wir den Heisenbergoperator des elektrischen Feldes zu

E(r,t) = —i/dBr’/dwwei”tG(r, v, w)J(r',w) +i/d3r’/dwwei“’tG(r,r’,w)J*(r',w),
(3.40)

mit dem Stromdichte-Operator

Imé(r,w)

™

Auf den ersten Blick sieht Gleichung (3.40) so aus, als ob fiir J — 0 auch das elektrischer Feld
gegen Null strebt, dies ist jedoch nicht der Fall. Das elektrische Feld geht dann wie erwartet
gegen das freie elektrische Feld [51].

Betrachten wir an dieser Stelle noch einmal die eingefiihrte Suszeptibilitat

27 5, 5 1 w12, }1
rw) =——|w' -0 — — [ d———¥ . 3.42
e [ O / (w + i0)2 — w2 (3.42)

J(r,w) = wC(r,w). (3.41)

Nehmen wir an, dass die Kopplungsfunktion v(w) analytisch ist und im unendlichen schnell
genug abfillt, kdnnen wir das Integral mit Hilfe des Residuensatzes l6sen. Wir erhalten dann
fiir die dielektrische Suszeptibilitdt

2 1
2

§(r,w) = : (3.43)

—izv(w)

!
pR—w
dies ist die dielektrische Suszeptibilitat des 1-Oszillator-Modells, wie sie beispielsweise in [22]
klassisch berechnet wird. Es gelten die Kramers-Kronig-Relationen (G.35), ohne dass diese
a priori vorausgesetzt wurden. Das Modell 1dsst sich durch weitere Polarisationen zu anderen
Resonanzfrequenzen @q leicht auf ein N-Oszillator-Modell erweitern. Fiir dielektrische Funktio-
nen, welche sich nicht im Rahmen dieses Modells beschreiben lassen, miissen wir phinomenolo-
gisch quantisieren, in dem wir den Strom a priori einfiihren oder eine geeignete Lagrangedichte
finden. Eine Erweiterung des Modells auf magnetische und anisotrope Medien wird in ([43]
und [2]) beschrieben.
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3.2 Zeitabhingige Vertauschungs-Relation

Wir moéchten an dieser Stelle auf die Kausalitdt der soeben quantisierten Theorie eingehen
und dazu die zeitabhingige Vertauschungsrelation des elektrischen Feldes bestimmen. Dazu
brauchen wir zunéchst eine Eigenschaft der Greenschen Funktion der Wellengleichung (3.32),
welche uns auch spéter noch niitzlich sein wird. Multiplizieren wir die Gleichung (3.32) mit
G(r",r',w), integrieren iiber r’ und integrieren den Term mit der Rotation partiell, wobei wir
verwenden, dass die Greensche Funktion auf Grund der Absorption im rdumlich unendlichen
verschwindet, folgt

w2/d3r’(1 +&(r,w)) G(r, v, w)G(r" v, w)

= /dSr’V x G(r,r', w)V x G(x",v',w) + G(r",r,w). (3.44)

Ziehen wir von dieser Gleichung die komplex konjugierte Gleichung mit vertauschtem r,r” ab,
erhalten wir die Integral-Gleichung

/d3r'w21me(r’,w)Gik(r,r',w)ij(r”,r/,w) =ImG,j(r,v" w). (3.45)

Ausgehend von dieser Relation kénnen wir die zeitabhéngige Vertauschungsrelation des elek-
trischen Feldes bestimmen. Wir gehen dazu von der Darstellung (3.40) des elektrischen Feldes
aus, benutzen die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir die Polaritonen-Operatoren (3.19)
und die oben bewiesene Integral-Gleichung (3.45)

[Ei(x,t), E;(y,t)] = 2 /OOO dww?TmGyj(x,y,w) sin (—w(t—1t)). (3.46)

™

Konsistenterweise erhalten wir die zeitabhingigen Vertauschungs-Relation des elektrischen
Feldes (siehe z.B. [18] oder [48]) zuriick, wenn wir fiir die Greensche Funktion die des Vaku-
ums einsetzen. Eine weitere fundamentale Grofe einer quantisierten Theorie ist die 2-Punkt-
Funktion, diese méchten wir im néchsten Abschnitt berechnen.

3.3 Die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in dielektrischer Materie

Wir haben im ersten Abschnitt gesehen, dass sich die Berechnung der CP-Kraft im Wesent-
lichen auf die Berechnung der 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes zuriickfiihren l&sst,
daher méchten wir nun die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in dielektrischer Materie
berechnen. Dazu werten wir das Quadrat des elektrischen Feldes (3.40) auf dem Fock-Raum-
Vakuum aus, auf dem die Polaritonen-Operatoren C*(r,t) und C(r,t) die Erzeugungs- und
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Vernichtungsoperatoren sind.

Wii(z,y) = (, Ei(x, t)E;(y, t')Q)
/dw/dw ( (\;;Tuﬂ/d3re_i“t\/MGik(x,r,w)C’k(r,w) +h.c.>

(\/%w&/d:)‘r/e_"w/t/ VIme(r', )Gy, r', o )Ci(r, ') + h.c.> Q)

:/dw/du/ei‘"te"“’/t/icu2 dPry/Tme(r, w)Gip(x, T, w)w'?
/d3r'\/Ime(r’,w’) Gy, 1, o) (Q, C(r,w)Cf (r,w)Q)

= /dw/dw’ei‘”teiw/t/in/d3r\/WGik(x,r,w)w’2
/d3r'\/Ime(r’,w’) -Gy, ', W) (Q, [Cr(r,w), Cf (', 0")] Q)

= /dw/dw'e_i“’teiw/t/jrwz/d3r\/mGik(x,r,w)w2
/dgr’\/Ime(r’, w') - Gy, v, )0 d(w — w')é(r — ')

= /dwe_“"(t ) /d3 VIme(r, w)Gix(x, r, w)w?y/Ime(r,w) - Gik(y,r,w)

2
= /dwwImGij(x,y,w)ew(tt/) (3.47)
T

2 o
= h/dwwImGij(X,y,w)e_w(t_t), (3.48)
T

wobei wir im vorletzten Schritt die Integral-Gleichung (3.45) benutzt haben. Die 2-Punkt-
Funktion entspricht korrekterweise dem negativen Frequenzanteil der Kommutator-Funktion.

3.4 Absorption elektromagnetischer Strahlung im 1-Oszillator-Modell

Durch die oben beschriebene kanonische Quantisierung haben wir eine Quantenelektrodyna-
mik in absorbierenden, inhomogenen und dispersiven Dielektrika formuliert, welche unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen kausale Vertauschungsrelationen besitzt. Wir méchten uns in
diesem Abschnitt die Absorption, die das Modell beschreibt, anhand eines einfachen Beispiels
verdeutlichen. Das Beispiel ist angelehnt an ein Beispiel zur Absorption aus [51], welches jedoch
auf einem phanomenologischen Modell aufbaut. In der klassischen Elektrodynamik interpre-
tieren wir den Imaginirteil der dielektrischen Funktion als Faktor, welcher fiir die Absorption
der Strahlung sorgt [22]. Das oben beschriebene Modell sollte mit dieser Interpretation kon-
sistent sein. Betrachten wir zur Veranschaulichung das Vektorpotential, welches sich um einen
Faktor —— von (3.40) unterscheidet, in einer Dimension im Schrodinger-Bild

1 x

“\aF / dw / da'w\/Imé (2, w)G(z, 2, w)C(a',w) + h.c.
T Jo

_ ’/117/ dw/dx’w\/Irne(Tw)G(z,x’,w)C(x’,w)+h.c., (3.49)
™ 0
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mit der Normierungsfliche F (siehe z.B. [4]) und &(2',w) — 1 = €(2/,w). Als Beispiel wihlen
wir nun die Ausbreitung der elektromagnetischen Strahlung in einem homogenen Medium.
Die Greensche Funktion ist dann die, welche die eindimensionale Wellengleichung

—02G(x, 2, w) — We(w)G(z, 2, w) = 6(x, 2') (3.50)

16st. Die Greensche Funktion soll die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen (siehe An-
hang F.1) erfiillen und ist damit eindeutig bestimmt
1

Gz, 2, w) = —— elwn(w)lz—a'] 3.51
( ) 2iw\/€(w) (3.51)

Definieren wir nun die Operatoren

+x

at(z,w) = i\/2wn1(w)e¢“’z/ dz'e” "W O (+a! | w), (3.52)

Priife das Vorzeichen—oo

mit n(w) = y/e(w) = ng(w) +inr(w), so konnen wir das Vektorpotential schreiben als
Ax) = /00 dw ! nr(w) (emR(w)wxa (z,w) + e~ MRWWT, (g w)) + h.c
0 drwng(w)F n(w) e IR e
(3.53)
Die Operatoren (3.52) erfiillen die Vertauschungs-Relation
las(z,w), ai(a',w)] = 15 (0 — o). (3.54)

Sie beschreiben also geddmpfte Amplituden in x und —z Richtung, deren Démpfung durch
den Imaginérteil der dielektrischen Funktion bestimmt ist. Dies sehen wir auch, wenn wir die
Anderung der Operatoren im Ort betrachten

Opay(z,w) = Fnr(w)ways (z,w) + Fi(z,w), (3.55)

mit Fy(z,w) = +iy/2n7(w)weT 2@ (2 w). Die Gleichung (3.55) ist das quantenmecha-
nische Analogon zur Beschreibung von sich vorwérts bzw. riickwirts ausbreitenden Wellen-
amplituden. Nachdem wir nun definiert haben, was wir unter der Quantenelektrodynamik in
dielektrischen Medien verstehen wollen, méchten wir uns der Berechnung der CP-Kraft an
einem dielektrischen Interface zuwenden.
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4 Die Casimir-Polder-Kraft in dielektrischen Medien

Nachdem wir im vorigen Kapitel eine quantenfeldtheoretische Beschreibung der makroskopi-
schen Elektrodynamik studiert haben, sind wir nun in der Lage, das CP-Potential an einer
dielektrischen Grenzschicht zu berechnen. Dafiir gehen wir von folgendem Modell aus:

Ein neutrales Atom der Polarisierbarkeit «(w) befindet sich in einem Halbraum V; der Di-
elektrizitdt €; im Abstand d (in z-Richtung) zum anderen Halbraum V5 der Dielektrizitit es.
Wir berechnen wieder die elektrostatische Energie, der durch das Vakuumfeld induzierten Po-
larisation des Atoms und interpretieren den ortsabhéngigen Teil als Potential. Das Potential
berechnet sich dann aus

€ E(r,t)P(r,t) :
Vep = (Qv ( )2 L) Q) |¥t=(0,0,),t=0- (4.1)

Wir benétigen also die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes an dem dielektrischen Inter-
face. Diese bekommen wir aus (3.48), indem wir fiir die Greensche Funktion die des dielektri-
schen Randwertproblems einsetzen. Diese Greensche Funktion lautet

Gij (I', I'/, w) = {

G (v, w) + R (rr,w)  fiir e € Vi,

!
T;;’a (r’ r/7w) firr e Va,I‘/ S Va/,

(4.2)

wobei die Reflexions- und Transmissions-Funktionen R%(r, r’,w) und ﬂ?’a/ (r,r’,w), sowie die
Greensche Funktion G (r,1’,w) im Anhang F definiert sind. Setzen wir die Greensche Funk-
tion in (4.1) ein, erhalten wir fiir das CP-Potential

VElQ = (Q E )P(I‘,t) : )‘rt (0,0,d),t=0

- 271’1111/ Gll(r7 r, w) + G22(r; r, w) + G33(I‘, r, w)] ’Normalordnung

= 2Im/ dwa()a(w) ([Gh(r,r,w) + Gy (r,r,w) + Gly(r, r,w)]
0
+ [Rh([‘, r, w) + R%Q(ra r, w) + Ré?)(ra r, w)]
- [G%l(rv r, w) + G%2(r7 r, w) + GéS(n r, w)] ) ’ (43)

wobei der letzte Ausdruck (der Anteil der Greenschen Funktion ohne Randbedingungen) auf
Grund der Normalordnung subtrahiert wurde. Das CP-Potential ist also durch den Reflexions-
Anteil der klassischen Greenschen Funktion bestimmt

%ﬁﬁM/dwwmwmmMH%me%mmm

d’k
/ I ZR (k) w; 2, 2)

LU ki,
2) 2B1 —rhy + 7]y + 2q 5712 || - (4.4)
1

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ausdruck iiberein, den wir erhalten wiirden, wenn wir im
Rahmen der Quantenelektrodynamik in Dielektrika stationére Stérungstheorie in zweiter Ord-
nung mit dem Wechselwirkungs-Hamiltonoperator

Hip = —dE (4.5)

—QIm/ dww? a(w

= —2Im/ dww?o(w)
0
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durchfiithren wiirden, wobei d der Dipoloperator ist. Fine knappe Darstellung dieses Ansatzes
ist in [48] zu finden.

Das CP-Potential eines neutralen Atoms in einem Dielektrikum €1 (w) gegeniiber eines Dielek-
trikums €z(w) ist also

o0 dk ik i Jw2e(w)—k2z
Ve = —hIm/ dww?a(w) / o al NN
0 2m 2\/0.)2/0261 ||

P s 2kﬁ p
X —7"12+7’12+m7"12 .

Im Grenzfall des idealen Leiters im Vakuum erhalten wir wie erwartet (2.1) zuriick.

Es ist uns also gelungen, das CP-Potential an einer dielektrischen Grenzschicht auf die 2-
Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in einer kanonisch quantisierten makroskopischen
Quantenelektrodynamik zuriickzufithren und so das Ergebnis der einschldgigen Literatur zum
Thema (u.a. [16], [32], [31], [30] und [48]), mittels einer sehr kurzen Rechnung, basierend auf
klar definierten Methoden, zu reproduzieren. Eine kurze Beschreibung einiger Methoden aus
der Literatur zur Berechnung der CP-Kraft finden sich im Anhang H.

(4.6)

4.1 Casimir-Polder Kraft bei endlicher Temperatur in Anwesenheit dielek-
trischer Medien

An dieser Stelle mochten wir den Ausdruck fiir (4.4) auf den Fall endlicher Temperaturen
erweitern. Dazu benotigen wir die temperaturabhéngige 2-Punkt-Funktion an einem dielek-
trischen Interface. Diese werden wir dhnlich wie die 2-Punkt-Funktion zur Temperatur Null
berechnen, mit dem Unterschied, dass wir die Korrelationen auf KMS-Zustinden zu berechnen
haben

y) = (2, Ei(x, 1)E ( ))
w/dw( < mlexerk(rw)—khc)

)

KMS

W;Bm
_ / d
(\Fw&/dgr’e_wltl\/WGjl(y,r’,w’)Cl(r’,w’) + h.c.> Q)
——/dw/dwe iwt “"tll 2/d3 mlexrw
/dgr’\/Ime(r’,w/) -Gy, v, ') (Q,Cr(r, w)CF (', 0")Q) e
—I—/dw/dw' wt o —iw tljr Q/d?’lt'\/lme(r,cu)-Gik(x,r,w)w'2
d*r'/Ime(r', ') - G(y, 7', o) (Q, Ci (v, w) Co(r', ") Q) ey




4.1 Casimir-Polder Kraft bei endlicher Temperatur in Anwesenheit
dielektrischer Medien 29

—/dw/dw/ei“’tei“’/tlle d3r+/Ime(r,w)Gix (X, T, w)w'™
T

3./ / nl wp

e’ \/Ime(r', ') - Gi(y, v/, )0 (w — ' )d(r — 1 )5 coth 3 +1
+/dw/dw’emt6iw/t/1w2/d3r\/1me(r,w)~Gik(x,r,w)w/2

T
d*r'/Tme(r',w') - Gy, v, w')0pd(w — w)d(r — r/)% <coth (wﬁ) — 1)
/dwe_“"(t 1l 2/d?’r\/Ime r,w)Gip(x,r,w)w”/Ime(r, w)

N <coth (f) + 1)

+/dwe_i“’(t_t/)1w2/d3r\/Ime(r,w)-Gik(x,r,w)w’2\/1me(r,w)
7r

-Gy, r,w) <coth <w2ﬁ> - 1)
/dw 2ImGZ](X y,w)e @) coth (C‘f), (4.7)

im letzten Schritt haben wir die Integral-Gleichung (3.45) benutzt.
Das CP-Potential erhalten wir auf die selbe Weise wie im vorigen Kapitel, benutzen jedoch

jetzt die temperaturabhingige 2-Punkt-Funktion. Da sich bis auf den Faktor coth (%) an

der 2-Punkt-Funktion nichts gedndert hat, ergibt sich das temperaturabhingige CP-Potential
an einem dielektrischen Interface zu

. wp dky| ik g .k
Vis(z) = zlm/ dwwa(w )coth( : ) l/ (271‘) 26! i <rf2+r12+2q2rf2 .
1
(4.8)

Da die dielektrische Funktion im Allgemeinen temperaturabhingig ist, miissen wir die Formel
so interpretieren, dass wir zur Berechnung der CP-Kraft die dielektrische Funktion bei der
inversen Temperatur ( einsetzen. Wir kénnen den Ausdruck (4.8) umschreiben, indem wir
das w-Integral ausfiihren. Dazu betrachten wir zunéchst den Integranden und sehen, dass
dieser sich auf die obere komplexe Halbebene zu einer meromorphen Funktion (w = wpr +iwy)
fortsetzen ldsst, da die Greensche Funktion (siehe (4.7)) eine kausale Antwort-Funktion ist
(siche Anhang G)

Vgl’f(z) = — lim 2Im dwr(wr + iwr)?a(wr + iwr) coth (W)
wr\0 0 2
ARy Ry ip, o ok
[ / amas (Tt 2
—  lim 2lm | dwpf(zwp + dwr) coth | SR ITY (4.9)
wr\0 0 2

Da f(z,wr + iwy) in der oberen Halbebene analytisch ist, hat der Integrand die Pole des

Cotangens-Hyperbolicus bei w,, = 22” mit n € N und wir konnen das w-Integral nun mit Hilfe
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des Residuensatzes 16sen. Da der Integrand fiir rein imaginére Frequenzen reell ist und somit
verschwindet und dariiber hinaus in positiver imagindrer Richtung in w; exponentiell gegen
Null geht, kénnen wir {iber den Weg aus Abbildung 4 integrieren.

wr

Abbildung 4: Integrationsweg um die Pole des Cotangens-Hyperbolicus

Das Potential lautet dann

Vi (2) ﬂm2< )?“%>
_ 1 wla(wy) dky Ky o2iB1z i o
_ _2Im7;) <1 — 25n0> 3 [/ ) 2ﬁ1 ( 1y + 119 +2— 2 7’12 - .

(4.10)

Nehmen wir an, dass sich das Atom im Vakuum befindet (e; = 1), so kénnen wir den Ausdruck
mit dem, aus der Lifschitz-Formel [16] fiir die temperaturabhéngige Casimir-Kraft gewonne-
nen, Potential [37] vergleichen. Dazu schreiben wir (4.10) um, indem wir folgende Variablen-
transformation vornehmen

I
= 1. 411
p R (4.11)

Das CP-Potential ergibt sich dann zu

& dp . 9] ﬁ =P ﬁa pe2
V22(2) = —Im 1—- w;o(w / —jelpEun [a +(1-2 .
r Z( > ) [ % B M%+mw%

(4.12)

Dies stimmt genau mit Formel (17) aus [37] iiberein.
Im Fall idealer Randbedingungen (idealer Leiter im Vakuum) vereinfachen sich die Reflexions-
Koeffizienten zu

Jm =1

. s
lim rjy, = —1,
€9—00
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und wir erhalten das temperaturabhingige CP-Potential fiir alle Abstinde

> dk ik i Jo ks k2
Vglg“’)(z) Z—QIm/O dww2a(w) coth (wﬁ) / I ll 262\/ =kj) <_2+2w2>

2 (27‘1’)2 /w2_k||
(4.13)
Substituieren wir nun mit v = —i,/k;? — w? erhalten wir
&0 wp 1 du, w? —u?
-1 2 hi 22 o —2uz —9249
Vep(z) m/o dww”a(w) cot < 5 > /w 5 ¢ < + 2 )
oo a(w)coth (%)
- — /U dw yw= e (14 22w + 2(2w)?) . (4.14)

Im Fall grofser Absténde kénnen wir die Polarisierbarkeit als die bei der Frequenz 0 ndhern und
erhalten dann erneut das Potential (2.19). Der Ausdruck fiir das CP-Potential (4.6) ermog-
licht es uns, auch einen Ausdruck fiir das nicht retardierte London-Van-der-Waals-Potential
fiir kleine Absténde zu berechnen. Klein bedeutet hier klein gegeniiber der thermischen Wel-
lenldnge . Dazu fithren wir wieder, wie oben beschrieben, das Integral iiber w in (4.14) mit
Hilfe des Residuensatzes aus und erhalten

o0
. 1 alwy,) _

Ver(z) = _27”; (1 - 25n0) 4;_;)’)6 22 (1 + 22w, + 2(2wn)?) (4.15)
mit w, = 227 Fiir kleine Absténde, also zw, << 1, erhalten wir dann das London-Van-der-
Waals-Potential

1 = 1
VP ow(2) = — 2 > (1 - 25n0> o(wy). (4.16)
n=0

An dieser Stelle erkennen wir, dass der von uns im statischen Fall (Kapitel 2) benutzte Ener-
gieansatz auf das retardierte Potential (2.1) bzw. (2.19) und nicht auf das London-Van-der-
Waals-Potential (4.16) fiihrte, da wir mit einer frequenzunabhingigen Polarisierbarkeit gerech-
net haben. Das London-Van-der-Waals-Potential 1dsst sich im Rahmen der Quantenmechanik
gewinnen, es beriicksichtigt die Frequenzabhéngigkeit der Polarisierbarkeit, jedoch keine Re-
tardierungseffekte. Das Verhalten des CP-Potentials hingt also wesentlich vom Abstand des
Atoms von der Wand ab. Versuchen wir dies, an dieser Stelle, quantitativ zu formulieren. Dazu
mochten wir das temperaturabhingige CP-Potential in Abhéngigkeit vom Abstand in verschie-
denen Niherungen betrachten. Wir haben gesehen, dass sich fiir z << g das CP-Potential
gut durch (4.16) beschreiben lasst. Fiir § >> z, also fiir grofe Temperaturen, kénnen wir das
CP-Potential durch (2.22) beschreiben. Dazwischen muss also die Beschreibung des Potentials
durch (2.1) liegen. Zur Quantifizierung der Aussage vergleichen wir als erstes das Potential
(4.16) mit dem Potential (2.1) und sehen, dass sich diese bei der optischen Wellenldnge

00 -1
3eca . 1
)\optisch = TO (27” Z <1 - 25n0> a(wn)> (4'17>

n=0
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gleichen. Bei einem Abstand kleiner als Aoptiscn dominiert also (4.16), bei einem gréferen
Abstand (2.1). Dieses Potential wird allerdings ab der thermischen Wellenldnge

AT = Athermisch = Ncf3 (4.18)

von dem Potential (2.22) dominiert. In Abbildung 5 ist dieser Sachverhalt abgebildet. Der
Ausdruck (4.14) gibt in allen Bereichen den exakten Wert und interpoliert zwischen den 3
Né&herungen.

1 1 1
73 P I3
| ! | > Abstand

IS
=9

0 /\(th.isch /\thermisdj

Abbildung 5: Abstandsabhéngigkeit des CP-Potentials

4.2 Casimir-Polder-Kraft im Limes statischer Dielektrika

Das oben beschriebene Modell zur Quantisierung des elektrischen Feldes in Materie geht von
der physikalischen Vorstellung aus, dass durch die Wechselwirkung zwischen dem Lichtfeld
und der Materie ein Strom im Medium induziert wird, welcher zur einer Polarisation fiihrt
und so das elektrische Feld im Medium &ndert. Im Falle idealer metallischer Randbedingungen
ist dieser Strom Null und die CP-Kraft der elektrostatischen Rechnung stimmt mit der der
elektrodynamischen Rechnungen {iberein. Sind die Randbedingungen jedoch nicht ideal, wird
ein nicht divergenzfreier Strom im Medium erzeugt. Nach der Kontinuitats-Gleichung existiert
dann eine sich zeitlich &ndernde Ladungsverteilung und wir miissen statt der Elektrostatik die
Elektrodynamik anwenden. Interessanterweise unterscheiden sich die Rechnungen nur um eine
Funktion, die vom Betrag her zwischen 0 und 1 liegt. Es bleibt die Frage: Welche physikalische
Interpretation haben die elektrostatischen Rechnungen aus Kapitel 2.37

Wir wollen an dieser Stelle das CP-Potential fiir den Fall statisch beschriebener Dielektrika
bestimmen. Dazu lassen wir in (4.4) die Frequenzabhingigkeit der dielektrischen Funktio-
nen und der Polarisierbarkeit weg. Dies ist also der ”statische Limes”, in dem angenommen
wird, dass die Antwort des Mediums auf das Lichtfeld und die Polarisierbarkeit des Atoms
frequenzunabhingig ist. Man geht dann davon aus, dass die dielektrische Funktion durch die
reelle Konstante ¢;(w = 0) = ¢; und die Polarisierbarkeit durch die Konstante a(w = 0) = «
beschrieben werden kann. Dann lautet das CP-Potential

VEE = QIm/ dww?a [Ry (r,r,w) + Ry(r,r,w) + Rig(r,1,0)]
d*k
—2Im/ dwwa [/ 27rHQZR k||,w;Z,z)

o0 dk) ik k2
= —2Im/ dww?a(w / Bl Il | 1 +7riy+2 ”r ) 4.19
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k‘2
Fiihren wir die Variablen ¢ = iw sowie x = 1+ é—! ein, so sehen wir, dass der Integrand entlang

der imagindren Achse rein reell ist und erhalten

Ve = / dé / dz
0 1
6—225\/(E2+€1—1$a£3 (61 _ 62)

|:7T€1\/562 +e—1(VaZ+e —1+VaZ+e—1) (Va2 + e — leg + Va? + 6 — leg)
(4.20)

X (\/:1:2 +e —1V22 + 6o — leg + (x2 - 1) (932 + V2246 —1Va2 +ea—1— 1))} (4.21)
Die Berechnung der Integrale gelingt mit Mathematica, dass CP-Potential ergibt sich dann zu

fe1, e2), (4.22)

3a (61 — 62)
8z4 (61 + 62)

€1 _ €2 2
€1 + € [12 <artanh ( e + 1) artanh (1 /61 + 1)) €5 (423

€1,2
VCP -

mit der Funktion

€1,€2) =
f( ! 2) 126‘? (61 — 62) \VEL+ €
1 .

+ 37 <> 3/2 (ei’ + 3epe? — dedey + 26%) (4.24)
€1 — €9
5/2 3/2 3/2

N —2061/ + 6\/626% + 86261/ + 662/ €1 — 126%1/61 (4.25)

€1 — €9

artanh (\/1161> (€] + Bezef — dezer + 2¢3)
€2

+6

- 4.26
(62 o 61) 3/2 ( )
Der Areatangens-Hyperbolicus ist hier als seine eindeutige analytische Fortsetzung so zu ver-
stehen, dass auf der reellen Achse gilt

1
artanh (z) = In ( . + a:) — zg fir |z| > 1. (4.27)
-z

Da €;(0) > 1 gilt |27] schlieft der Fall |z| > 1 alle auftretenden Moglichkeiten ein. Benutzen
wir nun noch die Beziehung

1 ™
artanh (x) = arsinh | —— | —i— fur |z| > 1, 4.28
(0) sy () =5 fir o (429

vereinfacht sich die Funktion f(e,€2) zu

fler o) = ot [2<‘10€?/2+3¢6€%+4ezei’/2+3£/261—6e%¢a>
€1,€2) =

1263 (e1 — €2)

7 (€1 — €2)

12 (arsinh (, /2—2) — arsinh ( 6—1)) €3
1 €2
T/ €1 + €2

arsinh ( i—i — 1) (e:f + 3626% - 46%61 + 26%):|

+

-6

(=) (4.29)
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Im Limes ¢; — 1,62 — oo ist f(e1,e2) = —1 und wir erhalten das CP-Potential (2.9) bei
idealen Randbedingungen. Fiir den Fall, dass sich das Atom im Vakuum vor einer Wand mit
der Dielektrizitit e befindet, erhalten wir

3a(l—¢)

824 (1+¢) 7€), (£30)

€
Vep =—

mit

_ m(e+1) [2(6€2 — 3e¥/2 — 4e — 3 /e + 10)
1= Ha—g [ (e —1)
6 (263 —4€® + 3e + 1) arsinh (\/6—71)
a (e —1)3/2

1922 (arsinh (v/€) — arsinh (\/%))
= ' (4.31)

In dieser vereinfachten Form ist das Ergebnis in [37] Formel (22) und (23) zu finden. f(ei, €2)
beschreibt (abgesehen vom Vorzeichen) den relativen Unterschied zwischen dem CP-Potential
aus den elektrostatischen Rechnungen und denen im "statischen Limes”. Wie am Anfang des
Abschnittes erwdhnt, miissen wir hier die Frage nach der physikalischen Interpretation der
Rechnungen aus Kapitel 2.3 offen lassen. Nachdem wir nun die CP-Kraft in einer sehr allge-
meinen Form berechnet haben, méchten wir uns die Ergebnisse anhand von fiir Experimente
interessanten Beispielen verdeutlichen.

—+
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4.3 Numerische Resultate

Bisher sind unsere Rechnungen abstrakter Natur und wir kdnnten uns fragen, ob der Einfluss
der dielektrischen Eigenschaften der Wand eine messbare Anderung der CP-Kraft im Vergleich
zum idealen Fall zur Folge hat. Diese Frage mdchten wir nun anhand von zwei Beispielen kl&-
ren. Dazu werden wir das CP-Potential eines Rubidium-Atoms (o = 50 x 1073%m3) im Va-
kuum vor einer metallischen Wand (z.B. Magnesium) und einem Dielektrikum (z.B. Silizium)
berechnen. Diese werden wir mit dem CP-Potential bei idealen Randbedingungen (Metall)
bzw. bei konstanter dielektrischer Funktion (Dielektrikum) vergleichen.

Um das Metall und das Dielektrikum mir frequenzabhéngiger dielektrischer Funktion zu be-
schreiben, benutzen wir das 1-Resonanz-Drude-Lorentz-Modell (1-RDLM) [22], die dielektri-
sche Funktion lautet dann

QQ

wy=1-———-—,
(@) w? — iwy — wd

(4.32)
wobei €, v und wg Materialparameter sind. Zur Simulation von Silizium werden wir wg =
10%9ec™!,Q = 1.6176 x 10%sec™, v = 9.7 x 10"sec™! und zur Simulation des Metalls wg =
2% 10Msec™, Q = 6.536 x 10%sec™!, v = 9.859 x 10'%sec ™! wiihlen®. Das CP-Potential berech-
nen wir aus (4.6) fiir die dielektrische Funktion (4.32) und die gewdhlten Materialparameter
mit Hilfe von Mathematica numerisch. Das CP-Potential bei Anwesenheit des Metalls verglei-
chen wir dann mit (2.9) und das des Dielektrikums mit (4.31), unter Verwendung der statischen
Dielektrizitdtskonstante von Silizium (eg; = 9.4). Abbildung 6 zeigt das CP-Potential eines

Potential in Joule
| | : ‘ : e ’ - - .— Abstand in nm
400 ——===""""600 800 1000
7 ~
2.x 1078 / /// Das CP-Potential vor verschiedenen Medien:
’/ idealer Leiter

-4.x10°%
----  Drude-Lorentz—Metall

——  Statisches Silizium
-6.x107%

| ----  Drude-Lorentz—Silizium

Abbildung 6: Das CP-Potential eines Rubidium-Atoms fiir den idealen Leiter, ein Metall im
1-RDLM, Silizium mit statischer dielektrischer Funktion und Silizium im 1-RDLM.

Rubidium-Atoms vor vier verschiedenen Wanden. Die unteren beiden Potential-Verldufe be-
schreiben das CP-Potential des idealen Leiters und eines Leiters mit endlicher Leitfahigkeit.

?Die Parameter sind wie in [26] gewiihlt, dort wird anhand dieser die Casimir-Kraft ausgerechnet.
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Die oberen beiden Verldufe beschreiben das CP-Potential vor einer Silizium-Wand im Limes
einer statischen dielektrischen Funktion und im 1-RDLM. Wir sehen, dass die idealisierten
Modelle die Potential-Verldufe sehr gut wiedergeben und wir mit heutiger Messgenauigkeit
von ca. 1% nicht entscheiden konnen, welches der Modelle die Wirklichkeit besser beschreibt.
Diese Aussage gilt unabhéngig von der Gréfe der Polarisierbarkeit des Teilchens vor der Wand,
da diese in beiden Modellen linear ins Potential eingeht. An dem Vergleich zwischen den Me-
tallen und den Halbleitern sehen wir, dass das CP-Potential scheinbar umso stérker ist, je
hoher die Reflexion des Materials ist. Diese Aussage kdnnen wir bestétigen, indem wir das
CP-Potential im 1-RDLM gegen die Plasmafrequenz Q des Mediums auftragen. Abbildung 7
zeigt den Betrag des Potentials gegen die Plasmafrequenz im logarithmisch-logarithmischen
Plot. Das CP-Potential steigt also mit zunehmender Plasmafrequenz an. Da die Plasmafre-
quenz beschreibt, ab welcher Frequenz Strahlung in das Medium eindringen kann und nicht
mehr reflektiert wird, bestitigt das Ansteigen des CP-Potentials mit zunehmender Plasmaf-
requenz, dass das Potential umso stérker ist, je mehr Strahlung von dem Medium reflektiert
wird. Dariiberhinaus sehen wir, dass das Potential ab der Resonanzfrequenz des 1-RDLM von
wo = 2 x 10"sec™! nicht mehr exponentiell anwichst.

Betrag des Potentialsin Joule
10729 L
10731 L
1078
107%¢

10737 L

. . . . i -1
102 = 108 1o Plasmafrequenz in sec

Abbildung 7: Logarithmisch-logarithmischer-Plot des CP-Potentials im 1-RDLM gegen die
Plasmafrequenz des Modells bei einem Abstand von 200nm, einer Resonanzfrequenz von 2 x
10%sec™! und v = 9.859 x 10'2%sec!.
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Die CP-Kraft nimmt jedoch auch nach der Resonanzfrequenz weiter mit der Plasmafrequenz
zu, wie man an dem Verlauf des Potentials in Abbildung 8 sehen kann.

Potential in Joule

-3.x10%® \

N\
\

—4.x 1072}

-5.x 1072}
—-6.x 1072}
—-7.x107%} .

-8.x107%}

: : : e — Abstand in nm
4x10% 6x10%° 8x 10% T 1x10%

Abbildung 8: Das CP-Potential im 1-RDLM gegen die Plasmafrequenz des Modells bei einem
Abstand von 200nm, einer Resonanzfrequenz von 2 x 10%sec™" und v = 9.859 x 10"%sec™!.

Nachdem wir die CP-Kraft in vielen interessanten Details betrachtet haben, ist das Ziel des
néichsten Abschnitts die Berechnung der Van-der-Waals-Wechselwirkung zwischen zwei po-
larisierbaren Atomen. Dies kann auf sehr dhnliche Art und Weise gemacht werden wie die
Berechnung der CP-Kraft.
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5 Van-der-Waals-Wechselwirkung

Wir haben gesehen, dass sich die Casimir- und die Casimir-Polder-Kraft als Vakuum-Effekt
verstehen lassen und deren Verhalten unter verschiedenen physikalischen Gegebenheiten be-
rechnet. Die Casimir-Kraft ist eine Kraft zwischen zwei makroskopischen Objekten, die CP-
Kraft zwischen einem makroskopischen und einem als punktférmig gendherten Teilchen, wie
sieht es nun mit der Van-der-Waals-Wechselwirkung zwischen zwei als punktférmig gendher-
ten Teilchen aus, kénnen wir diese auch als Vakuum-Effekt verstehen?

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, die langreichweitige Van-der-Waals-Wechselwirkung zwi-
schen zwei neutralen, polarisierbaren Atomen, unter Einfluss der endlichen Ausbreitungsge-
schwindigkeit des Lichtes, bei beliebigen Temperaturen zu berechnen. Wir berechnen zunéchst
das Van-der-Waals-Potential bei Temperatur 7' = 0 und fiir einen Abstand, in dem wir die
Polarisierbarkeit a; bzw. as der punktférmige Teilchen als konstant betrachten kénnen. Das
Koordinatensystem sei der Einfachheit halber so gewéhlt, dass die Atome auf der zAchse
liegen und einen Abstand r voneinander haben. Wir interpretieren die vom Abstand abh#n-
gige Energie-Korrektur des Systems als das Potential der Kraft zwischen den Atomen. Diese
berechnen wir in 2. Ordnung stationdrer Stérungstheorie. Die erste Ordnung Storungstheorie
verschwindet, auf Grund der Normalordnung in der elektrostatischen Energie. Die Normal-
ordnung lisst sich hier wie folgt physikalisch interpretieren; Im realen Experiment haben die
Teilchen eine endliche Ausdehnung und der singulére Ausdruck E(0) wird endlich. Da dieser
nicht vom Abstand der beiden Atome abhéngt, trigt er nicht zum Potential bei.

Die Hamiltonfunktion des Systems lautet

2
4 27a5™(0) : En(0,%)Ep(0,12) : 8% (x — 1),

H:/d?,X:E(OéX)Q:+:B(O’X)Q:+27ro/1j(0):Ei(O,x)Ej(O,rl):63(Xrl) 51)

mit |r; —ro| =r und afj = a*(0)d;.
Die 2. Ordnung Stérungstheorie ist bei verschwindender Grundzustandsenergie gegeben als

Veaw(r) = E®

1 _
Y (2, Hint (0, r1,12) Hy ' Hing (0,71, 12) Ho2)

. (477)Qi > —iHo(t—i€) iHo(t—ie) ,—iHo(t—i€)
= hn% - dt (Q, H;n(0,r1,r0)e H;nt(0,r1,r0)e e Q)
€E—> 0
4 2z 00
- nn%_( ™) Z/ dt (2, Hipy (0,11, 12) Hiy (t — i€, 11, 12)Q) | (5.2)
€—> 0

im letzten Schritt haben wir die Translationsinvarianz des Vakuums ausgenutzt. Setzen wir
den Ausdruck fiir die Korrektur des Hamiltonoperators ein, sehen wir, dass wir wieder nur
den Vakuumerwartungswert von elektrischen Feldstirke-Operatoren ausrechnen miissen

4 2 o)
Viaw (r) = Iim—( ) Z/ dt
0

e—0 2

(Q, <o/j(0) L Ei(0,11)E;(0,11) : +a8™(0) : En(0,12) B (0,12) :)

<a§j(0) D Byt —ie,v1) Ej(t — i€, 1) 1 +a3™(0) 1 En(t — i€, r2) Ep (t — i€, 1) )Q)
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Wir konnen diesen Ausdruck (4-Punkt-Funktion des elektrischen Feldstarketensors) in 2-
Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstirketensors schreiben. Dazu schreiben wir die
Felder in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, beachten die Normalordnung und die
Kommutator-Relationen. Allgemein kénnen wir fiir freie Felder die n-Punkt-Funktionen (Er-
wartungswerte von dem Produkt von n Feldern) vollstdndig durch die 2-Punkt-Funktion be-
schreiben. Fiir die Produkte von normalgeordneten Potenzen von skalaren Feldern (Wickpo-
tenzen) gilt, u.a. nach [18]

(Q: pla)™ ot plag)™ 1 Q) =D calliA (w40 — Tr(1)), (5.3)

Ge&y(ny,...,nk)
wobei G4 (nq, ...,ni) die Menge aller Graphen, mit k Vertices 1,...k, bei dem vom i-ten Vertex
n; Linien ausgehen, ist. Die Linien verbinden jeweils zwei verschiedene Vertices und sind
zum Vertex mit dem groferen Index gerichtet. c¢g ist ein kombinatorischer Faktor. Unter
Beriicksichtigung der Vektorindizes ist die bendtigte 4-Punkt-Funktion das Produkt von zwei
2-Punkt-Funktion (2.5) derart, dass sich

‘/de(T‘) = hmo —87r2a1a2i / dtWOin (t - ’iE, T)Wol'gj (t - iE, r)

= lim —872a ani

e—0

/ g2t £ 3t
(82 — TQ)G

[37«4 + 262 + 3¢

= lim —87%a ani2miResi—_,

e— (12 — rz)ﬁ
23
) 2
= 87 1021 27TW
239

= — 5.4

47r? (54)

ergibt. Das Wechselwirkungspotential zweier elektrisch neutraler Atome ist also
23hcaap

Dies ist genau das Ergebnis von Casimir und Polder [13]. Unser einfaches Modell der beiden
polarisierbaren Atome, welche mit den elektromagnetischen Vakuum-Fluktuationen wechsel-
wirken, reicht also aus, um das retardierte Van-der-Waals-Potential zu verstehen. Es wurde an
dieser Stelle erstmals das Van-der-Waals-Potential im Rahmen dieses Modells hergeleitet. Die-
se Form der Herleitung ermdglicht es uns die Van-der-Waals-Kraft bei endlichen Temperaturen
zu verstehen.
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5.1 Temperaturabhingige Van-der-Waals-Wechselwirkung

Zur Berechnung der temperaturabhingigen Van-der-Waals-Wechselwirkung gehen wir genau
wie bei der Rechnung oben vor, jedoch unter Verwendung der temperaturabhingigen 2-Punkt-
Funktion (6.13). Das Potential berechnet sich wieder aus der Feldenergie in 2. Ordnung St6-
rungstheorie

V() = lim 8?0 i / AW, (t — e, T)Whio (t — ie,r)
- farmgmtt | {peonn (2 o ()
e (TE0) s (22 YV
+ {coth (W(Tﬁ_t)> (ﬂz + 27?r? sinh ™2 (W))
rorafn (572" (5:2) )

+ coth <7T(tﬁ+r)> <ﬂ2 + 2742 sinh <”(t; r))—2> }2] . (5.6)

Im letzten Ausdruck behalten wir im Auge, dass dieser im Sinne von ¢t — hn% t —i€e gemeint ist.

Dies ermdglicht uns, das Integral mit Hilfe des Residuensatzes auszurechnen, da der Integrand
fiir grofe t gegen Null strebt. Wir nehmen also den Pol bei ¢ = z mit und erhalten

1
86 35 sinh* <2—g’">

Vvﬁdw(r) =-

[(96774 coth (7;) r* 4+ 967* tanh <7;n) rd 4+ 6473 8r3 — 247 33r
+ 870 (47‘(‘27“2 + 3ﬁ2) cosh <4;r> r 4 34%sinh (8;T>
+ (3274 + 4072 %2 — 68%) sinh <4;T>>]. (5.7)

Dies ist das, noch nie berechnete, retardierte temperaturabhéngige Van-der-Waals-Potential.
Fir KMS-Zustande gibt es eine Storungstheorie, in der die Zeit-Integrale in der Dyson-Reihe in
imagindrer Richtung ausgefiihrt werden und von 0 bis g integriert wird. Diese Storungstheorie
liefert die gleichen Ergebnisse wie die von uns oben ausgefiihrte, wie wir in Anhang C zeigen.
Um das asymptotische Verhalten zu studieren, fiihren wir wieder die dimensionslose Grofe

p= 27”” ein und erhalten
16 o 1020
Viaw(r) = = 47

X (6 coth(p) + 3p*(pcoth(p) + 1) sinh™*(p) + p (2 (p* + 3) + p (p* + 5) coth(p)) Sinh_Q(p)>.
(5.8)
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Fiir kleine Absténde, also p << 1, verhalten sich die Hyperbolicus-Funktionen wie

1
coth(x) =~ —,

&\HR

sinh(z) ! ~

und die Klammer in (5.8) ergibt 23. Wir erhalten dann das Potential (5.4) fiir 7' = 0 zuriick

23a1cahic

47 (59)

VV%W(T) ~ =

Fiir groke Temperaturen (p >> 1) geht coth(p) — 1 und der sinh(p)~! fillt exponentiell gegen

Null ab, wir erhalten dann, wenn wir p = 2—;;’" zuriick einsetzen
3kTO(1052

5 (5.10)

Vvﬁdw(r) ~
Dieser Ausdruck ist wieder rein klassisch und entspricht dem Limes i — 0 von (5.7), dazu
mehr in Kapitel 7.
Wie schon bei dem CP-Potential ist das Abstandsverhalten des Van-der-Waals-Potentials sehr
stark vom Verhéltnis zwischen der Temperatur und dem Abstand selbst abhéngig. Dies méch-
ten wir nun auch hier quantifizieren. Quantenmechanische Rechnung (siehe z.B. [30]) fithren
auf das nicht retardierte Van-der-Waals-Potential zwischen zwei Atomen gleicher Polarisier-
barkeit

: , 30 hw
V\r/lé({;l\lft retardiert (7’) - _ a4r6 07 (5.11)

wobei hwg die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zu-
stand der Atome ist. Vergleichen wir dieses Potential mit dem Van-der-Waals-Potential (5.4)
bei T' = 0, sehen wir, dass bei Abstinden unterhalb von ungefihr

C
)\optisch,Q = (5.12)
wo

das nicht retardierte Potential (5.11) dominiert und bei Absténden grofer Aoptisch,2 das retar-
dierte Van-der-Waals-Potential (5.4) die bessere Beschreibung liefert. Bei Abstanden oberhalb
der thermischen Wellenldnge

Ar = Bhc (5.13)

dominiert dann das Potential (5.10). Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 9 dargestellt. Die

! ! I - Abstand

0 /\()ptisch 2 /\t.hermisdl

Abbildung 9: Abstandsabhingigkeit des Van-der-Waals-Potentials
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Potential in Joule o
ok Das Van-der—Waals-Potential in
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Abbildung 10: Das Van-der-Waals-Potential zwischen zwei Lithium-Atomen der Polarisierbar-
keit o = 16 - 1073%m3 im Abstand r = 200nm in Abhingigkeit von der Temperatur.

Van-der-Waals-Kraft bei endlicher Temperatur steigt also mit steigender Temperatur an. Je
hoher die Temperatur des elektromagnetischen Hintergrundfeldes ist, desto stérker ist die Van-
der-Waals-Bildung der beiden Atome. Da wir an dieser Stelle erstmals die Abhéngigkeit der
Van-der-Waals-Kraft von der Temperatur des elektromagnetischen Vakuums'® berechnet ha-
ben, sollten wir iiberlegen, was dies fiir physikalische Konsequenzen hat. Da die asymptotische
Kraft (5.10) im Gegensatz zur Van-der-Waals-Kraft bei 7' = 0 mit einer Potenz weniger im
Abstand abfllt, ist die Kraft bei endlicher Temperatur langreichweitiger als bisher angenom-
men. Vergleichen wir die Van-der-Waals-Kraft mit der Gravitationskraft, sehen wir, dass sich
die Krifte fiir den Abstand

(5.14)

18T aagk\ 5
Gmlmg

T"VdWGrav = (

gleichen. Fiir zwei Lithium-Atome in einem Hintergrundfeld der Temperatur 7" = 300 Kelvin
entspricht dies einem Abstand von rvgwaray = 3mm. Fiir kosmische Abstdnde spielt also auch
die temperaturabhéngige Van-der-Waals-Kraft keine Rolle.

Die Berechnung der temperaturabhéngigen Vakuum-Krifte gelang uns auf eine sehr elegante
Art und Weise, indem wir mit KMS-Zusténden gearbeitet haben, diese méchten wir nun kurz
einfithren.

"In [7] wird die Van-der-Waals-Kraft fiir den Fall ausgerechnet, dass sich die Atome mit der elektroma-
gnetischen Strahlung im Temperatur-Gleichgewicht befinden, dies fiihrt scheinbar auf grundsitzlich andere
Ergebnisse. Eine genaue Antwort darauf, warum sich die Ergebnisse so unterscheiden, kdnnen wir bisher nicht
liefern.
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6 KMS-Zustande und die 2-Punkt-Funktion des skalaren Feldes

In den vorigen Kapiteln haben wir die 2-Punkt-Funktion zu endlichen Temperaturen benutzt,
diese erhalten wir durch die Bildung des Erwartungswertes des Produktes zweier Felder in
KMS-Zusténden. Die Definition dieser Zustédnde und die Berechnung der 2-Punkt-Funktion
des elektrischen Feldes soll Inhalt dieses Kapitels sein.

Zur Beschreibung der KMS-Zusténde gehen wir von einer algebraisch formulierten Feldtheo-
rie aus. Die physikalischen Observablen sind Elemente einer C*-Algebra und Zusténde sind
positive, normiere, lineare Funktionale auf diesen. Die Zusténde ordnen den Observablen eine
Zahl zu, den Erwartungswert. Seien A, B zwei Observablen, wobei die Zeitentwicklung fiir B
analytisch sein soll, dann muss ein KMS-Zustand'! w zusitzlich die KMS-Bedingung

w (AT(B))] ;=5 = w(BA) (6.1)
erfiillen. Wahlen wir nun eine Algebra mit kanonischen Vertauschungsrelationen von Erzeug-

ungs- und Vernichtungsoperatoren ([a(f),a*(g)] = (f,g)), so kénnen wir zunéchst den Erwar-
tungswert von Produkten von diesen berechnen

w(a*(falg)) = wlalg)a™ (e ) = (g, 7 ) + w(a* (e~ f)a(g)) (6.2)
w(a*(f)alg) — a* (e fla(g)) = (g.¢ "7 ). (6.3)

4

Unter Benutzung von f/ = (1 — e_BH) f folgt

Umbenennung fiihrt dann auf

w(a*(falg) = (g, (1= ) ) (6.4)
= (g,% <coth <B§I> + 1) ). (6.5)

Analog erhélt man

-1

wlalgla*(f)) = (£, (<14 ¢) " g) (6.6)

— (f,% (coth (T) - 1> 9). (6.7)

Das skalare Feld definieren wir wie iiblich als operatorwertige Distribution

¢(f) = a(f) +a*(f) (6.8)

"fiir eine genauere Beschreibung und viele Anwendungen sei insbesondere auf [8] verwiesen.
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und erkldren es in einem formalen Sinne punktweise iiber

)= [ GoEsal) T (6.92)
()= [ e ) o) (6.
a(z) = (27)3/2 / g&e—ipxa(p), (6.9¢)
a*(z) = (2m) 73/ / g&a*(p)eim, (6.9d)
6(z) = a(z) + a* (), (6.9¢)

mit der Energie F(p) = \/p? + m?. Nun haben wir alles, um die 2-Punkt-Funktion des mas-
siven, skalaren Feldes auszurechnen, deren Masse-Null-Grenzfall wir in den Rechnungen der
letzten Kapitel nutzten

2s(19) = (2000002

KMS

— (2t + () talo) + 002

KMS

- (panewa) s (o)

-1
KMS

_ <€—ﬂE(p) (1- e—ﬁE<p>)*1 (D) f, g> N <g, e (1 - e—ﬁE(p>)*1 f>
t=i0

3 _
— / ]‘ép citEP) f(p)ePF(P) (1 _ e—ﬁE(p)) 1g(p)

KMS

t=i0

3 — -

+ [ e (1= ) 0
[ d&Pp flp)g(p) +/ @*p  f(p)g(p)

N / 2E(p) 1 — e=AE(P) 2E(p) eSEP) —1°

(6.10)
Einsetzen der fouriertransformierten Testfunktionen fiihrt zu

1 dp eV f(x)g(y) d*p ) f(2)g(y)
(27T)3/ d%/ 4y </ 2E(p) 1_cPE® / 2E(p)  ePE® _ 1 )

(6.11)

As(f,g9) =
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Also lautet die 2-Punkt-Funktion des massiven, skalaren Feldes zur inversen Temperatur 3

1 d3p e~ ir(z—y) etr(z—y)
A _ . 6.12
o0) = Gy / 2E(p) (1 e AEm) T AE) — 1 (012
Im Masse-Null-Fall bestimmt sich die 2-Punkt-Funktion zu
1 d3p e—ip(x—y) eip(z—y)
D _ . 1
o) = oy | 2 (1 el R =1 o1

Die algebraische Formulierung der Feldtheorie ermdglicht es, auch fiir klassische Feldtheorie
KMS-Zusténde zu erkldren. Wir wollen dies im Folgenden machen um die Hochtemperatur-
Néaherungen der Vakuum-Kréfte klassisch zu berechnen.
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7 Klassische KMS-Zustande und klassische Vakuum-Krafte

Ziel dieses Abschnittes ist es, KMS-Zusténde in der klassischen statistischen Physik zu defi-
nieren, um die 2-Punkt-Funktion des klassischen elektrischen Feldes bei endlicher Temperatur
zu berechnen. Mit Hilfe dieser kénnen wir dann die CP- und die Van-der-Waals-Kraft im
Grenzfall grofer Temperaturen rein klassisch berechnen.

Auch in der klassischen statistischen Physik kénnen wir Zustédnde als positive, normierte, linea-
re Funktionale auf einer Observablen-Algebra verstehen. In diesem Zusammenhang wird oft
von Erwartungswertfunktionalen gesprochen. Einen KMS-Zustand definieren wir wieder iiber
die KMS-Bedingung (6.1), welche im klassischen Grenzfall zur klassischen KMS-Bedingung
wird

fw (A, {H,B}) = w ({4, B}). (7.1)

Fiir eine detaillierte Beschreibung der klassischen KMS-Zustdnde und dem Zusammenhang mit
den Ensemble-Theorien sei z.B. auf [35] und insbesondere auf die Referenzen darin verwiesen.

7.1 Die klassische 2-Punkt-Funktion zu endlicher Temperatur

Wir wollen nun, ausgehend von der klassischen KMS-Bedingung, die klassische 2-Punkt-Funk-
tion berechnen. Mit Hilfe dieser kénnen wir dann das CP-Potential und das Van-der-Waals-
Potential fiir grofie Temperaturen berechnen. Da die 2-Punkt-Funktion eine Funktion der
Differenzvariablen ist, konnen wir die klassische KMS-Bedingung schreiben als

{o(x1), p(22)}) et ln=0 = B {d(x2) {¢(x1,0), H}) - (7.2)

Der Ausdruck ist im Sinne von Distributionen zu verstehen. Da die Poisson-Klammer von
¢(x1) mit der Hamiltonfunktion die zeitliche Ableitung von ¢(z1) beschreibt, ist dies eine
lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung fiir die klassische 2-Punkt-Funktion,
welche wir durch Integration 16sen mdéchten:

Oy (@(21)p(22)) ¢t [t1=0 = —; {6(x1,0), (z2)})r » (7.3)

wobei die linke Seite die Ableitung nach der Zeit von der klassischen, temperaturabhingigen
2-Punkt-Funktion Dg und die rechte Seite des Ausdrucks die klassische Kommutator-Funktion
(Poisson-Klammer-Funktion)

15— |x]) = 6 (¢ + Ix])

AG(x,t) = 4
ist. Fiihren wir das Integral iiber die Zeit in (7.3) aus, erhalten wir
1
§(x,t) = D (x,0) - ] (© (x| — 1) = (Ix| + 1)) (7.5)

Die klassische masselose skalare 2-Punkt-Funktion ist also bis auf den Term D%l (x,0), welchen
wir auf Grund der Nichteindeutigkeit der KMS-Zustdnde erhalten haben, bestimmt. Wahlen
wir diesen zu 0, erhalten wir

1
AnB x|
Wir haben also die klassische 2-Punkt-Funktion gefunden. Mit Hilfe dieser kénnen wir nun
das CP- und das Van-der-Waals-Potential berechnen.

D (x,t) = (O (Ix] =) = (x| + 1)) (7.6)
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7.2 Klassische Vakuumkrifte bei endlicher Temperatur

Bisher haben wir die Vakuumkrifte, wie die CP-Kraft, als reinen quantenfeldtheoretischen
Effekt des Vakuums kennen gelernt. Wir haben jedoch festgestellt, dass die Kréfte bei hohen
Temperaturen nicht mehr von A abhingen und so als klassische Krifte interpretiert werden
miissen. Wir mochten dies nun bestétigen, indem wir die Kréfte zu hohen Temperaturen aus
der klassischen statistischen Physik berechnen. Wir haben das CP-Potential als den abstands-
abhéngigen Teil der elektrostatischen Energie des Systems (polarisierbares Teilchen vor einer
Wand) interpretiert. Dies mochten wir weiterhin tun, interpretieren dabei jedoch den Erwar-
tungswert der Energie in einem klassischen KMS-Zustand und nicht den quantenfeldtheo-
retischen Erwartungswert. Da der Erwartungswert der Energie proportional zur klassischen
2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes ist, erhalten wir das CP-Potential analog zu den
Rechnungen in Kapitel 2 zu

3
Ver(d) = 2ma x Y (Foi(@) Foi(y))et lo—y—(0,00.24)t (7.7)
=1

wobei die rechte Seite das Randwertproblem 16sen muss und im Koinzidenzlimes (y — x) zu
verstehen ist. Das Potential ergibt sich dann zu

Ver(d) = 2m’a(<—a§ o) (—DY(x - Sy))
+ (=05 + 93)(—D§ (z — Sy))

(-8 + B+ D Sy>>) oSy (0.0,020)
(073

= 185 (7.8)
wobei wir den Anteil der Eins-Spiegelung bereits in (7.7) abgezogen haben (vergleiche Kapitel
2), da dieser nicht vom Abstand des Teilchens von der Platte abhingt und somit nur eine
Konstante zum Potential beitragen wiirde. Dies entspricht wie erwartet dem Limes h — 0 von
(2.20) und dem CP-Potential fiir groke Temperaturen (2.22).

Die Casimir-Kraft hat im Gegensatz zur CP-Kraft keinen klassischen Anteil bei endlicher
Temperatur. Dies kénnen wir sofort sehen, wenn wir im Summanden in (2.55) & einfithren
(6 — Ph und die Multiplikation des gesamten Ausdrucks mit %) und den Limes i — 0
bilden, da dann jeder einzelne Summand verschwindet. Gehen wir von der klassischen 2-
Punkt-Funktion aus, sehen wir, dass die Zeitableitungen dieser verschwinden und somit auch
die klassische Casimir-Kraft (vergleiche Kapitel 2.4). Die Casimir-Kraft hat also in Einklang
mit der Erwartung aus der Quantentheorie keinen klassischen Anteil.

Das Van-der-Waals-Potential hat jedoch, genau wie das CP-Potential, einen klassischen Anteil
bei endlicher Temperatur. Diesen berechnen wir wieder in 2. Ordnung Storungstheorie. Dazu
entwickeln wir die Freie Energie des statistischen System bis in 2. Ordnung in der Kopplung
o; und interpretieren den abstandsabhingigen Teil der freien Energie als das Van-der-Waals-
Potential. Die Freie Energie lautet

F= —;m (Z)=—=1In (/ dQe—5H> , (7.9)
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mit der Hamiltonfunktion (5.1), wobei die Normalordnung nun so zu interpretieren ist, dass
wir die nicht vom Abstand der Atome abhéingigen Anteile spiter weglassen. Entwickeln wir
nach der Polarisierbarkeit «, erhalten wir bis zur 2. Ordnung

F = (Hint) — g <<H12nt>c1 - <Hint><2;1) : (7.10)

Da der Erwartungswert von Hjy; nicht vom Ort abhéingt, erhalten wir das klassische Van-der-
Waals-Potential aus dem abstandsabhingigen Anteil von

B
Viaw () = —3 <H12nt(r)>cl
_ 16720 a3

2.4 <E(07 X)2 : E(07 y)2>cl ‘:EfyZ(O,O,O,d)ta (711)

mit 7 = |x — y|. Entwickeln wir die 4-Punkt-Funktion analog zum Quantenfall (siche Kapitel
5) erhalten wir

167T2041042,8
2.

__ (7.12)

W()Clej (T)W&loy (7)

wobei W(():il[)j die klassische 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes ist. Diese erhalten wir,
wenn wir in (2.5) Dg(az) anstelle von D, (x) einsetzen.

Es ist uns also gelungen, das CP-Potential, sowie das Van-der-Waals-Potential bei hohen Tem-
peraturen im Rahmen einer klassischen Theorie zu berechnen. Die Ergebnisse stimmen mit
denen aus der Quantentheorie im Limes 7 — 0 iiberein. Wir miissen die Vakuum-Kréfte also als
Summe aus Quantenfluktuationen und thermischen Fluktuationen verstehen. Die thermischen
Fluktuationen sind in der quantenfeldtheoretischen Berechnung bereits enthalten, verschwin-
den jedoch im klassischen Limes nicht. Es konnte sich als sehr interessant herausstellen, andere
Quantenphidnomene bei endlicher Temperatur zu berechnen und deren klassische Limiten mit
den entsprechenden Rechnungen aus einer algebraisch formulierten, klassischen statistischen
Theorie zu vergleichen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Seitdem Casimir und Polder 1948 ihre Arbeit iiber die CP-Kraft und die Van-der-Waals-Kraft
veroffentlicht haben, ist das Gebiet der durch Vakuum-Korrelationen hervorgerufenen Kréfte
ein sehr aktives Gebiet der physikalischen Grundlagenforschung geworden. Gerade in den letz-
ten beiden Jahrzehnten wurde viel zur Beschreibung der Quantenfeldtheorie in dielektrischen
Medien, zur Berechnung der Krifte in solchen und an dem Einfluss der Objekt-Geometrie auf
diese Krifte geforscht.

Wir haben im Rahmen einer algebraischen Formulierung der Quantenfeldtheorie die CP-Kraft
eines als punktformig genidherten, aber polarisierbaren Teilchens vor einem ideal leitenden
Halbraum bei Temperatur Null und bei endlichen Temperaturen berechnet. Dabei ben&tigten
wir nur die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes, da bei Benutzung dieses Ansatzes das
CP-Potential proportional zu dieser ist. Im Falle 7" = 0 erhielten wir die retardierte CP-Kraft,
wie sie schon von Casimir und Polder im Jahre 1948 berechnet wurde. Der Fall, in welchem
wir den Einfluss der Temperatur des elektrischen Hintergrundfeldes (experimentell entspricht
dies der Temperatur der "off-resonanten Hintergrundstrahlung") beriicksichtigt haben, liefert
neue Ergebnisse und beschreibt den Ubergang zwischen der Hochtemperatur-Niherung und
dem Fall T' = 0, welche wohlbekannt sind. Die Vermessung der Temperaturabhingigkeit der
CP-Kraft in diesem Temperaturbereich wire von groffem experimentellen Interesse. Bei der
Berechnung der CP-Kraft haben wir die Methode der Spiegelladungen benutzt, welche es uns
ermdoglicht hat, die CP-Kraft an einer statischen dielektrischen Grenzfliche zu berechnen. An-
schliefsend konnten wir auch die Casimir-Kraft mit Hilfe der Methode der Spiegelladungen bei
Temperatur Null und bei endlichen Temperaturen berechnen.

Wir haben dann ein kanonisch quantisiertes 1-Oszillator-Modell, welches in der Lage ist, inho-
mogene, dispersive, absorbierende Dielektrika zu beschreiben und erst im Jahre 2004 formuliert
wurde, eingefiihrt. Im Rahmen dieses Modells konnten wir dann die 2-Punkt-Funktion des elek-
trischen Feldes berechnen und mit dieser, genau wie oben, die CP-Kraft eines Punkt-Teilchens
angeben. Das FErgebnis beschreibt das CP-Potential eines Atoms mit frequenzabhéngiger Pola-
risierbarkeit an einem dielektrischen Interface, bestehend aus dispersiven und absorbierenden
Medien. Die Art der Beschreibung der Medien ldsst sich dariiber hinaus im Rahmen einer
kanonisch quantisierten Erweiterung des 1-Oszillator-Modells auf anisotrope und magnetisier-
bare Medien erweitern. Zum Verstindnis der in dieser Theorie eingefiithrten Absorption haben
wir ein eindimensionales Beispiel angefiihrt.

Im Rahmen der algebraisch formulierten Quantenelektrodynamik konnten wir dann die Van-
der-Waals-Kraft zwischen zwei polarisierbaren Punkt-Teilchen bei Temperatur Null und bei
endlicher Temperatur, in 2. Ordnung Storungstheorie, berechnen. Zur Berechnung der Kraft
haben wir wieder nur die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes benutzt. Wir konnten erst-
mals die Abhéngigkeit der Van-der-Waals-Kraft von der Temperatur des elektromagnetischen
Hintergrunds berechnen. Die Van-der-Waals-Kraft nimmt asymptotisch im Ort, bei T # 0,
sowie asymptotisch in der Temperatur, linear mit der Temperatur zu. Eine experimentelle
Bestitigung dieser Aussage ist zu erhalten, wenn wir die Abhingigkeit der Streulfinge eines
Bose-Einstein-Kondensats von der Temperatur des elektromagnetischen Hintergrunds messen,
da die Streuldnge direkt vom Van-der-Waals-Potential abhéingt. Bei einer heutigen Messge-
nauigkeit fiir die Streulinge von etwa 1% und einem mittleren Abstand der Atome eines
Bose-Einstein-Kondensats von 100nm miisste man jedoch Temperaturen von mehreren 1000
Kelvin realisieren, um diesen Effekt sichtbar zumachen. Da dies die Schmelztemperatur der
benutzten Materialien iibersteigt, ist der Effekt heute noch nicht messbar. Eine Méglichkeit,
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den Effekt doch sichtbar zu machen, wire es, die Dichte des Kondensats stark zu verringern
um den mittleren Abstand der Atome in einen Bereich von pm zu bringen, dort wird der
Effekt dann auch unterhalb von 1000 Kelvin sichtbar.

Das Verhalten der CP-Kraft sowie der Van-der-Waals-Kraft wird fiir grofe Temperaturen
und/oder fiir grofe Abstédnde bei 7' > 0 unabhingig von der Konstante /& und gleicht dem
Limes i — 0 der quantenfeldtheoretisch berechneten Krafte. Diese Kréfte sollten also klassi-
schen Ursprungs sein. Dies konnten wir im Rahmen einer algebraisch formulierten statistischen
Feldtheorie bestétigen, in der wir mit den gleichen Methoden (dort jedoch klassisch) wie oben
die selben Formeln fiir die Kréfte berechneten. Da wir auch dies wieder allein mit Hilfe der
2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes gemacht haben, stellt sich die Frage, ob wir nicht
die Quantenfeldtheorie, in der wir die Erwartungswerte physikalischer Observablen immer
mit Hilfe der 2-Punkt-Funktionen ausdriicken kénnen, bei hohen Temperaturen als klassische
temperaturabhéngige Feldtheorie ansehen kénnen. Ein Beweis auf Ebene der algebraischen
Formulierungen wére interessant und wiirde die Interpretation stiitzen, dass bei hohen Tem-
peraturen die Quanten-Korrekturen gegen die thermischen Korrekturen vernachléssigt werden
konnen.
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Anhang

A Zusammenhang zwischen der normalgeordneten Feldenergie
und der Kraft auf einen elektrisch neutralen Korper

In der gesamten Arbeit haben wir die normalgeordnete Feldenergie des Vakuums, welche bei
Anwesenheit von Randbedingungen nicht verschwindet, als Potential der auf einen elektrisch
neutralen Korper wirkenden Kraft angesehen. An dieser Stelle soll gezeigt werden, warum dies
moglich ist.

Die klassische Elektrodynamik wird iiber die Maxwell-Gleichungen und die Lorentzkraft be-
schrieben. Die Gleichungen kénnen wir aus der bekannten Lagrangedichte fiir das elektroma-
gnetische Feld in Anwesenheit einer Punktladung a

Lo tp, Ay P (A1)
T I g, '
gewinnen, wenn wir minimale Kopplung fordern
Pa = Pa — QaA(ra)- (AQ)

Alternativ dazu konnen wir die Wechselwirkung des Teilchens mit dem elektromagnetischen
Feld durch die multipolare Kopplung beschreiben. Dafiir filhren wir eine zu dem Teilchen
gehdrende Polarisation und Magnetisierung ein

VP,(r) = ¢,0(r — rg), (A.3)
V X My(r) = —quiad0(r —r,) — Py(r) (A.4)

und beschreiben die Elektrodynamik wie in Anwesenheit von Dielektrika. Der Wechselwir-
kungsanteil der Lagrangedichte ist dann

Low = P,E (1) + M, (r)B(r), (A5)

wobei E+(r) der transversale Anteil des elektrischen Feldes ist, also nicht der Teil, der durch
das Teilchen a selbst erzeugt wird. In elektrischer Dipolndherung'? erhalten wir dann, in
multipolarer Kopplung, fiir den Wechselwirkungs-Hamiltonoperator fiir ein statisches System
eines elektrisch neutralen Atoms

1
Hyp = —5dE. (A.6)

Der induzierte Dipolmoment-Operator des Atoms (Korpers) ist in linearer Ndherung d = agE.
Dies ist der Ansatz, welchen wir fiir das Wechselwirkungspotential wihlten, wir haben also,
in 1. und 2. Ordnung Stérungstheorie, mit der Wechselwirkung

1
Hyw = —5a0E - E (A7)

12Pjir eine genauere Beschreibung der verschiedenen Kopplungen und der Dipolniherung sei insbesondere
auf [48] verwiesen.
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gerechnet. Analog dazu hétten wir die Stérungstheorie mit (A.6) betreiben kénnen und spéter
die lineare Polarisation a definieren konnen. Vergleichen wir den Ansatz mit der Lorentzkraft-
Dichte auf das elektrisch neutrale Atom

f(r) = p(r)E(r) +j(r) x B(r), (A.8)
sehen wir, dass fiir den statischen Fall

o(r) = ~VP(r), (4.9)
P(r) =dé(r —r,), (A.10)

die Lorentzkraft auf ein neutrales Atom in Dipolndherung im Sinne von Erwartungswerten
F(raiom) = =V < dE(r) > [r—r ;... (A.11)

lautet. Wir sehen also, dass sich die Wechselwirkungsenergie und das Potential der Lorentz-
kraft in Dipolndherung wie erwartet gleichen. Physikalisch gesehen sollte jedoch nur der Teil
der Energie zum Potential beitragen, welcher direkt von der Position des Atoms relativ zu
der Grenzfliche abhingt. Das Potential der Lorentzkraft ist also der ortsabhéngige Teil der
Energiednderung, welche durch die Randbedingungen verursacht wird. Dies entspricht genau
dem Vakuumerwartungswert der normalgeordneten Feldenergie.

B Zur temperaturabhingigen 2-Punkt-Funktion

In diesem Teil des Anhangs méchten wir einige Konsistenziiberlegungen zu der in Kapitel 2.2
berechneten, temperaturabhingigen 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstarke-
Tensors machen.

Fiir gleiche Zeiten muss diese mit der temperaturabhingigen, zeitgeordneten 2-Punkt-Funk-
tion, welche wir allein aus der Periodizitdt (invariant gegeniiber einer Zeittranslation von
n - if,n € Z) konstruieren konnen, {ibereinstimmen. Wir suchen also die 2-Punkt-Funktion,
welche fiir T — 0 mit (2.8) tibereinstimmt und die KMS-Bedingung erfiillt. Wir setzen die
folgende Reihe an und sehen, dass diese nach Definition die geforderte Periodizitéts-Bedingung
erfillt

Ds(0,x) = i D, (inf,x)

n=—oo
n=oo

—1
= 2 (4n2[x[ + n25?)

coth <M>
B
= B.1
Ir[x]3 (B1)
und fiir ¢ = 0 mit (2.17) iibereinstimmt, denn
coth <7r(|x\—0)) + coth (77|x|+0))
Dyt =0,%) = — 7 7
’ 8m|x|3
coth <M>
R (B.2)

inlx|B
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Natiirlich erhalten wir im Limes 7" — 0, also fiir 8 — oo, die 2-Punkt-Funktion (2.8) zuriick

47 |x|
1—¢ 8 -1
Dpg—oo(z) = lim = .
-~ 2 (|x|—t) 27 (|x|+1) 42
7 OO4<—1+6 B ><—1+e B >7r\x]ﬁ e

(B.3)

C Das Van-der-Waals-Potential in KMS-Storungstheorie

Bei der Berechnung des temperaturabhéngigen Van-der-Waals-Potentials haben wir statio-
nére quantenmechanische Storungstheorie angewandt. Diese ist dquivalent zur Storungstheo-
rie, welche sich speziell fiir KMS-Zusténde entwickeln lisst'3. Wir méchten an dieser Stelle am
Beispiel der Van-der-Waals-Kraft zeigen, dass die Ansétze das gleiche Ergebnis liefern. Dafiir
fiihren wir zundchst die KMS-Stérungstheorie ein:

Gegeben sei ein C*- oder W*-dynamisches System, das heifst eine entsprechende *-Algebra 2
mit der Zeitentwicklung

Tt(A) = UtAUt*, (Cl)

Uy = e und dem Hamiltonoperator des Systems H. Das System sei mit der Stérung P ge-
stort, dann existiert fiir jeden KMS-Zustand w (zur inversen Temperatur 5 und der Symmetrie
unter der Translation 7) ein gestorter Zustand w’ mit

(QF, m,(A)QF)

wh(A) = F.aP) (C.2)
und
8 S1 Sn—1
wP(A):QerZ(—l)”/O d31/0 d32.../0 dspme (Tis, (P) - T35, (P)) QF,  (C.3)

n>1

wobei 7, (A) die GNS-Hilbertraum-Darstellung!* von A € 2 ist. Der Beweis dieser Aussage
ist in [8] zu finden.

Wenden wir diese Formulierung der Stérungstheorie nun an, um die temperaturabhingige
Van-der-Waals-Kraft zu berechnen. Der Hamiltonoperator des Systems

e [ (B B0y 0

2

wird also durch
A2 L
P= (g) / d3x<a?<o> L Ei(0,%)E;(0,11) : 8%(x — 1)

+a8™(0) : En(0,%)Ep(0,19) 1 6% (x — 1'2)) (C.5)

3Dieser Ansatz zur Storungstheorie lisst sich auf Zustinde bestimmter Symmetrie anwenden, die KMS-
Zustédnde sind ein Beispiel.
'4Zur genaueren Beschreibung der GNS-Konstruktion sei auf [8] und den ersten Band davon verwiesen.
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gestort. Die Normalordnung in den Ausdriicken sorgt dafiir, dass wir wieder nur die Terme
beachten miissen, die von Abstand der beiden Atome abhingen. Setzen wir den Ausdruck fiir
das gestorte Vakuum (C.3) in (C.2) ein, erhalten wir zwei Terme der Form
8
_/2 dS(Qw»Ww(P)zw (ZS(P))QLU) (C.6)
0 (52 7S2 )

In unterster Ordnung in den Polarisierbarkeiten entspricht der Integrand der 4-Punkt-Funktion
des elektrischen Feldes und wir erhalten das Van-der-Waals-Potential aus

8
1 8
V\[;dw(r) =— 47r04147r042ﬁ /02 ds2 - 2W0ﬁioj (is — ie, r)W(ﬁOj(is — i€,7)
1
86 35 sinh* (%)

[(9671’ coth ( ﬂ > r* 4+ 967-( tanh ( 5 ) rt 647T3ﬂ7” 2471',337“
+ 87 (47727"2 + 3ﬁ2) cosh (4;7“) r 4 33*sinh <8g’>

+ (327147’4 + 4072 6% — 6ﬂ4) sinh (?))] , (C.7)

das Integral haben wir mit Mathematica gelést und dann den Limes € — 0 ausgefiihrt. Das
Potential stimmt wie erwartet mit (5.7) tiberein.

D Eine kleine Grenzwertbetrachtung

Wir méchten hier beweisen, dass wir in dem Ausdruck (2.57)

o 7 cosh (%)
— lim 12
oo A= 4an 3B sinh? (2@%)

die Limes-Bildung mit der Summe vertauschen diirfen. Reduzieren wir den Ausdruck zunéchst
aufs Wesentliche

h (e
lim E “ ( 7 ) = lim lim fx(f), (D.1)
f=o0 1 an 33 sinh? (%) B—00 N—oo

cosh
mit fy(8) = Zﬁf:l Cmﬁgshif({n. Um zu zeigen, dass wir die Limiten vertauschen diirfen,
]

miissen wir zeigen, dass die Limiten ]\}im fn(B) bei festgehaltenen (8 und A}im ﬁlim fn(B)
—00 —00 Pp—00
existieren und dass mindestens einer der beiden Grenzwerte gleichméfbig ist. Die Existenz des

zweiten Grenzwertes haben wir bereits in (2.57) gezeigt. Die Existenz des inneren Grenzwertes
sehen wir sofort. Zu zeigen bleibt, dass der innere Grenzwert A}im fn(0) gleichméfig ist, also
—00

die Reihe

Z cosh (an) Zan (D.2)

an smh3 (an)
n=1
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gleichméfig konvergiert. Dazu benutzen wir das Kriterium von Weierstraf, also dass die abso-
lut konvergente Reihe (D.2) gleichmiRig konvergiert, wenn es eine konvergente Reihe Y 02 |, my,
mit nur positiven Gliedern m,, gibt, sodass a,(3) < m,, fir fast alle n € N. Da gilt

o o
cosh (an) e 4 e
D snn (o]~ 2 3
n

ansinh® (an) an (—e=9m 4 ean)

n=1 =1
0 ean | gan
B Y; an (—e—9n 4 e‘m)3
o0
1 an
S Z +—€3 5 a>0
— lan (=14 e™)
o0 o0
2 —1 4 e
— an (=1 + e™) — an (=1 + e)
o (o)
2 1
< + —
el (an)t ; (cm)3
oo
-Sn,
n=1
2¢(4) | ¢(3)
T (D-4)

existiert eine konvergente Reihe ) >° | m,. Wir diirfen die Summen in (D.3) auf Grund der
Konvergenz nach (D.4) auseinander ziehen. Damit haben wir die Vertauschbarkeit des Limes
und der Summe in (2.57) gezeigt.

E Das Hopfield-Huttner-Barnett-Modell nach Welsch

Wir haben in dieser Diplomarbeit eine kanonisch quantisierte Elektrodynamik genutzt, wel-
che ein 1-Oszillator-Modell fiir inhomogene, dispersive, absorbierende Medien beschreibt. Mit
dieser war es uns méglich, die CP-Kraft an einem dielektrischen Interface zu berechnen. Dem
Modell vom [44] geht eine Beschreibung eines absorbierenden und dispersiven Mediums von
Huttner und Barnett [4] voraus, welches im Rahmen einer phinomenologischen Beschreibung
von Welsch et al. (u.a. [50], [51], [40], |15], |24], |26], [11], |48], [10]) auf beliebige phénomenolo-
gisch vorgegebene dielektrische Medien (u.a. verstirkende oder nichtlineare Medien) erweitert
wurde. Die Ergebnisse dieser Beschreibung konnten im Rahmen der von uns benutzen ka-
nonischen Quantisierung bestitigt werden. Da die phinomenologische Beschreibung weitere
Medien zulédsst, mochten wir an dieser Stelle kurz auf diese eingehen.

Die phénomenologische Beschreibung (welche wir im Folgenden als HHB-Modell bezeichnen
werden) geht nicht von einer Lagrangedichte aus, sondern definiert den Strom, welcher durch
das elektrische Feld im Medium erzeugt wird. Dazu definieren wir zunéchst einen Satz von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren iiber deren Vertauschungsrelationen

[fi(r,w), £1(r,0)] = 8(w — w')d6%(r — 1), (E.1)
[fi(rvw)7fj(r7w)] 0= [fi*(rvw%f;(rvw)} : (E2)
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Das elektrische Feld!® verstehen wir dann als Lésung der Operator-Gleichung
V x V x E(r,w) — w?e(r,w)E(r,w) = iwj, (r,w), (E.3)

mit dem so ebenfalls definierten Strom

jy(mw) =iy hnef:’w)f(r,w). (E.4)

Diese Definitionen sind konsistent mit der in Kapitel 3 beschriebenen Theorie. Die dielektrische
Funktion €(r,w) muss von Auken vorgegeben werden, hat jedoch, abgesehen von kausalem
Verhalten, keine weiteren Einschrinkungen. Die zeitgleichen Vertauschungsrelationen

[Ei(r), Bj(r)] = —ie;j50p0(r — 1) (E.5)

der phidnomenologischen Theorie gleichen denen des kanonisch quantisierten Modells (siehe
[40]), wenn wir die iiblichen Analytizitiitseigenschaften der dielektrischen Funktion!® fordern.
€(w) sei eine analytische Funktion in der komplexen Frequenz w, ohne Nullstellen unterhalb
der reellen Achse, fiir welche gelten soll

e(w) = e(—w), (E.6a)
wh/ngo e(w) =1, (E.6Db)
ew)s0 fiir ws0, (E.6c)
e(w) e RAe(w) > 1Vw € C. (E.6d)

Die Erweiterung des Modells auf Medien, welche wir nicht mit der in Kapitel 3 beschriebenen
Methode beschreiben koénnen, soll Inhalt des néchsten Abschnitts sein.

E.1 Quantenfeldtheorie in dielektrischen, magnetooptischen, nicht
linearen und weiteren Medien

In Anhang E haben wir ein Quantisierungsschema kennen gelernt, welches konsistent mit dem
aus Kapitel 3 ist, sich jedoch auf weitere Arten dielektrischer Medien erweitern ldasst. Im Fol-
genden wird diese Erweiterung fiir verschiedene Medien beschrieben.

Fiir die Beschreibung von Kramers-Kronig-Dielektrika sind wir von den Lésungen der inhomo-
genen Wellengleichung ausgegangen und haben unsere Theorie durch den Strom und die ope-
ratorwertigen Maxwell-Gleichungen in Materie definiert. Der elektrische Feldstirke-Operator
lautet dann im Einklang mit (3.40)

E(r,w) = iw/dBT’G(r,r’,w)j(r’,w), (E.7)

jy(mw) = i\/hnef:mf(r,w). (E.8)

15Wir benutzen hier die Notation aus (1.10).
6siche Anhang G

mit dem definierenden Strom
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Ausgehend von dieser Darstellung moéchten wir als erstes eine phanomenologische Erweiterung
auf magnetisierbare Medien, welche mit der kanonischen Quantisierung aus [23] im Einklang
ist, beschreiben. Zu diesem Zweck reicht es aus, den oben beschriebenen Ansatz naiv zu
erweitern |11]. Definieren wir die Theorie nun iiber die operatorwertigen Maxwell-Gleichungen
in Anwesenheit von Magnetfeldern ((1.5) und (1.6))

D(r,w) = E(r,w) + P(r,w), (E.9)
B(r,w) = H(r,w) — M(r,w). (E.10)

Die Polarisation und die Magnetisierung wahlen wir analog zu der oben beschriebenen Vor-
schrift zu

P(r,w) = (e(r,w) — 1) E(r,w) + Py (r,w), (E.11)
M(r,w) = (k(r,w) — 1) B(r,w) + My (r,w), (E.12)

mit der magnetischen Permeabilitdt x(r,w). Die den Greenschen Tensor definierende Wellen-
gleichung dndert sich dann zu

[V x k(r,w)V x —w?e(r,w)] G(r,s,w) = §*(r — s). (E.13)
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Den Strom definieren wir analog, wie oben, durch

(W) = w Ime(r,w)fe(r’w) LV X Imk(r,w)

- s 7T

£ (r,w), (E.14)

wobei die Operatoren f(r,w) und f,,(r,w) Vernichtungsoperatoren auf einem bosonischen
Fockraum sind. Wir interpretieren die Teilchen des Fockraums als Elementaranregungen des
Materie-Strahlungsfeldes, also analog wie oben, als Polaritonen und magnetischen Polarito-
nen. Die zeitgleichen Vertauschungsrelationen gelten weiterhin.

Eine weitere Anwendung des phinomenologischen Quantisierungsschemas ist die Beschreibung
von Verstirker-Medien, also solchen Medien, bei denen in einigen Frequenzbereichen die Ab-
sorption Ime(r,w) negativ ist. Um dieses Material zu beschreiben, definieren wir nach [40]
den Strom

[Tme(r,w)]

iyrtw) =w - [O(Ime(r,w))f(r,w) + O(—Ime(r,w))f*(r,w)] (E.15)

und setzten diesen in die Definition des elektrischen Feldstdrke-Operators ein. Der Ansatz
erhilt ebenfalls die Vertauschungsrelationen (E.5) und erfiillt nach Definition die operator-
wertigen inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Fiir die Behandlung anisotroper Medien, bei
denen die dielektrische Funktion tensorwertig ist, ist die Wellengleichung zu diagonalisieren,
um dann den Strom analog zu (E.8) zu definieren, wobei fiir die dielektrische Funktion die
Hauptdiagonalelemente der jeweiligen Stromkomponente einzusetzen sind [40]. Die Vertau-
schungsrelationen werden wieder erfiillt.

Die Beschreibung von Medien, bei denen auch nichtlineare Polarisationen zu beachten sind
und die Absorption wie oben in einer Weise integriert ist, die die Vertauschungsrelationen er-
halt, ist in [41] zu finden. Eine Beschreibung im Rahmen des HHB-Modells von linkshéndigen
Medien ist in [15] nachzulesen.

F Greensche Funktionen der makroskopischen Elektrodynamik

An dieser Stelle méchten wir uns die Greenschen Funktionen der klassischen Elektrodynamik
etwas naher anschauen. Zunéchst werden wir kurz das Prinzip der Greenschen Funktionen zur
Lésung von Differentialgleichungen wiederholen und uns dann speziell den Greenschen Funk-
tionen der klassischen makroskopischen Elektrodynamik unter Randbedingungen widmen.
Gegeben sei eine inhomogene Differentialgleichung der Form

Pf(t) = j(t), (F.1)
wobei P ein Differentialoperator sei. Lésen wir nun die Gleichung
Pg(t) = o(t), (F.2)
so erhalten wir eine Losung der inhomogenen Gleichung durch
funtt) = [ att =015t (k.3

da, bei Vertauschbarkeit des Differentialoperators mit dem Integral, gilt

Pﬁmuw=P/Q@—ﬂMWMﬂz/Ew—ﬂmWMﬂzﬂn. (F.4)
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Diese Methode koénnen wir benutzen um die inhomogenen Maxwell-Gleichungen zu lésen [22].
Die allgemeine Losung der Gleichung (F.1) erhalten wir dann aus der Summe der inhomo-
genen Losung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung. Haben wir zusétzliche
Randwerte gegeben, kann man das Randwertproblem oft durch die geeignete Addition von
homogenen Losungen 16sen [3]|. Dabei ist es dquivalent, ob wir die Gleichung fiir die Greensche
Funktion so 16sen, dass die Faltung mit dieser das Randwertproblem 16st, oder ob wir im
Nachhinein homogene Lésungen der urspriinglichen Gleichung geeignet addieren.

Um schlussendlich die Greensche Funktion an einem dielektrischen Interface anzugeben, wie
wir sie zur Berechnung des CP-Potential in Kapitel 4 bendtigten, soll nun eine Diskussion der
Greenschen Funktion der vollen elektrodynamischen Wellengleichung unter asymptotischen
Randbedingungen folgen.

F.1 Greensche Funktion der elektrodynamischen Wellengleichung und die
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen

Das elektrische Feld der makroskopischen Elektrodynamik ist eine Losung der inhomogenen,
vektorwertigen, elektrodynamischen Wellengleichung

V x V x E(r,t) + e(r,t)07E(r, t) = j(r,t). (F.5)

Die Losung dieser Differentialgleichung kénnen wir iiber die Methode der Greenschen Funk-
tionen bestimmen. Da die Gleichung vektorwertig ist, ist die Greensche Funktion ein Tensor,
welcher die Gleichung

V x V x G(r,r',w) + e(r,1)0?G(r, v, w) = 9;0(r — ¥')5(t — /)1 (F.6)
16st. Fourier-Transformieren wir die Gleichung in der Zeit, erhalten wir
V x V x G(r,r,w) — k*G(r,r’,w) = §(r — r')1, (F.7)

mit k? = w?e(r,w). Die Fourier-Transformierte des elektrische Feldes erhalten wir dann iiber
E(r) = iw/dgr’G(r, r' w)j(r). (F.8)

Es gilt das folgende Theorem:

Theorem F.1. Sei Go(r,r’,w) die Losung der skalaren Helmholtz-Gleichung (siche Abschnitt
F.1.1) unter Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen zur Zeitabhingigkeit e=*“t. Dann ljst

1
G(r,r,w) = (1 — IfQVV) Go(r,r',w), (F.9)
die Gleichung (F.7) unter den oben genannten Randbedingungen eindeutig.

Zum Beweis des Theorems schreiben wir (F.7) mit Hilfe des Vektor-Laplaceoperators

AA :=V(VA) -V x (V x A) (F.10)
als
(A + k1) G(r,x/,w) = — (1 - ;vrvr/) S(r—1'). (F.11)
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Setzen wir (F.9) ein, erhalten wir die beiden Gleichungen

(A+ kQ) Go(r,r',w) = —6(r — 1), (F.12)
(Vi + V) Go(r,r',w) = 0. (F.13)

Go(r,r',w) ist also die Losung der skalaren Helmholtz-Gleichung, abhéngig von der Differenz-
variablen r —r’, welche durch die Ausstrahlungsbedingungen eindeutig ist. Bestimmen wir nun
die Funktion Go(r,r’,w).

F.1.1 Die skalare Helmholtz-Gleichung unter den Sommerfeldschen Ausstrah-
lungsbedingungen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Greensche Funktion der Helmholtz-Gleichung benutzt,
um die Greensche Funktion der vollen elektromagnetischen Wellengleichung zu bestimmen.
Die Greensche Funktion soll nun berechnet und im Kontext der Sommerfeldschen Ausstrah-
lungsbedingungen diskutiert werden.

Die skalare Helmholtz-Gleichung in drei Dimensionen lautet

AG(r,t) + E*G(r,r') = —6(r — 1'). (F.14)
Die Losungen der Differentialgleichung sind bekannterweise [22] die Kugelwellen

A )
eizk|r r'|

G(r,r')+ (F.15)

- drc|r —1'|
Die Frage, welche Losung zu nehmen ist, beantworten die Sommerfeldschen Ausstrahlungs-
bedingungen in drei Dimensionen. Diese lauten abhiingig von der Zeitentwicklung'” e*™* des

Systems

—iw : . 6+ik|r—r’|
(& t : ImR—o0 R (8RG — ’LkG) = 0, G+ = m, (F].G)
i ) . 6—ik|r—r’|
(& t . ImR—o0 R (8RG - ’lkG) = 0, G+ = m (Fl?)

Sie sind dquivalent zum Prinzip der verschwindenden Verluste, nach dem man die Integra-
tionswege (bei Fourier-Transformation in k) der Greenschen Funktionen (F.15) wihlt und
welche die Forderung ausdriicken, dass in einem dispersiven Medium, also fiir komplexe k, die
Welle abklingen soll. Fiir Zeitabhiingigkeiten der Form e~ haben wir also aus physikalischen
Griinden die Greensche Funktion G4 zu wihlen, anderenfalls G_.

F.2 Die Greensche Funktion der Wellengleichung an einer dielektrischen
Grenzfliche

In diesem Abschnitt wird die Greensche Funktion der makroskopischen Elektrodynamik an
einer dielektrischen Grenzfliche angegeben.

17 Ausgehend von der Wellengleichung haben wir den Seperationsansatz u(r,t) = G(r)e*™?

dieser Zeitabhéngigkeit hingen nun die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen ab.

gemacht, von
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Der Raum sei in zwei Halbrdume V; und V5 der Dielektrizititen €; o(w) an der Ebene z = 0
geteilt. Das Elektrische Feld im gesamten Raum ist dann

Ei(r,w) = iw/d3r’Gij(r,r’,w)Jj(r',w), (F.18)

wobei J;(r',w) der von der Polarisation hervorgerufene Strom ist.
Die Greensche Funktion Gjj;(r,r’,w) ist nach [25]

Gl 1, w) = Gﬁi,(f r',w) + R, (r, rw) fir r,r’ € V,, (F.19)
77" (r,r',w) fir r € Vv’ € V.
Mit den folgenden Definitionen
G (r, v, w) = [0 + 6ijqa(w)] 45 (w)g® (Ir — v'|w), (F.20)
. ) ela(w)[r—r] F o1
(I =) = T (F21)
qi = qi(w) = w2ea(w), (F.22)
koH ik (v —r/
Gij(x,7',) :/(2w)2Gij(kH7w;z,z’)e =i, (F.23)
Rij(r, v, w) = (27T)2Rij(ku,w, z,2')e , (F.24)
@’k Ky (=}
Tij(r, v, w) = (27r)2T ik, w; 2, 2 Ve’ , (F.25)
: p 2 k2
o _ 1 iBa(lel+]) _pka) s F.2
o T i (a4l rp o koky s kyky
RS, = T Ba(|z]+12']) [ p —32 2 | T e k:2 , (F.27)
@ @ I I
7 ; ’ Tp ’
RS, = %elﬂa(lz|+|z I);i?j [—sign(z") Baks] , (F.28)
Ry, = Ry, Ry, = Ry, (ke < ky), Ry, = Ry, (kz < ky), (F.29)
RS, = Rgz, R, =Ry, (F.30)
P
(o zﬁa(|z|+|z |) aa’ 1.2 F.31
Rzz 25& qa k|| ( )
S k2 k2
Too 7 i(Balz| 4B 17']) aa » 5, F.32
o 26046 daqo’ P || + o kﬁ ’ ( )
/ T kyky
To 7 i(Balz|+B17]) aa B — 5, F.33
v 26046 daqa’ Pl kﬁ ao! kﬁ ’ ( )
1o = i iBalel B l) taer sign(2) Baka, (F.34)
204 qalo’
oo’ _ b i(BateltBul]) taot o
To = —e'\Pe of sign(z')Bakz, (F.35)

= 204 qaqa’
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T;xod — T;:xyoé” T;;/od — Tgxo/(kw - k'y), Tyazo/ = T;‘Z(kx s k'y>, (F36)
T = —T2 (ky < ky), (F.37)
/ i m
oo’ 762(Ba(2|+5a/‘2 D _Zao’ k’2, F.38
= 26& qaqo’ I ( )
fo = Balw) = \J2(w) — K2, (F.30)
/Ba - 787p/5a’
PP == aa o P F.40
ao /804 + 7275/ ﬁa’ o' ( )
€
Y=, voo =1, (F.41)
€o/
B,
oo = Yoo (L ooy = - )aar (F.42)
«
k)| = (K, ky,0)". (F.43)

G Kausalitit, Antwortfunktionen und die Kramers-Kronig-Re-
lationen

In diesem Kapitel méchten wir verdeutlichen, welche Eigenschaften wir aus dem philosophisch
erforderlichen und in der Relativitdtstheorie manifest verankerten Axiom der Kausalitit zie-
hen kénnen: ,Die Ursache kann nicht nach der Wirkung geschehen“ oder ,keine Information
kann sich schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten“. In der axiomatischen Quanten-
feldtheorie 14sst sich das Axiom wie folgt in die Sprache der Physik iibersetzen: Seien A und B
zwei Observablen auf dem Minkowski-Raum, so muss der Kommutator der beiden Observablen
fiir raumartig getrennte Punkte verschwinden.

[A(z), B(y)] =0 fiir (2 —y)? < 0. (G.1)

Dies nennen wir die Mikro-Kausalitat. Eine andere Formulierung der Kausalitat gelingt iiber
Abhéngigkeiten physikalischer Gréfen von der Zeit. Diese werden wir benutzen, um uns Ei-
genschaften der dielektrischen Funktion zu erarbeiten. Sei beispielsweise die dielektrische Ver-
schiebung gegeben als

o0

D(x,t):/ dt'é(x, tE(x,t), (G.2)
—00

so darf die dielektrische Verschiebung D(x,t) nicht von Zeitpunkten ¢’ > t abhingen. Mit

anderen Worten

t

D(x,t) = / dt'é(x, ") E(x, ). (G.3)
—0o0

Wiére dem nicht so, so wiirde die Zukunft die Gegenwart beeinflussen und das widerspricht

dem Axiom der Kausalitit. Verallgemeinern wir an dieser Stelle die oben getroffene Aussage:

Sei

ﬂﬂ—/wﬁbwﬁﬂﬂ (G.4)

—0o0
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eine dynamische physikalische Grofe welche von f(t) {iber die Antwort-Funktion g(t,t’) ab-
héngt. x(t) ist also ein lineares Funktional iber dem Raum mdglicher Inputs f(¢). Denken wir
hier an das Beispiel von oben, so ist f(¢) das elektrische Feld, z(t) die dielektrische Verschie-
bung und g(t,t’) die dielektrische Funktion. Im Allgemeinen sind die Grofen f(t), g(t,t") und
x(t) Distributionen und wir miissen uns Gedanken iiber die Existenz des Produktes g(¢,t') f(t')
machen. Nehmen wir jedoch zunéchst an, dass wir es nur mit Funktionen zu tun haben, um
die Aussagen, die wir treffen werden, spéter zu verallgemeinern.

Das physikalische System soll invariant gegeniiber Zeittranslationen sein, dies bedeutet fiir die
Antwort-Funktion g(t,t'), dass sie nur von der Differenzvariablen abhingen kann. Es gilt also

£(t) = / T gt — ) F(F) = g(t) » £(2). (G.5)

—00

Im Falle von Distributionen miissen wir uns an dieser Stelle Gedanken iiber die Existenz der
Faltung machen. Dies soll spiter geschehen. Existieren die Fourier-Transformierten von f(t),
g(t —t') und z(t), F(w), G(w) und X (w), folgt

X(w) = g(w)F(w). (G.6)

Kausalitdt nach (G.3) fordert, dass die Antwort-Funktion in der Differenzvariablen nur Trager
fiir ¢ > 0 hat. Damit ist die Fourier-Transformierte gegeben als

1 R
G(W) = \/%/0 GZWt g(t/)dt, (G?)
und es existiert eine analytische Fortsetzung auf die obere komplexe Halbebene, da das Integral
1 o0 . / /
G(w) = G(wr +iwy) = \/%/ eWRY It g (¢t (G.8)
0
fiir wr > 0 existiert.

Nehmen wir an, dass G(w) € L?*(R), kénnen wir die Kramers-Kronig-Relationen fiir diese
Klasse von Antwortfunktionen beweisen

1 Rl | !
ReG(w) = P/ m,L(M)dw’, (G.9a)
T Joe W —w
1 o0 /
ImG(w) = —P/ wdw/. (G.9b)
T Joe W —w

Bei diesen und den folgenden Beweisen werden wir uns eng an [34] halten. Zum Beweis der
obigen Aussage zeigen wir zunichst, dass G(w) € L?(R) impliziert, dass G(w) auch auf jeder
Geraden parallel zur reellen Achse, in der obere komplexen Halbebene gelegen, quadratinte-
grabel ist. Sei

| iGpa <c, (@10

—00

dann ist

/Ooo|g(t)|2dt < \/% (G.11)
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Nach Parsevals Theorem folgt dann

/ (Glwn + iwr)|Pdwr = V2 / =211 g (1) 2

< \ﬁ/ t)|?dt wr >0
=C wr > 0.
Insbesondere folgt auch, dass
limwp — +oo G(wgr +iwr) =0 wr > 0. (G.12)

Nun kénnen wir die Cauchysche Integralformel anwenden

G(w)zl./ Glw )d !, (G.13)
Y

211 w—w

wobei der Weg « wie in Abbildung (11) gewéhlt sei. Die Integrale iiber die rechte und die linke

w1 wr

-U+1v U+iv -U+1iv T+1V

Abbildung 11: Kontur ~y Abbildung 12: Kontur s

Seite des Rechtecks verschwinden, wie wir an der folgenden Uberlegung sehen

/v G(U + iv)dv
0

U—l—iv—wR—iwl

d
<0r<na<xv‘GU+Z1)]/ v
U —wr)’ + (v - wI)Q}

(NI

N

V—wr+ [(U —wp)?+ (V- wﬂ
= max |G(U + v)|In : —0 U — .

e (U —wr)® +u?]?

Das Integral iiber das obere Wegstiick verschwindet auch, wie sich sehen lasst, wenn wir nach
dem Ausfiihren des Limes U — oo die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung benutzen

. 2 [e’9) o0
’/ Glu+iV)du g/ |G(u+z‘V)\2du/ Qdu -
u+1V —wgr —iwy oo —oo (u—wg)"+ (V —wy)

(G.Sll) JT

— 0 fir V — oo.
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Wir erhalten also die Fourier-Transformierte der Antwort-Funktion durch das Integral

G(w) = ! /OO Gw) dw’ Imw > 0. (G.14)

= -
21 J_ oW —w

Mit anderen Worten: G(w) ist fiir Imw > 0 vollstédndig durch ihre Werte auf der reellen Achse
bestimmt. Um G(w) auf der reellen Achse zu berechnen, miissen wir den Weg 2 (Abbildung
12) wéhlen. Die Seiten und der obere Teil verschwinden wie oben. Das Residuum tragt zur
Hélfte bei und es folgt

/ / w—€ o0 / /
0:1'/ G(W)dw zl,lim6—>0(/ +/ )G(w)dw _G(w).
2mi Jy, W—w 271 wie) W —w 2

o

Fir reelle w erhalten wir also

Glw) = 1Z,P/Oo Gl)do’. (G.15)

T o W —w

Bildung des Real- und Imaginérteils liefert die Kramers-Kronig-Relationen (G.9). Der Sach-
verhalt 1asst sich prézise in dem Theorem von Titchmarsh zusammenfassen:

Theorem G.1. Gegeben sei eine quadratintegrable Funktion G(w). Dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent:

1. Fir die Fourier-Transformierte von G(w) gilt

g(t) =0 t<0.

2. limy, —0G(wr + iwr) st fir fast alle wgp Randwert einer analytischen Funktion, welche
holomorph in der oberen Halbebene ist und quadratintegrabel auf Parallelen zur reellen
Achse

/ |G(wg + iwr)|* dwg < C wr > 0,0 eR.

—00

3. Es gilt die Kramers-Kronig-Relation fir den Realteil

ReG(w) = 1P/<><> de'.

T e W —w

4. Es gilt die Kramers-Kronig-Relation fiir den Imagindrteil

i) = - Lp [~ REGW)

dw'.

oo W —w
Der Beweis des Theorems ist beispielsweise bei Titchmarsh selbst nachzulesen [46].
Bisher haben wir angenommen, dass G(w) eine quadratintegrable Funktion ist. Dies ist al-

lerdings nicht der allgemeinste Fall, wir kénnen die Bedingung abschwéchen und zugleich
unsere Aussagen auf Distributionen erweitern.
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Zunéchst lasst sich die Annahme, dass G(w) quadratintegrabel ist, dadurch ersetzen, dass
G(w) beschréankt ist. Um dann trotzdem noch einen kausalen Zusammenhang zu beschreiben,
miissen wir die Antwort-Funktion neu definieren

D(w) = G(w) — G(wo). (G.16)

D(w) beschreibt dann einen kausalen Zusammenhang. Niheres hierzu findet man beispiels-
weise in [34].

Um eine zum Titchmarsh Theorem #quivalente Aussage'® fiir Distributionen zu erhalten, ge-
hen wir zunéichst ganz naiv vor. Kausalitéit bedingt, dass fiir die Antwort-Distribution g; gilt

9:(f) = ©#)ge(f). (G17)

Fourier-Transformieren wir den Ausdruck im Sinne von Distributionen, erhalten wir

1 1
wobei F'x G die Faltung im Sinne von Distributionen meint. Bildung des Real- und Imaginar-
teils des Ausdrucks liefert

ReG, = —lImGw x P(—), (G.19)
T

1
w

1
ImG, = ;Rer x P(—). (G.20)

1
-
Dies sind die Kramers-Kronig-Relationen fiir distributionelle Antwort-Funktionen. Der Aus-
druck macht Sinn fiir alle Distributionen G,, fiir die die Faltung mit P(1) erklért ist. Dies gilt
insbesondere fiir alle quadratintegrablen Funktionen. Der Einfachheit der Herleitung schulden
wir nun jedoch Uberlegungen distributioneller Art. Wir miissen uns Gedanken um die Existenz
der distributionellen Ausdriicke in (G.19) und (G.20) machen. Produkte von Distributionen
sind im Allgemeinen nicht wohldefiniert und somit auch die Faltung zwischen Distributio-
nen'? nicht. Wir wollen uns jetzt iiberlegen, fiir welche Distributionen der Ausdruck (G.18)

wohldefiniert ist. Dazu miissen wir zunéchst einige Definitionen machen.

Definition G.1.1. Der Raum der summierbaren Distributionen D’ ist der Teilraum der
Distributionen, welche wir erhalten, wenn wir nur endliche Summen von Ableitungen von
L-Funktionen zulassen

n
T,=> D'Fy(w), Fyw)e€L. (G.21)
p=0
Falten wir eine Distribution G, mit P(1) so sollte Gw—“’ € D’ sein. Um Singularititen am

(1)

Ursprung zu vermeiden, definieren wir den Raum D; ~.

Definition G.1.2. Der Raum Dg) ist der Teilraum der Distributionen G,,, fiir die gilt
Go

——— €D (G.22)
(1+w?) 2

18Tm Falle, dass wir die Antwort-Funktion neu definieren miissen, lisst sich das Theorem auch auf Distribu-
tionen erweitern, siehe hierzu [34]
9Fiir weiterfiihrende Literatur sei hier insbesondere auf [21] verwiesen.
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Fourier-Transformieren von Distributionen aus D(L) fithren in den Raum (’3’(0)20.

Definition G.1.3. Der Raum Qi’(o) ist der Raum der Distributionen, welche wir als Ableitung
(im Sinne von Distributionen) von stetigen Funktionen verstehen kénnen

a=r), fHec’—ge¢. (G.23)

Um nun zu beweisen, dass D(Ll) der Raum ist, auf dem der Ausdruck (G.18) wohldefiniert ist,
benotigen wir das folgende Theorem.

Theorem G.2. Sei
h(w) = P () x p(w), (G.24)

1
mit ¢(w) € S(C), dann sind (14 w?)? x h(w) und alle Ableitungen des Ausdruck beschrinkt.

Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir die Funktion

NI

_ el (L4 (w—w')?)

Flw,w') = - : (G.25)
(1t}
Die Funktion hat fiir |w’| > 1 eine untere Schranke A, denn fiir |w| < 1 ist F > %, fiir
w'| > st P = —Ll und fiir jw| > 1Tund 1< /] < ¥l ist F > (1+w?)72(1 4 2?)2,
2(1+w?)2

Die letzteren Ausdriicke haben alle eine untere Schranke. Es folgt also

1+ (w—w)?)
(14w?)?

<
D=

(G.26)

Setzen wir diese Abschétzung in die Definition von h(w) ein, folgt

1 w—w 1
|h(w)| < P/ dw’¢( - ) + A /’d . (14 (w-w)H)2|pw—-u)| (G27)

-1 w (14 w?)2
1 duw’ N — dlw L (3] N 12% i
S/_lw,(qb(w—w) ¢( ))+(1+w2) /_ood (1+27)2 |o(x)] (G.28)

1 oo 1
< /1 dw’ max || < 1|¢/ (w — )| + (1_::2)§ /OO dz (1+2%)2 |¢(2)| (G.29)

N

<O +w?) 2. (G.30)
In den letzten beiden Schritten haben wir den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und
¢ € S(C) benutzt. Da alle Ableitungen einer Schwarzraum-Funktion wieder im Schwarzraum
liegen, ist das Theorem damit bewiesen.

Die entscheidende Aussage ist nun das folgende Theorem:

Theorem G.3. Sei G, € D(Ll), dann ist G(w) * P (%) eine temperierte Distribution.

2OFiir einen Beweis dieses Sachverhalts siche [34].
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Der Beweis des Theorems beruht auf dem Theorem (G.2). Wir definieren die Distribution
G(w) * P (L) iiber

(Gw ‘P C}) , ) = ((1+6?) 726, (1+62) b)) | (G.31)

1
wobei h(w) in (G.24) definiert ist. Mit G, € D(Ll) gilt auch (1+w?) 2 G, € D(Ll). Dariiber

hinaus sind (1 + wQ)% h(w) und alle Ableitungen davon beschrénkt. Es existiert also die rechte
Seite von (G.31), da wir die Testfunktion durch ihre obere Schranke abschétzen kénnen und
G, summierbar ist. Demnach definiert (G.31) ein lineares Funktional auf dem Schwarzraum
S, es handelt sich also um eine temperierte Distribution. Damit ist gezeigt, in welchem Sinne
die Kramers-Kronig-Relationen fiir Distributionen zu verstehen sind.

Kehren wir nun zur dielektrischen Polarisation zuriick. Wir haben oben gesehen, dass der
Zusammenhang zwischen der dielektrischen Polarisation und des dufseren elektrischen Feldes
kausal sein sollte. Die dielektrische Suszeptibilitéit £ = € — 1 ist also die Antwort-Funktion des
Systems. Was konnen wir nun iiber das Verhalten bei sehr grofen Frequenzen aussagen?

Fiir Frequenzen viel groker als die Bindungsenergie der Elektronen im Medium sollten sich
diese frei bewegen. Also gilt die Bewegungsgleichung

mi = eE et (G.32)

Die Polarisation sollte also fiir grofte Frequenzen wie

E (G.33)

gehen. Die dielektrische Suszeptibilitit solle also fiir groke Frequenzen gegen Null streben

Ne?
B 2

ew)—1= -0 w—ooo (G.34)

mw

und ist somit in L?. Es gilt also das Theorem von Titchmarsh und damit muss die dielektrische
Funktion die Kramers-Kronig-Relationen erfiillen

1 > 1 !
Ree(w) ~1= P [ Imew) (G.35a)
™ oo W W
1 > =1
Ime(w) = —— P mdw’. (G.35b)
™ oo W —w

H Zur CP-Kraft bei Anwesenheit von dielektrischen Medien

Als letzten Teil des Anhangs méchten wir eine kurze Einfiihrung in die historischen Berech-
nungen der CP-Kraft in dielektrischen Medien geben. Diese mége uns helfen, ein tieferes Ver-
stdndnis fiir die CP-Kraft zu bekommen. Nachdem Casimir und Polder [13] ihre Berechnung
der CP-Kraft fiir den idealen Fall (elektrisch neutrales Atom vor einer Wand mit unendli-
cher Leitfdhigkeit) veroffentlicht haben, lieferten Liftschitz, Dzyaloshinskii und Pitaevskii u.a.
in [28] und [16] eine Beschreibung der Casimir- und der Casimir-Polder-Kraft bei Anwesen-
heit von dielektrischen Medien. Diese Ansdtze bilden historisch gesehen die Grundlage des
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Verstdndnis’ der Vakuum-Kréfte an dielektrischen Multilayer-Strukturen. Wir mochten hier
nicht den sehr bekannten Ansatz von Liftschitz, sondern alternative Ansétze, beschreiben.
Wir werden zunéchst den Ansatz, welcher in dem Buch [30] benutzt wird und erstmal von
Kampen, Nijboer und Schram [47] angewandt wurde, beschreiben und dann die Berechnung
der Kréfte nach Schwinger [32] erldutern.

H.0.1 Berechnung der Casimir-Kraft nach [30]

Milonni berechnet die Kraft nach einer Methode, die zuerst von Kampen, Nijboer und Schram
(1968) angewandt wurde. Er berechnet die Nullpunktsenergie wie Casimir tiber die Moden-
summe, bekommt jedoch durch die Anwesenheit der dielektrischen Medien Randbedingungen,
welche die erlaubten Frequenzen einschrinken. Ausgehend von der Wellengleichung der Elek-
trodynamik in Dielektrika

V2E + w?e(w)E =0, (H.1)
V2B + w?e(w)B =0, (H.2)
setzten wir in folgende Geometrie

€1, fir z <0,
€(z) = q e, fir0<z<4d, (H.3)
€3, fiir z > d,

ebene Wellen an. Die Normalkomponente von D(x,t) = E(x)e™! muss stetig sein, was der
Fall ist, wenn €(w)e, und d.e, stetig sind. Wobei wir Losungen der Form

E(x) = (ex(2)es + ey(2)e, + e.(2)e,) ekt thuy) (H.4)

ansetzten. Lassen wir nur Losungen zu, welche in den Rand-Dielektrika abfallen, so ergibt
sich:

E.(2) = Aef17, z2<0 (H.5a)
E.(2) = Bef* 4 Ce K32, 0<z<d (H.5b)
E.(2) = Ae 527 z>d, (H.5¢)

mit KJ2 =k2+ k:g — ¢ (w)w?, wobei wir durch geschickte Wahl des Koordinatensystems k, = 0
setzen kénnen. Das Eliminieren von A, B, C, D, unter Benutzung der Randbedingungen, fiihrt
zu zwei Bedingungen an die erlaubten Frequenzen

(€3K1 + €1K3)(63K2 + €2K3)€

(e3K1 — €1 K3)(e3 Ko — €2K3)
(K1 + Ko) (K2 + K3)€2K3d _1-0
(K1 — K2)(K2 — K3)

Wad 120 (Fy(w) (HL6)

(Fb(w))- (H.7)

Die Nullpunktsenergie ergibt sich nun aus

E(d) = Z %wn,a + Z %wmb. (H.8)
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Zur Berechnung der Modensummen benutzen wir nun eine Folgerung aus dem Residuensatz.
Fiir eine meromorphe Funktion f(z) mit endlichen vielen Null- und Polstellen gilt fiir das
Integral iber einen nullhomologen, null- und polstellenfreien Weg ~

1L (PO,
WLf(C)dC_N” P, (H.9)

wobei N, bzw. P die Anzahl der von ~ eingeschlossenen Null- bzw. Polstellen ist. Da die
Polstellen unabhéngig von d sind, konnen wir so die erlaubten Frequenzen herausfiltern und
erhalten

E(d) = i;m OOO dkk [ﬁw?ﬁiiidw + 7{“2{&; dw] , (H.10)

wobei v der Halbkreis, ausgehend von der Imaginérachse, mit unendlichem Radius ist. Dies
begriindet sich darin, dass wir nur an positiven Frequenzen interessiert sind, aber durchaus
absorbierende Dielektrika zulassen wollen. Fithren wir nun G4 (¢) = F,(i() ein, berechnet sich
das Integral entlang der Imaginirachse zu

B 1 OF,(iC) . _ —o0 .
/oo (ZQFa(iC) a(ic) ¢ = /Oo d¢ln (Ga(Q)) (H.11)

und Analoges fiir die Bedingung (H.7). Die Energie ist dann

B =L /0 " dkk [ / i (G (0) + / _mdgln(Gb(())]. (H.12)

— Q2
8w o 0o

Die Casimir-Kraft pro Einheitsfliche ergibt sich dann zu

F(d) = = 7304B(d)

1 o0 o0 1 1
‘_%2/0 dkk/o d [Gaw,c) Gb<k,c>]
1 o0 o0

" 3K + e1K3 e3K9 + e2K3 2Ks3d—1 -
e3K1 — €1 K3 e3K9 — €9K3

(K1 + Ko) (K + K3) acpa (]
|:(K1 — K») (Ko — Kg)e 1} ) (H.13)

Dies stimmt mit dem Ergebnis von Liftschitz aus [28] und der Berechnung von Schwinger aus
[32] iiberein. Dies lésst sich einsehen, wenn man die Variablen-Umdefinition

k* = e3C?(p® - 1) (H.14a)
K3 = \/es(p (H.14b)

K12,2 = €3C23%,2 (H.14c)
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vornimmt. Die Kraft lautet dann
Ly [ 3 30
F(d) = 52 dpp dCC e
™ J1 0
1
(| tanan b sy (1.15)
€351 — €1 €352 — €2

~1
+|:Sl+p82+p62Cp\/§d_1:| )
S51—=pSs2—Dp

H.0.2 Berechnung der Casimir-Polder-Kraft nach Milloni

Zur Berechnung der CP-Kraft geht man nun von einem stark verdiinnten Gas aus und n#hert
mit € = 1 + 47N, wobei a die Polarisierbarkeit der Gasatome ist. Teilt man nun durch —N,
erhilt man das Potential der CP-Kraft. Probieren wir dies zunéchst fiir dem Fall eines Atoms
gegentiiber eines idealen Leiters. In diesem setzen wir €53 = 1,e2 = 1 4+ 47w und €; = oo. Fiir
das Potential erhalten wir dann in erster Ordnung in der Polarisierbarkeit

[eS) %) e—2dpfp2a<-3
Vild) = = [ "y [ a0
3o

= i (H.16)

Der Grenzfall stimmt also mit unseren Rechnungen und [13] iiberein. Versuchen wir nun das
gleiche Konzept anzuwenden um die Casimir-Polder-Kraft in Anwesenheit von frequenzunab-
hingigen Dielektrika zu bekommen. Ausgehend von (H.15) setzen wir €3 = 1,e2 = 1 + 47N«
und €1 = €9 und entwickeln den Ausdruck in «. In 1. Ordnung erhalten wir dann

o e ad? (s1 (e — 1) p° + (PP — 1) eop® + (1 - p°) s)
VeEd) = | d d
s=[ [ (0 + 1) (51 + peo)
B /Ood 3a (81 (0 —1)p3 + (p2 - 1) cop® + (1 —p2) S%)
L7 8dp' (p + 51) (51 + peo)

a € —1

- ), (H.17)
mit der Funktion . A \[( )
€+ —+ele+1 1
d(e) = il
(€) 6—1<€+ 2(e—1) 3
(2¢(e — 1)+ e+ 1) sinh ™" (Ve —1)

€ <sinh_1 (y/€) — sinh ™! <\}g))>
Vet+1 '

Dies stimmt mit unseren Rechnungen zum CP-Potential bei statischen Dielektrika (Kapitel
4.2) {iberein.

H.1 Berechnung der Casimir-Kraft nach Milton, bzw. Schwinger

In diesem Abschnitt soll eine kurze Zusammenfassung der Berechnung der Casimir-Kraft nach
Schwinger in starker Anlehnung an [31] gegeben werden. Es werden nicht alle Rechnungen re-
produziert, sondern die wesentlichen Ideen wiedergegeben.
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Milton geht wie wir vor und berechnet den Vakuumerwartungswert des elektromagnetischen
Feldstirke-Tensors unter den entsprechenden Randbedingungen, rechnet jedoch im Impuls-
raum. Hierzu leitet er zunéchst den Feldstdrke-Tensor zu festen Frequenzen ab und inte-
griert dann iiber alle Frequenzen. Zur Berechnung der Kraft pro Fldche berechnet er dann die
Normal-Normalkomponente des Feldstarketensors

F.,= % (E*+H?) — (E2+ H2). (H.19)
Zur Berechnung der Vakuumerwartungswerte der Felder
(QLEXE(y)Q) = —il'(x,y), (H.20)
(Q, H(x)H(y)Q) — w%v < T(x,y) x V', (H.21)
ist die dyadische Greensche Funktion, unter Beriicksichtigung der durch die beiden idealen Lei-

terplatten vorgegebenen Randbedingungen, zu berechnen. Wir kénnen die dyadische Green-
sche Funktion iiber
d - /
E(x) = / zﬁe*w@*t D(r,r';w) (H.22)
T

definieren. Wir finden, dass der Vakuumerwartungswert der Normal-Normalkomponente des
Feldstirketensors auf den Platten, bei Impuls k und Frequenz w, gegeben ist durch

(w,tz.w) =X cot(Aa)|z=0.q- (H.23)

Wobei a der Platten-Abstand und A\? = w? — k? ist. Um die Randbedingungen zu realisieren

miissen wir % abziehen.

Die Kraft pro Einheitsfliche ergibt sich dann zu

2
Fep(d) = _/2d7T2 %K(coth(/@a— 1))
T

2

=——" H.24
240a*’ ( )

mit w = i¢ und ik = i\/k? + (2. Das Ergebnis stimmt also mit (2.56) iiberein.

Zur Berechnung der Casimir-Kraft in Dielektrika wird nun die Anderung der Wirkung un-
ter Anderung der Dielektrizititskonstante betrachtet. Die Wirkung der Elektrodynamik bei
Anwesenheit einer duferen Polarisation P, lautet

) ) 1
S = /dm [P(—A — Vo) +eE(—A —-Vo¢) —H(V x A) + §(H2 — eE2) . (H.25)
Die Variation nach e liefert
SW = /da:;E(m)2 (H.26)

= j/daz&e(x)f‘kk(m,x). (H.27)
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Verschieben wir die zweite Platte um ein Stiick da, so &ndert sich die Energie pro Einheitsfliche
zwischen den Platten durch die Verschiebung der Dielektrika iiber

de(z) = —da(ea — €3)0(z — a) (H.28)
um
i [dw dk . _ o
0F = B / gwdzée(z)gkk(z,z ck,w) = —Fogsimiroa, (H.29)

wobei ggj die Fourier-Transformierte der dyadischen Greenschen Funktion ist. Integration tiber
z liefert die Kraft pro Einheitsfliche. Berechnen wir die dyadische Greensche Funktion fiir die
Geometrie (H.3) und werten das Integral aus, erhalten wir wieder (H.15).

Zur Berechnung der CP-Kraft wird die dyadische Greensche Funktion fiir entsprechende Geo-
metrie durch Limes-Bildung gebildet. Auswerten der Integrale liefert wieder (H.17).
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