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Flavor-singlet phenomena playa fundamental role in the low energy regime of QCD
since they are directly related to the vacuum properties of the theory. For observables
which contain flavor-singlet currents, the impact of quantum fluctuations is reflec-
ted in terms of disconnected diagrams. Quantum fluctuations and a non-trivial QCD
vacuum structure are considered to solve some of the main discrepancies between
phenomenology, perturbative predictions and experimental results, e.g. chiral sym-
metry breaking, the proton spin or the .,.!' mass. In lattice calculations disconnected
diagrams are directly accessible with stochastic estimator techniques (SET).

We review and improve the stochastic estimator techniques with complex Z2 noise
and achieve clear evidence for contributions from disconnected diagrams in the pion-
nucleon u-term, U"n, and the flavor-singlet axial coupling of the proton, G~. The
analysis is based on the SESAM gauge-field configurations with 2 flavors of dynami-
cal Wilson fermions. Furthermore a set of configurations from the TXL collaboration
is analyzed as well. The lattice size is 163 x 32, respectively 243 x 40 for the TXL
configurations, with lattice spacing a;l ~ 2.3GeV and 1n"/1np = 0.84 - 0.69.

We find disconnected contributions for U"N in the same order of magnitude as from
the connected insertion and obtain U"N = 18(5)MeV. The situation is less clear
for G~ since the results suffer from large statistical errors in the disconnected part
of the analysis. However, disconnected diagrams and vacuum fluctuations spoil the
excellent signals from the connected insertions in the G~ analysis, but can not be
neglected in lattice calculations. We find G~ = 0.21(12) which is in agreement with
experiments.

Furthermore we have determined the topological charge Q I~ on the gauge-field con-
figurations with cooling techniques and with the Atiyah-Singer index-theorem in
combination with SET. Both methods demonstrate the decorrelatioll of topology in
our HMC simulations which is a basic requirement for the determination of flavor-
singlet matrix elements.
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Kapitel 1

Quautenfeldtheorieu wie die QCD oder auch die Quantenelektrodynamik (QED)
zeichnen sich durch einen energieabhangigen Kopplungsparameter (running c~up-
ling) aus [17J. Wahrend bei 110henEnergien der Kopplungsparameter Ct, der QCD
klein ist1, und damit eine storungstheoretische Naherung gerechtfertigt werden kann,
divergiert Ct, bei kleinen Energien bzw. grol3en Abstanden. In diesem niederener:ge-
tischen Bereich der QCD, nahe an dem komplexen Grundzustand (Vakuum) der
TheOl·ie, kann die Physik allein mil. nicht-storungstheoretischen Methoden erforscht
werden. Die Gitterrenormalisierung ist in diesem Zusammenhang definitionsgemal3
eiue nicht-storungstheoretische Technik und wird in der vorliegenden Arbeit fur
flavor-singlet Matrixelemente bzw. topologische Anregungen des QCD Vakuums an-
gewendet [IOJ.

Die Git.tereichtheorie der starken Wechselwirkung basiert auf einer Pfadinteg-ral-
forlllulierung [111der QCD mil. einem diskreten, euklidischen Gitter und stellt ein
Analyse-Werkzeug fUr den niederenergetischen Bereich der QCD dar [12]. Das zu-
gruudeliegeude Gitter biJdet auf natiirliche Weise sowohl eine niederenergetis:che
Infrarot- als auch eine Ultraviolett- Regularisierung des Impulses, indem ein endlicher
Gitterabstand a den maximalen Impuls definiert, wahrend das endliche Voltlmell V
den IR-Impulsbereich beschriinkt. 1m Kontinuumslimes a -+ a verschwiudet die
uackte Kopplungskonstante, g2 -+ 0, und die Gittertheorie, die als statistisches Sys-
tem iuterpretiert werdeu kann, durchlauft einen Phasenubergang mindesteus zweit.er
Ordnung. Ein weiterer Phasenubergang der QCD im Koutinuulll und auf dem Git-
ter findet bei endlicher Temperatur statt, wenn das System yon der sogenanllten
confined Phase in das Quark-Gluon Plasma ubergeht, in dem die chirale Symmetrie
wiederhergestellt ist und Quarks nicht in Mesonen und Daryouen gebunden sind
(deconfined). Fur sehr kleine Gitterabstande a, nahe am Kontinuulllslimes, wird das
System yon der Callan-Symanzik ,B-Funktion beschrieben [121. In diesem Bereich,
der auch als Scaling-Region bezeichnet wird, konnen yom zugrundeliegenden Gi tter
UJlabhangige Resultate erzielt werden, die fUr a -+ a die Kontinuumsphysik repro-
duzieren.

Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) [21 und das Salam-Weinberg Modell [3] der
clektroschwachen Wechselwirkung bilden gemeinsam eine feldtheoretische, funda-
mentale Deschreibung der Elementarteilchenphysik und werden zusammengefal3t als
Standardmodell bezeichnet. Die lokalen Eichtheorien basieren auf den Lie-Gruppen
SU(3)color x SU(2)weak x U(I) und beschreiben die Wechselwirkungen zwischen den
Grundbausteinen dcr Materie, den Leptouen uncl den Quarks. Wahrend die QCD mil.
llIasselosen Eichbosonen (Gluonen) die Krafte zwischcn 6 unterschiedlichen Quarks
(up, down, strange, char-me, bottom, top) gencriert, verbindet. die elektroschwache
Wechselwirkung mil. den schweren Eichbosonen ZO uud W± und dem masselo-
sen Photon die Leptoncn und Quarks. Sowohl die nachweisbare Renormierbarkeit
der Theorien als auch eine Fullc yon experirnent.ellen Bestatigungen verfestigten in
den vergaugenen Jahrzehnten das Staudardllloclell der Elementarteilchenphysik [4J.
Ansatze fur eine weitere Vereinheitlichung iiber clas Staudardrnodell hinaus werden
im Rahmen vereinhcitlichender Theorien (GUT) diskutiert [5]. Die Gravitation als
weitere element are Wcchselwirkung in cler Natur konnte bisher in das bestehende
Dild nicht integriert werden und verbleibt als separate Kraft.

Innerhalb des Standardmodells sind die 6 massiven Quarks, deren Massen von we-
nigen MeV (up, down) bis zu etwa 175GeV (top) reichen, in drei Familienpaaren
angeordnet:

(
UP ) ( charm ) ( top )

dowu st.rangc bottom

Aufgrund des zusatzlichen Farb-Freiheitsgradcs der QCD, gekennzcichuct durcll die
SU(3)colo,. Eichsymmetrie, werden eiuzelne Quarks nicht in der Natur beobachtet
(dieses Phiinomen wird als Confinement [6J bezeichnet) und nur farb-singlet Zu-
sammensetzuugeu einzelner Quarks zu Mesonen (2 Konstituenten) und Daryoneu
(3 Konstituenten) entsprechen dem observierten Spektrurn der Elementarteilchen.
Femer impliziert die lokale SU(3)color Symmetrie mil. den Generatoren einer nicht-
abelschen Lie-Algebra die Selbstwechselwirkung der zugehorigen Eichbosonen (Gluo-
nen) und pragt dadurch insbcsondere die Grundeigenschaften des QCD- Vakuums.

Mil. cler Interpretation der Gittereichtheorie als Modell der statistischen Physik er:off-
nen sich gangige Monte-Carlo Integrationen als adiiquate Losungsansatze. Anstat.t
das zugrundeliegende Pfadintegral vollstandig zu berechnen, werden auf einem re-
prasentativen Ensemble, nach der Wichtung im Pfaclintegral generiert, die physikali-
schen Observablen allsgewertet. Bedingt durch ein enclliches Ensemble resultiert ein
zusatzlicher statistischer Fehler, der mil. wachsender Anzahl der erzeugten Konfigu-
rationen unterdruckt wird. Die Quarkfelder der QCD werden im Pfadintegralforma-
lisUlus durch Grassmann- Variablen reprasentiert, weil sie als Fermionen dem Pauli-
Prinzip gehorchen mussen. Eine direkte Simulation der entsprechenden Wirkung ist
mil. derzeit bekannten Algorithmen nicht moglich. Statt dessen werden fennionische
Freiheitsgrade ausintegriert und auf einen Ausdruck in den gluonischen Feldern und
eine globale Determinante zuruckgefUhrt. Simulation en in der sogenannten quen-
ched Naherung [13, 14J vemachlassigen die globale Dcterminaute und unt.erdriickcn

1 Zur asymptotischen Freiheit der Quarks bei llOhen Energien bzw. kleiuen Abstandcn, siehe
z.D. [7, 8, 9J.



gleichsam freie, dynamische Quark-AntifJuark Paare irn Vakuum zugunsten eines
cnorm reduzierten Rechenaufwandes2. Beispielsweise fiir das Teilchenspektrum der
QeD, den Mesonen und Baryonen, impli7.iert die quenched Naherung in den Mas-
sellVerhaltnissen Abweichungen von weniger als 10% [15]. Erheblich schwieriger winl
di~se Abschat7.Ung, wenn keine oder nur sehr fehlerbehaftete experimentelle Daten
zum Vergleich vorliegen, oder die physikalischen GroBen sensitiv auf freie Quark-
AntifJuark Paare im Vakuurn sind.

In diesem Zusammenhang hat sich die SESAM bzw. TXL Kollaboration zum Zicl
ge-setzt, den EinftuB dynamischer Quarks sowohl auf das Spektrum der QCD als auch
auf Matrixelemente zu untersuchen, und es wurden umfangreiche Simulationen der
voUen QCD mit dynamischen Wilson-Fermionen bei unterschiedlichen Quarkmassen
realisierl.

entsprechen [42, 43J. Das Ziel dieser Arbeit ist, an unterschiedlichen Observablen
aufzll7;eigen, daB disconnected Diagramme in Gittersimulationen grundsatzlich mit
den diskutierten Techniken direkt bestimmt werden konnen. Diese Observablen sind:
Der Pion-Nukleon a-Term und die flavor-singlet axiale Kopplung des Protons.

Der Pion-Nukleon a-Term a~N ist ein MaB fiir die explizite chirale Symmetrie-
brechung der QCD [171. DaB die chirale SU(3)v x SU(3)A Symmetrie auch spontan
gebrochen ist, belegen die leichten pseudoskalaren Mesonen und das Fehlen ent-
sprechender Paritatspartner im Teilchenspektrum. Experimentell kann a~N aus der
11" - N Strellamplitude bei niedrigen Energien bestimmt werden. Aktuelle Analysen
der experilllentellen Daten ergeben a~N ~ 45M eV [67] bzw. a~N = 48 ± 10M eV
[19], die innerhalb der Fehler \ibereinstimmen.

Erste quenched Gittersimulationen bestirnmten zunachst nur die connected Dia-
gramme fiir a~N [20, 21, 22J. Die resultierenden Werte a~N ~ 15MeV bekraftig-
ten im Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen signifikante Beitrage von
den disconnected Diagrammen. Folgende Simulationen mit groBeren Computerka-
pazitaten fiihrten neue Techniken (Volume-Source Methode [24J und stochastische
Matrixinversionen [58]) in die Berechnung von disconnected Amplituden ein. Zwei
vollstandige Analysen (connected und disconnected) in der quenched Naherung er-
gaben a~N = 43(7)M eV [24] bzw. a~N = 50(3)M eV [23J. In der quenched Naherung
werden die freien Quark-Antiquark Paare, welche die disconnected Amplituden be-
stimmen, im Pfadintegral durch eine Konstante approximiert, sodaB ein zusatzlicher
systematischer Fehler in der Gitterrechnung auftritt. Hier ist die Notwendigkeit von
Simulationen der vollen QCD mit dynarnischen Quarks evident, und im Rahmen der
vorliegenden Arbeit wird a~N auf den SESAM/TXL Gittern der vollen QCD mit
disconnected und connected Diagrammen analysiert.

Die axiale Kopplung des Protons G~ ist definiert als SI.G~ = (p, sIA~(q)lp, s)q'=o
mit dem Proton-Spin sp und dem axialen lIavor-singlet Strom A~ [27J. Innerhalb
des Parton-Modells [28, 29] kann G~ mit dem geringen Teil des Proton-Spins iden-
tifiziert werden, der von den Konstituentenquarks getragen wird. Ergebnisse der
European Myon Collaboration (EMC) lost en mit einem sehr kleinen Wert fiir das
erste Moment der Proton-Spin Struktur[unktion, rr = 0.126 ± 0.018 [73], die soge-
nannte Proton-Spin Krise aus. 1m Gegensatz zu Vorhersagen aus Ellis-Jaffe QCD
Sumrnenregeln [74J sollte also nur ein sehr kleiner Teil des Proton-Spins von den
Quarks getragen werden (G~ ~ 0). Diese Diskrepanz, die in neueren Experimenten
jedoch kleiner geworden ist [78, 81, 79, 80, 75], kann mit signifikanten Beitragen
von disconnected Diagrammen aufgelost werden [27J. III bisherigen quenched Git-
tersimulationen [25, 26J sind negative Beitrage von disconnected Diagrammen zu
G~ bereits nachgewiesen worden. In der vorliegenden Arbeit wird die axiale lIavor-
singlet Kopplung des Protons G~ unter Beriicksichtigung von connected wie auch
disconnected Diagrammen ill der vollen QCD bestinnnt.

1m Gegensat7. 7.Uklassischen Feldtheoricn ist der Grundzustand einer Quantenfeld-
tlteorie ein komplexes Vakuulll, gepragt von Quantenlluktuationen, das cine Fiille
an neuen Prozessen und Phanomenl'n beinhaltet. Aufgrund dieser Quantenflukt.ua-
tionen konnen beispielsweise Quark-Antiquark Paare spontan aus einern Teilehen-
see heraus generiert werden und in Wechselwirkung mit anderen Komponenten der
T:heorie treten. Der bereits angesprochene energieabhangige Kopplungsparameter 0,

der QCD ist ebenso bedingt durch eine nicht-triviale Vakuurnstruktur, sowie der Zu-
sammenschluB der Quarks (confinement), topologische Eigenschaften und (spontan)
gebrochene Symmetrien der Lagrangedichte. Obwahl in den letzten Jahren zahlrei-
che Arbeiten \iber den Grund7.ustand der QCD erschienen sind, konnte bisher die
zugrundeliegende Vakuumstruktur nicht vollstiindig aufgeklart werden. Eine detai-
lierte Einfiihrung sowie weiterftihrende Literatur zu den gangigen Modellen des QeD
Vakuums findet sich beispielsweise in [16J.

Hauptgegenstand dieser Arbeit sind die Wechselwirkungen eines Nukleons N mil. ei-
nem externen Strom AI" zusammengefaBt in dem Matrixelement M = (NIApIN). 1m
nicht-storungstheoretischen Sektor der QCD - bei kleinen Energien - konnen solehe
Matrixelemente, die z.B. in der chiralen Symmetriebrechung und beim Spin des Pro-
tons cine entscheidende Rolle spielen, nur in Gittersimulationen bestimmt werden.
N eben der direkten Ankopplung von AI' an ein Konstituentenquark des Nukleons, als
connected Diagramm bezeichnet, kann aus feldtheoretischer Sicht auch eine rein gluo-
nische Wechselwirkung mittels eines aus dem Vakuum erzeugten Quark-Antiquark
Paares stattfinden. Diese Deitrage von reinen QCD Quantenfluktuationen werden
als disconnected Diagramme bezeichnet, und ihre Derechnung basiert auf stochas-
tLschen Matrixinversionen. In den folgenden Kapiteln dieser Arbeit werden skalare
lIJld axiale flavor-singlet Matrixelemente diskutiert. Der Schwerpunkt liegt auf der
Bestimmung von disconnected Diagrammen mit stochastischen Matrixinversionen,
weil die Quantenlluktuationen fiir diese Amplituden sensitiv auf miigliche Effekte
d}'namischer Fermionen sind uud den Zieleu der SESAM bzw. TXL Kollaboration

'Wenn hingegen dynamische Fermionen (Quark-Antiquark Paare) in Gittersimulationell eill-
bezogen werden, also die globale Determinante del' Fermionenmatrix in del' Simulation bestalldig
mitberilcksichtigt wird, erhBht sich der Rechenzeitaufwand urn einen Faktor O( 1000).



Die vorliegende Arbeit ist folgendermaBen gegliedert:

Nach der Einleitung werden im zweiten Kapitel die elementaren Konzepte ciner git-
terregularisierten QCD vorgestellt, Notationen eingeflihrt und die Diskretisierung
der gluonischen und fermionischen Wirkung diskutiert. Ferner werden die Simulatio-
nen der SESAM und TXL Kollaboration in der vollen QCD kurz resiimiert. Die dar-
aus hervorgegangenen Eichfeldkonfigurationen l1lit dynal1lischen Wilson-Fermionen
bilden die Basis aller weiteren Untersuchungen dieser Arbeit.

Das dritte, technisch orientierte Kapitel fiihrt in die Methoden der stochastischen
Matrixinversionen mit komplexem Z2 Rauschen ein, welche erforderlich sind flir
die Bestimmung der disconnected Diagrarnl1le bei a"N und der axialen Kopplung
des Protons G~, aber ebenso Anwendung bei der topologischen Ladung QL finden.
Dasierend auf den Grundtechniken werden zwei verbesserte Methodcn vorgestellt.

Fiir die Bestil1ll1llUung der topologischen Ladung QL kOlUmen im vierten Kapitel
die verbesserten stochastischen Matrixinversionen zur Anwendung. Die Resultate
werden rnit den Ergebnissen flir QL aus der feldtheoretische Definiton auf gekiihlten
Konfigurationen verglichen. Eine ausreichend groBe Fluktuation von QL in den HMC
Simulationen del' vollen QCD ist notwendige Voraussetzung, wenn z.B. die axiale
flavor-singlet Kopplung des Protons in Gittersimulationen bestil1ll1lt werden soIl.

Das flinfte Kapitel beschreibt Gittertechniken flir Mehrpunkt-Korrelationsfunktio-
nen. Diese Techniken bilden die Grundlage flir eine Bestimmung yon connected und
disconnected Diagrammen in den Matrixelementen (NlqfqIN).

Das sechste Kapitel analysiert die Deitrage von disconnected Diagramrnen flir die
navor-singlet GroBe a"N. Zusammen mit den Beitragen der connected Diagram-
me ergibt sich auf den SESAM Eichfeldkonfigurationen a"N = 18(5)MeV. Hierbei
unterscheidet sich das Verhaltnis der disconnected zu connected Arnplituden signi-
fikant yon den quenched Analysen [24, 23J, ein Befund der als Effekt dynamischer
Fermionen interpretiert werden kann. Da soweit nur ein einziger Gitterabstand in
den SESAMITxL Simu!ationen realisiert wurde, konnen systematische Fehler (finite
a Effekte) in der Gitterbestinunung yon a.N nicht vollstandig abgeschatzt werden.

1m anschlieBenden siebten Kapitel werden bei der Bestimmung yon der axialen
Kopplung des Protons G~ die zuvor gewonnenen Erkenntnisse auf eine weitere flavor-
singlet Observable angewandt. Die Spin-Struktur in G~ reduziert das Signal-Rausch
Verhaltnis in der disconnected Amplitude um etwa vier GroBenordnungen gegeniiber
a"N. Dei der leichtesten SESAM Quarkmasse werden die Daten der TXL Gitter in die
disconnected Analyse eingeschlossen, und es ergibt sich fiir die axiale flavor-singlet
Kopplung G~ = 0.21(12).

Das achte Kapitel der vorliegenden Arbeit faBt die Ergebnisse der Simulationen
zusamrnen und zeigt die Moglichkeiten weiterflihrender Untersuchungen auf.

Vor dem Erscheinen dieser Arbeit sind die verbesserten Techniken der stochastischen
Matrixinverionen und die wichtigsten Resultate bereits veroffentlicht worden:

• Verbesserte stochastische Matrixinversionen [35, 36J

• Der Pion-Nukleon a-Term [37, 38J

• Axiale Kopplung des Protons G~ [39J

• Die topologische Ladung QL und die Dekorrelation topologischer GroBen mit
dem HMC Algorithmus [40, 41]

Allgemeine Informationen zu den Simulation en und weitere Ergebnisse der SESAM
bzw. TXL Kollaboration linden sich zusatzlich in [42, 43, 44, 45J.

Eine ausflihrliche Abhandlung iiber flavor-singlet Phanomene in der gitterregulierten
QCD stellt die Habilitationsschrift yon Stephan Giisken "Flavor Singlet Phenomena
in Lattice QCD" [1] dar.



up, down, strange mit den Massen mu, md und mIl konnen zu einem Vektor zusam-
lIlengefaBt werden:

Kapitel2

Gitterregulierte QeD U ist Element der nicht-abelschen Lie-Gruppe SU(3) und kann dargestellt werden
als

In diesem einfiihrenden Kapitel wird die QCD ais eine gitterregulierte Eichtheorie
mit dynamischen Fermionen vorgestellt. Dafiir werden zuerst die Grundgleichungen
und Notationen bereitgestellt und die Ubertragung einer Kontinuumstheorie in ei-
De euklidische Gittertheorie skizziert. Eine detailierte Binfuhrung finoet sich z.ll.
in [12, 47J. Weiterhin werden die Simulal.ionen del' SESAM und TXL Kollaborati-
on vorgestellt, in denen mit oem Hybrid Monte-Carlo (HMC) Algorithmus in einem
GroBcomputerexperiment dynamische Eichfeldkonfigurationen erzeugt wurden. Die-
sel' Datenbestand bildet die Basis del' folgenden Untersuchungen.

U = exp (_igeo~O) , (2.5)

mit beliebigen Winkeln eo und den Generatoren der Lie-Algebra (Gell-Mann Matri-
zen) Ao aus der Vertauschungsrelation

f~b sind die Strukturkonstanten der zugrundeliegenden nicht-abelschen Lie-Algebra.
Unter der global en Eichtransformation U ist Gleichung 2.1 invariant.

Die Forderung nach lokaler Invarianz (e -+ e(x); U = U(x)) unter Gleichung 2.4
kann nur mit 8 zusatzlichen Eichfeldern Aj.(x) = A~(X)Aa/2 realisiert werden, wenn
die partielle Ableitung in ihre kovariante Form ubergeht:

Klassische und quantisierte Fcldtheorien bilden ein effektives Werkzcug fiir die Bc-
schreibung yon clementaren Wechselwirkungen. Den Ausgangspunkt stellt eine La-
grangedichteL:.(1fi(x), 81'1fi(x)) in den Feldem del' Theorie dar. Fur cin freies Teilchen
mit Spin und Massc 111 lautet die Lagrangedichte [48]:

unter lokalen SU(3) Symmetrietransformationen.

Zur Einfiihrung dcr Eichfelddynamik kann - analog zur Elektrodynamik - ein Feld-
starketensor

wird genau dann minimal, wenn die Dirac-Gleichung erfiillt ist.

Gleichung 2.1 beschreibt Fermionen ohne zusatzliche Wechselwirkung. Mit der For-
derung nach lokaler Eichinvarianz, vollig analog zur Elcktrodynamik odeI' Quan-
tenelektrodynamik, werden Eichfelder eingcfiihrt, die mit den entsprcchenden Eich-
bosonen die Wechselwirkung induziercn. Dazu bctrachtet man die Symmetrieeigen-
schaften von L:.. Die Spinoren der drei Fcrrnionenfelder 1fiq, entsprcchend den Quarks

definiert wcrden, dessen Spur eichinvariant ist und zu L:. addiert wird. Fiir Nf explizit
ausgeschriebene Quarkfclder 1fik(X) lautct die Lagrangedichte mit Wcchselwirkung:

Nt _ 1
L:. = L 1fik(X)(i-y1' D,. - mk)1fi(xh - -Fl'vF'w.

k=l 2



Zusammenfassend gesagt beinhaltet die Theorie soweit Nf Ferrnionenfelder und die 8
Eichfelder A~(x) als Triiger del' Wechselwirkung. Aufgrund del' nicht-abelschen Eich-
symmetric ist cine Selbstwechsclwirkung del' masselosen Vektorfelder zu erwarten.
1m folgenden Schritt werden Quanteufluktuationen mittels del' Pfadintegralformu-
lierung und eine Diskretisierung del' Felder eingefiihrt.

mit Lj Punkten in del' zugeharigen Dimension und mit dem Gesamtvolumen V =
L1 * L2 * L3 * L4. Del' Abstand benachbarter PUllkte sei fUr aile Richtungen a.

Kontinuierliche GraBen sind in einer gitterregularisierten Theorie Bur auf den zum
Gitter gehorenden Punkten definiert, z.B.:Zwei unterschiedliche Ansiitze fUhren Quanteufluktuationen in eine klassische Feld-

theorie ein:

Mit del' 2. Quantisierung werden die Felder del' Theorie in Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren uberfUhrt, die bestimmten Kommutationsregeln unterliegen. Diesel'
Zugang wird hier nicht weiter verfolgt. Eine Beschreibung del' 2. Quantisierung findet
sich z.B. in [48]. 1m folgenden wird del' Pfadiutegralformalismus als Quantisierung
von Feldtheorien diskutiert. Fur eine detailierte EinfUhrung siehe z.D. [63].

Mit del' Wirkung einer Feldtheorie

1m Faile del' QeD werden sowohl die drei riiumlichen als auch die zeitliche Dime:Ilsion
diskretisiert, uud es kann Bur ein endlicher Bereich des physikalischen lrnpulsra.llmes
dargestellt werden. Del' endliche Gitterabstand a definiert dabei die obere G::renze
(ultraviolett), und die endliche Anzahl del' Gitterpunkte L; die uutere Grenze (in-
frarot) des Impulsspektrums. Nur im Kontinuumslimes, L; -t 00, a -t 0 steat da.5
vollstiindige Spektrum zur Verfugung. Dem Ansatz von Wilson folgend [10] wird
zuniichst del' glounische Teil del' Wirkung SQCD und anschliefleud del' fermioTlische
Teil diskretisiert.

formal ein statistischesSystem mit del' Zustandssumme

ZE = I V'I/JV1f/DAe-SE[.p,~,AI 1m Kontinuum ist die gluonische Wirkung, die nur die Vektorfelder AI'(x) enthiilt,
definiert als:

und dem Boltzmann-Faktor exp( _SE) definiert werden. Physikalische Observablen
o kannen als Erwartungswerte in diesem Formalismus gemiiB den Hegeln del' stati-
stischen Physik abgeleitet werden: Fur die Konstruktion eines entsprechenden Ausdrucks auf dem Gitter wird zunachst

die Link-Variable U,.(x) eingefiihrt. U,,(x) verbindet den Gitterpunkt x = a'r.! mit
dem in /1 Richtung benachbarteu Punkt x + ajl:

SpezieU in del' QeD ist die euklidische Wirkung definiert als

SSCD = I d4x (E1[Jk(X)(--r: D,. + mk)'l/Jk(x) + ~TT[FI'"(X)FI'"(X)l)
mit del' Kopplungskonstante 9 und dcm zeitordnenden Operator P. Fur kleine
Abstiinde a gilt niiherungsweise:

mit den ')'-Matrizen in euklidischer Form,

')'f = l ,')'[= -hi. Del' kleinste, geschlossene Weg auf dem Gitter ist dic sogenannte Plaquette, eiu
geschlossenes Viereck in del' J1 - v Ebenc, welches von vier Link- Variablen gebildet
wird:Fur kontinuierliche Felder 'I/J(x) und AI'(x) hat das Pfadintegral nur eine symboli-

sche Bedeutung, und erst mit einer Gitterregularisierung entstehen mathematisch
wohldefinierte Ausdrucke.



Wilson fOrIlliertc aus den elemelltaren Plaquetten eine gluonische Gitterwirkung mit
O(a) Genauigkeit, die illl KontinuulllslilllCS Sgluon rcproduziert:

f3 L (1- ~Re(Tl'[Ol'v(x)]))
Z,I'>V 3

I d4x~Tr[Fl'vFl'vJ + 0(a2
)

unterdriickell die 2d-1ullphysikalischen Fermionen-Doppler auf dcm Gittcr, brechen
abcr explizit die chirale Symmetrie der Lagrallgedichte.

Die fermionische Wilson- Wirkung

Sf = - La4
2
r -$(x) [UI'(x)7jJ(x + ap.) - 27jJ(x) + U~(x - a/})7jJ(x - ap.)) (2.28)

Z,I' a

rnit f3 = 6/ g2 fiir N, = 3. Glcichung 2.24 stellt nur eine llliiglichc Diskretisierung
von Sgluon dar. Allein die Forderung, daB im Kontinuumslimes Sgluon reproduzicrt
werden muB, erlaubt unendlich viele, unterschiedliche Dcfinitioncn von Sw[UI'(x)].
Sogenannte verbesserte Wirkungen mit 0(a4) Gellauigkeit konncn auf endlichell
Gittem kleillere Diskretisierllngsfehlcr crzwingen, wenngleich dadllrch die Compll-
tersimlllationen mehr Rechcnzeit in Allspruch nehmen. Dic Frcihcit in der Wahl der
Diskretisierung hat ihrerseits ein eigenes J:<'orschungsgebietinllerhalb der Gittercich-
tbeorien entstehen lasscn. Das Spektrum reicht yon verbesscrtcn Wirkungen [19]
bis zu sogenannten perfekten Wirkungen, die allc Diskretisierungsfehler bis Zll cincr
bestimmten Ordnung unterdriicken [50J.

fixiert die Fermionen-Doppler durch einen zusatzlichen Massenterm lnq + 21' / a-I mit
dcm Wilson-Parameter r. Gemeinsam mit der gluonischen Wirkung folgt:

S S;:'uon + S'j"ive + Sf

S;f..on + L-$(x)Mz,y7jJ(y) (2.29)
z,y

mit der Wilson-Fcrmioncnmatrix
4

Mz,y = az,y - II: L [(1' - 'Y1')UI'(x)az+ap,y + (1' +'YI')U~(x - ap.)az-ap,y]
1'-1

und dem Hoppingparallleter II: = (2alnq + 81')-1, der die Quarkmasse mq mit dem
Wilson- Term verkniipft:

1
lnqa = - - 41'.

2/1:

In der Theorie ohne Wechselwirkung gilt lnqa = 0 fUr /I: = 1/81' = II:c mit dem
kritischen Hopping-Parameter II:c. ZUlueist wird in Simulationcn l' = 1 gewahlt,
sodaB II: = II:c = 1/8 gerade lnqa = 0 cntspricht. In der wechselwirkenden Theorie
verschiebt sich der kritische Hoppingparamcter, weil der zusatzlich eingefiihrte Mas-
senterm in der Wilson- Wirkung yom Gitterabstand a abhangt, und II:c muB aus den
Simulationen bestimmt werden.

Fermionen implizieren auf dem Gittcr weitaus mehr KOlllplikationen als die gluoni-
sche Wirkung, die aus den elementarcn Plaquetten 0l'v(x) allfgebaut ist. Die eukli-
dische, fermionische Wirkllng im Kontinuum

enthiHt die kovariante Ableitung DI' = (81' - igA,,). Eine naive, sYlllmetrische Dis-
luetisierung yon 81' auf dem Gitter,

1
81' -7 dl' = 2 [am,n+p - am,n-p],

fi.ihrt auf das bekannte Fermionen-Doppler Problem [46]. Anstatt einen fermioni-
schen Freiheitsgrad zu reprasentieren, beillhaltet die naiv diskretisierte Wirkung

Disher wurde eine disk rete Wirkung auf einem euklidischen Gitter dcfiniert, die
einerseits fUr a -7 0 und V -7 00 die KontinuuIllswirkung reproduziert und andcrer-
seits die auftretenden Fermionen-Dopplcr mit zusatzlichen Massenterlllcn bcscitigt.

Die Wilson-Wirkung SW definiert das Boltzmann-Gewicht in einem statistischen
System, das mit der Zustandssumme2- L[a4-$(xhl' (UI'(x)7jJ(x + aM - U~(x - ap.)7jJ(x - uP))

2a z,1'

+a4mq-$(x)7jJ(x)] (2.27)

z<I (in d Dimensionen) entartete Fermionen mit glcichcr Masse, wie an dcn Polen im
Quark-Propagator abgczahlt werden kann. Unterschiedliche Ansatze fUr die Losung
des Fermioncn-Doppler Problems wurdcn vorgeschlagen. Dic bekanl1testen stammcn
yon Wilson [10J bzw. yon Kogut und Susskind [511. Wilsons Grundidee ist dabei
folgende: Zusatzliche Terme in der Wirkung, die im Kontinuumslimes vcrschwinden,

beschrieben wird. Il1tegriert wird iiber allc moglichen Feldkonfigurationcn -$, 7jJund
U Ullter Beriicksichtigullg, daB die Fermioncnfelder Grassmann- Variablcn sind und
einfachen (Anti- )Vertauschungsrelationen gehorchen [46]. Observablen werden in
diesem statistischen System bestimmt durch

(0(-$, 7jJ,U)) = ~ I VUV-$V7jJ0(-$, 7jJ,UVSW[,j"w,ul.



Pro Quarkmasse wurden 6000 Trajektorien mit dem HMC generiert. Dabei Wllf-
den jeweils 1000 Trajektorien del' Thermalisierungsphase zugeordnet und verworfen.
Autokorrelationsanalysen del' SESAM und TXL Kollaboration belegen, daB cin En-
semble statistisch unabhangiger Eichfeldkonfigurationen bei einer Separation vun 25
Trajektorien in del' Monte-Carlo Zeit entstcht [40J.Foiglich verbleiben 200 statistisch
unabhangige Konfigurationen pro Quarkmasse. Aile Eichfeldkonfigurationen wurden
zur Auswertung und Analyse am ZAM3 (Forschungszentrum Jtilich) gespeichert und
archiviert.

Einc unlllittelbare Auswertung yon Gleichung 2.32 mit Monte-Carlo Integrationen
ist aufgrund del' Grassmann- Variablcn nicht moglich, allcrdings erlaubt dic quadrati-
schc Form yon 1/1 in 2.32 (Gauss-Integral) die Reduktion auf gluonische Freiheitsgrade
im Exponenten:

1m Gegcnsatz zur verbleibenden gluonischen Wirkung S~uon ist die Determinante del'
Fermionenmatrix eine nicht-lokale GroBe. Die computergestiitzte llerechnung yon
det(M[UJ) in einer Gittersimulation erhoht das Rcchenzeitaufkommen gegeniiber
einer rein gluonischen Simulation Ulll einen Faktor 0(1000), wcswegen in del' quen-
ched Naherung det(M[UJ) = 1 gesct:d wird und damit Vakuumpolarisationen in
Form yon freien Quark-Antiquark Paaren unterdriickt werden [13, 14J.

Die quenched Naherung fUhrt im QCD Spektrum zu Abweichungen von wenigcr
als 10% von dcn experimentellen Daten, wenn entsprechende Massenverhaltnisse
gebildet werden [15].

Sarntliche Simulationcn wurden auf Quadrics APE100 Maschinen an den Stand-
orten Rom bzw. Cassaccia und Zeuthen durchgefUhrt. Technische Details und Re-
chcnleistungen der Maschinen sind in Tabelle 2.1 zusammengetragen. Ais Inverter
fUr die diinnbesetzten Matrizen wurde ein stabilisierter Conjugate Gradient AIgo-
rithmus mit even/odd bzw. SSOR Prakonditionierung verwendet. Die grundl€gen-
dcn Inversions-Techniken werden z.B. in [55] erkHirt; SSOR Prakonditionierung und
weitere Details finden sich in [56]. Bei der leichtesten Quarkrnasse erzieltc die HMC
Implernentierung auf APE/Quadrics eine Maschineneffiziens von tiber 60% !

Bezeichnung Prozessoren Topologie GFlops Standort

QH1 128 8*4*4 6.4 ENEA·,IFHb

QH2 256 8*8*4 12.8 INFW, IFH
QH4 (tower) 512 8*8*8 25.6 IFH, ENEA

Dynamische Fermioncn konnen mit dem Hybrid Monte-Carlo Algorithrnus (HMC)
[52] in Gittersimulationen implementiert werden. In der praktischen Anwcndung
kornbiniert der HMC einen Metropolis-Algorithmus mit Standard-Molekulardyna-
mik. Eine EinfUhrung und technische Details finden sich beispielsweis in [53, 40J.

1m Rahmen del' SESAM1 und TXL2 Kollaboration wurden umfangreiche HMC Si-
mulationen mit zwei entartcten dynamischen Wilson-Quarks durchgefUhrt [45J. Die
rechenzeitintensiven Simulationen mil, dynamischen Quarks erlaubten bisher nul'
einen Wert fUr die Kopplungskonstante, {3= 5.6, bei den SESAM (163 x 32 Git-
ter) und TXL (243 x 40 Gitter) Konfigurationen, was einer Gitterauflosung von
etwa a;l := 2.3GeV, also a := 0.1/m entspricht. Foiglich ist eine Analyse del' Ska-
lenabhangigkeit mit dcn vorliegenden Daten fUr einen einzigen Gitterabstand nicht
llIog1ich. WeiterfUhrende Simulationen bei {3= 5.7 (TXL Gitter) und bci {3= 5.5
(SESAM Gitter) sind bereits gestartct worden. Die neuen Simulationen ermoglichen
in Zukunft Skalenanalysen fUr physikalische Observablen.

Die Quarkmassen fUr die SESAM Konfigurationen variieren zwischen m./mp =
0.833(3) ...0.686(11) [45]. Die Parameter dcr TXL Gitter wurden als Fortsetzung del'
SESAM Simulationen konzipiert und haben einen gemeinsamen Schnittpunkt bei
K. = 0.1575. Eine weitere, leichtere Quarkmasse (K. = 0.158) wurde ebenfalls auf
den groBen Gittem gcrechnet, urn naher zum chiralen Limes zu gelangen (mq --+ 0).
MaBgeblich fUr die Wahl der Parametcr waren vorausgehende, cxplorative Arbeiten
mit dem HMC Algorithmus [54].

Tabelle 2.1: Quadrics/ APE100 Rechner fUr die SESAM und TXL Produktionen.
Standorte del' Produktionen: • ENEA, Ente per Ie Nuove Tecnologie, l'Energia e
l'Arnbiente, Cassaccia, Italien; b IFH, Deutsches Elektronen Synchrotron Zeu.then,
Zeuthen; C INFN, Istituto Nazionale di Fisica NucleaTe, R.om, Italien

lSea Quark Effects in Spectrum And Matrix Elements
2TXL: Towards the chiral limit



Stochastische Matrixinversionen

12V mal angewendet werden, weil die iterativen Algorithmen nur eine Spalte, bzw.
eine Reihe der inversen Matrix M-1 berechnen. Wenn Matrizen der Dimension
n ~ 106,107 mit Krylov-Liisern vollstandig invertiert werden sollen, werden Git-
tersimulationen selbst auf den derzeit leistungsfiihigsten parallelen Supercomputern
zu aufwendig [571.
Stochastische Matrixinversionen dagegen liefern einen Schatzwert fUrTr(f M-1), der
mit zunehmender Anzahl an Inversionen genauer wird. Die entsprechenden Grund-
techniken werden irn folgenden vorgestellt. Urspriinglich wurden stochastische Ma-
trixinversionen in Gittersimulationen der QCD fiir die Berechnung des chiralen Kon-
densats (lj;1/J) eingefUhrt [58].

Kapite13

Dieses Kapitel dient der EinfUhrung in die Methoden der stochastischen Matrixin-
versionen. Ausgehend von einer physikalischen Motivation werden die grundlegenden
Tcchniken vorgestellt und am Beispiel des chiralen Kondensats (lj;1/J) auf ilue An-
wendbarkeit hin untersucht. 1m zweiten Teil des Kapitels werden neue, verbesserte
Ansatze vorgestellt: die spin-explizite und die neu entwickelte Rauschsubtraktious-
Methode. Femer wird geprlift, inwieweit die griiBeren Gitter der TXL Kollaboration
den statistischen Fehler in stochastischen Matrixinversionen reduzieren. Die wei-
ter entwickelten Techniken werden in den folgenden Kapiteln dieser Arbeit fiir die
Berechnung yon flavor-singlet Matrixelementen beniitigt.

1m folgenden sei Meine komplexe Matrix der Dimension n. Gegeben sei ein En-
semble von komplexen Quellen 1]i mit i = 1, ... ,N, ebenfalls der Dimension n. Die
Komponenten der Vektoren werden durch hochgestellte Indizes beschrieben. Erwar-
tungswerte sind definiert als

(rf) = ~ try{.
N i=1

Aile Komponenten der Vektoren seien normiert:

(rfrf) = 1.

Ferner soli im statistischen Greuzwert N -t 00 gclten:

(1]i1f) = 0 , i =F j.

Flavor-singlet Matrixelemente und topologische Strukturen sind unmittelbar mit den
Eigenschaften des QCD Vakuums verbunden. Sogenannte disconnected Diagramme
repriisentieren beispielsweise die Korrelation eines Protons mit einem aus dem QCD
Vakuum erzeugten Quark-Antiquark-Paar ijq [38, 39]. Die Berlicksichtigung aller
nicht-lokalen, geschlossenen Quark-Loops in diesen DiagramlIlen fiihrt bei Wilson-
Fermionen auf die 13erechnung der vollstandigen Spur iiber die inverse Matrix M-L

Die Bedingungen sind erfiillt, wenn beispielsweise die Komponenten der Vektoren
ein komplexes Z2 Rauschen oder ein GauBsches Rauschen tragen.

Fiir jeden Vektor 1]i wird das liueare Gleichungssystem

mit Standardmethoden geliist. Die Liisungsvektoren Xi werden in einem iterativen
ProzeB (z.B. CG) bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit berechnet und es gilt:

n

xi = L Mi~~1]k.
k=1

Hierbei ist M die Fermionenmatrix, f eine beliebige Matrix im Spin-Unterraum,
lLnd die Spur wird liber aile Dirac- und Farb-Indizes, sowie Raum- und Zeitpunkte
berechnet und auf dieses Volumen normiert. Der Faktor 12 bcinhaltet also drei Farb-
lLnd vier Spin-Freiheitsgrade. Unterschiedliche f Kontraktionen definieren die Spin-
S truktur des ijq Loops.

Konventionelle Krylov-Loser fiir dlinn besetzte Matrizen, beispielsweise der Con-
jugate Gradient (CG) [55], miissen fiir die Berechnung yon Gleichung 3.1 genau

< rf '" M-I
1]k >L.. I,k

k

'" M:-1 < l]i1]k >L.J I,k
k

Mi~/ < rfrf > +L Mi~kl < lfl]k >
ki'i

Mi~/ fUr N -t 00.



1m Prinzip konnen mit stochastischen Matrixinversionen aile Elemente einer inversen
Matrix berechnet werden. Hierbei hiingt die Genauigkeit del' Schatzungen van del'
Anzahl N del' Rauschvektoren und del' Beschaffenhcit del' Matrix M ab.

M sei jetzt die komplexe Wilson-Fermionenmatrix fUr die SESAM/TXD Eichfeld-
konfigurationen, die zwei entartete dynamische Quarks enthalten (1' = 1):

4

Mz,y = 8z,y - It L [(1' -1'1,)UI'(x)8z+a~,y + (1' + I'I')U~(x - ajj.)8z a~,y]
IJ=1

mit del' Quarkmasse m in Gittereinheiten

1 1 1
ma = -(- - -),

2 It Itc

dem Hopping-Paramet.er K. und dem Gitterabstand a. In [37] wurde gezeigt, daB kom-
plexes Z2 Rauschen bei ({J'l/J) kleinere st.atistische Felder impliziert als GauBsches
Rauschen. Aile weiteren Untersuchungen verwenden dither komplexe Z2 Rauschvek-
toren.
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Abbildung 3.1: Das chirale Kondensat ({J'l/J)u ~ T1'(M-1) mit Fehlerband (obere
und llntere Linie) auf del' freien Konfiguration (komplexes Z2 Rauschen, 163 x 32
Gitter, It = 0.124) und del' exakte Wert fUr ({J'l/J)u (horizontale Linie). Die Amzahl
del' Inversionen entspricht N.

Ais erstes wird die Methode del' stochastischen Matrixinversion anhand del' freien
Konfiguration,

U/.(3:) = 1, (3.10)

liberpriift, weil in diesem Fall exakte Ergebnisse fUr ({J'l/J) zur Verfiigung stehen. Das
chirale Kondensat ist auf dem Gitter definiert als [58]:

({J'l/J)u = I;VT1'(M-1).

1m Spin-Unterraum rotierte Observablen werden spater ebenfalls benotigt:

verHiuft, eingezeichnet fUr die Spin-Kombinationen r = 1 (skalar), r = 1'5, r = 'YI1'5
und r = 1'31'5. Auffallend ist hierbei, daB del' statistische Felder fiir die skalare Spur
und fiil' r = 'YJ'/'5 deutlich kleiner ist als bei den anderen GroBen. Grund dafiir sind
die groBen Kontaktterme (Diagonalelemente) in M-l, welche in den Fehler fiir nicht-
diagonale Elemente eingehen. Auf dieses Phanomen wird im folgenden Absclmitt
genauer eingegangen, und zwei Verbesserungen werden diskutiert.

mit den unterschiedlichen Spin-Rotationen r = 'Y5,1'I1'5, 1'2'/'5, 1'3'Y5' Die Konvention
del'l' Matl'izen ist im Anhang aufgefUhrt. 1m weiteren Verlauf des Kapitels wird
stets nul' del' Realteil del' unterschiedlichen Observablen betrachtet.

In Bild 3.1 ist die stochastische Schatzung yon ({J'l/J)u mit 400 komplexen Z2 R.ausch-
vektoren1)i auf del' freien Konfiguration (163 x 32 Gitter, K. = 0.124) mit statistischen
Fehlern im Vergleich zum exakten Wert fUr ({J'l/J)u dargestcllt. Sehr deutlich la13t sich
das Plateau el'kennen, das sich nach ca. 200 Inversionen ausbildet und einen sehr
guten Schatzwert fUr das chirale Kondensat liefert. Bild 3.2 zeigt T1'(-Y5M-1) bei
gleichen Parametern. Gema13 del' theoretischen Erwartung1 fUr eine freie Konfigura-
tion findet man - innerhalb des Fehlerbandes - ein mit Null vertragliches Resultat.

lTr(-y.M-1) kann mit der topologischen Ladung Q der Konfiguration U identifiziert werden.
Eine freie Konfiguration hat stets Q = 0, siche dazu Kapitel 4.



Ausgehend yon dem Standardverfahren der stochastischen Matrixinversionen wer-
den nun zwei Varianten vorgestellt, die den statistischen Fehler der geschiitzten
GraBen reduzieren kannen. Weiterhin wird ein komplexes Z2 Rauschen fUr die Inver-
sionen benutzt. Damit die Effizienz verbesserter stochastischer Matrixinversionen bei
leichten Quarkmassen, wie sie in Gittersimulationen tatsiichlich verwendet werden,
beurteilt werden kann, dienen nunmehr Eichfeldkonfigurationen der SESAM/TXL
Kollaboration als Grundlage.
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Zum statistischen Fchler bei der Bestimmung von Tr(Mi-:/l tragen auch die nicht-
geschlossenen Loop-Terllle bei, die erst im Grenzwert N -+ 00 ((TJi1f) = 6i,;)
vollstiindig unterdriickt sind:

A bbildung 3.2: Tr{'rsM-1) auf der freien Konfiguration (komplexes Z2 Rauschen,
163 x 32 Gitter, K. = 0.124).

<7(Mi~l) ~ "L,Mi-:l(TJiTJk). (3.14)
kii

FUr dic Wilson-Fermionenmatrix mit den gegebenen Parametern gilt stets:

3e-05
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Y,Ys
Y3YS-·-·_···

Wenn nun Elemente von Mi-:/ geschiitzt werden sollen, die nieht auf der Diagonalen
liegen (i i j), gehen aueh die groBen Diagonalelemente Mi-/ zllsiitzlich in den
statistisehell Fehler eill: '
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Folglich haben Ausdriicke der Form

Tr(r M-1
) , r = 1's,'Y\'Ys (3.17)

graBere statistisehe Fchler als beispielsweise Tr(Mi~l) (siehe Bild 3.3).

Bei der spin-expliziten Methode (SEM) werden exakte Inversionell im Spin-Unter-
ra1l1lldurchgefUhrt. Das komplexe Z2 Rausehen wird also nur auf jeweils eine Spin-
Komponente gesetzt. Dadurch erhaht sieh der Inversionsaufwand um einen Faktor
4 (400 Z2 Inversionen entspreehen gerade 100 SEM Inversionen). Auf der anderen
Seite tragen nur ein Viertel der nicht-geschlossenen Terrne zum statistisehen Feh-
ler bei. Bild 3.4 veransehaulicht die Wirkung von SEM gegeniiber dem komplexen
Z2 Rausehen. Dargestellt ist die Schiitzung nieht-diagonaler Spuren r = 1's,1'1'Ys
auf einer SESAM Konfiguration (K.,.a = 0.157), wobci die Anzahl dcr Inversions-
sehritte bei SEM fUr den direkten Vergleieh mit cinem Faktor 4 reskaliert wurdcn.
Ganz deutlieh sind die geringeren Fluktuationen im Mittelwert zu erkennen, wcnn
SEM anstatt Z2 Rausehen angewendet wird (Bild 3.4). Dcr statistisehe Fchler des
Mittelwertes <7/.,fN von Tr{'rsM-1) ist in Bild 3.5 aufgezeichnet. Die spin-explizite
Methode reduziert <7/.,fN etwa urn einen Faktor 2. Allerdings wiiehst der Fehler bei
Tr(M-1) an, wie in Bild 3.5 rechts zu erkennen ist.

Abbildung 3.3: Der statistisehe Fehler <7/.,fN fUr untersehiedliche Kombinationen r
im Spin-Unterraum (komplexes Z2 Rallsehen, 163 x 32 Gitter, K. = 0.124) im freien
Fall.
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Die EJelllente yon Mi~/' die nicht auf der Diagonalen Iiegen (i of j), sind grundsatz-
lich schwieriger mil. stochastischen Methoden zu schatzen, weil die vergleichsweise
groBen Kontaktterme Mi~l zum statistischen Felder a /../N beitragen und erst im
Grenzwert N -+ 00 vollstandig unterdruckt werden (siehe letzten Abschnitt)_ Mil.
der spin-expliziten Methode konnte die Schatzung beispielsweise fUr 1'r(')'5 M-L ) be-
reits verbessert werden. Gleichzeitig vergr6Berte sich aber der Fehler fUr Tr( M-1).

Dieser Makel kann mil. der Rauschsubtraktionsmethode verillieden werden.

Die Kontakttenne Mi~l k6nnen selbst mil. stochastischen Matrixinversionen nach
verhaltnismaBig wenigen Inversionen relativ genau abgeschatzt werden. Diesen Vor-
teil nutzt die Rauschsubtraktionsmethode (RSM) aus, indem die Schii.tzung in:.! Fall
i of j abgeandert wird zu:

-0.0001
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" Inversionen

Abbildung 3.4: Der Mittelwert yon Tr(')'5M-1) (links) und Tr(')'lISM-1) (rechts) mil.
komplexem 22 Rauschen und spin-expliziter Methode (SEM) auf einer individuellen
SESAM Konfiguration (~,.. = 0.157). Dei SEM entsprechen 400 Inversionen genau
100 Quellen.

60-05

50-OS

40-05

O!-~30-05

20-05

10-05

"\
"-

.........................
.... '-"'.- ..

o
o 50 100 150 200 250 300 350 400

" Inverslonen

60-05

50-05

~l
40-05 I

\\f\

O! ¥ ~.-~30-05

20-05

(rrxi)RSM = Mi~/ (rhl) + L Mi) (rfl)k) - E(Mi~l )(rf1)i).
k¢'j

E(Mijl) ist der aktuelle Schatz wert fUr Mijl, der mil. zunehruender Anzahl an Quel-
len il~mer genauer wird. Die modifiziert~ Schii.tzung in Gleichung 3.18 gelLt fUr
N -+ 00 in die herk6rnlllliche Schatzung (Gleichung 3.7) uber, weil
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Abbildung 3.5: Der statistische Fehler a /../N fUr Tr(-Y5M-1) (links) und fUr
Tr(M-l) (rechts): komplexes 22 Rauschen und spin-explizite Methode (SEM),
~•••= 0.157. o
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Zusammenfassend lal3t sich feststellen, daB mil. der spin-explizitell Methode der sta-
tistische Fehler nicht-diagonaler Spuren der inversen Fermionenmatrix M-l - bei
gleichelll Rechenzeitaufkommen - gegenuber dem komplexen 22 Rauschen deut-
lich reduziert wird. Allerdings fUhrt die geringere Zahl der Schatzungen zu einelll
gr6Beren Felder in der diagonalen Spur Tr(M-1).

Abbildung 3.6: Der statistische Fehler a/../N fUr Tl-(-Y5M-1) (links) bzw. fUr
Tr(M-l) (rechts) mil. komplexen 22 Rauschen und RSM auf einer SESAM Konfi-
guration (~ ••• = 0.157).

In Bild 3.6 (links) ist dargestellt, wie RSM den statistischen Fehler a /../N mr die
nicht-diagonale Spur Tl-(-YsM-1) urn einen Faktor 2 reduziert, wahrend der F'ehler
von Tr(M-1) - im Gegensatz zur spin-expliziten Methode - unverii.ndert bleibt
(Bild 3.6 rechts). Zusammenfassend laBt sich sagen: RSM wirkt als Rauschfilter bei
nicht-diagonalen Spuren, aber ohne den Fehler der diagonalen Spuren zu vergroBern.



Ais weitere, nahcliegende Methode del' RauschunterdrUckung bei stochastischen Ma-
trixinversionen kann mit den TXL Eichfeldkonfigurationen del' Einflu13grii13ererGit-
ter, das sogenannte Self Averaging, untersucht werden.

In Bild 3.7 ist hierflir del' statistische Fehler auf jeweils 10 Eichfeldkonfigurationen
nach 400 Inversioncn rnit komplexen Z2 Rauschen bei "',ea = 0.156 und "',ea = 0.1575
eingetragen. Man sieht, da13gegeniiber den SESAM Konfigurationen (163 x 32 Gitter)
del' Fchler auf einem TXL 243 x 40 Gitter durchschnittlich halbiert wird!

2.,.05
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Konfigurationcn Konliguralionen

Die Konvention fUr die 'Y Matrizen ist im Anhang aufgefiihrt. 1m Gegensatz zu del'
skalaren Spin-Struktur in Tr(M-1), bei del' alle Spin-Komponenten aufsummiert
werden, wird in Gleichung 3.21 eine Differenz in den Komponenten gebildet. Die-
se Differenzbildung reduziert das Signal-zu-Rausch Verhaltnis in Tr(-Y3'YsM-1) um
etwa vier Grii/3enordnungen.

In del' spateren Analyse del' axialen flavor-singlet Kopplung des Protons G~ wird
Tr(-Y3'YsM-1) auf allen Eichfeldkonfigurationen beniitigt. Hier erwartet man grii13ere
statistische Fehler und schwachere Signale fUr die entsprechenden disconnected Arn-
plituden als beim Pion-Nukleon Sigma-Term, fUr den die skalare Gro/3e Tr(M-1)

geschatzt werden mu/3.

Um den statistischen Felder in Observablen mit einer Differenz in del' Spin-Struktur
zu verringern, kann korreliertes Rauschen eingesetzt werden. Speziell fUr Wilson-
Ferrnionen gilt fUr aile Diagonalelemente von M-1 im komplexen Spin-Unterraum:

Abbildung 3.7: Del' statistische Fehler crjVN fUr Tr(M-1
) (links) und Tr('Y5M-1)

(r()chts) auf 10 SESAM bzw. TXL Eichfeldkonfigurationen nach 400 Inversionen
(komplexes Z2 Rauschen). FUr die SESAM Konfigurationen sind zwei "'.ea Werte
eiJlgezeichnet.

Re(M;'~=I;%,Q=I)
Irn(M;'~=I;%,Q=I)
Re( M;'~=2;%,Q=2)

Im(M;'~=2;%,Q=2)

+Re(M;'~=3;%,Q=3)
- Im( M;'~=3;%,Q=3)

+Re(M%~~=4;%,Q=4)
- Im(M;'~=2,%;Q=2)'

Fur die Volumina beider Gitter gilt niihcrungsweise:

VTxL = 243 * 40 ~ 4
VSESAM 163 * 32 - .

Erwartungsgemii/3 verkleinert sich del' statistische Fehler crj VN bei gleicher Quark-
masse "',ea = 0.1575 wie IjvTl.

Beim korrelierten Rauschen werden die Quellen so gewahlt, da/3 die Symmetrien in
Gleichung 3.22 automatisch erfUllt sind, indem nicht auf allen Spin-Komponenten
unabhangiges komplexes Z2 Rauschen gesetzt wird. Korreliertes Rauschen ist aqui-
valent zu del' Spin-expliziten Methode, wenn nur die erst en beiden Spin-J(ompo-
nenten geschatzt werden, und die verbleibenden Komponenten aus Gleichung 3.22
abgeleitet werden. Dadurch verringert sich del' Inversionsaufwand um einen Faktor
2.

In Bild 3.8 ist die Schatzung yon Tr(-Y3'Y5M-1) auf einer individuellen SESAM Eich-
feldkonfiguration ("'.ea = 0.157, "'loop = 0.1513) mit reellem korreliertem Z2 Rau-
schen dargestellt. 1m Gegensatz zu Tr(M-1) ist die Schatzung fUr Tr (-Y3'Y5M-1 )

sclbst nach 0(100) Inversionen noch nicht signifikant Yon Null verschieden. Es wer-
den mindestens 0(1000) Inversionen pro Eichfeldkonfiguration beniitigt, und dies
la13tsich mit aktuellen Computerressourccn kaum realisieren. Die relativ gro13ensta-
tistischen Fehler bei 0(100) Inversionen in Tr(-Y3'Y5M-1) werden in del' G~ Analyse
besonders deutlich.

Zusammenfassend la13tsich sagen, da13mit den hier vorgestellten verbesserten sto-
chastischen Matrixinversionen bei 0(100) komplexen Z2 Quellen eine gllte Schatzllng

In den vorangehenden Abschnitten stellte sich heraus, da/3 die Schatzungen yon
T'('Yl'YsM-1) oder Tr(-Y3'Y5M--1) in del' Grii13enordnung 10-5 liegen, obwohl del' sta-
tistische Fehler demjenigen del' skalaren Grii13eTr(M-1) entspricht, deren Mittel-
WC:lrtbei 0(1) liegt (s. Bild 3.4 und Bild 3.5). Dementsprechend reduziert sich das
Signal-zu-Rausch Verhaltnis um mindestens vier Grii13enordnungen, wenn beispiels-
wC:liseTr(-Y3'Y5M-1) mit stochastischen Matrixinversionen bestimmt werden solI. Del'
Grund damr liegt in del' Spin-Struhur del' Observablen:



erschwcrt die Findung der optimalen Strategie hinsichtlich des Mittclcinsatzes. Z wei
Extreme seien gcnannt:

• Tr(M-1) wird zu genau geschatzt angesichts des Fehlers, der durch das e"ld-
liche Ensemble bedingt ist, und damit wird Rechcnzeit in den stochastisclIen
Matrixinversioncn verschenkt .

• Es wcrden nicht genug Z2 Quellen verwendet, sodaB in Gl. 3.23 Tr(M-')
eine einseitige Verschiebung der Resultate (bias) nicht ausgeschlossen, ()der
aber aufgrund der groBen Fluktuationen in Tr(M-1) gar keine Korrelation
nachgewiesen werden kann.

1m Rahmen perturbativer H.auschunterdrlickung wurden Techniken vorgcschlagen,
mit denen der Rechcnzeitaufwand in stochastischen Matrixinversionen drastisch re-
duziert werden kann. Grundlage dafiir bildet die Hopping-Parameter Entwicklung
fUr die Wilson-Fermionenmatrix M. Eine Einfiihrung zur perturbativen Rausch.un-
terdrlickung und ihre Anwcndungen findet sich in [59, 60]. Die Autoren von [59, 60]
orientieren sich jedoch allein an der verkleinerten Varianz ihrer Schatzung, kon:nen
also nicht absehen, welchen EinfluB die Methode auf die physikalisch interess~nte
Korrelation Gl. 3.23 hat. An dieser Stelle wird kein Weg daran vorbei fi.ihrcn, rc-
levante Korrelationen jeweils auf einem bestimmten Ensemblc auszuwerten, urn die
Effizienz von verbesserten stoehastischen Matrixinversionen absehatzen zu kiinoen.
Diese Analyse ist extrem rcchcnzeitintensiv und aufwendig. Trotzdem kann nur an-
hand solcher Untersuchungen crmittelt werdcn, wie groB die Anzahl stochastischer
Quellen bci einer gegebencn Quarkmasse 1nq und einer bestimmten Methode sein
muB, damit die Korrelation Gl. 3.23 einerscits keine gerichtete Verschiebung erfiihrt
(bias) und andererseits nieht mehr von dem stochastischen Fehlcr in Tl'(M-1) libcr-
deckt wird.

Die vorliegende Arbeit geht iiber die Untersuchung des Fehlcrs in Tr(M-1) auf
einzelnen Konfigurationen hinaus und prascntiert die aufwendige Gitterbestimmung
von disconnccted Diagrammen mit Gleichung 3.23 in flavor-singlet Matrixclcmenten.

Ahbildung 3.8: Schatzung von Tr(--Y3'Y5M-1) mit korrclicrtem, reellcm Z2 Rallsehen
auf einer individuellcn SESAM Konfiguration ("&Co = 0.157, "loop = 0.1513).

van dcr skalaren GroBe l'r(Mo1) miiglich ist, wahrcnd beispielsweise T"(--YJ1'5M-1)
mit groBen statistischen Fehlern behaftct ist.

Stochastische Matrixinversioncn kiinnen GroBen schatzen, die in Gitterreehnungen
nicht cxakt bestimmt werden konnen. Beispielsweise wird Tr( M-1) fUr die dis-
connected Amplitude illl Pion-Nllkleon (J Term benotigt und kann bci den verwcnde-
ten GittergroBen nicht mit exakten Inversioncn ausgcrcchnet werden. Das komplexe
Z2 Rauschen induziert einen zusatzlichen Felder in die Analyse, der erst nach un-
endlich vielcn Inversioncn unterdrlickt wird.

Andererseits werdcn die geschiitzten GriiBcn, z.B. bei der l3erechnung von disconnec-
ted Diagrammcn in flavor-singlet Matrixelementen des Protons, mit andcren Obser-
vablen korreliert:

R ~ (Tr(M-I)Cp(t))
(Cp(t)) .

Hicr steht Cp(t) fiir den Proton-Propagator (siehe Kapitel 5). Das resllltierende
Signal entsteht erst im Mittel liber die Eichfeldkonfigurationen und tragt auf cinem
endlichen Ensemblc einen weiteren statistischen Fehler. In realistischen Gittersimu-
lationen - insbesondere in dcr vollen QeD mit dynarnischcn Fermioncn - steM nur
eine begrenzte Anzahl an Konfigurationen und Z2 Inversionen zur VerfUgung. Eine
Abhangigkeit der Korrclation von den beiden untersehiedlichcn FehlerC]ucllen (sto-
chastische Matrixinversion und endliehes Ensemble) ist nicht auszumachen. Dics



Bezeichnung Pro7,eSSOrell Topologie Speicher [MB] GFlops

Q1 (cube)b 8 2*2*2 32(128) 0.4

Q4c,d 16 8*2*2 128(512) 1.6

Q16 (tube)b 128 32*2*2 512(2048) 6.4

QH2a,b 256 8*8*4 1024(4096) 12.8

QH4 (tower)b 512 8*8*8 2048(8192) 25.6

In einer umfangreichen Computersimulatioll wurden aIle statistisch unabhiingigen
Eichfeldkonfigurationen der SESAM 163 x 32 Gitter, wie auch der TXL 243 x 40
Gitter fiir K.,.a = 0.1575 mit stochastischen Matrixinversionen analysiert. Geschatzt
wurden auf jeder Konfiguration die Quark-Loop Beitrage T7'(f M-1) fUr die Wilson-
Fcrmionenmatrix M. Damit die Daten sowohl fUr die Analyse yon a~N als auch
fiiT die axiale Kopplung des Protons G~ b('nutzt werden konnen, wurden aIle Spin-
Komponenten yon f getrennt bestimmt, soda13 skalare und axiale Kontraktionen
bei der Datenauswertung durchgefiihrt werden konnten. Zur Anwendung kamen die
spin-explizite Methode und die Ilauschsubtraktionsmethode. Die Tabelle 3.1 faflt aIle
Simulationsparameter, benutzte Maschinen bzw. Methoden und die jeweilige Anzahl
der stochastischen Matrixinversionen zusammen. Bisher konnten die TXL Konfigu-
ra tionen mit K.•• o = 0.1580 aufgrund des graflen Rechenzeitaufwandes nicht mit-
berlicksichtigt werden. Tabelle 3.2 zeigt die technischell Daten der APE-Maschinen,
die entweder fUr die Entwicklung der verbesserten stochastischen Matrixinversionell
oder fUr die eigentliche Simulation Verwelldung fanden.

FUr die Inversionen der Wilsoll-Fermion(,lImatrix M wurde ein Standard-Algorith-
mus (stabilisierter BiCG mit Even/Odd hzw. SSOR Priikonditionierung) verwendet.
Erlauterungen und Details diesbezliglich finden sich in [56J.

K,ea Konfigurationen Illversionen/Methode Maschine

SESAM 0.1560 200 100/SEM QH2°
(163 x 32) 0.1565 200 400/RSM QH4b

0.1570 200 100/SEM QH2°
01575 200 400/H.SM QH4b

TXL
(243 x 40) 0.1575 180 100/SEM QH4b

Tabelle 3.2: Quadrics/ APElOO Parallelcomputer fUr Entwicklung und Simulation.
Standorte der APE Maschinen: 0 Universitat Bielefeld, b IFH Zeuthen (DESY) , C

Neumann Institut fUr Computing (NIC), Forschungszentrum Jiilich, d Ulliversitiit
Wuppertal.

Tabelle 3.1: Ubersicht liber die verwendetell Maschillen, Eichfeldkonfigurationen IInd
Algorithmen, der spin-expliziten Methode (SEM) und der Rauschsubtraktionsllle-
tbode (RSM).



Kapitel4 2

q(x) = 6~11"2EI'Vp<TG~v(x)G:"(x),

Die topologische Ladung
Nf Quarkfeldern, der nackten Kopplung 9 und dem gluonischen Feldstarketensor
G/IV• Die nicht-singlet Strome A~ dagegen sind erhalten, und die zugehOrigen Sym-
mctrien sind nicht cxplizit, sondern spontan gebrochcn. Daraus resulticrcn die leich-
ten pseudo-skalarcn Mesonen, die sogenannten Goldstone-Bosonen [171·

Wenn die axiale UA(l) Transformation eine exakte Symmetrie der QCD ware, also

Ais erste physikalische Anwendung der verbesserten stochastischen Matrixinversio-
nen werdcn in diesem Kapitel topologischc Anrcgungen des QCD Vakuums unter-
sucht und das UA(l) Problem der QCD diskuticrt. FUr die Bestimmung dcr topologi-
schcn Ladung QL auf den SESAM Eichfeldkonfigurationcn wird eine in Gittersimu-
lationen bisher unbcriicksichtigte Methodc vorgcstellt, in der das Indcx- Theorem zur
Anwendung kommt. Fiir die Bcstimmung des Index cincr Eichkonfiguration muB eine
nicht-diagonale Spur der inversen Fermioncnmatrix geschatzt werdcn. Zum Vergleich
wird QL konvcntioncll mil. Cooling-Tcchnikcn im gluonischen Sektor analysiert.

Das Hauptziel diescs Kapitels ist es, anfzuzcigcn, daB mil. dem HMC Algorithmus
in den SESAM bzw. TXL Simulationen allc topologischen Sektoren der vollen QeD
erfaBt werden. Diese Dckorrelation der topologischcn Ladung QL mil. dcm HMC ist
Grundvoraussctzung fUr cine Analysc von Observablen, die iibcr die axiale Anoma-
lie mil. dcr Topologie verbunden sind (z.ll. die axiale flavor-singlet Kopplung des
Protons G~).

soilten im Tcilchenspektrum entweder entsprechende Paritiitspartner auftreten,
oder fUr eine spontan gebrochcnc Symmetrie die Ungleichung

fUr das Teilchen mit den Quantenzahlen dcs 1]' Mesons gclten. Allcrdings werden
weder die Paritatspartner im Spektrum beobachtct, noch entspricht die gro.Be T)'

Masse der genannten Ungleichung [96]. Lange bevor dic QCD als Thcorie der starkcn
Wechselwirkung eingefiihrt wurde, war diescs Ratsel als UA (1) Problem bckannt.
Eine nicht-triviale topologische Struktur des QCD Vakuums lOst dicses Problem,
indem in Gleichung 4.3 mit q(x) =I 0 dic Symmetrie auch explizit gcbrochen wird.

Allerdings ist die UA(l) Transformation eine exakte Symmetric in unterster Ordnung
in einer Entwicklung nach liNe [97], mit der Anzahl der Farbfreiheitsgrade New und
die UA (1) Anomalie kann als cine Starung interpretiert wcrdcn [98, 99]. Diesem
Ansatz folgcnd ist die T)' Masse mit der topologischen Suszeptibilitiit X verkniipft
[30,31]:

2nf-X = m2 + m:, - 2m~f~' ~ .,
mil. der Pion-Zerfallskonstanten f~ und

Die QCD Lagrangedichte hat im chiralen Limes mq -+ 0 cine SU(3)v x SU(3)A
flavor-Symmetrie, die auf die Vektor- und Axial- Vektor Ward- Identitatcn fiihrt [17].
Wahrend die Vektor-Symmetrie exakt erhalten ist, also

X =!d4x (OIT(q(x)q(O))IO).

A~ = L ii'l./5q
q=u,d,'

Die topologische Suszeptibilitat X, die iiber die topologischc Ladungsdichte q(x)
definiert ist, spielt dcmnach eine entscheidende Rolle in dcm 17' Masscnpuzzle und
dcm UA(l) Problem dcr QCD. 1m folgenden wird aufgezcigt, wie q(x) bzw. X in
Gittcrsirnulationen bestimmt wcrden konnen, und zwar mil. konventionellen lokalcn
Operatoren und Cooling- Techniken, bzw. mil. fermionischen Observablcn.

gilt, ergebcn sich bei Anwesenheit yon Ferrnionen in crster Ordnung Starungstheorie
anomale Dreiccks-Diagramme, welchc die axiale Symmctrie explizit brechen (axiale
Allornalie) [82]. Fiir den axialen flavor-singlet Strom



wird in eincm sequentiellen iterativen ProzeB jede Link-Variable so modifiziert, daB
die resultierende lokale Plaquette-Wirkung minimal wird. Diese Methode wird als
vollstandiges oder maximales Cooling bezeichnet. Andere Ansatze verfolgen ein sanf-
teres Abkiihlen der Konfiguration, indem nicht das absolute Minimum der lokalen
Plaquette- Wirkung fUrden entsprechenden Link gewahlt wird. Man spricht dann Yon
adiabatischem Cooling [106]. Unterschiedlich kann auch die Reihenfolge des lokalen
Algorithmus sein, z.D. dem seriellen Gitter folgend, oder einer even/odd Aufteilung
der Gitterpunkte. AusfUhrlich wurde das Verhalten yon den Standard- Techniken
z.B. in [107] untersucht.

Ein Nachteil von allen Cooling-Techniken ist, daB nach unendlich vielen Iteratio-
nen die Konfiguration vollstandig eingefroren ist, also auch samtliche langreichweiti-
gen Korrelationen verschwunden sind. In einer physikalischen Interpretation kounen
auBerdem wahrend des Abkiihlens sowohl Instantonen als auch Anti-Instantonen
durch das Gitter diffundieren und gegebenenfalls annihilieren. Verbesserte Cooling
Algorithmen wurden daraufhin entwickelt und mit den konventionellen Methoden
verglichen [108, 109]. Gemeinsames Ziel der Bemiihungen ist es, Instantoncn und
Anti-Instantonen wahrend des Abkiihlens zu fixieren.

Aus der Verteilung der topologischen Ladung QL kann die Suszeptibilitat XL prin-
zipiell bestimmt werden:

Die topologische Ladungsdichte q(x) kann auf dem Gitter als lokalcr Operator qdx)
d()finiert werden, der im Kontinuumslimes in q(x) iibergeht, also

Die topologische Ladungsdichte auf dem Gitter ist keine Divergenz eines Stromes
und muB multiplikativ renormiert werden [100]:

rnit (3 = 6/92 uud dem Gitterabstand a. (Insbesondere muB die topologische Ge-
samtladung einer Gitterkonfiguration QL keine ganze Zahl wie im Kontinuum sein).

Die topologische Suszeptibilitat auf dem Gitter XL ist dann definiert als

XL = (:LqL(x)qdO))
x

Der lokale Operator qL (x) ist nicht eindeutig definiert. Unterschiedliche Ansatze fUr
naive und verbesserte Implementierungen wurden daher diskutiert [102, 103]. Eine
naive Diskretisierung yon qdx) ist beispielsweise [102]

-1 ±4
qL(X) = 512 2 :L fIWpuTr(O/,v(x)Opu(X)).

7[ /,vpu=±l

(Qi)
XL=V·

Unter der Annahme, daB nach einer ausreichenden Zahl an Cooling-Iterationen nahe-
rungsweise fUr die additive und multiplikative Renormierungskonstante

In jedem Faile miissen die Renormierungskonstanten Z und M berechnet werden,
was mit nicht-storungstheoretischen Methoden moglich ist [104, 105J.

Dieser Zugang zur topologischen Suszeptibilitat und zur rl Masse ist im Prinzip
korrekt, wenngleich das Signal stark verrauscht und mit Gitterartefakten behaftet
ist, die fUr die Analyse herausgefiltert werden miissen. Die Resultate fUr X repro-
cIuzieren mit Gleichung 4.7 eine mit dem Experiment vertragliche Masse fUr das 7]'

Meson [103].

gilt, kann die physikalische Suszeptibilitat X abgeleitet werden. Mit unterschiedlichen
Cooling- Techniken ist X in Gittersimulationen bestimmt worden. Die Ergebnisse
stimmen innerhalb der Fehler mit den Resultaten auf ungekiihlten Konfigurationen
iiberein und liefern mit Gleichung 4.7 die experimentell gemessene Masse des 7]'

Mesons [108, 109].

Eine alternative Methode fUr die Destimmung yon X ist die sogenannte Cooling-
Technik [106J. Die Idee hierbei ist, mit lokalen Algorithmen die kurzreichweiti-
g;en Quantenfluktuationen "einzufrieren", sodaB nur die relevanten langreichweitigen
Korrelationen zu dem lokalen Operator beitragen.

Das Atiyah-Singer Index-Theorem im Kontinuum setzt die topologische Ladung
einer Eichfeldkonfiguration mit fermionischen GroBen und dem Dirac-Operator in
Verbindung [32]:

T ( G)
n+ - 11.- Q

r 1'5 xx = --- = -.
mq mq



Gxx ist der Propagator des Fermionellfeldes mit der Masse mq; 11,. bzw. lL entspre-
chen der Anzahl der rechts- bzw. linkshandigen Nullmoden des Dirac-Operators, also
der Eigenzustande von 1's mit dcfinicrter Chiralitat. Q ist die topologische Ladung
des Eichfeldes. Die Spur wird i.iber aile Raum-Zeitpunktc x, Farb- und Spinfrciheits-
grade gebildet .

.oem Ansatz von Smit und Vink [110, 111] folgend, laBt sich Gleichung 4.17 auf dem
Gitter flir Wilson-Fermionen schreiben als

mit eiller zusatzlichcn Renormierungskonstanten K,p. In bisherigen Gittersimula-
tionen mit chiralen Fermionen wurde anstatt der direkten aber aufwendigen Be-
stimmung von Tr{."sGxx) auf den jeweiligen Eichfeldkonfigurationen die kleinsten
Eigenwcrte und -modcn dcs Dirac-Operators berechnet und daraus die Topologie
abgelcitet. Eine Zusammcnfassung der erziclten Ergebnisse findet sich in [112J.

Fi.ir Wilson-Fermionen mit der Masse mq in einem Hintergrundfeld U gilt fUr den
Quark- Propagator:

Gx• = Mx~;[U] (1.19)

mit der Fermioncnmatrix M 1 - K,D und dcm Hopping-Parameter K,. Die to-
pologische Ladung QL kann also auf jeder Konfiguration bestimlllt werden, indem
Tr{."sM;,;) - analog zu den flavor-singlet Matrixelementen in den folgendcn Ka-
piteln - rnit verbcsserten stochastischen Matrixinversioncn geschatzt wird. Diese
Datcn kiinnen mit den topologischen Ladungen verglichen werden, wenn Gleichung
4.13 auf geki.ihlten Konfigurationen angewendet wird.

Der Vollstandigkeit wcgen sei abschlieBend noch die sogenannte geometrische De-
finition der topologischen Ladung Q genannt [113, 114], bei der eine rcale Eich-
feldkonfiguration mit ciner Kontinuumskonfiguratioll interpoliert wird, sodaB die
topologische Ladung stets eine exakte Integerzahl ist.
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Abbildung 4.1: nestimmung von Tr{."sM;;) mit komplcxem Z2 Rauschen auf einem
163 x 32 Gitter (freie Konfiguration, K, = 0.124).

Nach ca. 200 Inversionen mit stochastischen Qucllen stimmt die Schatzung fUr
Tr{."sM;;) mit der theoretischen Erwartung i.iberein; eine freie KonfiguratiOI~ hat
pcr Defi~ition die topologische Ladung Q = O.

Bild 4.2 dahingegcn zeigt Tr{."sM.-;) auf einer SESAM Konfiguration (K, •• a = 0_175)
mit dynamischen Fermionen und 'einer nicht-trivialen Topologie - mit GleicllUllg
4.13 findet man auf der geki.ihlten Konfiguration Q = -3. Nach 100 Inversionen
ergibt die Schatzullg fUr Tl·{."sM;,;) signifikant QL < O. Inwieweit die Schat:zung
quantitativ mit dcr feldtheoretischen Definition i.ibereinstimmt wird im nachsten
Abschnitt diskutiert.

....~\, .../ -'

Die topologische Ladung Q auf der freien Eichfeldkonfiguration ist

Qfree = Q{ree = 0

fUr aile Quarkmassen mq. Stochastische Matrixinversioncll mi.issen folglich in dicsem
Testfall

Tr{."sM;:;) = 0 (4.21)

innerhalb der statistischen Felder ergeben.

nild 4.1 zeigt die Bestimmung von Tr{."sM;';) mit komplexen Z2 Rauschvektoren
auf einem 163 x 32 Gitter (frcie Konfiguration, K, = 0.124 ). Der statistische Fehler
u/VN ist in Gleichullg 3.13 defilliert.
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Abbildung 4.2: Bestirnmung von Tr{."sM;;) mit komplexcm Z2 Rauschen auf einem
SESAM 163 x 32 Gitter (II; = 0.157) mit (h = -3.

Nach diescll Voruntersuchungell werden entsprechclld Gleichung 4.18 aile SESAM
Eichfeldkonfigurationen anf ihren topologischen Gehalt hin analysiert. Dabei wcr-



den die in Kapitel 3 ausfiihrlich diskutierten, verbesserten Inversionsverfahrell an-
gewandt, hier speziell die Spin-explizite Methode mit 100 Inversionen mr " = 0.156
uDd " = 0.157, bzw. 400 Illyersionen mit der zusatzlichen Rauschunterdriickung fUr
nicht-diagonale Elernente (ItSM) bei " = 0.1565 und " = 0.1575. Aufgrulld der
nicht-diagonalen Struktur yon 1'5 sind die yorgestellten Yerbessertell Methoden fUr
stochastische Matrixinversionen (siehe Kapitel 3) in dieser Anwendung besonders
eflizient.

den gekiihlten Konfigurationen aufweisen. Offensichtlich wird der Zusammenhang
zwischen fermionischen Observablen, hier dem Quark-Propagator Gzx, und gluoni-
schen Operatoren in der vollen QCD - auch auf dem Gitter - iiber das Indextheorem
vermittelt.

AbschlieBend ist in Bild 4.5 die topologische Ladung auf allen SESAM und TXL
Eichfeldkonfigurationen mit der feldtheoretischen Definition und der fermionischen
Methode eingezeichnet. Wahrend fUr die SESAM Quarkrnassen der verwendete
IIMC Algorithmus die topologische Ladung QL hinreichend dekorreliert [40] - dies
wurde mit zwei vollkommen unterschiedlichen Methoden nachgewiesen - ist die Si-
lllulation mit der leichtesten TXL Masse (" = 0.158) nicht im statistischen Gleichge-
wicht, wenn Observablen gemessen werden sollen, die mit der Topologie des Systems
zusammenhangen. Eine ahnliche Beobachtung wurde bereits in Simulationen mit
staggered Fermionen gemacht [115]. Bei sehr leichten Quarkmassen verbleibt das
System iiber mehrere hundert HMC-Trajektorien hinweg im selben topologischen
Sektor.

III Bild 4.3 sind die Ergebnisse beider Methoden f(ir QL eingetragen. F(ir die Re-
nonnierungskonstante1 in Gleichllng 4.18 warde

gewahlt, urn die Daten zu skalieren, d.h. die bestmogliche Obereinstimmung beider
D€finitionen zu erzielen. Interessant ist in diesem Zusarnmenhang, daB in Gleichung
4.18 das Produkt "pTnq in die Definition fUr QI. eingeht. In Simulationen der vollen
Q CD ist die leichte Quarkrnasse Tnq etwa um einen Faktor zwei kleiner als in ver-
gleichbaren quenched Rechnungen [45J. Somit konnte "p = 2 auch eine um 50% zu
kl eine leichte Quarkmasse in Simulationen der vollen QCD kompensieren.

Die eingetragenen Fehlerbalken in Bild 4.3 fiir die fermionische topologische La-
dung sind statistische Fehler. Zum Vergleich sind die Werte fUr QL aus dem gluo-
nischen, lokalen Operator in Gleichung 4.13 eingezeichnet. DafUr wurden die Konfi-
gurationen zuvor mit 100 Iterationen gekiihlt (vollstandige Minimierung, even/odd
Reihenfolge).2

Deutlich zu erkennen ist die starke Korrelation der Daten, wenn einerseits die feld-
threoretische Definition yon QL (Gl. 4.13 auf gekiihlten Konfigurationen) und an-
dererseits das Index-Theorem und stochastische Matrixinversionen benutzt werden.
Bild 4.4 fallt die Ergebnisse fUr die fermionische Methode in Histograllllllen fUr die
vi€r SESAM Quarkmassen Zllsammen.

In weiterfUhrenden Arbeiten lieBe sich mit der ferlllionischen Methode auch die to-
pologische Suszeptibilitat X und die 1/' Masse bestilllll1en. Zur Zeit fehlen fUr eine
konsistente Analyse yon Xr.:

• die flavor-singlet Renonnierungskonstante "p

• die additive Renormierung yon Xr. auf den ungekiihlten Konfigurationen

• eine ausreichend groBe Statistik (» 0(200)) mr die Gauss- Verteilung yon QL

Zusammenfassend laBt sich sagen, daB stochastische Matrixinversionen und das
In dex-Theorem Werte fUr Qr. liefern, die innerhalb der statistischen Fehler eine
selir starke Korrelation mit den Ergebnissen der feldtheoretischen Definition auf

Es konnte also gezeigt werden, daB die SESAM Eichfeldkonfigurationen und die
TXL Gitter bei ".eo = 0.1575 aile topologischen Sektoren reprasentieren. Dieses
Resultat ermoglicht die folgende Gitter-Analyse der axialen flavor-singlet Kopplung
des Protons.

1Die Renormierungskonstanten der flavor-singlet Strome sind auf dem Gitter weder fUr die volle
QeD noch fUr die quenched Naherung berechnet worden.

'Die Daten fUr Q t. auf den gekUhlten J(onfigurationen stellte freundlicherweise Gunnar Bali zur
VerfUgung.
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Abbildung 4.4: Histogramme fiir die topologische Ladung QL der SESAM Konfigu-
rationen (fermionische Methode) mit den dazugehorigen gausschen Extrapolati()nen.

Abbildung 4.3: Die topologische Ladung QL auf den SESAM Konfigurationen. Die
Datenpunkte mit Fehlerbalken entsprechen der fermionischen Definition iiber das
Index-Theorem (GI. 4.18) und die durchgezogenen Liniell der feldtheoretischell De-
finition auf gekiihlten Konfigurationell. Die Trajektoriennummer (traj) ist der HMC
Simulation entnommell.
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Kapitel5

Korrelationsfunktionen und
disconnected Diagramme

Gittersimulationen eler starken Wechselwirkung stell en einen ab-initio Ansatz fiir clas
Stllcliulll haclronischer Eigenschaften im nieelerenergetischen Sektor cler QCD clar.
Neben clem Teilchenspektrum der Theorie sincl hierbei insbesonelere Matrixelemente
relevant, die mil. der chiralen Symmetriebrechung cler QCD verknlipft sind oeler
topologische Anregungen des Vakuums einschlieBen, wie beispielsweise der a~N Term
oder die axiale flavor-singlet Kopplungskonstante des Protons G~. In beiden Fallen
mlissen hadronische Matrixelemente

zwischen einem Nukleon N und einem externen, in den Quark-Feldern bilinearen
Strom berechnet werden. In diesem Kapitel werden die Methoden vorgestellt, mil.
denen M in nicht-storungstheoretischen Gittersimulationen bestimmt werden kann.
In den folgenden Kapiteln werden dann flavor-singlet Strome mil. skalarer unel axia-
ler Spin-Struktur r relevant. In feldtheoretischer Hinsicht kann der externe Strom
A~ = ql'q direkt an das Nukleon ankoppelll (connecteel Diagramme) oder liber ein
Quark-Antiquark Paar (disconnected Diagramme) im Hintergrundfeld des Nukleons
wechselwirken (siehe Bild 5.1).

1m allgemeinen tragen sowohl connected als auch disconnected Diagramme zu M bei.
Die unterschiedlichen Beitrage werden hier einzeln behandelt. Wahrend connected
Diagramme mil. der liblichen Insertion-Technik [20] berechnet werden, miissen fUr
disconnected lleitrage stochastische Matrixinversionen angewendet werden [58, 61].

Abbildung 4.5: Die topologische Ladung QL auf den SESAM (163 x 32) und TXL
(243 x 40) Eichfeldkonfigurationen mil. der feldtheoretischen Definition auf gekiihlten
Konfigurationen (durchgezogene Linien) unel mil. dem Index-Theorem (gestrichelte
Linien). Die quenched Analyse entspricht einer HMC Simulation bei {3= 6.0 auf
einem 163 x 16 Gitter.



Fur eine hiihere Statistik und kleinere statistische Fehler kann in Gittersimulati()nen
die Kombination vorwarts bzw. ruckwarts gerichteter Korrelationsfunktiollen,

3
N

E__3!
N N benutzt werden. Fur groBe Zeiten t» 0 gilt dann:

Cp(t) = Zpe-Mpt - ZWe-MN.(T-t)

Abbildung 5.1: Connccted (a) und disconnected (b) Diagramme flir die Wcchselwir-
kung cines auBeren Stromes A" mit einem propagierenden Nukleon N. Der Quark-
Loop ijq ist uber unendlich viele Gluon-Linien und weitere ijq Paare mit dem Nukleon
verbunden.

mit den zugehOrigcn Massen des Protons Mp und des Paritatspartners MN •.

Die 3-Punkt Korrelationsfunktionen mit einer eingcfligten skalaren Dichte S = uu,
bzw. S = dd sind definiert als:

,\0
Mo = M~2 (5.3)

aufteilen (,\0 sind die Gell-Mann Matrizen). Weil der Pfadintegralausdruck flir einen
beliebigcn Operator O(x) den Faktor e-sw enthalt, projiziert die Ableitung nach
Mo eine skalare Dichtc

Iu(t) 2:: (P6 (x, t) (2:: UU(Y)) pJ(O)) + (P -t 15, t -t T - t)
%,6 Y

Id(t) = 2::(P6(X,t) (2::dd(Y)) pJ(O)) + (P -t P,t -t T - t).
x,6 1I

mit dem Kern des Funktionals [((x, y), laBt sich in einen kinetischen Term Skin und
einen Quarkmassenterm mit

Iu(t)/Cp(t) - (2::UU(Y))
y

Id(t)/Cp(t) - (2:: dd(y))
y

(5.14)

(5.15),\"
So = ij-q (5.4)

2

heraus, und cs gilt flir beliebige Hadronzustande 10') und 1,6) die Identitat:

8
8Mit In[Cp(t)]

8Mp
canst + 8Mit tmit dem rclativistischen Erzeugungsoperator entsprechend der Quantenzahlen des

Protons [62]:

8
8Mg1n[Cp(t)]

aMp
canst + 8M3 t,

In Gleichung 5.6 beschreiben die Spin-Komponenten {)= 1,2 ein Proton, das vor-
warts in der Zeit propagiert, und {)= 3,4 den ruckwartig laufenden Paritatspartner
des Protons, das N·. Entsprechend wird definiert:



falls das Proton im Grundzustand ist (Cp(t) ~ e-Mrt). 1m nachsten Schritt fUhrt
da.s Feynman-Hellmann Theorem [63], das die Ableitung del' Proton masse Mp nach
del' Quarkmasse Mq in Relation zu dem gesuchten Matrixelement setzt, also I:LA(xo, Yo) = L L('P6(i, xo)ij(y, yo)q(fj, yo)'Pl (0))

%,6 Ii
8Mp
8M = (P/ijq/P),

q
definiert. Nach Einsetzen eines vollstandigen Satzes von Eigenzustanden des Hamil-
ton-Operators,

const + (PluuIP) t
const + (PlddIP) t.

(5.22)
(5.23)

Prinzipiell er6ffnen sich nun zwei M6glichkeiten fUr die Bestimmmung des Matrix-
elementes (PlijqIP):

• 8Mrl8Mq wird ulllnittelbar mit Gittersimulationen bestimmt, illdem die Pro-
ton-Masse Mp fUr mehrere unterschiedliche Quarkmassen Mq bestinunt wird.
Gerade aber die numerische Ableitung von Mp nach Mq impliziert groBe sta-
tistische Fehler und wird hier nicht weiter betrachtet.

• Die Verhaltnisse Ru(t) und Rd(t) werden direkt gebildet, illdem die zugeh6ri-
gen 2- und 3-Punktfunktionen auf dem Gitter bestimmt werden. Del' lineare
Anstieg in Ru(t) und Rd(t) fUr t » 0 entspricht (PliiuIP) bzw. (PlddIP).

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf die direkte Bestimmung von Ru(t) und
Rd(t). Maiani et al. fUhrten diese sogenannte Summationsmethode, bei del' uber al1e
Gitterpunkte in del' eingesetzten skalaren Dichte S (Gleichung 5.13) summiert wird,
in [21J ein. Fortan werden die resultierendell Verhaltnisse mit

RPLA( ) I::LA(xo, Yo) (" _ (- )) (PI- IP)q xo, Yo = C ( ) - L.. qq y, Yo = qq .
P Xo Ii

In Gleichung 5.27 wiI'd kein linearer Anstieg fUr R;r,A erwartet. Vielmehr indiziert
del' Bereich, in dem R;LA konstant bleibt, den Grundzustandsbereich des Protons.
Dort entspricht R;LA dem gesuchten Matrixelement (PlijqlP). Weil Yo als freie Va-
riable nicht absummiert wird, kann fUr aile Zeitschichten Yo das Plateau- Verhalten
gepruft werden, wenngleich dies mit geringerer Statistik zu gr6Beren statistischen
Fehlern in R;LA gegenuber R~UM fUhren kann. In cineI' anschaulichen Interpretation
wird Zeitschicht fUr Zcitschicht die Kontraktion des Operators ijq(y) (Quark-Loop)
mit dem Proton getestet und auf Grundzustandsverhalten untersucht. Niedrigere
Statistik heiBt hierbei, daB nicht al1e Quark-Loops fUr die Kontraktion verwendet
werden, sondei'll nur die jeweiligen aus del' entsprechenden Zeitschicht Yo.

SchlieJ31ichwird noch die Methode del' Plateau-Akkmnulation (PAM) vorgestellt,
die als Kombination beider Techniken die gemeinsamen Vorteile zu vereinen sucht.
Anstatt nul' eine einzige Zeitschicht Yo zu betrachten, tragen zu del' Korrelation al1e
Zeitschichten bei, fUrdie das Proton im Grundzustand befindlich angenommen wird:

bezeichnet.

Bevor im ubernachsten Abschnitt die Techniken vorgestellt werden, mit denen Cp(t)
und Iq(t) auf dem Gitter zuganglich sind, wird mit del' sogenannten Plateau-Methode
diskutiert, in welchem Bereich die Grundzustandsnaherung fiir das Proton in Glei-
chung 5.23 angewendet werden kann.

xo-.lu:~

R;AM (xo, b..xo, b..x~) = L R;LA(xo, Yo).
yo=.6.xo

R;AM (xo, b..xo, b..x~) = canst + (P[ijqIP) t'

mit t' = Xo - b..x~ - b..xo·

Bild 5.2 verdeutlicht schematisch die Plateau-Akkumulations Methode (PAM). Fur
die zeitlichen Abstande xo = 3 und xo = 5 und b..xo = b..x~ = 1 sind die Zeitschichten
angedeutet, die zur Korrelation des Protons mit den Quark-Loops beitragen.

Insbesondere fUr die disconnected Diagramme wird PAM in den folgenden Kapiteln
diesel' Arbeit die besten Signale fUr (PlijI'qIP) liefern. Am Beispiel del' skalaren
Dichte r = ijq und des O'"N Terms werden im folgenden Kapitel die hier vorgestellten
Methoden ausfUhrlich getestet.

Die Herleitung fUr R~UM (t) benutzt die Grundzustandsniiherung fUr das Proton, die
strikt nur fUr groBe xo und groBe Yo in den Gleichungen 5.13 gilt. Weil in Gl. 5.13
aber uber alle Yo summiert wird, k6nnen fUr groBe Zeiten t = xo trotzdem angeregte
Zustande mit kleinem Yo zur Korrelation beitragen. Urn auszuschlieBen, daB diese
lleitrage das Signal verfalschen, wird die sogenannte Plateau-Methode benutzt, bei
del' in Gl. 5.13 nicht uber Yo summiert wird, sondei'll Yo als freie Variable beibehalten
wird.
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Nt+t+
yon Gleichung 5.32. Ein Gitterpunkt hat zusatzlich 4 Spin- und 3 Farb-Indizes, so-
daB insgesamt 12 Spalten del' inversen Ferrnionenmatrix M-1 einen vollstandigen
Quark-Propagator ergeben. Obwohl die Dimension von M

fUr ein Gitter del' Ausdehnung V = Lx * Ly * Lx * Lt mit Nc = 3 ist, sind die oillen
genannten Standard-Losungsverfahren mit den SESAM/TXL Gittern anwendbar,
wenn Parallel- odeI' Vektor-Supercomputer zur Verfiigung stehen.

Komplexere Korrelatonsfunktionen sind aus unterschiedlichen Kornbinationen del'
Quark-Propagatoren aufgebaut. Fur die 2-Punkt Korrelationsfunktion des Nukleons,
speziell fiir den Propagator eines Protons, ergibt sich beispielsweise:

Abbildung 5.2: PAM: die Quark-Loops del' Zeitschichten sind schematisch einge-
zeichnet, die fiir die Korrelation mit dem Nukleon berucksichtigt werden (bei (a)
Xo = 3 und (b) Xo = 5, t.xo = t.x~ = 1).

C;,1' (xo) = ~]M;'L'1' [C'Y5M;'~C'Y5L" M;'~.",,,,
x '

+M;'~.1.", [C'Y5M;'~C'Y5L,,,, M;'~.".1') .

Setzt man in Gleichung 5.13 die entsprechende Kombination von Quarkpropaga-
toren t.q fiir die auftretenden Operatoren P.(x, t) und q(x) ein, kann einer del'
resultierenden Terme als disconnected Amplitude in Iq(t) identifiziert werden:Zllsammengesetzte Teilchen des QeD Spektrurns bestehen aus Linearkombinationen

elementarer Quarks. Beispielsweise beinhaltet das Proton eine farb-singlet Uberla-
gerung von drei leichten u bzw. d Quarks.

Del' freie Quarkpropagator (Spin-Indizes sind unterdrtickt)

I:i'C(t) = (Cp(t) 'L.Tr(M;';)).
y

Die Spur Tr(M;';) wird uber Spin- und Farb-Indizes gebildet. Anschaulich repriisen-
tiert LyTl'(M;';) samtliche Quarkpropagationen von y nach y, also aile gesch.los-
senen ijq Loops aus Bild 5.1. Diese GroBe wird in I:j'C(t) mit del' 2-Punktfunktion
(Propagator) des Protons Cp(t) korreliert und ergibt eine rein disconnected Ampli-
tude in Iq(t).

In Gleichung 5.35 werden aile Diagonalelemente del' inversen Fermionematrix M-l
- inklusive dem Spin- und Farb-Unterraum - benotigt, sodaB herkommliche itera-
tive Krylov-Loser fiir aile Quellen-Punkte des Gitters angewendet werden muBten
(dim(M) mal auf jeder Eichfeldkonfiguration!). Diesel' Rechenaufwand kann jedoch
selbst mit den dCl'zeit verfiigbaren parallelen Supercomputern auf den SESAM/1'XL
Gittern (dim(M) ~ 10°,107) nicht bewaltigt werden.

Stochastische Matrixinversionen, wie sie in Kapitel 3 diesel' Arbeit vorgestellt wur-
den, liefern einen Schatzwert fiir Tr(M;'~) und konnen bei del' Derechnung von
disconnected Diagrammen in Iq(t) bzw. (P!ijq!P) eingesetzt werden. Auf jeder Eich-
feldkonfiguration U muB dafiir berechnet werden:

mit dem ein Quark am art x erzeugt und bd y vernichtet wird, ist die relevan-
te GrundgroBe in hadronischen Analysen. Ausgehend vom Pfadintegralformalislllus
findet man [12, 46J:

mit der Wilson-Fermionenmatrix M. Spin- ulld Farb-Indizes sind ullterdrtickt. Sei
nun die Quelle bei x = 0 fixiert, dann kann t.q aus der Gleichung

bestimmt werden. Formal beschreibt Gl. 5.32 ein System linearer Gleichungen, das
mit Standard-Algorithmen, z.B. sogenannte Krylov-Loser, numerisch aufge16st wer-
den kann. Wichtige Krylov-Loser dafUr sind beispielsweise der Conjugate Gradient
odeI' Minimal Residuum Algorithmus. Weil dcr Quellpunkt des Quarkpropagators
festgelegt wurde, entspricht eine Spalte del' inversen Fermionenmatrix einer Losung • Die 2-Punkt Korrelationsfunktion des Protons Cp(t) mit Standard-Invcrsions-

routinen



(Cp(t) Ly Tr(My,~)) _ ('" Tr(M-1))

(Cp(t)) 7 y,y

canst + (PlqqIP) t

Iq(t) yon connected Diagranllnen stellen trotz diesel' Verdoppelung des Rechenzeit-
aufwandes nicht den zeitkritischen Teil in Berechnungen yon flavor-singlet Obsel'va-
bien dar. Statt dessen definieren die disconnected Diagramme mit 0(400) stocha-
stischen Matrixinversionen, wie in del' vOrliegenden Arbeit verwendet, den Gesamt-
aufwand del' Computersimulation.

• Die Schatzung yon Tr(M;),J mittels einer gewissen Anzahl komplexer Z2
Rauschvektoren

1m Mittel tiber die Eichfeldkonfigurationen wird (PlqqIP) aus dem linearen Anstieg
VOIlRgi

8C fUr t »° bestimmt.

Beitrage yon connected Diagrammen (Bild 5.1 (a)) zu Iq(t) bzw. (Plqq!P) bertick-
sichtigen die Tatsache, daB ein Quark des propagierenden Protons an einelll Ort y
an den Strom AI' koppelt und danach mit den zwei "unberiihrten" Quarks am Ort
x gemeinsam vernichtet wird. 1m Gegensatz zu del' regularen 2-Punkt Korrelations-
funktion des Protons, Cp(t), wiI'd also ein Quarkpropagator t:.q(O, x) in Gleichung
5.34 ersetzt durch

t:.q(O,x) -t Llq(O,x) = I:t:.q(y,x)t:.q(O,y).
y

Die Berechnung yon Llq(O, x) erfolgt in zwei Schritten und wiI'd als Insertion-Technik
bezeichnet [20]:

Folglich kann Llq(O, x') wiederum rnit Standard-Losern iterativ gefunden wer-
den, wenn als Quellen- Vektor anstatt 1)(x) = <lz,o

D ieses 2-Schritt Verfahren verdoppelt den Rechenzeitaufwand fUr connected Dia-
gramme gegentiber normalen 2-Punkt Korrelationsfunktionen, weil zuerst del'
Quarkpropagator t:.q(O, x) iterativ berechnet werden muB und dann ein Gleichungs-
system mit del' modifizierten Quelle 17(X) = t:.q(O, x) gelOst wird. Die Beitrage zu



Kapitel6

i1d3x(,l3(p)I[Ag(x, 0), aO A~(O)lIa(p))

-I d3y(,l3(p)I[QSa, [1£(0), A~(Y', O)]]la(p))

(,l3(p)I[Qsa, [QSa, 1£(O)]]la(p))

(5.1)

(6.2)

(6.3)

Disconnected Diagramme und der
Pion-Nukleon a-Term

1d3xAg(x) und

q(X)(Aa /2hl''Ysq(x),

(6.4)

(6.5)

der Hamilton-Dichte 1£ und beliebigen hadronischen Zustande a(p) und ,l3(p) mit
Impuls p. Ohne chirale Symmetriebrechung ware die axiale Ladung QSa erhalten
und

Die spontane und explizite I3rechung der SU(3)y x SU(3)A chiralen Symmetrie des
QCD Vakuums ist cng verknupft mit Observablcn der flavor-singlet Physik [17J.
Der Pion-Nukleon a-Term a"N indiziert per Definition die explizite chirale Sym-
metriebrechung der QCD und enthalt sowohl I3eitrage von connected wie auch von
disconnected Diagrammen, die im vorhergehenden Kapitel eingcflihrt wurden. Der
Schwerpunkt dieses Kapitels liegt auf der Bcrechnung der disconnected Diagramme
fur a"N mit stochastischen Matrixinversionen. Gemeinsam mit den Amplituden der
connected Diagramme folgt fUr die SESAM Eichfeldkonfigurationen mit dynami-
schen Wilson-Fermionen a"N = 18(5)MeV [38J. Aktuelle Experimeute ergeben in
Obercinstimmung mit bisherigen quenched Analyscn [23, 24] einen grof3crcn Wert
von a"N ::e 45M eV [67]. In der vorliegenden Gittcrbestilllmung von a"N kann kei-
ne Skalenanalyse durchgefUhrt werden, weil nur ein Gitterabstand a zur VerfUgung
steht. Deshalb kiinnen systematische Fehlcr, wie z.B. die Cut-Off Abhangigkeit,
nicht abgeschatzt werden. Weitere Unsicherheiten resultieren ans der Bestimmung
der leichten Quarkmasse m'ight in Simulationen der vollen QCD.

Speziell fUr Nukleonen mit Impuls p = 0 wird der Pion-Nukleon a-Term definiert
als:

mit der Nukleonmasse M. Exakte Isospin-Symmetrie (mu = md) und die Vcrtau-
schungsrelationen der Stromalgebra fUr skalare und pseudo-skalare Dichten, 1Lj

qAiq bzw. Vi = -iq>'nsq,

o(xo)[Qs,(xo), 1Lj(x, xo)]
o(xo)[Qs,(xo), Vj(x, xo)]

-id.jkVk(0)04(X)
+id.jkUk(0)04 (x),

((J.8)

(6.9)

1 mu+md -
a"N = 2M 2 (Nluu + ddIN).

Hadronische Matrixelemente wie (NlqqIN) sind irn niederenergetischen I3ereich der
QCD nicht mit stiirungstheoretischen Methoden zuganglich, und die GitterreguIari-
sierung stellt den einzigen nicht-stOrungstheoretischen Rechenansatz dar.

Die Lagrangedichte LQCD der QCD mit 3 cntarteten Quark-flavors (u, d, s) hat fUr
mq = 0 eine chirale SU(3)y x SU(3)A Symmetrie, die spontan gebrochen ist. Daraus
resultieren, als Goldstone Bosonen, die 8 leichten pseudo-skalaren Mesonen, bzw. fur
die SU(2)y x SU(2)A Symmctrie (mu = md = 0) die Pionen 1f-, 1f+ und 1fo.

Soft-Pion Thcorerne, wie beispielsweise die Goldbergcr-Treiman Relation [64J oder
die Adler-Weisberger Summenregel [65] basieren auf einer exakten chiralen Synune-
trie und sind nicht sensitiv auf die spontane Symmetriebrechung. Als ein Maf3 fUr

Die Bestimmmung von a"N aus experirnentellen Daten beinhaltet grof3e Unsicher-
heiten, die im folgenden kurz aufgefUhrt werden sollcn. Ausgehend von der Stromal-
gebra und PCAC (partially conserved axial vector current) Relationcn findet man fUr



die gerade Pion-Nukleon Streualllplitude lJ+(t) am llnphysikalischen Chellg-Dashell
Punkt t = 2m; [18]:

sollten sich fUr Ar die Deitrage von disconnected Diagrammen gegenseitig aullieben.l

Die Annahllle in Gleichllng 6.18 bedeutet, daB die Gluonen, welche fUr die dis-
connected Amplitude relevant sind, keine unterschiedlichen Quark-flavors "spiiren".
Die Gluonen sind flavor-neutral und die Wahrscheinlichkeit fUr die spontane Er-
zeugung eines qq Loops aus dem Vakllum ist nir u, d und s Quarks gleich groB
(mu = 7nd = 111,). In dieselll Falle ware das QCD Vakuul11 flavor-syml11etrisch,
und jeder Quark-flavor tragt gleichermaflen zu den disconnected Diagrammen bei.
AusfUhrlich wird die flavor-Symmetrie des QCD Vakuums in [66] diskutiert.

Viele weitere, physikalisch relevante Strome haben eine almliche Struktur; so der
flavor-triplet Strom AL der keine Deitrage von s Quarks mehr enthalt:

mit der Pion Zerfallskonstante {;. Neuere Analysen liefern unter Berucksichtigllng
hoherer Ordnungen in der chiralen Storllngsrechnung den leicht reduzierten Wert
[67J:

oder der in der QED wichtige elektromagnetische Vektor-Strom:

2 1 - 1
)'1' = -u"Vl'u - -d"Vl'd - -s"Vl's.
0"'3' 3' 3'stellt eine weitere theoretische Unsicherheit dar. Die aktuellsten Analysen [67, 19]

im Rahmen der chiralen St6rungstheorie sind innerhalb der Fehler konsistent und
ergeben Unabhangig davon, wie genau die disconnected Beitragc von u, d und s Quarks auch

iibereinstimmen mogen, ist die Situation bei flavor-singlet Stromen prinzipiell eine
andere, weil iiberhaupt keine Differenzen zwischen den Beitragen gebildet werden.
Beispielsweise der skalare flavor-singlet Strom,

1m vorangegangenen Kapitel wurdcn zwei unterschiedliche Diagrammtypen einge-
fii hrt, die bei der Bestimmung von hadronischen Matrixelementen grundsatzlich
auftreten konnen:

addiert aIle Beitrage auf, sowohl von den connected wie auch von den disconnected
Amplituden.

Fur eine erste Abschiitzllng der disconnected Beitrage in a"N werden zwei weitere
Matrixelel11ente definicrt:• Connected Diagramme, DUd 5.1 (a)

• Disconnected Diagramme, Dild 5.1 (b)

Man erwartet cine Aufspaltung gemafl:

(NIAI'IN)
(NIA1.IN)conn + (NIAI'IN)dilC'

mit dem skalaren flavor-octet Strom A~ = uu + dd - Us und der sogenannte y
Parameter:

2(NlssIN)
y = (Nluu + JdIN)

1m Gegensatz Zll der direkten Ankopplung eines externen Stromes AI' an ein NIl-
kLeon, z.D. ein Proton, kann auch eine gluonische Wechselwirkung iiber qq Paare,
die aus Vakuumflllktuationen der QCD entstehen, stattlinden. Maflgeblich fUr die
Wechselwirkung ist die Struktur van AI" Angenommen AI' sei der flavor-octet Strom

ao
a"N=--·1-y

'Das gilt nattirlich nicht fUr die connected Bcitrage, weil beispielswcisc (NlsrsIN)co"" = 0 '!
(NliiruIN)co.m ist.



40 - 60M eV (Fukugita)
49.7 ± 2.6MeV (Liu) ,

Mit dem aktuellen experimentellen Wert fUr IJnN aus dem letzten Abschnitt folgt
sodann

IJnN = 1.4 _ 1.9,
170

stimmen innerhalb del' statistischen Fehler mit den Experimenten uberein. In beiden
Simulationen sind die Beitrage del' disconnected Arnplituden um einen Faktor 2
griif3erals die connected Deitrage.

Mit den SESAM Eichfeldkonfigurationen ist nun eine IJnN Analyse in del' voUen QeD
mit dynarnischen Fermionen miiglich. Aufgrund des eingeschrankten Ensembles (200
Konfigurationen pro Quarkmasse) werden verbesserte stochastische Matrixinver-sio-
nen mit komplexem Z2 Rauschen fiir die disconnected Diagrarnme verwendet und
mit del' Volume-Source Methode verglichen.

Da ein Proton P, beispielsweise, keine s Quarks als Konstituenten enthiilt, folgt aus
y t- 0 direkt ein Deitrag yon disconnected Diagrammen, namlich

Eine Destirnrnung yon anN muf3 disconnected Diagranllue in die Analyse llliteinbe-
ziehen. In den folgenden Abschnitten dieses Kapitels wird eine Gitterrechnung EliI'
die hadronischen skalaren Matrixelernente (PlqqIP) und fUr anN, basierend auf den
SESAM/TXL Eichfelclkonfigurationen mit dynamischen Wilson-Fermionen, priisen-
tiert.

6.4.2 Disconnected Diagramme: Volume-Source versus
Z2 Rauschen

Mit cler globalen Summationsmethode konnen disconnected Amplitnden in (PlqqIP)
aus dem Verhaltnis

(Cp(t) Ly Tr(My~~)) _ ('\'Tr(M-J))

(Cp(t)) 'T y,y

canst + (PlqqIP)di,c t

bestirnmt werden. HierfUr wird die Spur uber die inverse Wilson-Fermionenmatrix
Tr(M-I) benotigt. In Kapitel 3 wurde ausfUhrlich erlantert, wie mit verbesserten
stochastischen Matrixillversionen Tr( M-I) auf den SESAM Eichfeldkonfigurationell
geschatzt wird. Das gesuchte Matrixelement wird aus dem linearen Anstieg yon R~iSC

fur t »0 bestimmt. Um die Statistik zu erhiihen wird uber vorwarts- bzw. ruckwarts
gerichtete Spinkomponenten gemittelt.

Die resultierenden disconnected Alllplituden

In fruheren quenched Simulationen [20, 21, 22] wurden stets nur die connected Dia-
gram me fUr anN mitberucksichtigt mit vergleichsweise kleinen Resultaten,

die, wie bereits gezeigt, auf zusatzliche Beitrage ails disconnected Diagrammen hin-
weisen. Zwei neuere Arbeiten in del' quenched Niiherung schlief3endisconnected Dia-
gralllme in die Analyse ein.

Fukugita et al. [24J benutzten fUr die disconnected Diagramme die Volume-Source
Methode [24] und die Insertion-Technik [201fUr die connected Beitriige bei einem
Gitterabstand a-I = 1.5GeV. Diese Methode fUr die disconnected Diagramrne erfor-
dert ein groBes Ensemble yon Eichfeldkonfigurationen (0(300 - 400), abhiingig von
del' verwendeten Quarkmasse). Liu et al. [23Jdagegen verwendeten stochastische Ma-
trixinversionen mit komplexem Z2 Rauschen fUr die disconnected Diagramme auf
einem kleinen Ensemble (25 Konfigurationen, bzw. 50 fUr connected Diagranlllle)
bei a-I = 2GeV. In beiden genannten Arbeiten werden die Ergebnisse clominiert
durch die grof3en statistischen Fluktuationen in den disconnected Diagrammen. Die
Ergebnisse del' Gittersimulationen,

fUr die unterschiedlichen SESAM Quarkmassen (!t,ea = !troop) sind in Dild 6.1 darge-
stellt. Die statistischen Fehler bei diesel' Methode betragen etwa 50% und resultieren
aus einer jackknife-Analyse mit einer Blockgriif3e yon 5 Konfigurationen.

1m Vergleich dazn zeigt Bild 6.2 das Signal fUr Dq mit del' Volume-Source Methode
bei !t,ea = !troop = 0.1560, was einer Inversion mit del' ausgebreiteten QueUe



entspricht, und gezeigt wird die Amplitude mit komplexem 7,2 Rauschen. Bei der
Volurne-
Source Methode tragt auf jeder Konfignration ein groBer, nieht-eichinvarianter Teil
zu Tr(M-1) bei, der erst irn Mittel tiber viele Konfigurationen unterdrtiekt wird
[24].
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Dei der gleichen Anzahl an Konfigurationen (gleiche Statistik) ergibt die Volllme-
Source Technik - wie erwartet - das sehlechteste Signal flir Dq und wird daher im
folgenden nicht weiter betrachtet.

Fur "'/oop = "', = 0.15608 ergeben sieh die Bcitrage zu D,:

Die zugehiirigen Signale flir D, sind analog zu Du,d' Aile Ergebnisse der linearen Fits
mit der globalen Sllmmationsmethode sind in Tabelle 6.1 zusammengetragen. Inner-
halb der groBen statistischen Fehler wachst Dq bzw. D, mit abnehmender Quark-
masse an, und eine Brechung der f1avor-Symmetrie (Dq =f. D,) ist nieht signifikant.

K,ea Dq ("'/oop = "'''a) D, ("'/oop = 0.15608)

0.1560 086(54) 0.79(54)
0.1565 1.76(76) 1.74(74)
0.1570 3.22(1.68) 319(1.61 )
0.1575 2.09(l.lH) 1.85(1.44)

Tabelle 6.1: Disconnected Amplituden Dq und D, ftir die 4 SESAM Quarkmassen
(globale Summation, komplexes Z2 llauschen).

,
, i . i

1 i ! iJ-t
!!U',
Hi: i I, I I , '
1 I '

R
q ~-·""'r

I,
1
i

Abbildung 6,1: R:UM(t) mit komplcxem Z2 Rausch en und globalcr Summation auf
den 4 SESAM Quarkmassen. Die durchgezogcnen Linien entsprechen den linearcn
Fits flir die disconnccted Amplituden Dq.



Wie im vorausgehenden Kapitel bereits diskutiert wurde, kann die Plateau-Akkumu-
lations Methode (PAM) mit einer besseren Grundzustandsprojektion den statisti-
schen Fehler in den Amplituden von disconnected Diagrammen reduzieren.

Das gesuchte Matrixelement (PlqqIP)di&C folgt aus (1 ~ Ilxo, Ilx~ ~ xo):

mit t' = Xo- Ilx~ - Ilxo.

Die resultierenden disconnected PAM Amplituden mit Ilto = Ilt = 1 sind in Gild 6.3
flir die 4 SESAM Quarkmassen dargestellt. Deutlich ist der gegenliber der globalen
Summation reduzierte statistische Fehler zu erkenncn. Vollkommen analoge SigIlale
ergeben sich fUr D, (11:"0 = II:/oop = 0.15608). Zusatzlich ist in Bild 6.4 das SignaL fUr
die disconnected Amplitude bei 11:"0 = 0.1575 auf den SESAM Konfigurationen im
Vergleich zu den TXL Gittem eingezeichnet. Auf den groBeren Gittem ist das Signal
starker ausgepragt und erstreckt sich liber mehr Zeitschichten als bei den SESAM
Gittem.

Aile Ergebnisse fUr Dq und D .•sind in Tabelle 6.2 aufgelistet und stimmen innerbalb
der statistischen Fehler mit den Werten der Summationsmethode liberein. Bei 11:"'0 =
0.1575 stimmen die Fit-Ergebnisse flir Dq von SESAM und TxL ebenfalls innerbalb
der Fehler liberein. Obwohl das Signal bei TxL starker ist, bleibt der jackknife-Fel1ler
der Amplitude nahezll gleich (s. Tabelle 6.2).

Auch bei der PAM Methode wachst Dq bzw. D, mit verschwindender Quarkm<l.Sse
an. Die flavor-Symmetric D, = Dq ist innerhalb der statistischen Fehler realisiert.

Bei der Plateau-Akkumulations Methode mnB die disconnected Amplitude uoab-
hangig von dem verwendeten Summationsbereich Ilt sein. Dieser Test wurde auf
den SESAM Eichfeldkonfigurationen in dem Bereich 1 ~ Ilt ~ 6 durchgefUhrt, und
die entsprechenden Parameter aus den linearen Fits sind in Bild 6.5 dargestellt. Eine
Abhangigkeit der disconnected Amplitude Dq von Ilt ist innerhalb der Fehler bei
keiner Quarkmasse ersichtlich.

]
I ; !l--H
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Abbildung 6.2: R:UM(t) bei der schwersten SESAM Quarkmasse 11:•• 0 = II:/oop =
0.156 mit Volume-Source (links) und komplexelll Z2 Rauschen (glob ale Summation).



25

to 20

15

25

~ 20

15

/":,. J, ,. '
J, .

K~ea Dq ("'oop = ",.a) D, ("'oop = 0,15608)

0.1560 1.63(37) 1.52(35)
0.1565 1.49(45) 1.52(44)
0.1570 1.67(71) 1.64(68)
0.1575(SESAM) 2.68(93) 2.49(86)
0.1575(TXL) 2.77(81)25

~ 20

15
Tabelle 6.2: Disconncctcd AlIlplituden Dq und D, fUr die 4 SESAM Quarkmassen
(komplexes Z2 Rauschcn, PAM) und fUr " .••a = 0.1575 TXL.

Rq .• 1--
!

Ksea=O.1575 <Tx.L} i

vi);: I j
1 j ~

; J
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Abbildung 6.3: R;AM (t) mit b.to = b.t = 1 fiir dic 4 SESAM Quarkmassen (",.a =
"loop, kornplexes Z2 Rauschcn, PAM). Die disconnected Amplitude Dq folgt aus dem
linearen Fit (durchgezogene Linie).

Abbildung 6.4: R;AM (t) bei ",.a = "loop = 0.1575 fiir die SESAM (links) und 1'XL
Eichfeldkonfignrationen (rechts) (komplexes Z2 Rauschen, PAM). Die durchgezoge-
nen Lillien entsprechen dell linearcn Fits fUr Dq.



6.5 Connected Diagramme und die chirale
Extrapolation fUr (JrrN

wurde sowohl die globale Summation als auch die Plateau-Methode und die Inser-
tion- Technik verwendet. Die zugehorigen Signale finden sich in [38Jund die Ergebnis-
se der linearen Fits sind in Tabelle 6.3 aufgelistet. Innerhalb der statistischen Fehler
stimmen die Resultate beider Methoden iiberein, wenngleich die globale Summation
kleinere statistische Fehler impliziert.

Ferner wurden die connected Amplituden Cu und Cd auch auf den TXL Gittern
bestimmt (Ksea = 0.1575) und in Tabelle 6.3 eingefUgt. Innerhalb der statistischen
Fehler stimrnen die Resultate fUr Cu,d mit den SESAM Ergebnissen i.iberein. Mog-
liche Volumen-Effekte in den beiden Simulationen sind hier nicht zu erkennen.

I I I I ! I I ! I I I I
In Abbildung 6.6 sind clie linearen Extrapolationen zur leichten Quarkmasse 7nlight =
0.158462 [451dargestellt, wenn die SESAM Amplituden der Summations-Methode
fUr connected uncl die PAM Amplituclen fUr disconnected Diagrarnme verwendet
werden. Zusatzlich sind fUr K"a = 0.1575 auch clie TXL Datenpunkte in Bild 6.6
eingetragen.

am ist eine RenOrIllierungsgruppen-Invariante und bedarf deshalb keiner weiteren
Renormierung. Nach Multiplikation mit clem Cut-Off a;\ = 2.30GeV, bestimll1t aus
der Massenanalyse fUr das p Meson [45], und mlight folgt:

Die Fehler entsprechen einer vollstandigen jackknife-Analyse, die auch die statis-
tischen Felder in a;l und m,ight einschlieBt. 1m Vergleich zum experimentellen Wert
a~N ~ 45MeV ergibt die Gitterbestimrnung auf den SESAM Konfigurationen einen
kleincren Wert. Ohne Skalenanalyse, die mit einem Gitterabstand a fUr die
SESAM/TXL Simulationen nicht rnoglich ist, konnen systematische Feltler wie z.B.
die Cut-Off Abhangigkeit, nicht abgeschatzt werden.

Das Verhaltnis der connected zu disconnected Arnplituden

Abbildung 6.5: Die disconnected Amplitude Dq mit der in Abhangigkeit van dem
Summationsbereich t:.t auf den SESAM Koufigurationen (komplexes Z2 Rauschen,
PAM).

(Pliiu + ddIP)di,c 2Dq

Rd/c = (Pliiu + ddlP)con = Cu + Cd = 1.26(57)

ist wesentlich kleiner als in cler quenched Simulation [24]' R~/:nch= 2.23(52). Dieses
Ergebnis deutet auf un quenching Effekte hin.



Methode "'$ca Cu Cd Cu+d
01560 2.08(4) 1.13(2) 3.21(5)

SUM 0.1565 2.13(6) 1.18(4) 3.31(9)
0.1570 2.26(11) 1.34(6) 3.60(17)
0.1575(SESAM) 2.40(16) 1.46(13) 3.86(28)
0.1575(TXL) 252(6) 1.47(4) 3.99(10)
0.1560 1.92(5) 1.05(4) 2.98(8)

PLATEAU 0.1565 1.99(8) 1.15(5) 3.15(13)
0.1570 2.08(13) 1.27(11) 3.35(24)
0.1575 2.26(14) 1.33(11) 3.59(23L

Kapitel7

Tabelle 6.3: Connected Amplituden Cq fiir (J~N lllit globaler Summation und Plateau-
Methode (Insertion- Technik). Zum Vergleich sind fiir K. •• a = 0.1575 die Werte von
SESAM und TXL (SUM) aufgelistet.

Der Proton-Spin und die axiale
flavor-singlet Kopplung c1
Die axiale flavor-singlet Kopplung des Protons ist definiert als das Matrixelement
des axialen flavor-singlet Stroms A~ zwischen zwei Protonzustanden:

.,
!i

Ii
!i

lj
iT
I!

·············j·i····
;
j

A~ = z1 L {j'y/.'Ysq·
U,d,$

1
·········1····· ..

+;
;
;

'Ii

zl ist die Renormierungskonstante des axialen Stroms illl Kontinuum. In diesem
!Capitel wird G~ in einer Gitterrechnung mit den SESAM/TXL Eichfeldkonfigura-
tionen bestimmt. Wie in der (J~N Analyse werden die Beitriige von connected und
disconnected Diagrammen, welche beide gleicherma13en zu G~ beitragen, einzeln
ausgewertet.

7.1 Experimentelle Bestimmung yon G~

~_.- ---- ---. --- ----- --~~-- ----~--~ -J(---_. ------..,. - -__. _--- •.. 10( 1m Laborsystem kann der differentielle Wirkungsquerschnitt der polarisierten Lep-
ton-Nukleon Streuung folgenderma13en pararnetrisiert werden:

Ol.-_--' __ --l. __ -L__ -'-__ ...J......_---'
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

rnq

Abbildung 6.6: Lineare Extrapolationen der connected und disconnected Amplitu-
den Cu,d bzw. 2Dq zur leichten Quarkrnasse m'ight· Bei rnq ~ 0.02 (K.••a = 0.1575)
ist zusatzlich der TXL Datenpunkt eingetragen (links versetzt).

mit dem leptonischen bzw. hadronischen Tensor Ll'v, W/lV, der Ellergie des einlau-
fcnden (auslaufenden) Lcptons E (E') und der Nuklconmasse M. Eille allgemeine
Parametrisierung von WI'V ist gegeben dutch



W;v +iW:v
F (_ + ql,q,,) + F ( _ PINI.) ( _ pqqv) ( .)

1 91'1' 2 2 PI' 2 PI' 2 pqq q q

M ( [ . "] ). p" "sqp
+1 pq f.IJVpoq S 91 + S - pq 92

Weitere Informationen liber die Polarisationen der Quarks sind in den nicht-fla.vor-
singlet axialen Kopplungskonstanten

enthalten. G~ und G~ haben als flavor-triplet bzw. flavor-octet GriiBen keiue a.xia-
Ie Anomalie uud kiinnen aus dem Neutron- und Hyperon Beta-Zerfall bei q2 = 0
bestimrnt werden. Unter der Annahme 6.s = 0 folgt dann die Ellis-Jaffe QCD S um-
menregel [74]

mit den Spin-unabhiingigen Strukturfunktionen F1 uud F2 und den Spin-abhiingi-
gen Strukturfunktiouen 91, 92. 1m Experimeut kiinnen bei geschickter Wahl der
Polarisationsrichtungen die Strukturfunktionen F1 und F~elimiert werden, und die
Spin-abhiingigen Funktionen folgen aus den Asymllletrien:

doH - dort doH - dot ...•
All = doH + dot 1 ' A l = do."" + dot ...•

1'p(Q2) _ 1 3 5 8
I - 12GA + 36GA'

und es ergibt sich folgender Wert fUr 1'\'(Q2) (ohne QCD Korrekturen):

dott (doH) ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir longitudinal polarisierte
Leptonen parallel (anti parallel) zum longitudinaleu Proton-Spin, bzw. dok' (doH)
fUr Lepton-Spin autiparallel (parallel) zurn Lepton-Impuls und Nukleon-Spin quer
zurn Lepton-Impuls.

Das erste Moment der Spin-abhiingigen Strukturfunktion 91 ist defiuiert als

bzw. I'\'(Q2) = 0.171(6) (G~ ~ 0.58) mit Korrekturtermen der 1. Ordnung (bei
Q2 = 10GeV2)1

Im Parton-Modell entspricht die axiale flavor-singlet Kopplung des Protons G~ dem
Tei! des Proton-Spius, der von den Konstituenten getragen wird. DaB G~ <7' ~ 0.29
irn Experiment kleiner ist als die Vorhersage der Ellis-Jaffe Summenregel (GAL =

. . ~M
0.58) zClgt die Grenzen des Parton-Modells auf: die Quarks unterliegen auch der
starken Wechselwirkung (QCD) und gluonisclle Beitriige (disconnected Diagralllme)
erklareu den kleineren experimentellen Wert fiir G~ (6.s oF 0).

Unabhangig vom Parton-Modell kiinnen in Gittersimulationeu rnit nicht-sWrlLngs-
theoretischen Methoden die connected und disconnected ileitrage zu 6.q unel G~
getrennt bestimmt werden und mit den Experimenten bzw. den QCD Summenre-
geln verglicheu werden.

und kann aus der tief inelastischen Lepton-Nukleon Streuung bestimmt werden.

Im Parton-Modell geht man davon aus, daB ein Proton aus drei Konstituenten (Par-
toneu) aufgebaut ist. Iunerhalb dieses Modells kanu r\'(Q2) mit dem Spin einzeiller
Quarks in Verbindung gebracht werden [27J:

1'j = ~ L: e~6.q(Q2) = -~ L:e~(plijI'IJ1'5qlp)slJ
q=u,d,$ q

Q2[GeV2] 6.u 6.d 6.s G~ I

[76] 10 0.83(3) -0.43(3) -0.10(3) 0.31(7)
[77] 3 0.82(3) -0.14(3) -011(3) 0.27( 4)

Tabelle 7.1: Beitrage 6.q zum Proton-Spin und die axiale Kopplung G~ aus zwei
unterschiedlichen Analysell, basierend auf neueren experimentellen Daten.

Aus den aktuellen experimentellen Ergebllissen der Proton-, Neutron-, und Deuteron-
Streuung [78, 81, 79, 80, 75], folgen die Werte flir 6.q und

G~ = L: 6.q
q~u,d,s

,'Frilhere Expcri~ncllte ermittelten ails der Proto II-Lepton StreulIllg r~ = 0.126 ± 0.018 [731
(G A = 0.12(17)). Dlese Dlskrcpanz zu der Vorhersage aus der Ellis-Jaffe QeD SUlIlrnellTcgc!IOste
dIe sogellallnte Proton-Spin Krise aus. Eine ausfilhrliche Darstellullg der Proton-Spin Krise fiudct
sich in [27].



dem Gitter problematische Derechnung aufgrund groBer statistischer Fluktuationen
beider GroBen.

G~ kann prin7,ipiell iiber Gleichung 7.18 bestimmt werden und umgeht unter Aus-
nut7,ung der axialen Anomalie die direkte Berechnung der disconnected Diagram-
me, wenngleich statt dessen neue Unsicherheiten und FehlerCjuellen in die Methode
Ein7,ug linden, z.8. unterschiedliche Delinitionen der topologischen Ladung, die in
Kapitel 4 bereits diskutiert wurden. In dieser Arbeit wird die topologische Methode
nicht wei ter betrachtet.

In Kapitel 5 wurde bereits erklart, wie hadronische Matrixelemente, die die Wech-
selwirkung eines Nukleons mit einem extern en Strom,

charakterisieren, auf dem Gitter berechnet werden konnen. Auch fiir den axialen
flavor-singlet Strom

A~ = L: ii"(I"YsQ (7.15)
q=U,d,8

trEten sowohl connected als auch disconnected Diagramme auf (s. Dild 5.1).

GEgeniiber dem skalaren Strom beim Pion-Nukleon Sigma-Term awN ist die Dirac-
Struktur nun r = "(1'''(5' Aile weiteren Berechnungen verIaufen analog zu awN und
werden in den folgenden Abschnitten besprochen.

Die flavor-octet bzw. flavor-triplet Kopplungskonstanten des Protons, G~ bzw. G~,
die keine Beitrage von disconnected Diagrammen haben, wurde bereits vor mehreren
.Jahren mit verhaltnismaBig kleiner StaLisLik in der quenched Naherung besLimmt
185,86,87J.

Eine genauere quenched-Analyse prasentierte die QCDSF Kollaboration mit einer
O(u) verbesserten Wirkung und groBer Statistik (0(100) - 0(500) Eichfeldkonfigu-
raLionen) [88J. Eine nicht-sti.irungstheoretische Renormierungskonstante ZJs wurde
benutzt [89]. Mit drei unterschiedlichen Kopplungskonstanten (3 konnte der Konti-
nuumslimes a --+ 0 betrachtet werden. Innerhalb der Fehler stimmt der Wert fiir G~
mit dem Experiment iiberein [88].

nisherige Gittersimulationen flir die axiale flavor-singlet Kopplung des Protons G~,
die sowohl connected als auch disconnected Diagramme mitberiicksichtigen, sind
von Liu et al. [25] und Fukugita et al. [26] ebenfalls nur in quenched Naherung
mit Wilson-Fermionen durchgeflihrt worden. Liu et al. benutzte ein 163 x 24 Git-
ter bei (3 = 6.0 und 25 Eichfcldkonligurationen bei drei unterschiedlichen Quark-
massen. Fiir die disconnected Diagramme wurden stochastische Matrixinversionen
mit komplexem Z4 Rauschen verwendet, wahrend die connected Diagramme mit
der Insertion-Technik und der globalen Summationsmethode [20] berechnet wur-
den. Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.2 zusammengefaBt. Fukugita et al. (163 x 20
Gitter, (3 = 5.7) analysierte G~ auf 300 Eichfeldkonligurationen und benutzte flir
die disconnected Diagramme die Volume-Source Methode [24J. Die Ergebnisse sind
ebenfalls in Tabelle 7.2 aufgefiihrt. In beiden Fallen wurde cine tadpole-verbesserte
Renormierungskonstante [90]

AJlstatt connected und disconnected Diagramme, die beide zu G~ beitragen, direkt
auszurechnen, benut7,t die topologische Methode die axiale Anomalie und vermeidet
in<!irekt die aufwendige Derechnung der disconnected Diagrarnme. An dieser Stelle
sei kurz die Methode vorgestellt. Details, weitere Probleme und Ergebnisse linden
sieh in [83J bzw. in [84J.

Die axiale Anornalie im chiralen Limes (mq = 0)

enthalt die topologische Ladungsdichte q(x) (siehe Gleichung 4.4). In das gesuchten
Matrixelement (p', sIA~(q)lp, s) kann die axiale Anomalie eingeset7,t werden. Nach
Fouriertransformation folgt

mit Nf Fermionen, der starken Kopplungskonstante Q" und den Proton-Irnpulsen
p und p'. 1m Ruhesystem des Protons, wenn p in Richtung des Impulsiibertrags q
polarisiert ist, gilt im Limes q --+ 0:

1 101)' Q,-iISJ2(, 1 ()I )G A = sl'(p, S AI' p, S = hm 2Nf4---::;-::;- p, s q x p, s .q...•o 1r q S

verwendet.

Die Ergebnisse flir G~ sind von den statistischen Fehlern der disconnected Diagram-
me dominiert. Abweichungen bei G~ von den experimentellen ResultaLcn ki.innen
AllfschluB iiber die systematischen Fehler der Gitterrechuungen geben, z.B. die quen-
ched Naherung oder Cut-Off Effekte. In beiden Simulationen aber sind die Beitrage
von den disconnected Diagrammen statistisch signifikant und negativ. Dekraftigt

II}, einer Gittersirnulation mit der topologischen Methode muB also zusatzlich zum
chiralen Limes noch die Extrapolation zum Impulsiibertrag q = 0 durchgefiihrt wer-
den. Ferner wird flir die rechte Seite von Gleichung 7.18 die Korrelation von impuls-
behafteten ProLonen mit der topologischen Ladungsdichte q(x) benotigt - cine auf



~u ~d ~s G3 G1
A A

[25] 0.79(11) -0.42(11) -0.12(1) 1.20(10) 0.25(12)
[26] 0.638(54) -0.347(16) -0.109(30) 0.985(25) 0.18(10)

Tabelle 7.2: Axiale Kopplungskonstanten und die einzelnen Beitiige zum Proton-Spin
~q in bisherigen quenched QCD Simulationell.

wird damit das Dild, demgemii13 reine Quantenfluktuationen des QCD Vakuums
den Wert fUr G~ reduzieren. 20
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Die Oerechnung der connected Diagramme aus Bild 5.1 verHiuft vollauf analog zur
(JKN Analyse mit der modifizierten Spin-Struktur:

Die globale Summationsmethode [201 - wie in Kapitel 5 beschrieben - berechnet
R~UM(t) mit der Insertion-Technik. Die gesuchte connected Amplitude

folgt aus dem asymptotischen, linearen Anstieg in

R~UM (t) ':'f' canst + (Plii11"YsQIP)conn t .

In Bild 7.1 ist R~UM(t) fUr q = u bzw. q = d fiir die 4 SESAM Quarkmassen
eingezeichnet. Urn die statistischen Fehler zusiitzlich zu minimieren, wurde iiber die
Spin-Kornbinationen

r = 1115 , 1215 , 1315 (7.23)
und vorwiirts- bzw. riickwartslaufende Spin-Komponenten gemittelt. Fiir alle Quark-
rnassen ist "'val = "',ea'

"s0.=0.1560 "'Q""

'so.=0.1565 f· .." ... :

'so.=0.1570 L __ ,, _

'so.=0.1575 L._<>-._,

Abbildung 7.1: Connected Deitriige zu G~ auf den SESAM Konfigurationen:
R~IJM(t) fUr q = lL und q = d mit globaler Summation. Die durchgezogenen Li-
lIien entsprechen den linearen Fits iir Cu,d.

Die Parameter der linearen Fits fUr Cq sind in Tabelle 7.3 zusammengefa13t. Zum
Vergleich sind bei "'lea = 0.1575 auch die Fit-Ergebnisse von den TXL Gittem
angegeben, um die Volumen-Effekte beider Simulationen abzllschiitzen. Innerhalb
der statistischen Fehler stimmen die Werte fUr Cd iiberein. Die Abweichllngen bei
Cu sind kleiner als 7%.

Statistische Fehler wurden mit der jackknife-Analyse bestimmt (Olockgro13e:5 Kon-
figurationen). Die Abhiingigkeit der connected Amplitllden von der Quarkmasse ist
gering.



Erst mit der Plateau-Akkumulations Methode (PAM), die statistische Fehler in dis-
connected Diagrammen reduziert, werden Signale sichtbar. In Dild 7.2 ist R~AM (t)
fUr die 4 SESAM Quarkmassen eingezeichnet, wobei

K~ea = Kval Cu Cd

0.1560 1.100(8) -0.307(3)
0.1565 1.102(11) -0.308( 4)
0.1570 1.025(12) -0.297(8)
0.1575(SESAM) 1.018(24) -0.295(10)
0.1575(TXL) 1.086(11) -0.310(6)

gewiihlt wurde. Eine 6.t Analyse, wie sie nir a~N durchgefUhrt werden konnte, liiBt
die statistische Gute der Signale nicht zu. Gezeigt werden nur die Daten fUr 6.to =
6.t = 1.

Ta.belle 7.3: Die axialen connected Arnplituden Cu und Cd mit globaler Summation
aui den SESAM Konfigurationen. Zusiitzlich ist der Wert auf den TXL Gittern bei
K"ea = 0.1575 angegeben.

Man erwartet fUr mq -t 0 eine Verschlechterung des Signals bei leichteren Quark-
massen unci beobachtet fUr K, •• a = 0.1575 auf den SESAM Konfigurationen ein
sehr schwach ausgepragtes Signal. Fur die groBeren TXL Gitter ist das Signal bei
derselben leichten Quarkmasse erwartungsgemaB starker, und fUr die weitere Ana-
lyse werden clie TXL Daten fUr R~AM(t) verwendet, weil die finite-size Effekte in
dem graBen statistischen Felder der disconnected Amplituden nicht aufgelost wer-
den konnen. Durch diese Ersetzung liegen Signale fUr R~AM (t) von vergleichbarer
statistischer Qualitat fUr alle Quarkmassen vor.

Bild 7.4 zeigt R~AM (t) fUr das Matrixelement

Dei der Analyse der disconnected Diagramme in Bild 5.1 mit der globatcn Summa-
tionsmethode wird - wie bei a~N - das Verhiiltnis (fUr {t = 3)2 betrachtet:

mit K,loop = K" auf der schwersten und leichtesten SESAM Quarkmasse K, = 0 156
bzw. K"ea = 0.1575. Die Masse des s Quark-Loops entspricht "ea·

In Tabelle 7.4 sind die Ergebnisse der linearen Fits fUr Dq bzw. D.•zusannnengetra-
gen. Innerhalb der graBen statistischen Fehler ist die Abhangigkeit der Amplituden
Dq bzw. D, von cler Quarkmasse mq klein. Die Daten sind vertraglich mit der flavor-
Symmetrie des QeD Vakuums, also Dq :::' D,.

Urn die Statistik zu erhohen wird uber vorwiirts und riickwarts gerichtete Spin-
Komponenten gcmittelt. Die disconnected Amplitude

folgt aus dem asymptotischen linearen Ansticg in R~UM (t).

1m Unterschied zu der a~N Analyse liefert clieglobale Summation keinen statistisch
signifikanten lillearen Anstieg in R~uM, weil das Rauscben in den Daten zu groB ist.

2Die Spin-Kombinationen /l = 1 und /l = 2, also r = '"II '"15 und r = '"1215, haben eine nieht-
diagonale Struktur im Spin-Unterraum und kiinnen aueh mit verbesserten stoehastisehen Matri-
xirlversionen nieht ausreiehend genau gesehatzt werden (siehe Kapit.l 3), d.h. in diesen Kanalen
isl. kein Signal fUr R~UM oder R~AM zu beobaehten.



"'&ea Dq D,

0.1560 -0.146(60) -0.163(58)
0.1565 -0.177(97) -0.125(74)
0.1570 -0.119(62) -0.129(82)
0.1575 -0.124(62) -0.184(76)
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Tabelle 7.4: Resultate der linearen Fits fUr die disconnected Amplitudcn Dq und D,
bei "loop = "lea, bzw. "loop = ", = 0.15608 (komplexes Z2 Rallschen, PAM). Dei
",oa = 0.1575 wlIrde fUr Dq der TXL Datenpllnkt verwendet.

0.5 Kse.=K100p=O·1575 0.5 K",=K'oo.=O·1575 (TXL)
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Abbildllng 7.3: R~AM(t) fUr die leichteste SESAM QlIarkrnasse " ••a = 0.1575 (links)
im Vergleich Zil den TXL Eichfeldkonfigurationen (L~to = !It = 1, komplexes Z2
Rauschen, PAM). Der lineare Fit entspricht der disconnected Amplitude Dq.

Abbildllng 7.2: R~AM (t) auf den SESAM Konfigurationen mit !lto = !It = 1 (kom-
plexes Z2 Rauschcn, PAM). Die Geraden entsprcchen den linearen Fits fUr die dis-
connected Amplitude Dq.



Basierend auf den Daten aus Tabelle 7.3 und 7.4 zeigt Bild 7.5 die Iinearen Extra-
polationen del' nicht-renormierten axialen Amplituden Cu,d, Dq und D. zur leichten
Quarkmasse mlight. Innerhalb del' groBen statistischell Fehler del' disconnected Am-
plituden sLillllllt del' Wert bei mlight flir Dq und D. iiberein, sodaH flir die fiavor-
singlet und flavor-octet Kopplungen des ProLons Beitrage del' disconnected Diagram-
me vernachlassigt werden konnen. Die unrenorlllierten GittergroBen sind in Tabelle
7.5 zusamlllengetragen.

1.5 r---..,----,----,.---r-,--..,----,

~~~.~~-~~

__._~i- ~_. ._ --- Ii!.. - --.-.- _ ••

o 1---------------------1l::::::::::::::::::~f-::::::::1f::oo"~~ti·...-----!
."-- - -- - ----_. ------ -•.•.~--_. --- - .•.---- ----- -.± --- ----- -- .•.

Abbildung 7.4: R~AM(t) flir "-loop = ". = 0.15608 auf del' schwersten (links) und
leichtesten SESAM Quarkmasse (~to = ~t = 1, komplexes Z2 Rauschen, PAM).

-0.5 L- __ -'--__ -'- __ --'--__ -'--__ -'- __ -'

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
mq

Abbildung 7.5: Chirale Extrapolatiollen del' unrenormierten axialen Gitter-
Amplitudell Cu,d und Dq,. zu mlight rnit den zllgehorigen linearen Fits. Fiir Cu unci
Cd bei mq ~ 0.02 ("-.ea = 0.1575) sind zusiitzlich die TXL Datenpunkte eingetragen
(links versetzt).
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t.u = Cu + Dq t.d = Cd + Dq t.s = D,

.

0.85(10) -0.389(92) -0.166(91)

G~/Z~ = Cu + Cd + 2Dq + D, G~/Zf:S = Cu - Cd G~/Zf:S = Cu + Cd

0.30(17) 1.243(28) 0.663(25)

gering ausfi:illt. Unumganglich ist in diesem Zusammenhang die nicht-storungstlieo-
retische Bestimmung von Z;:s - wie sic bereits fUr quenched Rechnungen d\uch-
gefUhrt wurde [94, 95] - in der vollen QCD mit dynamischen (Wilson) Fermi()nen.
Die gernaf3 Gleichung 7.31 renonnierten Resultate fur die axialen Koppluugs Kon-
stan Len des Protons sind in Tabelle 7.6 zusammengetragen.

Tabelle 7.5: Unrenorrnierte axiale Kopplungskonstanten uud die BeitragI' zum
Proton-Spin t.q nach chiraler Extrapolation der connected und disconnected Ampli-
tuden zu m/ight (Z;:s, Z~ siud die zugehorigen Renormieruugskoustanten der axialen
Strome).

t.u t.d t.s G~ G~ G8
A

0.62(7) -0.28(6) -0.12(7) U.21(12) 0.907(2U) 0.484(18)

Tabelle 7.6: Renormierte axiale Kopplungskoustanten und BeitragI' t.q zum Spin des
Protons bei m/ight. Fur G~ und G~ sind nur die BeitragI' yon connected Diagrarn.men
benutzt wordeu.

1m Gegensatz zu der Renormierungsgruppeninvarianten (J~N muf3der flavor-singlet
Strom A~ renonniert werden:

A~ = Z~ L ii'p'sq·
u,d."

In der vorausgehenden Gittersimulation wurden mit den Einzelbeitragen t.u, t.d
und t.s die axial en KopplungskonstanLen G~, G~ und G~ des ProLons bestimmt.
Fur die nicht-singlet Kopplungen G~ und G~ wurden unter der Annahme eines
f1avor-symmetrischen QCD Vakuullls (Dq = D.) nur BeitragI' yon connected Dia-
grammen benutzt, wahrend fur G~ die disconnected Diagramme zu t.u, t.d und
t.s beitragen. Das Ergebnis fUr G~ wird von den groBen statistischen Fehlem der
disconnected Amplituden dominiert. Trotzdem konnteu mit den vorgestellten Me-
thoden der stochastischen Matrixinversionen negative disconnected BeitragI' zu G~
nachgewiesen werden. Innerhalb der Fehler stimUlt G~ = 0.21(12) mit den ex:peri-
mentellen Werten und den quenched Gitteranalysen [26, 25] uberein.

Fiir die flavor-triplet Kopplul1g des Protons G~, die nur mit den Signalen der connec-
ted Amplituden bestimrnt wird, ergibt sich eine 30% Abweichung vorn experimen-
tellen Wert

Bedingt durch die axiale Anomalie folgt ill 2. Ordnung Storungstheorie eine loga-
ritlunische Divergenz, die zu eiuer Cut-Off Abhangigkeit

der flavor-singlet Kopplung des Protons fUhrt uud bis zur 3-Loop Naherung im
Kontinuurn gerechnet wurde [911.Die Skalenabhaugigkeit erwies sich dabei als gering
[75].
Auf dem Gitter dagegen (Wilson-Fermiouen) mUssen a11chbereits die im Kontinuum
erhaltenen Strome A~ und A~ renorrniert werdeu [92]. Der Renonnierungsfaktor fiir
die nicht-singlet Strome ist in 1. Ordnung bekannt, wo er mit Z~ ubereinstimmt
(Ladpole-verbessert) 190,93J :

N s 1 ( 3/1;) ( 1))
ZA =2/1; 1-4/1;c 1-0.31(}Ms(~

Um die systematischen Fehler der Gitteranalyse abschatzen zu konnen, bedarf es
einerseits einer Skalenanalyse mit mehreren Gitterabstanden a uud andererseits der
nicht-storungstheoretischen Bestimmung der RenonnierungskonstanLen Z;jS bzw.Zfmit dem Gitterabstand a Ullt! der Kopplungskonstante (} im MS Renormierungs-

schema. FUr die vorliegende Gittersimulation sind weder die hoheren Ordnungen
noch das Skalenverhalten von G~(J.l2)bekannt. Hier wird vorausgesetzt, daf3 die
hoheren Ordnungen klein sind und die J.l2 Abhangigkeit, ahnlich wie im Kontiuuum,



Zusammenfassung

Es konnte also mit zwei vollkommen unabhangigen Methoden nachgewiesen wer-
den, daB in den SESAM Simulationen mit dem verwendeten Hybrid Monte-Carlo
Algorithmus - innerhalb des verwendeten Parameterbereiches - aile topologischen
Sektoren reprasentiert werden. Nur unter dieser Voraussetzung konnte die Gitter-
analyse der axialen flavor-singlet Kopplung des Protons erfolgen.

Fiir den Pion-Nukleon a- Term a~N, der die explizite chirale Symmetriebrechung
der QCD indiziert, sind die Beitrage von disconnected Diagrammen in derselben
GroBenordnung wie fiir die connected Amplituden. Fiir die disconnected Amplitu-
den konnte mit komplexem Z2 Ilauschen und der Plateau-Akkumulations Methode
der statistische Fehler bis auf ca. 30% gesenkt werden. Innerhalb dieser statisti-
schen Fehler ergibt sich auf den SESAM Konfigurationen a~N = 18(5)MeV. Da nur
ein einziger Gitterabstand a zur Verfiigung steht, kann keine Skalenanalyse fiir a~N

durchgefiihrt werden. Fiir das Verhaltnis der disconnected zur connected Amplitu-
de Rdfc fiir a~N findet sich ein deutlich kleinerer Wert als in bisherigen quenched
Analysen, was als Effekt der dynamischen Fermionen interpretiert werden kann.

Die axiale flavor-singlet Kopplung G~ des Protons, die im naiven Parton-Modell mit
dem Spin des Protons identifiziert werden kann, ist mit denselben Methoden in Git-
tersimulationen zuganglich wie a~N' Auf den SESAM/TXL Konfigurationen ergibt
sich innerhalb der statistischen Fehler ein Wert von G~ = 0.21(12), der mit dem Ex-
periment und bisherigen quenched Simulationen iibereinstimmt. Fiir die leichteste
SESAM Quarkmasse wurde das sehr schwach ausgepragte Signal fiir die disconnec-
ted Amplitude durch die Daten der TXL Git.ter ersetzt. Disconnected 13eitrage zu
G~ reduzieren mit negat.ivem Vorzeichen die aufsummierten connected Beitrage und
bestatigen damit das Bild, demgernaB Quantenfluktuationen des QCD Vakuums G~
reduzieren. Dies erklart den groBen Wert fiir G~ aus QCD Summenregeln (ohne
Vakuum-Polarisationen) im Gegensatz zu den experimentellen Daten, die mit einer
sehr kleinen axialen Kopplung die Proton-Spin Krise auslOsten.

Ais Hauptfehlerquelle in der G~ Analyse erwiesen sich erwartungsgernaB die Ampli-
tuden der disconnected Diagramme. Grund dafiir ist die Spin-Struktur des zugrun-
deliegenden axialen Stromes A~. Wahrend fiir die nicht-diagonalen Beitrage /-l = 1
und /-l = 2 trotz verbesserter stochastischer Matrixinversionen kein Signal nachge-
wiesen werden konnte, impliziert die Differenzbildung bei I~= 3 groBere statistische
Fluktuationen als bei a~N. Zukiinftige Analysen der disconnected Amplituden in
G~ sollten unter Ausnutzung der Spin-Symrnetrien in der Wilson-Fermionenrnatrix
das komplexe Z2 Ilauschen durch ein rein reelles bzw. rein imaginares, korreliertes
Rauschen ersetzen. Erste Untersuchungen in dieser Arbeit zeigten allerdings, daB
trotz korrelierten Rauschens die benotigte Anzahl an Inversionen die Kapazi taten
derzeitiger Supercomputer deutlich iibersteigt, wenn die gleiche Signalgiite wie bei
a~N erreicht werden soli.

Unter Beriicksichtigung allein der connected Amplituden fiir die axiale Kopplungs-
konstante G~ ergab sich ein Wert, der um 20% - 30% von den experimentellen Da-
ten abweicht und systematische Fehlerquellen der Gitterrechnung aufzeigt. Cut-Off
Effekte und Unsicherheiten in den Renormierungskonstanten tragen dazu gleicher-

Kapitel8

In (lieser Arbeit wurden die Techniken vorgestellt und angewandt, mit den en f1avor-
singlet Matrixelemente in Gittersimulal.ionen der vollen QCD bestimmt werden
konnen. Grundlage bildeten dabei die Eichfelclkonfigurationen der SESAM und TXL
Kollaboration mit zwei entarteten dynamischen Wilson-Fermionen. Der Schwer-
punkt lag auf der 13erechnung von disconnected Diagrammen, die in flavor-singlet
Prozessen als reine QCD Qnil.ntenfluktuationen zu physikalischen Obscrvablen bei-
tragen.

Die zugruncleliegende Technik fiir die Berechnung von disconnected Diagrammen
umfaBt stochastische Inversionen der Wilson-Fennionenmatrix M. Es konnten, allS-
g€lICnd von den Standard-Techniken mit komplexem Z2 Rauschen, zwei verbesserte
Methoden entwickelt werden, die spin-explizite Methode und das Ilauschsnbtrakti-
oIlSverfahren. Bei nicht-diagonalen Elementen von M-1 konnte der statistische Feh-
ler - abhangig yon der jeweiligen Quarkmasse und der verwendeten Methode - Uln
bis zu 50% reduziert werden. In einem GroBcomputerexperiment wurden daraufhin
aIle SESAM unci die TXL Eichfeldkonfigurationen bei K .••n = 0.1575 mit verbesser-
ten stochastischen Matrixinversionen analysiert und die GruBen T7'(f M-1), wie sic
fLir disconnected Diagramme benotigt werden, bestimmt.

Topologische Anregungen des Vakllllms sind fiir die axiale Anomalie und das VA(1)
Problem der QCD relevant, weil eine nicht-triviale Topologie die zugrundeliegenden
Symmetrien explizit bricht. In diesem Zusammellhang wurde die topologische La-
dung QL der SESAM Eichfeldkonfigurationen mit einer neuen fermionischen Metho-
de, basierend auf dem Atiyah-Singer Index-Theorem und stochastischen Matrixin-
versionen, best.immt und mit den Resultaten aus der feldtheoretischen Definition auf
g:ekiihlten l(onfigurationen verglichen. Es zeigte sich eine sehr starke Korrelation der
Daten aus beiden Methoden, und es bestatigtc sich die Annahme, daB auch auf dem
Gitter der fermionische und gluollische Sektor der Theorie iiber das Il1c1ex-Theorem
verbundell sind. Fiir eine Bestimmung der topologischen Suszeptibilitat X und del'
Masse des rl Mesons sollten in weiterfiihrenden Gitterrechnungen die additive und
multiplikative Renormierungskonstante in QL ebenfalls mit nicht-storungstheoreti-
sehen Methoden ermittelt werden.



maBen bei. Fur eine sorgfiiltige Kontrolle der Cut-Off Effekte ist eine Skalenanalyse
mit unterschiedlichen GittergroBen unerlal3lich. Neue SESAM Gittersimulationen
bei {J = 5.5 und {J = 5.7 stellen in Zukunft zwei weitere Gitterabstande a 7.ur
VerfUgung. Ferner wurde fUr G~ die nur in erster Ordnung (tadpole-verbesscrt)
bekannte Renorlllierungskonstante Z;:s vcrwendet. Fur eine Prii7.isionsbestimmung
der £licht-singlet l<opplungskonstanten des Protons ist eine Destimmung von Z;:s
mit lIicht-stOrungstheol'etischen Methoden in del' vollen QCD notig und sollte in
zukunftigell Simulationcn l'calisiert werden.
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