math.AG/9901011 5 Jan 1999

Deux composantes du bord de la variété des instantons de degré 3

Nicolas PERRIN

Ecole normale superieure 45 rue d’ULM 75005 Paris email : nperrin@clipper.ens.fr

1 Introduction

Soit P^3 l’espace projectif de dimension 3 sur C, soit M_P3 (0, 3, 0) l’espace des modules des faisceaux sans torsion semi-stables de classes de chern c_1 = 0, c_2 = 3 et c_3 = 0 et soit I_3 la sousvariété des instantons. Cette dernière variété a été étudiée par L. Gruson et M. Skiti dans [Gr-Sk] qui ont montré qu’elle est birationnelle aux réseaux de quadriques de P̌^3 ou encore aux matrices 4 × 4 symétriques à coefficients dans un espace vectoriel de dimension 3 qui peuvent être décrites par des transformations cubo-cubiques. On étudie ici deux familles de faisceaux de M_P3 (0, 3, 0) et on va montrer qu’elles sont dans l’adhérence de I_3. On verra qu’elles forment deux composantes irréductibles ∂I^1_3 et ∂I^2_3 du bord de la variété des instantons. Pour cela, on va montrer que ces familles sont représentées par des transformations cubo-cubiques adhérentes aux transformations cubo-cubiques décrivant les instantons de degré 3 (voir paragraphe suivant). De plus, on verra qu’elles sont liées par le fait que les transformations cubo-cubiques de la seconde famille sont les transformations cubo-cubiques inverses de la première famille (et réciproquement). Le principe est d’associer au faisceau une courbe de degré 6 et de genre 3, arithmétiquement cohen-macaulay (ACM), qui est donnée par les éléments de saut du faisceau et qui nous décrit la transformation cubo-cubique. C’est sur ces dernières que l’on fait les déformations.

1.1 Remerciements

Je tiens à remercier mon directeur de thèse Laurent Gruson pour toute l’aide qu’il m’a apportée durant la préparation de ce travail.

1.2 Les transformations cubo-cubiques

Soient R un espace vectoriel de dimension 3 et V et W deux espaces vectoriels de dimension 4, une transformation cubo-cubique est un élément de T = Hom(R ⊗ V, W ). Ceci nous donne un sous espace vectoriel de dimension 3 de H^0O_{P(V̌ )×P(W )}(1) qui nous définit une sous variété linéaire Π de P(V̌ ) × P(W ). La projection p (resp. q) de Π sur P(V̌ ) (resp. P(W )) est donnée par l’éclatement de la courbe Y ACM de degré 6 et de genre 3 de P(V̌ ) donnée par la résolution :

0 −→ R ⊗ O_{P(}ˇ_{V )}(−4) −→ W ⊗ O_{P(}ˇ_{V )}(−3) −→ I_Y −→ 0

respectivement de la courbe Y^′ ACM de degré 6 et de genre 3 de P(W ) donnée par la résolution :

0 −→ R ⊗ O_{P(W )}(−4) −→ V̌ ⊗ O_{P(W )}(−3) −→ I_Y 0 −→ 0

Ceci nous défini une application birationnelle de P(V̌ ) dans P(W ) et si on échange les rôles de V et de W on a son application inverse. Cette application transforme par q le diviseur exceptionel de p en la surface S^′ des trisécantes à Y^′ et transforme par p le diviseur exceptionel de q en la surface S des trisécantes à Y . De façon générale, il y a un morphisme f d’un ouvert de T vers le schéma de Hilbert H des courbes ACM de degré 6 et de genre 3 de P(V ) donné par le fait que la matrice donne la résolution de Y (voir proposition 2.5.1).

Nous aurons à considérer la construction suivante : soit F la sous variété de T × Hom(W, V̌ ) formée des couples (φ, ψ) tels que la composée : R ⊗ V ⊗ V^{φ⊗1}V−→ W ⊗ V^{ψ⊗1}V−→ V̌ ⊗ V −→ C se factorise par R ⊗ Sym_2(V ). On appelle S_i l’image par la projection de F sur T de l’image réciproque du localement fermé de Hom(W, V̌ ) formé des applications linéaires de rang i. Un élément d’un quelconque des S_i (i non nul) nous permet de construire un complexe :

R ⊗ Ω^2(2)^φ−→ W ⊗ Ω^1(1)^ψ−→ O_{P(V )}

Ce complexe peut être défini sur la famille universelle et il nous donne un morphisme g d’un ouvert (là où φ est injective) de S_i vers M_P3 (0, 3, 0) si i ≤ 2 et vers M_P3 (0, 3, 2) si i = 1 (voir la proposition 2.5.1 et la proposition 4.2.5).

Par exemple, la variété S_4 qui est de codimension 3 dans T a déjà été étudiée par L. Gruson et M. Skiti [Gr-Sk], ils ont montré qu’il y a un morphisme d’un ouvert de S_4 vers la variété des instantons de degré trois dont les fibres sont isomorphes à GL(W ) × GL(R) : S_4 paramétrise l’ouvert de I_3 formé des instantons sans droite trisauteuse et deux composantes du bord de I_3 (L. Gruson et M. Skiti ont également montré que S_2 est adhérente à S_4 et paramétrise les instantons qui ont une droite trisauteuse et ne sont pas de t’Hooft). On s’interesse dans cet article à certaines composantes du bord de I_3 que l’on réussira à identifier comme des composantes de l’adhérence de S_4. Du point de vue de la transformation cubo-cubique, la sous variété S_4 correspond au cas où il existe un isomorphisme entre V̌ et W qui identifie Y et Y^′ c’est à dire que la transformation cubo-cubique est sa propre inverse ou encore qu’elle est involutive.

Nous aurons aussi à considérer les transformations cubo-cubiques définies à partir d’une courbe Y ayant un point triple. Ceci apparait lorsque les mineurs de l’application vue comme une matrice de R dans W à coefficients dans V̌ a tous ses mineurs dans un idéal engendré par un sous espace vectoriel de dimension 3 de V̌ . Ces transfomations forment une sous variété T_3 de T de codimension 3. On montrera que l’on a S_3 ⊂ T_3 (proposition 2.5.1) et est de codimension 1 dans T_3 et que c’est ce cas qui nous interesse car c’est cette variété qui paramétrise notre première famille de faisceau ∂I^1_3. En montrant que S_3 ⊂ S_4 on voit que ∂I^1_3 est dans l’adhérence de I_3 (propositions 2.5.2 et 2.5.3).

Pour une transformation de T_3, la courbe Y^′ est la réunion d’une cubique gauche C et d’une cubique plane C^′ se coupant en trois points. La surface S est une surface quintique rationnelle et un cone cubique et la surface S^′ est une surface réglé de degré 6 sur la courbe C^′. De façon naturelle, on s’interesse aux transformations cubiques inverses de celles de T_3 c’est à dire celles données par les courbes formées par la réunion d’une cubique gauche C et d’une cubique plane C^′ qui se coupent en trois points. On note T^′_3 cet ensemble de transformations cubo-cubiques qui est de codimension 3 dans T et S^′_3 l’ensemble des transformations cubo-cubiques inverses de celles de S_3. C’est S^′_3 qui paramétrise notre seconde famille ∂I^2_3. On verra que S^′_3 ⊂ S_1 (proposition 4.2.4) et que S^′_3 est dans l’adhérence de S_4 (proposition 4.2.6) qui nous permet de dire que ∂I^2_3 est dans l’adhérence de I_3.

On ne va pas en fait étudier exactement la variété T^′_3 mais une variété U de faisceaux paramétrée par les surfaces S qui sont de degré 6 et reglées sur une cubique plane C^′ c’est à dire que l’on va étudier les surfaces S données par les transformations cubo-cubiques de T^′_3. Le problème est de savoir quelles transformations de T^′_3 donnent une même surface S fixée. La cubique gauche C est donnée par la surface S comme son lieu triple, il reste à déterminer la cubique plane C^′ c’est à dire toute les cubiques planes sur S (nous verrons qu’il y en a en général 2). Pour trouver ceci, il suffit de trouver toutes les transformations cubo-cubiques qui redonnent S. Mais on voit que si on connait la quintique rationnelle de la surface exceptionnelle de la transformation cubo-cubique inverse, on connait (comme le lieu double de cette surface) la courbe ayant un point triple et donc la transformation cubo-cubique inverse. Il suffit donc de déterminer cette surface qui est une courbe rationnelle Γ de degré 5 dans un espace projectif de dimension 5 (c’est le plongement de P(U)^∼= C (où U est un espace vectoriel de dimension 2) dans P(S^5U)). La surface S est donnée par une correpondence symétrique de degré 3 sur C (voir les paragraphes 3.3 et 3.4) donc par un élément de S^6U ⊕ S^2U qui paramétrise également les quadriques de P(S^5U) qui contiennent Γ. Or si une telle quadrique est lisse, il y a deux fibré vectoriels de rang 2 dessus qui nous donnent 2 surfaces quintiques rationnelle duales l’une de l’autre (d’où les deux cubiques planes) et si la quadrique est singulière, alors il y a (en général) un unique fibré de rang 2 sur celle-ci qui nous donne une unique transformation cubo-cubique. De plus, on voit que la sous variété de S^6U ⊕S^2U qui correspond au dernier cas est une hypersurface irréductible de degré 6 (cf. Théorème 3.4.1) car c’est le lieu des quadriques singulières contenant Γ. 2 Etude de @I13

2.1 Introduction

On s’interesse ici à une sous variété ∂I^1_3 de M_P3 (0, 3, 0) formée de faisceaux sans torsion non réflexifs (sinon ils seraient localement libres) qui vérifient le fait que leur bidual est localement libre et est plus précisement un instanton de degré 1. On suppose que le conoyau de l’injection canonique de ce faisceau dans son bidual est donné par une théta-caractéristique sur une conique lisse. On va montrer que cette variété ∂I^1_3 forme une famille irréductible de dimension 20 qui est adhérente à l’ouvert des instantons I_3 de degré trois et formera donc une composante irréductible du bord de la variété des instantons dans M_P3 (0, 3, 0).

Notations :

(ı) On notera E un faisceau de ∂I^1_3, E^{′′} son bidual, C la conique support du conoyau de l’injection canonique et θ la théta-caractéristique sur la conique supposée lisse.

(ıı) On notera indifférement G la grassmannienne de P^3 ou celle de P̌^3 ceci en vertu de l’isomorphisme canonique suivant : Λ^2V^∼= Λ^2V̌ (où V = H^0O_P3 (1)). On note que l’on a la suite exacte de fibrés suivante sur G : 0 −→ K −→ V ⊗ O_G −→ Q −→ 0 (ııı) On note F(1, 2, 4) la variété d’incidence de P^3 et G et p (respectivement q) les projections vers P^3 (respectivement G).

2.2 Rappels sur les instantons de degré 1

Proposition 2.2.1 :

La donnée d’un instanton E^{′′} de degré 1 est équivalente à la donnée d’une classe d’homothétie de section de Ω^1(2) ou encore à la donnée d’un complexe linéaire non singulier de droites A (intersection d’un hyperplan de P^5 = P(Λ^2V ) et de la grassmannienne G) défini par les droites sauteuses de E^{′′}.

Démonstration : Voir par exemple [OSS] : on applique la suite spectrale de Beilinson à E^{′′}(1) ce qui nous donne la suite exacte suivante :

0 −→ O_P3 −→ Ω^1(2) −→ E^{′′}(1) −→ 0 ceci nous donne l’équivalence souhaitée entre les instantons de degré 1 et les sections globales de Ω^1(2). De plus, on peut décrire une sous-variété X de la variété d’incidence F(1, 2, 4) par la surjection suivante : Ω^1(2) −→ E^{′′}(1) −→ 0

car F(1, 2, 4) = P(Ω^1(2)) et X est alors donnée par P(E^{′′}(1)) (la convention est P(E) = P rojSymE). Si on note p et q les projection sur P^3 et G, alors le complexe de droites associé à E^{′′} est donné par l’image de X par q.

2.3 Une courbe de degré 5 sur la grassmannienne

Proposition 2.3.1 :

Une fois le bidual E^{′′} fixé, donc une fois un complexe de droites A fixé, la donnée de la surjection E^{′′} −→ θ(2) −→ 0 est équivalente à celle d’une courbe rationnelle assez générale de degré 5 sur la grassmannienne G tracée sur le complexe A.

Démonstration : Supposons que l’on ait la surjection E^{′′} −→ θ(2) −→ 0. On considère la surface réglée PE^{′′}(1)_C. Cette surface réglée est inclue dans F(1, 2, 4) et même dans X grace à la surjection E^{′′}(1) −→ E^{′′}(1)_C −→ 0. Elle a une section donnée par la flèche surjective E^{′′}(1)_C −→ θ(3) −→ 0 qui nous donne une courbe Z dans X qui se reprojette de façon régulière (car c’est une section d’une surface réglée) dans le complexe de droites A. On obtient ainsi une immersion fermée de C^∼= P^1 dans A donnée par θ(3) qui n’est autre que O_P1 (5). On a donc construit une courbe rationnelle Γ de degré 5 sur le complexe de droites A. On peut de plus calculer Ǩ(1)_Γ comme O_P1 -module. En effet, il est de degré 5 et la courbe Z nous donne une surjection de Ǩ(1)_Γ vers O_P1 (2) (car la projection par p de Z redonne la conique C). On voit donc que Ǩ(1)_Γ est isomorphe en tant que O_P1 -module à O_P1 (2) ⊕ O_P1 (3).

Réciproquement, si on a une telle courbe Γ dans A, on peut regarder la surface réglée (de morphisme la restriction de q) suivante : P_Γ(Ǩ(1)_Γ) qui est incluse dans X. On va ici préciser ce que générale veut dire : la restriction Ǩ(1)_Γ est isomorphe sur P^1 à O_P1 (2) ⊕ O_P1 (3) (c’est le cas générique pour un fibré de degré 5 et arrive toujours comme le montre l’étude précédente. Ceci veut aussi dire que Γ est sur un unique complexe de droites). On peut donc regarder la section donnée par la surjection vers le facteur O_P1 (2). Ceci nous donne une courbe Z inclue dans X et en reprojetant par p, on obtient une conique C. Mais alors la sur la surface réglée PE^{′′}(1)_C, on a la courbe Z qui est une section (car la projection de Z par p est C). Ceci nous donne donc une surjection de E^{′′}(1)_C vers un O_P1 -molude inversible dont le degré est donné par le degré de l’image de Z dans la grassmannienne, c’est à dire par le degré de Γ. On a donc une surjection vers O_P1 (5) qui est θ(3) et la réciproque est démontrée.

En prenant le noyau de la composée E^{′′} −→ E^{′′}_C −→ θ(2), on retrouve le faisceau E.

Proposition 2.3.2 :

La variété des courbes rationnelles lisses de degré 5 sur la grassmannienne qui sont tracées sur un complexe de droites est irréductible et de dimension 20.

Démonstration : On verra à la fin de cet article que cette variété est birationnelle à celle des surfaces S réglée de degré 6 sur une cubique plane C^′ qui est l’unique cubique plane tracée sur S. Or on a vu dans l’introduction que cette variété est irréductible de dimension 20.

Corollaire 2.3.1 :

La variété ∂I^1_3 est birationnelle à la variété des courbes rationnelles lisses de degré 5 sur la grassmanienne qui sont tracées sur un complexe de droites, elle est donc irréductible de dimension 20. De plus, cette variété est aussi birationnelle au fermé H_3^′ du schéma de Hilbert des courbes

ACM de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple et dont la courbe des trisécantes ne passant pas par le point triple est sur un complexe de droites.

Démonstration : Rappelons qu’ici ACM signifie arithmétiquement cohen-macaulay ou encore que le module de Rao est nul. Seule la dernière affirmation mérite une démonstration, les autres découlant immédiatement des résultats précédents. Pour ceci, il suffit de savoir qu’il y a birationnalité entre les courbes rationnelles de degré 5 sur la grassmannienne et les courbes ACM de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple. Les deux applications se définissent ainsi : si on a une courbe, on lui associe sa variété des trisécantes et réciproquement, on considère la surface réglée associée à la courbe tracée sur la grassmanienne, son lieu double nous donne la courbe recherchée (voir [Kl]).

Nous verrons (proposition 2.4.2) que la courbe Y de degré 6 et de genre 3 associée à un faisceau E ∈ ∂I^1_3 est sa courbe des plans sauteurs et on voit ainsi que l’on a un morphisme de ∂I^1_3 vers H_3^′ donné par : soit E le faisceau universel sur ∂I^1_3, on a alors un morphisme :

H^1E(−1) ⊗ O_{P(V̌ )}(−4) −→ H^1E ⊗ O_{P(V̌ )}

qui est injectif et qui nous donne la résolution de l’idéal de la courbe universelle I_Y et nous défini le morphisme recherché. Cette application birationnelle peut-être expliquée par la variété d’incidence S_3, c’est à dire que ’on a des morphisme f et g :

S_3^f−→ H_3^′

S_3^g−→ ∂I^1_3

définis sur des ouverts de S_3 (voir proposition 2.5.1 et 2.5.3) qui nous donnent la correspondence birationnelle entre ∂I^1_3 et H_3^′.

2.4 Etude des éléments de saut

Proposition 2.4.1 :

Les droites bisauteuses sont données par la courbe Γ et une cubique du plan dual de celui de la conique C.

Démonstration : On commence par remarquer que si L est une droite ne rencontrant pas la conique C, alors E_L = (E^{′′})_L ce qui impose que la droite est au plus sauteuse. On va ensuite chercher, parmis les droites coupant la conique en un seul point x, à x ∈ C fixé, les droites passant par x qui sont bisauteuses. On va voir qu’il n’y en a qu’une et qu’elle est donnée par la surjection Ω^1(1)_x −→ θ(2)_x qui définit le point de Γ correspondant au point x de C.

Pour ceci, on remarque que si la droite L n’est pas sauteuse pour E^{′′}, on a la suite exacte suivante E_L −→ O^2_L −→ θ(2)_x −→ 0

qui nous impose que L est sauteuse non bisauteuse (car si la flèche sur les section globales de

O^2L −→ θ(2)x est nulle, il en est de même sur les faisceaux ce qui est absurde). On peut donc se

restreindre aux droites sauteuses pour E^{′′}. On a alors la suite exacte suivante :

E_L −→ O(−1)_L ⊕ O(1)_L −→ θ(2)_x −→ 0

et la droite est bisauteuse si et seulement si la flèche I = H^0O_L(1) −→ H^0θ(2)_x est nulle.

Pour étudier cette flèche, on remarque que l’on a une bijection entre les droites passant par x et les quotients de dimension 1 de Ω^1(1)_x. En effet, si on appelle Ǐ le quotient de dimension deux de V qui définit une droite L, on voit que l’on a Ω^1(1)_L = O(−1)_L ⊕ (I ⊗ O_L) Et ceci nous donne un quotient de rang un de Ω^1(1)_x en prenant le conoyau de la flèche injective suivante :

I = H^0(Ω^1(1)_L) −→ Ω^1(1)_x

Réciproquement, si on prend un tel quotient, il nous donne par passage au noyau un sous espace vectoriel de dimension deux de Ω^1(1)_x^∼= Λ^2V ∧ x ⊂ Λ^3V^∼= V̌ ce qui nous redonne la droite.

On voit donc que la seule droite L qui est bisauteuse et passe par le point x est telle que la composée suivante soit nulle :

I = H^0O_L(1) −→ Ω^1(1)_x −→ θ(2)_x

Il nous reste le cas où la droite est dans le plan de la conique et la coupe donc en x et y. Dans ce cas, l’image de E_L dans E^{′′}_L est décomposée en O_L(−1)^2 ou O_L ⊕ O_L(−2). La droite est sauteuse si et seulement si on est dans le second cas. Or le second cas n’apparait que si le morphisme H^0Oˇ_L(1) −→ H^0O_x ⊕ H^0O_y −→) a un noyau non nul, c’est à dire si les deux génératrices de la surface rǵlée P(E^{′′}_Γ) coupent la droite Ľ conjuguée de L par le complexe de droites selon un même point. Dans l’espace dual, ceci impose que c’est une droite passant par le point correspondant au plan de la conique et qui recoupe le lieu double de la surface réglé duale : une courbe Y ACM de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple au point correspondant au plan de C. Les droites duales forment donc un cone de base une cubique plane qui est la projection de Y à partir de son point triple.

Ce qui nous donne bien le résultat annoncé.

Proposition 2.4.2 :

Les plans sauteurs (h^0E_H > 0) forment une courbe Y de degré 6 et de genre 3 de P̌^3 ayant un point triple au point correspondant au plan de la conique C. La courbe de G des trisécantes à Y est la courbe Γ. Réciproquement, on peut retrouver Y comme le lieu triple de la surface formée par la réunion des droites duales des droites bisauteuses (lieu double de celle donnée par Γ).

Démonstration : La variété d’incidence F(1, 3, 4) (avec les projections p et q nous permet de calculer rapidement la résolution de l’idéal de la courbe Y des plans sauteurs qui est donné par R^1q_∗p^∗E :

0 −→ R ⊗ Oˇ_{P3} (−4) −→ W ⊗ Oˇ_{P3} (−3) −→ I_Y −→ 0

où R = H^1E(−1), W = H^1E et la multiplication est donnée par la multiplication du module de Rao de E.

Les trisécantes à Y sont alors données par le 0ième idéal de Fitting de R^1q_∗p^∗(I_Y (1))(1) qui est donné par la résolution suivante : R ⊗ K −→ W ⊗ O_G −→ Q −→ 0 Mais par ailleurs, les bisauteuses de E sont données (grace à la variété d’incidence F(1, 2, 4)) par le 0ième idéal de Fitting de R^1q_∗p^∗E qui est donné par la même résolution. On voit donc que les bisauteuses sont les trisécantes à la courbe des plans sauteurs. Par ailleurs, si on est sur un plan H non sauteur, on a h^0E_H = 0 mais h^0E(1)_H > 0. On peut donc écrire la suite exacte suivante : 0 −→ O_H −→ E_H(1) −→ I_Z(2) −→ 0 où Z est la réunion de quatre points. Supposons que H est un point singulier sur la surface réunion des bisauteuses, alors il y a deux droites bisauteuses dans le plan H. Mais une droite n’est bisauteuse dans H que si elle passe par trois points de Z ce qui ne nous donne au plus une droite bisauteuse. Donc la courbe Y est le lieu triple de la surface réunion des bisauteuses.

Les résultats de [Kl] nous permettent de dire que la courbe Y est une courbe de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple (ceci parceque la surface réunion des bisauteuses est rationnelle de degré 5).

Enfin, pour voir que le point triple de Y est donné par le plan contenant la conique, on regarde la matrice donnée par la multiplication du module de Rao qui définit Y . Pour ceci, on calcule les groupes de cohomologie de E qui nous interessent :

0 −→ H^0θ(1) −→ H^1E(−1) −→ H^1E^{′′}(−1) −→ 0 et H^1E = H^0θ(2)

on peut donc voir que la multiplication par H (l’équation du plan de la conique) a un noyau de dimension 2 dans H^1E(−1). Ceci nous donne donc une matrice ayant tous ses mineurs 2 × 2 dans le noyau de H (vu en tant que forme linéaire sur V̌ ) donc la courbe Y a un point triple au point de P̌^3 dont l’idéal est engendré par le noyau de H ce qui démontre le résultat.

2.5 Lien avec les instantons de degré 3

2.5.1 Etude de la transformation cubo-cubique associée

On vient de voir (corollaire 2.3.1) que la donnée d’un élément de notre famille ∂I^1_3 est équivalente à la donnée d’un point du schéma de Hilbert H_3^′. On va donc s’interresser à la transformation cubo-cubique associée et même plus généralement on considère T_3 (définie dans l’introduction), c’est à dire les transformations cubo-cubiques associées à des courbes de H_3 qui est le schéma de Hilbert des courbes ACM de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple. On va voir que les transformations cubo-cubiques qui correspondent à des éléments de H_3^′ sont exactement les éléments de S_3 (voir l’introduction).

Proposition 2.5.1 :

La sous variété S_3 de T est incluse dans T_3. De plus il existe un morphisme f défini sur un ouvert de T qui rencontre T_3 et S_3 qui envoie T_3 sur un ouvert de H_3 et qui envoie S_3 sur un ouvert de H_3^′. Enfin, il existe un morphisme g défini sur un ouvert de S_3 et qui a pour image un ouvert de ∂I^1_3.

Démonstration : On va tout d’abord décrire le morphisme f. Soit, sur P(V ) × T le morphisme universel :

R ⊗ O_{P(V )}(−4) ⊗ O_T −→ W ⊗ O_{P(V )}(−3) ⊗ O_T

le morphisme f est défini si cette flèche est injective au point considéré, donc sur un ouvert de T qui rencontre T_3 et S_3). Dans ce cas, elle nous donne par projection sur le premier facteur la résolution de la courbe Y et donc un élément de H. Si on part de T_3 on arrive dans H_3 car les mineurs 2 × 2 de la matrice s’annulent en un point. On obtient ainsi le point générique de H_3.

Supposons maintenant que l’on est dans S_3. Soit φ notre élément et soit ψ un élément de Hom(W, V̌ ) tel que la composée soit symétrique (un tel élément est unique si φ est assez général). On peut alors choisir des bases de V et de W de telle sorte que ψ soit de la forme :

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 dans ces bases, notre élément φ s’écrit comme une matrice M (à coefficients dans Ř) de taille 4 × 4 et la condition de symétrie nous donne une matrice de la forme :

M = 0 N 0 0 a b c d où N est symétrique. Si on la regarde comme l’application qui défini l’idéal de la courbe, on voit que les mineurs 2 × 2 s’annulent au point de P(V̌ ) défini par l’image de ψ et on a bien l’inclusion souhaitée.

Décrivons maintenant le morphisme g : on a un complexe sur P(V ) × S_3 donné par :

R ⊗ Ω^2(2) ⊗ O_{S3} −→ W ⊗ Ω^1(1) ⊗ O_{S3} −→ O_{P(V )×S3}

qui est surjectif à droite (car ψ est de rang 3 donc plus grand que 2). On se place alors sur l’ouvert des points de S_3 où ce complexe est injectif et il nous donne alors une monade dont la cohomologie nous donne un morphisme vers M_P3 (0, 3, 0) dont les fibres sont GL(R) × GL(W ).

Mais si on part d’un faisceau assez général E de ∂I^1_3, la première multiplication du module de Rao :

φ : H^1E(−1) ⊗ V −→ H^1E nous donne une transformation cubo-cubique φ (on peut en trouver une qui donne E par g) et la seconde multiplication du module de Rao de E :

ψ : H^1E ⊗ V −→ H^1E(1)

nous donne l’élément ψ de Hom(W, V̌ ) de rang 3 (car ψ est à valeur uniquement dans le noyau de H (plan de la conique) car la multiplication par H est nulle dans H^1E) ce qui nous montre que φ est dans S_3 et donc que l’image par g de S_3 recouvre un ouvert de ∂I^1_3. Mais l’image par g de S_3 est de la même dimension que ∂I^1_3 (on connait les fibres de g, on a donc une composante irréductible de S_3 qui s’envoie sur un ouvert de ∂I^1_3. Or S_3 est irréductible (voir proposition 2.5.2) donc on a le résultat : g envoie S_3 sur un ouvert de ∂I^1_3.

Le résultat sur f découle directement de ce qui précède car l’image par f de S_3 est l’image par l’application birationnelle de ∂I^1_3 dans H_3^′ c’est à dire un ouvert de H_3^′ ceci grace à l’incidence décrite dans le corollaire 2.3.1.

2.5.2 Déformation sur les transformations cubo-cubiques

Nous allons ici montrer que la variété S_3 est dans l’adhérence de S_4 ce qui va nous permettre de conclure en disant que ∂I^1_3 est dans l’adhérence de I_3.

Proposition 2.5.2 :

La varíété S_3 est contenue dans l’adhérence de S_4 et est irréductible de codimension 1 dans cette dernière.

Démonstration : On va considérer nos transformations cubo-cubiques comme des matrices de taille 4 × 4 à coefficients dans Ř. Si φ est un élément de S_4, alors on obtient une matrice M symétrique en choisissant des bases de V et W tel que l’élément ψ ∈ Hom(W, V̌ ) (il est unique) soit la matrice identité. De même, pour φ^′ ∈ S_3, on a vu dans la démonstration de la proposition 2.5.1 que l’on peut choisir des bases de telle sorte que la matrice soit :

M^′ = 0 N 0 0 a b c d où N est symétrique. Soit donc un élément de S_3 fixé de matrice M^′, on peut alors construire la déformation dans T (sur un anneau de valuation discrète A d’uniformisante t) suivante : at N bt ct a b c d on voit alors grace à la matrice : 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 t qu’au point générique on a un élément de S_4 et qu’au point spécial on a un élément de S_3.

On voit enfin que S_3 est irréductible en codimension 1 car la condition qui donne S_3 dans S_4 est l’annulation du déterminant de l’application ψ ∈ Hom(W, V̌ ) associée.

Remarque 2.5.1 :

En fait on a S_3 = T_3 ∩ S_4

Rappel :

D’après les résultats de L. Gruson et M. Skiti, il existe un morphisme d’un ouvert de S_4 vers I_3 grace à la monade de Beilinson (voir [Gr-Sk]).

Proposition 2.5.3 :

La famille de faisceaux considérée ∂I^1_3 est adhérente à la variété des instantons de degré 3.

Démonstration : En fait, on peut écrire la déformation de façon globale car on a un morphisme g d’un ouvert de S_4 ∪ S_3 qui va dans M_P3 (0, 3, 0) tel que l’image de S_4 est un ouvert de I_3 et celle de S_3 est un ouvert de ∂I^1_3. On voit alors que g(S_3) ⊂ g(S_4) ⊂ g(S_4) d’où le résultat grace à l’irréductibilité de ∂I^1_3.

3 Etude de @I23

3.1 Introduction

On va ici donner une représentation d’un ouvert U de l’espace M_P3 (0, 3, 2) des modules des faisceaux de rang 2 sans torsion semi-stables et de classes de chern c_1 = 0, c_2 = 3 et c_3 = 2 de l’espace projectif de dimension 3 (construit par Maruyama [Ma]). On va montrer que la donnée d’un faisceau E^{′′} dans U est équivalente à celle de la surface formée par la réunion de ses droites bisauteuses.

Exemple 3.1.1 :

Soit Y une courbe de degré 7 et de genre 2 qui soit générique (donc notamment lisse et irréductible), et prenons un élément non nul de Ext^1_{OP3} (I_Y (4), O_P3) qui nous donne une extension de la forme suivante :

0 −→ O_P3 −→ E^{′′}(2) −→ I_Y (4) −→ 0

si on considère le faisceau E^{′′}, alors c’est un faisceau sans torsion (et même réflexif, voir [Ha2]) qui est dans l’espace M_P3 (0, 3, 2). De plus, on peut remarquer que ces faisceaux E^{′′}, pour Y génériques, sont à cohomologie minimale et forment donc un ouvert dans M_P3 (0, 3, 2).

On va ici s’interesser à l’ouvert U (qui contient celui de l’exemple) donné par le fait que la cohomologie de E^{′′}(−2), E^{′′}(−1), E^{′′} et E^{′′}(1) est naturelle, c’est à dire qu’un seul groupe de cohomologie est non nul (ou encore que la cohomologie entre −2 et 1 est la même que dans l’exemple précédent). Cet ouvert U contient non seulement des faisceaux réflexifs mais aussi des faisceaux sans torsion.

3.2 Deux objets associés à un faiseau de U

Soit E^{′′} dans cet ouvert de U, on considère la suite spectrale de Beilinson associée à E^{′′}(1) : H^qE^{′′}(p + 1) ⊗ Ω^{−p}(p) ⇒ E^{′′} (voir par exemple [OSS]). On en déduit deux suites exactes :

0 −→ H^1E^{′′}(−1) ⊗ Ω^2(2) −→ H^1E^{′′} ⊗ Ω^1(1) −→ F −→ 0

0 −→ H^2E^{′′}(−2) ⊗ O_P3 (−1) −→ F −→ E^{′′}(1) −→ 0

Remarques 3.2.1 :

(ı) La donnée de E^{′′} est équivalente à la donnée de F et d’une section de F (1) car si E^{′′} est donné comme le conoyau d’une section de F (1), alors E^{′′} a la cohomologie souhaitée. (ıı) Si E^{′′} est réflexif, alors le faisceau F est localement libre. En effet, soit Z, le lieu d’annulation de la section de F (1), on a alors en dualisant :

0 −→ O_Z(1) −→ Ext^1(E^{′′}(1), O_P3) −→ Ext^1(F, O_P3) −→ 0

on voit alors que nécessairement, Z est en codimension 3 mais dans ce cas, la longueur de ce faisceau est donnée par c_3(F ) qui vaut ici 2. Or Ext^1(E^{′′}(1), O_P3) est aussi de longueur 2 et on voit que la première flèche est un isomorphisme donc le dernier terme de la suite exacte est nul et F est localement libre.

(ııı) Si E^{′′} n’est pas réflexif mais toujours dans notre ouvert U, le faisceau F sera toujours localement libre car il est nécessairement donné par une cubique gauche irréductible de P̌^3. En effet, on a Hom(Ω^2(2), Ω^1(1)) = V donc F est donné par une matrice 3 × 2 à coefficients dans V̌ qui décrit les plans sauteurs de F (−1) (qui forment une cubique gauche irréductible lorsque E^{′′} est dans l’ouvert U). Or P GL(V ) agit transitivement sur les cubiques gauches irréductibles donc tous ces faisceaux sont isomorphes après action de ce groupe et on a vu dans le cas général où E^{′′} est réflexif que ce faisceau est localement libre donc en fait, il l’est dans tous les cas. De plus, dans ce cas, on voit encore que le lieu d’annulation de la section de F (1) définissant E^{′′} est exactement le lieu singulier de E^{′′}. Donc en particulier, E^{′′} est réflexif si et seulement si la section s’annule en codimension 3.

3.2.1 Etude de F

On va étudier F lorsque E^{′′} est dans U. Dans la proposition suivante, le faisceau F est donné par un faisceau E^{′′} ∈ U.

Proposition 3.2.1 :

La donnée de F est équivalente à la donnée d’une cubique gauche irréductible de l’espace dual P̌3. De plus cette cubique décrit les plans sauteurs du faisceau F (−1) (qui sont ceux de E′′). Le dual de F est le faisceau de Schwarzenberger associé à cette cubique (cf [Va]).

Démonstration : On fait la construction suivante : soit F(1, 3, 4) ⊂ P̌^3 ×P^3 la variété d’incidence. Les plans sauteurs (instables) sont alors donnés par les plans H qui vérifient h^0F_H (−1) >

0. Or on peut voir grace aux formules de Bott et à la suite exacte 0 −→ H^1E^{′′}(−1) ⊗ Ω^2(2) −→ H^1E^{′′} ⊗ Ω^1(1) −→ F −→ 0 que h^2F_H (−1) = 0. On peut donc repérer les plans instables grace à la valeur de h^1F_H(−1) (qui est génériquement 1). Les plans instables sont donc donnés par le premier idéal de Fitting de R^1q_∗p^∗F_{F(1,3,4)}(0, −1) (où p et q sont respectivement les secondes et premières projections du produit P̌^3 × P^3 restreintes à F(1, 3, 4)). On va calculer ceci grace à la résolution de la variété d’incidence :

0 −→ Oˇ_{P3×P3} (−1, −1) −→ Oˇ_{P3×P3} −→ O_{F(1,3,4)} −→ 0 qui donne par q_∗ (après tensorisation par p^∗F (−1)) la suite exacte suivante :

0 −→ q_∗p^∗F_{F(1,3,4)}(0, −1) −→ H^1F (−2)⊗Oˇ_{P3} (−1) −→ H^1F (−1)⊗Oˇ_{P3} −→ R^1q_∗p^∗F_{F(1,3,4)}(0, −1) −→ 0 mais q_∗p^∗F_{F(1,3,4)}(0, −1) est alors sans torsion de rang 0 (car génériquement les plans sont stables) donc ce faisceau est nul. On trouve ainsi une matrice donnant la suite exacte : 0 −→ Oˇ_{P3} (−1)^2 −→ O^3_{P̌3} −→ R^1q_∗p^∗F_{F(1,3,4)}(0, −1) −→ 0 Ceci nous décrit bien une cubique gauche, au moins dans le cas général. Il reste à voir que si la flèche dégénère (c’est à dire la cubique n’est plus irréductible ou si la variété définie n’est plus en codimension 2 : dans le cas où les mineurs ont un diviseur commun) alors on sort de l’ouvert U. En effet, on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.1 :

La matrice M ne dégénère jamais, c’est à dire que la cubique gauche C est toujours irréductible.

Démonstration : On restreint la construction de variété d’incidence ci-dessus à une droite Ľ qu’il faudra préciser (qui appartiendra à la variété définie par M qui contient toujours une droite si M dégénère). Soit X l’image réciproque de Ľ par q (flèche de F dans P̌^3), cette variété X est en fait l’éclatement de la droite Ľ dans P̌^3 et peut aussi être vue comme une variété d’incidence dans P^3 × P^1 (on note p et q respectivement les projections sur chacun des facteurs. On peut voir que X est donné par la suite exacte suivante : o −→ O_P1_{×P}3 (−1, −1) −→ O_P1_{×P}3 −→ O_X −→ 0 et le diviseur exceptionnel Σ est donné par la suite exacte : 0 −→ O_X(1, −1) −→ O_X −→ O_Σ −→ 0 On applique q_∗ à la première suite exacte tensorisée par p^∗E^{′′} :

0 −→ q_∗p^∗E^{′′}_X −→ H^1E^{′′}(−1) ⊗ O_P1 (−1)^M−→ H^1E^{′′} ⊗ O_P1 −→ R^1q_∗p^∗E^{′′}_X −→ 0 et en faisant la même chose avec E^{′′}(1) on obtient l’isomorphisme suivant : q_∗p^∗E^{′′}_X(1)^∼−→ H^1E^{′′} ⊗ O_P1 = O^3_P1 (−1) Mais alors en tensorisant la résolution du diviseur exceptionnel par p^∗E^{′′}_X(1), on obtient l’injection suivante :

0 −→ q_∗p^∗E^{′′}_X ⊗ O_P1 (1) −→ q_∗p^∗E^{′′}_X(1) or on va voir que la dégénérescence de M impose qu’il existe une droite Ľ de P̌^3 telle que sur cette droite, le faisceau q_∗p^∗E^{′′}_X contient O_P1 (−1) et ceci nous donnerait donc une injection : 0 −→ O_P1 −→ O_P1 (−1)^3 ce qui est absurde et le lemme est démontré à condition de vérifier la propriété enoncée sur les dégénérescences.

On cherche maintenant à étudier les flèches :

O^2P3 (−1) −→ O^3P3

qui dégénèrent, c’est à dire les matrices de taille 3 × 2 à coefficients dans V̌ qui dégénèrent sur une droite de P^3 (donnée par un sous espace vectoriel de dimension 2 de V̌ ). On peut voir notre matrice comme une application linéaire de la forme suivante :

C^2 −→ V ⊗ C^3

où C^2 et C^3 sont les espaces vectoriels H^1E^{′′}(−1) et H^1E^{′′} respectivement. On remarque que si il existe un élément de C^2 tel que la matrice associée est de rang inferieur à deux, alors dans une base formée sur cet élément, la matrice a sa première colonne à coefficents dans V̌_0 un sous espace vectoriel de dimension 2 de V̌ . Donc sur la droite de P̌^3 d’idéal engendré par V̌_0, on voit que O_{P1} (−1) est dans le noyau de la flèche. On doit donc vérifier que si la flèche dégénère, il existe un vecteur de C^2 tel que le rang de la matrice associée est inferieur à 2. Soit une application telle que pour tout elément de C^2 non nul, l’application associée est de rang 3 (c’est à dire maximal), plaçons nous dans une base quelconque de C^2, on a ainsi deux matrices de taille 3 × 4 et la classification de Kronecker (voir [Ko-Sh]) nous permet de les mettre sous l’une des deux formes suivantes : la première matrice est : 0 0 1_3 0 et la seconde matrice est soit : 0 0 M 0 où M est sous forme de Jordan avec des valeurs propres non nulles, mais dans ce cas, une combinaison linéaire dans C^2 nous permet de trouver un élément dont l’image est une matrice de rang inferieur à 2 ce qui est absurde, donc la seconde matrice est toujours de la forme suivante : 0 1_3 0 0 ce qui nous donne la matrice d’une cubique gauche irréductible. Donc si la matrice dégénère, on est dans le cas où un vecteur de C^2 a pour image une application de rang au plus 2 et on a bien le résultat recherché.

Fin de la démonstration de la proposition 3.2.1 : On a donc vu grace au lemme 3.1.1 que la cubique gauche des plans sauteurs de F (−1) est irréductible. Pour voir que la cubique gauche redonne le fibré F , on va montrer que F̌ est le fibré de schwarzenberger associé à cette cubique. En effet, si on calcule à partir de la matrice M donnée par : (X Y Y Z Z T )

la résolution libre de F̌ on voit alors que l’on a la suite exacte suivante :

0 −→ O_P3 (−1)^{2 u}−→ O^5_P3 −→ F̌ (1) −→ 0 où u est donné par la matrice suivante : 0 X X Y Y Z Z T T 0 qui nous permet de voir que F̌ (1) est le fibré de schwarzenberger de cette cubique et on peut donc retrouver F̌ à partir de la cubique et donc en dualisant on retrouve F (voir également [Va]).

3.2.2 Etude de la section

On a vu que la donnée de E^{′′} est équivalente à celle de F et d’une section de F (1). Maintenant que l’on a décrit le fibré F , on va s’intéresser à la section. On note P^1 la droite projective paramétrisant C et on note U = H^0O_P1 (1). On notera S_n la représentation irréductible de SL(U) de dimension n + 1.

Proposition 3.2.2 :

Soit F donné (ou encore une cubique gauche irréductible C c’est à dire un plongement de P^1 dans P̌^3). L’espace vectoriel H^0F (1) peut être muni d’une structure de SL_2-module et pour cette structure il vaut S^2S_3 (où S_3 est la représentation irréductible de dimension 4 de SL_2).

Remarque 3.2.2 :

Une question qui se pose ici est de savoir quelle condition nous permet de distinguer les faisceaux réflexifs c’est à dire quelle condition il faut imposer sur l’élément de S^2S_3 pour que la section correspondante s’annule en codimension 3 et donne un faisceau réflexif de l’ouvert que l’on étudie. On répondra à cette question dans la remarque 3.4.1.

Proposition 3.2.3 :

Le SL_2-module S^2S_3 décrit sur P^1 les correspondances symétriques de degré 3.

Corollaire 3.2.1 :

La donnée d’un élément E^{′′} de l’ouvert U de M_P3 (0, 3, 2) est équivalente à la donnée d’une cubique gauche irréductible de P̌^3 et d’une correspondance symétrique de degré 3 sur cette cubique.

3.3 Correspondances sur C

On va ici faire quelques rappels sur les correspondances sur P^1 en gardant à l’esprit le plongement de P^1 dans P̌^3 afin de décrire géométriquement les correspondances sur la cubique gauche C. Une correspondance est une courbe tracée sur P^1 × P^1.

Proposition 3.3.1 :

La variété des bisécantes à C est isomorphe à P^2 plongé dans G par un plongement de Véronese. De plus, la courbe C se plonge dans ce P^2 et est isomorphe à une conique. Enfin, les correspondances symétriques de degré 3 sur C sont exactement les cubiques X de ce P^2.

Remarques 3.3.1 :

(ı)Ceci ne fait que traduire l’isomorphisme S^2S_3^∼−→ S^3S_2. On peut dans ce cas décrire la correspondance (donnée par une cubique plane) de façon géometrique sur la conique π(Δ) : deux points de π(Δ) sont en correspondance si et seulement si dans Δ on avait les deux fibres (selon l’une et l’autre famille de droites) en ces points qui se coupent sur la courbe de correspondance, c’est à dire si et seulement si les tangentes en ces points à π(Δ) se coupent sur la cubique. (ıı) On peut calculer le degré de la surface réglée S de correspondance qui est la réunion des droites de correspondance (droite joignant deux points en correspondance). Ce degré est donné par la restriction de K(1) (où K est le sous fibré tautologique de la Grassmannienne) à la courbe X (cubique du P^2 plongée par le Véronèse) de G. On voit qu’ici le degré de la surface S est 6.

Proposition 3.3.2 :

La surface S est de degré 6 et la courbe S ∩ H (pour un plan H quelconque) est formée d’une courbe irréductible de degré 6,5,4 ou 3 et de 0,1,2,ou 3 droites passant par les points de C ∩ H.

Proposition 3.3.3 :

Soit C une cubique gauche de P̌^3 et soit H un plan, les trois points de P^2 ⊂ G (bissécantes à C) définis par H (c’est à dire les droites (P Q), (P R) et (QR) où H ∩ C = {P, Q, R}) sont donnés par les sommets du triangle des tangentes en π(P ), π(Q) et π(R) à la conique π(C) = π(Δ) (formée par les tangentes à C) dans P^2 ⊂ G. Réciproquement, un tel triplet définit un plan de P̌3.

Remarque 3.3.2 :

Le modèle non singulier de S (qui est une surface reglée) est donné par la restriction du sousfibré tautologique K de la grassmanienne à la cubique plane définissant la correspondance. En effet, si on regarde la variété d’ incidence de G et P̌^3 notée F(1, 2, 4), alors F(1, 2, 4) est donnée par P_G(K(1)) (fibré projectif associé à K au dessus de la grassmannienne) et S est l’image par la restriction de la projection de F(1, 2, 4) sur P̌^3 à P_X(K(1)_X) = P_X (K_P2(2)_{|X}) où X est la courbe de correspondance inclue dans P^2 ⊂ G.

3.4 Etude de la surface réglée

3.4.1 Trois types de surfaces

On va maintenant montrer que pour une correspondance symétrique de degré 3 générale, le cas où il y a un plan H qui contient trois droites de S se présente seulement deux fois, c’est à dire qu’il y a exactement deux plans H tels que S ∩ H soit donné par une cubique plane et trois droites. On peut traduire ceci en terme de cubique plane grace à la proposition 3.3.4 par : soit Y une conique fixée du plan, il existe un ouvert non vide de l’ ensemble des cubiques du plan tel que si X est dans cet ouvert, alors il existe exactement deux triplets de points sur la conique tels que les sommets du triangle des tangentes en ces points soient sur la cubique X. En effet, dans ce cas, les deux triplets correspondent à deux plans de P̌^3 dont l’intersection avec S contiendra trois droites.

Pour voir ceci, il y a plusieurs méthodes. La première consiste à dire que si l’ on regarde la surface duale Š de S, alors un plan contenant trois droites de correspondance correspond à un point triple de Š. Mais on sait compter les points triples d’ une surface réglée de degré d sur une courbe de genre g (voir par exemple [Kl]) et ce nombre est ( (d − 4) ( (d − 2)(d − 3) − 6g )) /6 ce qui nous donne ici 2 sachant que d = 6 et g = 1.

Une autre méthode consiste à étudier la surface reglée définie par le sous-fibré tautologique sur la cubique de correspondance X. On verra (grace à un résultat classique sur les surfaces réglées sur une courbe elliptique [At] ou [Ha1]) que l’on a trois types de surfaces réglée en fonction de la décomposition du fibré de rang deux (que nous noterons K(2) on se place ici sur le P^2 ⊂ G) sur la courbe définissant la surface (remarquons que dans notre cas, K(2) est de degré 6) :

Soit K(2) est somme directe de deux faisceaux inversibles de degrés trois non isomorphes, soit K(2) est une extension non triviale de deux faisceaux inversibles de degrés trois isomorphes,

soit K(2) est somme directe de deux faisceaux inversibles de degrés trois isomorphes. On va voir que seuls ces trois cas (qui forment une stratification) apparaissent et que l’on peut les distinguer de façon géométrique : ils correspondent aux cas où on a deux triplets distincts, puis deux triplets confondus et enfin une infinité de triplets (On appelle ici triplet trois points sommets d’un triangle dans lequel la conique est inscrite).

Proposition 3.4.1 :

On se place sur la cubique plane X. La donnée d’une surjection : K(2) −→ L −→ 0 où L est un faisceau inversible sur X de degré 3 est équivalente à la donnée sur la cubique X d’un triplet associé à la conique.

Démonstration : On remarque que la donnée d’une telle surjection est équivalente à la donnée d’une section de degré 3 et de genre 1 de la surface reglée donc d’une cubique plane sur la surface reglée S et donc d’un plan H vérifiant le fait que l’intersection de S avec H est formée d’une cubique plane et de trois droites qui par la proposition 3.3.4 nous donne un tel triplet. Réciproquement, supposons que l’on ait un triplet associé à la conique sur la cubique X.

Lemme 3.4.1 :

Pour tout triplet de points Z associé à la conique sur le P^2, on a une suite exacte 0 −→ O_P2 (−2) −→ K −→ I_Z −→ 0

Démonstration : Un tel triplet est donné par un plan H comme le décrit la Proposition 3.3.4. Soit alors V_0 le sous espace vectoriel de dimension 3 de V (P^3 = P(V̌ )) correspondant à ce plan (H = P(V̌_0)), on a alors le diagramme suivant :

0 0 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ N_0 −→ V_0 ⊗ O_G −→ Q_{Z0} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ K −→ V ⊗ O_G −→ Q −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 −→ I_{Z0} −→ V/V_0 ⊗ O_G −→ O_{Z0} −→ 0 ↓ ↓ ↓ 0 0 0

où Z_0 est le (β)-plan associé à H. On restreind ensuite la suite exacte donnée par la première colonne au P^2 des bisécantes à C et on voit que Z_0 ∩ P^2 = Z et on a la suite exacte : 0 −→ N_0 −→ K −→ I_Z −→ 0 mais on voit que N est localement libre de rang 1 et les classes de chern nous donnent N_0 = OP2 (−2) ce qui termine la démonstration.

Retour à la proposition 3.4.1 : Si le triplet Z est sur la cubique X, la restriction de la suite exacte du lemme 3.4.1 à X nous donne une surjection K −→ I_Z ⊗ O_X mais ce dernier faisceau est donné par la suite exacte 0 −→ O_Z −→ I_Z ⊗ O_X −→ O_X (−Z) −→ 0 ce qui nous donne une surjection K(2) −→ O_X (2 − Z) le dernier étant de degré 3.

Cette proposition permet de ramener le problème des triplets à celui de l’étude de la suface réglée et plus précisement à l’étude du fibré la définissant. On peut maintenant montrer la proposition suivante qui décrit la surface réglée :

Proposition 3.4.2 :

Le fibré K(2) est soit somme directe de deux faisceaux inversibles sur X de degrés 3 et non isomorphes (cas où il y a exacement deux triplets distincts) soit extension non triviale de deux faisceaux inversibles isomorphes de degrés 3 (cas où les deux triplets sont confondus) soit somme directe de deux faisceaux inversibles isomorphes de degrés 3 (cas où on a une infinité de triplets).

Démonstration : On va vérifier que K(2) est bien comme dans l’un des trois cas envisagés. Pour voir ceci on a le lemme suivant :

Lemme 3.4.2 On a H^0K_X(1) = 0 et ceci impose que l’on a (selon les notations de Hartshorne [Ha1]) pour la surface réglée définie par K_X(2), tout fibré normalisé est du type K_X(1) ⊗ L où L est inversible de degré 0 et est de l’une des deux formes suivantes :

(ı) Somme directe de deux faisceaux inversibles de degré 0 dont un au moins est égal à O_X . (ıı) Extension non triviale de O_X par lui même.

Démonstration : On remarque que K est donné sur le P^2 par la suite exacte suivante :

0 −→ K −→ O^4_P2^M−→ O^2_P2 (1) −→ 0

où M = ( X_0 X_1 X_2 0 0 X_0 X_1 X_2 ) . A partir de cette suite et de celle de restriction à la cubique, on

obtient l’isomorphisme : H^0K(1)^∼−→ H^0K_X(1)

et il nous suffit de calculer le premier par cette suite exacte. On voit qu’ il est nul (il suffit d’écrire qu’aucun quadruplet non nul de polynomes de degré 1 n’est annulé par cette matrice). Notons maintenant N un fibré normalisé (c’est à dire tel que h^0N > 0 mais h^0N ⊗ L = 0 pour tout L de degré strictement négatif). Alors, on sait que N est de degré pair (car c’est K_X (1) tensorisé par un inversible) et d’ après [Ha2] on en déduit que N est soit somme directe de deux faisceaux inversibles, soit extension non triviale de O_X par lui même. Si N est somme directe de deux fibrés de degrés différents, alors il en est de même de K_X(1) qui a donc nécessairement en facteur direct un faisceau inversible de degré strictement positif ce qui imposerait H^0K_X(1) > 0 (impossible). Donc si N est somme directe, les deux faisceaux ont même degré et on voit que nécessairement N doit être de degré 0 (car normalisé) donc obtenu à partir de K_X(1) par tensorisation par un inversible de degré 0. Si N est extension non triviale de O_X par lui même, alors N est de degré 0 et on conclut de la même façon.

Fin de la proposition 3.4.2 : On sait maintenant que l’on est dans un des trois cas recherchés et il reste à associer les cas aux différentes configurations pour les triplets.

On a vu que si l’on a une flèche surjective K(2) −→ L où L est de degré 3 alors on a un triplet. Mais de plus on voit (d’après la démonstration de la proposition 3.4.1) que si l’on a deux fibré non isomorphes ou deux flèches vers un même fibré mais non homothétiques alors on a deux triplets différents. On voit donc que :

On a une extension non triviale si et seulement si on a un unique triplet. Si on a deux triplets distincts, on a nécessairement une somme directe et celle-ci est entre deux faisceaux isomorphes si et seulement si on a une infinité de flèches non proportionnelles, c’est à dire une infinité de triplets.

Remarques 3.4.1 :

(ı) On peut montrer que les cubiques planes qui ont une infinité de triplets associés à la conique forment un fermé des cubiques : on va montrer plus qu’elles forment trois fermés irréductibles de codimension 3 que nous décrirons (paragraphe 3.4.2).

(ıı) On peut aussi remarquer que si la section s de la remarque 3.2.1 s’annule en un point P alors la flèche

OG −→ R^1q_∗p^∗FF(−1) ⊗ OG(1)

s’annule aux droites passant par ce point donc dans la grassmannienne duale, la flèche définissant la cubique s’annule au triplet de points correspondant, c’est à dire la cubique passe par le triplet de points. On peut donc conclure que les différents cas où E^{′′} a deux points singuliers distincts, un unique point singulier (double) ou une infinité de points singuliers (n’apparait pas si E^{′′} est réflexif) sont exactement décrits par les trois cas précédents, c’est à dire :

E^{′′} est réflexif avec deux points singuliers distincts si et seulement si on a deux triplets distincts.

E^{′′} est réflexif avec un unique point singulier si et seulement si on a un unique triplet. E^{′′} est sans torsion non réflexif si et seulement si on a une infinité de triplets.

3.4.2 Etude du cas où on a une infinité de triplets

On va ici montrer que, dans l’ouvert que l’on considère, les faisceaux sans torsion non réflexifs forment une sous variété de codimension 3 et que cette sous variété a trois composantes irréductibles. On pourra même décrire le lieu singulier du point générique de chacune des trois composantes. Pour celà, on va identifier trois composantes irréductibles dans l’ensemble des cubiques possédant une infinité de triplets reliés à une conique fixée. Les points génériques de ces trois composantes seront : une cubique lisse ayant une infinité de triplets, une droite tangente à la conique fixée plus une conique ou une conique en relation de poncelet avec la première et une droite. Les deux dernières familles existent de façon évidente et elles sont de dimension 6 (donc aucune n’est spécialisation de l’autre). Ils nous faut donc voir qu’il existe des cubiques lisses ayant une infinité de triplets et qu’elles forment une famille irréductible de dimension 6 (car alors aucune des trois ne pourra être spécialisation d’une autre). Pour étudier ces cubiques irréductibles, on donne tout d’abord une caractérisation pour qu’une cubique irréductible ait une infinité de triplets. On appelle quadrilatère complet les six points donnés par les six droites joignant quatre points du plan dual (voir [Ba]).

Proposition 3.4.3 :

Une cubique plane irréductible a une infinité de triplets associés à une conique fixée si et seulement si il existe un quadriletère complet sur la cubique qui soit tangent à la conique.

Démonstration : L’existence d’un tel quadrilatère complet nous donne quatre triplets. Mais la proposition 6 de [Ba] nous dit que si il existe un tel quadrilatère complet, on en a une infinité. L’irréductibilité sert pour la réciproque (on peut voir que c’est faux dans le cas d’une conique et d’une droite) car on se sert du fait que l’intersection de la cubique et d’une droite quelconque est formée de trois points. Si on a une infinité de triplets, alors par presque tout point de X (la cubique) il passe un triplet. On peut donc choisir un triplet (A, B, C) dont aucun point n’est sur une tangente commune à C_0 (la conique) et X. Alors la droite (AB) recoupe X en P distinct de A et B et on peut supposer que par P il passe un triplet. Ce triplet est donné par un des deux points A ou B (disons B) et un point R de (BC) (puisqu’on a choisit B). On va montrer que le troisième point Q de (AC) ∩ X (qui est différent de A et de C et on peut supposer qu’il passe un triplet par Q) est sur la droite (P R), les six points A, B, C, P , Q et R formant alors le quadrilatère complet recherché. Le triangle passant par Q est formé par la droite (AC) et soit par la droite (AB) soit par la droite (BC) (disons (AB), c’est à dire que A est dans le triangle). Mais alors le troisième point est soit B, soit P . Mais ce n’est pas B car les deux droites tangentes à C_0 par B sont (AB) et (BC) et Q est différent de A et de C. Donc Q est sur sur (P R) et on a terminé.

Corollaire 3.4.1 :

On a une famille irréductible de dimension 6 de cubiques irréductibles qui sont reliées à une conique fixée.

Démonstration : La proposition précédente nous permet déjà de conclure qu’elle n’est pas vide. Pour la dimension, on considère la sous variété F de P^5 × P^9 (où P^5 et P^9 paramétrisent respectivement les coniques et les cubiques du plan) donnée par les couples de conique et cubique qui sont telles que la cubique ait une infinité de triplets associés à la conique. On note p et q les projections sur le premier et le second facteur. On cherche la dimension de la fibre Z de p au dessus d’une conique générale C.

On regarde la variété d’incidence M inclue dans QC(C) × P^9 (où QC(C) est la variété des quadrilatères complets tangents à la conique C et P^9 est la variété des cubiques) et donnée par les paires de triplets et de cubiques où le triplet est sur la cubique. On note p^′ et q^′ les projections sur les premier et deuxième facteurs. On se place au dessus de l’ouvert de P^9 formé par les cubiques irréductibles. La fibre Z est alors donnée par l’image de M par q^′. On peut calculer cette dimension car un quadrilatère complet sur C dépend de 4 paramètres, on a (fibre de p^′) 3 paramètres pour les cubiques passant par ce quadrilatère complet (voir [Ba] lemma 2) et (fibre de q^′) sur chaque cubique on a une famille de dimension 1 de quadrilatères complets, donc Z est de dimension 6. On peut également voir que Z est irréductible car M l’est.

Proposition 3.4.4 :

Les faisceaux sans torsion non réflexifs de l’ouvert U forment une sous variété de codimension 3 de cet ouvert qui a trois composantes irréductibles données par les trois composantes de cubiques ayant une infinité de triplets décrites précédement.

On va maintenant déterminer le lieu singulier des faisceaux génériques de ces trois composantes qui seront soit une cubique gauche, soit une conique, soit une droite.

Proposition 3.4.5 :

Si le faisceau E^{′′} est donné par une cubique plane lisse ayant une infinité de triplets alors le lieu singulier de E^{′′} est une cubique gauche, si il est donné par une tangente à la conique et une autre conique, le lieu singulier de E^{′′} est une conique et si il est donné par une conique en relation de Poncelet avec la première et une droite, le lieu singulier de E^{′′} est une droite.

Démonstration : On regarde K_P2 (2) où P^2 est la variété des bissécantes à la cubique gauche. Une section globale de ce faisceau décrit exactement les triplets de points associés l̀a conique c’est à dire les plans de P̌^3 ou encore les points de P^3. On a en fait PH^0K_P2 (2) = P^3. Mais alors les points singuliers de E^{′′} sont donné par les sections qui s’annulent sur la cubique. Elles sont exactement donnée par PH^0(O_P1 ⊕ O_P1 ) (voir l’étude de la surface réglée) et donc sont isomorphes à P^1. Il reste à déterminer le degré de cette courbe rationnelle. Le degré est donné par le nombre de points dans un hyperplan, c’est à dire par le nombre de triplets passant par un point fixe de la conique. On voit que le degré est 3, 2 et 1 dans chacun des trois cas considérés.

On peut maintenant résumer les résultats obtenus sur la famille U étudiée dans le théorème suivant :

Théorème 3.4.1 :

La famille U est une fibration en P^9 sur le schéma des cubiques gauches irréductibles (l’espace projectif de dimension 9 au dessus d’une cubique gauche étant décrit par les cubiques d’un P^2, immergé par une Véronese dans G, correspondant aux bisécantes à la cubique). On peut de plus décrire la sous variété U^′ des faisceaux tels que les point singuliers du faisceau sont confondus qui est un hypersurface irréductible et donnée (dans chaque P^9) par une hypersurface irréductible de degré 6. De même, on peut décrire le lieu des faisceaux non réflexifs qui se décompose en trois composantes irréductibles de codimension 3 données dans le P^9 des cubiques planes par les trois familles décrites dans la proposition 3.4.5.

Démonstration : Presque tout le théorème découle de l’étude précédente. Cependant, il nous reste à démontrer que la sous variété U^′ de U est irréductible et que le degré des hypersurfaces dans les fibres (isomorphes à P^9) est 6. Pour la dimension (c’est à dire le fait que c’est une hypersurface) et l’irréductibilité, on aura besoin d’employer un moyen détourné qui utilisera la description avec les courbes de degré 7 et de genre 2 apparaissant comme section de E^{′′}(2). Nous reverrons ces questions au paragraphe 6 (une démonstration de ces deux propriétés est faite dans l’introduction). Pour calculer le degré, en supposant que l’on a bien un hypersurface, on utilise la description suivante du lieu singulier de E^{′′} : les points singuliers de E^{′′} sont exactement les points où la section s de F (1) s’annule (voir remarques 3.2.1). On va donc s’interresser à la variété S = P(H^0F (1)) paramétrisant les section de F (1). Sur S × P^3, on a une section universelle s de p^∗O_S(1) ⊗ q^∗F (1) où p et q sont les projections sur le premier et le second facteur respectivement. On peut alors regarder la variété Q définie comme le lieu d’annulation de cette section universelle. La restriction de p à cette variété Q est un morphisme de degré 2 et on cherche à calculer le degré de l’image des points de ramification. Pour ceci, [Kl] nous donne la formule suivante : d = deg(p_∗(p^∗c_1(S) − c_1(Q))). Il nous reste donc à calculer les premières classes de chern de ces deux variétés. Pour S, qui est un espace projectif de dimension 9, on a c_1(S) = 10h_1 (où h_1 désigne un hyperplan). Pour calculer celle de Q, on va calculer une résolution de son idéal dans S × P^3 et en déduire sa classe de chern. La résolution de cet idéal est donnée par le complexe de Koszul formé à partir de š, on a donc :

0 −→ p^∗O_S(−3)⊗q^∗Λ^3F̌ (−3) −→ p^∗O_S(−2)⊗q^∗Λ^2F̌ (−2) −→ p^∗O_S(−1)⊗q^∗F̌ (−1)^š−→ I_Q −→ 0

mais alors I_Q/I^2_Q = (p^∗O_S(−1) ⊗ q^∗F̌ (−1)) ⊗ O_Q. Ceci nous permet de dire que, si on note i l’immersion fermée de Q dans S × P^3 on a sur Q :

c_1(I_Q/I^2_Q) = −3i^∗h_1 − 4i^∗h_2

Mais alors, Q étant localement intersection complète, on a la suite exacte suivante :

0 −→ I_Q/I^2_Q −→ Ω^1_{S×P}3 −→ Ω^1_Q −→ 0 qui nous permet de calculer : c_1(Q) = 6i^∗h_1

et on en déduit que l’image par p du lieu où la section s’annule doublement en un point est 3i_∗i^∗h_1 et est par conséquent de degré 6.

Corollaire 3.4.2 :

On a un morphisme de degré 2 d’un ouvert de la sous variété H_1 du schéma de Hilbert des courbes ACM de degré 6 et de genre 3 qui sont réunion d’une cubique gauche et d’une cubique plane la coupant en trois points vers U tel que sur la sous variété H_1^′ de H_1 formée des courbes qui n’ont qu’une cubique plane tracée sur la surface des trisécantes, le morphisme est un isomorphisme vers la sous variété U^′ de U.

Démonstration : En effet, si on regarde la cubique gauche C (de P̌^3) et la cubique plane X (de la grassmannienne) on a une surface réglée de degré 6 formée de bisécantes à C qui nous redonne le faisceau E^{′′}, mais on a deux cubiques (en général) sur la surface donc on a deux couples (C, X) possibles pour le même faisceau E^{′′}. De plus, un triplet de points sur la cubique X correspond à un plan de P̌^3 tel que l’intersection de la surface et de ce plan est formée de trois droites et d’une cubique plane, donc si on a un seul triplet (cas des points singulier confondus) alors on a une unique cubique plane sur la surface et donc on a une section de notre morphisme. En fait on a un isomorphisme entre H et Q décrit dans la démonstration du théorème 3.4.1.

3.5 Etude des éléments de saut

Proposition 3.5.1 :

Les plans sauteurs de E^{′′} sont exactement ceux de F (−1). Ils forment donc une cubique gauche irréductible.

Proposition 3.5.2 :

Les droites bisauteuses de E^{′′} sont bisauteuses pour F (−1).

Proposition 3.5.3 :

Les droites bisauteuses de F (−1) sont exactement les bisécantes à la cubique gauche C définissant F (les bisécantes à C sont à priori dans P̌^3 mais on peut définir leur droite duale et c’est celle-ci qui est bisauteuse).

Démonstration : On regarde la variété d’incidence F(1, 2, 4) ⊂ P^3 × G et les droites bisauteuses sont données par le 0ième idéal de Fitting de R^1q_∗p^∗F_{F(1,2,4)}(0, −1). Mais on a la résolution de F(1, 2, 4) :

0 −→ O_{G×P}3 (−1, −2) −→ q^∗K(0, −1)^u−→ O_{G×P}3 −→ O_{F(1,2,4)} −→ 0

où K est le sous-fibré tautologique de la grassmannienne. Cette résolution donne par tensorisation par p^∗F (−1) et en appliquant q_∗ :

0 −→ q_∗p^∗F_{F(1,2,4)}(0, −1) −→ H^1F (−2)⊗K −→ H^1F (−1)⊗O_G −→ R^1q_∗p^∗F_{F(1,2,4)}(0, −1) −→ 0

Par ailleurs, les bisécantes à C sont données par le 0ième idéal de Fitting de R^1q_∗J où J est l’idéal de p^{−1}C dans F^′(1, 2, 4) (où l’on a noté F^′(1.2.4) la variété d’incidence de la grassmannienne et de P̌3) (cf. [Gr-Pe]). Mais on a la suite exacte 0 −→ S_1 ⊗ O_{F0(1,2,4)}(−3) −→ S_2 ⊗ O_{F0(1,2,4)}(−2) −→ J −→ 0 (où S_1 et S_2 sont les représentations irréductibles de SL_2). On a alors :

0 −→ q_∗J −→ S_1 ⊗ K(−1)^v−→ S_2 ⊗ O_G(−1) −→ R^1q_∗J −→ 0

Mais v(1) est obtenu à partir de u et de la dualité (due à l’isomorphisme Λ^4V^∼= k) entre les grassmanniennes de P^3 et P̌^3 (ceci peut être vu grace à la construction de C à partir de F ). Donc les deux faisceaux ont le même idéal de Fitting et on a le résultat.

Remarque 3.5.2 :

Les bisauteuses de E^{′′} forment donc une sous-variété du P^2 ⊂ G des bisécantes à C.

Proposition 3.5.4 :

La donnée d’une section s ∈ H^0F (1) est équivalente à la donnée d’ une section s ∈ H^0R^1q_∗F_{F(1,2,4)}(0, −1)⊗ OG(1). La courbe X ⊂ P^2 ⊂ G de correspondance définie dans la proposition 3.1 est la courbe des bisauteuses de E.

Démonstration : Si s ∈ H^0F (1), ceci nous donne une suite exacte

OG −→ R^1q_∗p^∗FF_{(1},_2,_{4)}(0, −1) ⊗ OG(1) −→ R^1q_∗p^∗E^{′′}F_{(1},_2,_{4)} ⊗ OG(1) −→ 0

et les bisauteuses sont donc données par cette section s qui induit une section sur R^1q_∗p^∗F_{F(1,2,4)}(0, −1)⊗ OG(1).

Mais par ailleurs, on a R^1q_∗p^∗F_{F(1,2,4)}(0, −1) ⊗ O_G(1)^∼= R^1q_∗J(2) (par la dualité entre les grassmanniennes) et on a : S_2 ⊗ O_G(−1) −→ R^1q_∗J −→ 0 ce qui donne par restriction sur le P^2 des bisécantes :

S_2 ⊗ O_P2 −→ O_P2 (a) −→ 0

mais S_2 = H^0O_P2 (1) donc on a a = 1 et donc R^1q_∗J(2)_P2 = O_P2 (3) et H^0R^1q_∗F_{F(1,2,4)}(0, −1)⊗ OG(1) = S^3S_2 donc les deux espaces sont les mêmes et une section du second donne les bisauteuses.

Corollaire 3.5.1 :

La surface S définie par la correspondance est le lieu de la réunion des droites bisauteuses de E^{′′}. 3.6 Lien avec les instantons de degré 3

On va ici chercher à relier les faisceaux que l’on vient d’étudier avec les instantons de degré 3. Pour cela, on construit pour un faisceau E^{′′} de M_P3 (0, 3, 2) dont le lieu singulier est formé de deux points confondus, une flèche surjective vers le faisceau du point : E^{′′} −→ O_P et en considérant le noyau E, on obtient un élément de M_P3 (0, 3, 0). On va voir que les éléments ainsi construits sont dans le bord de I_3 formant ainsi une composante irréductible de ce bord.

Pour ceci, on réalise une déformation sur les courbes de degré 7 et de genre 1 de telle sorte que l’on passe de la courbe générique lisse à une courbe ayant un point immergé au niveau d’un point double ordinaire.

Proposition 3.6.1 :

Soit Y une courbe de degré 7 et de genre 2 ayant un point double ordinaire et générique pour cette propriété, alors il existe une unique façon d’immerger un point au lieu singulier de Y pour en faire une courbe de genre 1 qui est limite d’une famille de courbe de degré 7 et de genres 1 lisses.

Démonstration : La courbe Y a pour modèle non singulier une courbe X de genre 1. On a un morphisme (éclatement du point singulier de Y ) π de X vers Y . La courbe X est plongée dans P^6 grace à l’immersion fermée donnée par le diviseur L = π^∗O_Y (1) de degré 7 sur X. Le morphisme π est alors en fait la restriction d’une projection vers un sous espace projectif de dimension 3 du P^6 donnée par l’image réciproque de V = H^0O_P3 (1) dans H^0L ou encore par une flèche sujective de Ȟ^0L vers V̌ qui est déterminée par son noyau W qui doit rencontrer la variété des cordes de X en un point (car Y a un point double ordinaire). En se plaçant au voisinage de W dans l’ouvert de la grassmanienne des sous espaces vectoriels de dimension 3 de Ȟ 0L qui sont supplémentaires de V̌ , on peut construire une famille paramétrée par un anneau de valuation discrète A de sous espaces vectoriels qui génériquement ne rencontrent pas la variété des cordes de X mais qui au point spécial la rencontre (et nous donne notre sous espace de départ). Ces sous espaces vectoriels nous donnent une famille de projections vers P^3 dont les images forment une famille de courbes génériquement de degré 7 et de genre 1 lisses mais qui au point spécial donne la courbe Y . En complétant la famille générique (qui est plate car sur un corps), c’est à dire la famille privée du point spécial, en une famille plate, on obtient à la limite une courbe de degré 7 et de genre 1 donnée par l’immersion d’un point au point singulier de Y .

La limite est unique (c’est à dire que la manière d’immerger le point est unique) au moins pour une courbe de degré 7 et de genre 2 ayant un point double ordinaire générique car sinon, on construirait sur la variété des courbes de degré 7 et de genre 2 ayant un point double ordinaire (qui est de dimension 23) une fibration en espaces projectifs (car les points immergés sont donnés par les surjections de I_{Y,P} dans O_P ) qui nous donnerait une variété de dimension superieure ou égale à 24 et adhérente à la variété des courbes de degré 7 et de genre 1 lisses qui est elle de dimension 24. Ceci est absurde donc il y a une unique manière d’immerger les points.

Proposition 3.6.2 :

Il y a une bijection entre les couples (E^{′′}, s) où E^{′′} est un faisceau de U et s une section de E^{′′}(2) et les couples (Y, ξ) où Y est une courbe de degré 7 et de genre 2 localement cohen-macaulay et ξ ∈ H^0(ω_Y ) est presque partout surjective. Enfin, le faisceau E^{′′} a ses deux points singuliers confondus si et seulement si il y a un sous espace vectoriel de codimension 1 de H^0E^{′′}(2) tel que les courbes Y lieu d’aanulation de ces sections ont chacune un point double ordinaire.

Démonstration : Voir [Ha2].

Cette étude nous permet de montrer par un moyen détourné que la sous variété U^′ de U formée des faisceaux dont les points singuliers sont confondus est irréductible et de codimension 1 dans U. En effet, pour cela il nous suffira de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.6.3 La sous variété du schéma de Hilbert des courbes irréductibles de degré 7 et de genre 2 formée des courbes ayant un point double ordinaire est irréductible.

Démonstration : On peut décrire cette sous varété de la façon suivante : soit E le schéma paramétrisant les courbes lisses abstraites de genre 1 et soit L la fibration de E dont les fibres sont les diviseurs de degré 7. On a un diviseur universel sur L qui nous permet de construire un morphisme vers P^6. Si on regarde au dessus de chaque couple (X, L) où X est une courbe elliptique et L un diviseur de degré 7 sur X, la sous variété de la Grassmanienne des sous espaces vectoriels de H^0L qui rencontre la variété des cordes de X (cette sous variété est irréductible car la variété des cordes l’est) on a alors une variété irréductible (morphisme plat de la variété vers une variété irréductible dont les fibres sont irréductibles) qui décrit la famille recherchée.

Soit maintenant E^{′′} un faisceau de U^′ assez général. Un élément assez général du sous espace vectoriel de codimension 1 de H^0E^{′′}(2) nous permet de construire une courbe Y de degré 7 et de genre 2 ayant un point double ordinaire. Mais la Proposition 3.6.1 nous donne un moyen canonique d’immerger un point au niveau du point double de Y ce qui revient à construire sur les faisceaux un morphisme surjectif E^{′′} −→ O_P où P est le lieu singulier de E^{′′} (Le noayu E de cette flc̀he est un élément de M_P3 (0, 3, 0) et le sous espace de H^0E^{′′}(2) de codimension 1 correspond aux sections de E(2)). Ce que nous dit cette propriété sur les courbes de degré 7 et de genre 2 c’est que seule une flèche peut convenir pour que le noyau soit limite d’une famille d’instantons. En prenant le noyau de cette flèche on a un faisceau E qui est dans M_P3 (0, 3, 0) et dont le bidual est E^{′′}. On a donc construit une application birationnelle de la sous variété U^′ de notre famille U vers une sous variété de M_P3 (0, 3, 0) que nous noterons ∂I^2_3 (formée des faisceaux sans torsion dont le bidual est dans la sous variété précédente).

Proposition 3.6.4 :

La variété ∂I^2_3 construite à partir de la sous variété de notre famille formée par les faisceaux qui ont les deux points singuliers confondus est adhérente à la variété I_3 des instantons de degré 3.

Démonstration : On construit une famille plate de faisceaux grace à la famille de courbes consruite à la proposition 3.6.1. En effet, soit Y une telle famille de courbes qui est sur un anneau de valuation discrète A, cette famille de courbes nous permet de construire, en prenant un élément ξ_A de Ext^1(I_Y (2), O_P3A(−2)) (unique à homothéties près) une famille plate de faisceaux E_A par :

0 −→ O_P3A(−2) −→ E_A −→ I_Y (2) −→ 0

qui est un instanton au point générique et un faisceau de notre famille ayant ses deux points singuliers confondus au point spécial.

4 Lien entre les deux familles

4.1 Introduction

On a vu (corollaire 2.3.1) que la famille ∂I^1_3 est birationnelle à la sous-variété H_3^′ du schéma de Hilbert des courbes de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple et tel que la courbe des trisécantes est sur un complexe de droites. De même, on a vu que la famille ∂I^2_3 est birationnelle à la sous variété H_1^′ du schéma de Hilbert des courbes de degré 6 et de genre 3 formées par la réunion d’une cubique gauche irréductible et d’une cubique plane telles que sur la surface réunion des trisécantes, il y ait une unique cubique plane. En effet, on a vu que H_1^′ est birationnelle à U^′ (corollaire 3.4.2) et U^′ est birationnelle à ∂I^2_3 car on a un unique morphisme d’un faisceau U^′ vers son point singulier tels que le noyau est limite d’instanton (proposition 3.6.1 et ses conséquences).

On voit donc apparaitre des applications linéaires R −→ W ⊗ V̌ données par les résolutions des idéaux de ces courbes ACM. C’est sur les matrices de ces applications linéaires que l’on va raisonner. On passera librement d’une matrice à coefficients dans V̌ d’une application linéaire de R dans W à une matrice à coefficients dans W d’une application linéaire de R dans V̌ ou encore à une matrice à coefficients dans Ř d’une application linéaire de V dans W .

4.2 Les matrices des deux familles

Proposition 4.2.1 :

Soit Y une courbe ACM de degré 6 et de genre 3 de P(V̌ ) ayant un point triple, et soit la résolution de son idéal :

0 −→ R ⊗ O_{P(}ˇ_{V )}(−4) −→ W ⊗ O_{P(}ˇ_{V )}(−3) −→ I_Y −→ 0

Ceci nous donne une application R −→ W ⊗ V̌ . Il existe des bases de W et de V telles que cette application s’écrive comme une matrice 4 × 4 (de V dans W ) à coefficients dans Ř sous la forme suivante : 0 N 0 0 a b c d Réciproquement, une telle matrice nous redonne une courbe Y de degré 6 et de genre 3 ayant un point triple. De plus, on peut choisir N symétrique si et seulement si la courbe des bisécantes à Y est sur un complexe de droites.

Démonstration : Le point triple est donné par le deuxième idéal de Fitting de I_Y donc par les mineurs 2 × 2 de la matrice 3 × 4 (de R dans W ) à coefficients dans V̌ . Ils sont tous dans l’idéal engendré par le noyau de H ∈ V définissant le point triple. On a donc comme au paragaphe 2.5.1 de l’étude de ∂I^1_3 une matrice de la forme : ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ u où ∗ représente un élément du noyau de H et u est quelconque (donc non annulé par H de façon générale). Cette matrice nous donne alors sous la forme d’une matrice 4 × 4 (de V dans W ) à coefficients dans Ř : 0 N 0 0 a b c d La réciproque est immédiate.

De plus, on est sur un complexe de droites si et seulement si la matrice est la multiplication du modules de Rao d’un faisceau de ∂I^1_3 ce qui nous donne exactement la condition de symétrie (voir le paragraphe 2.5.2 de l’étude de ∂I^1_3).

Proposition 4.2.2 :

Soit Y^′ une courbe de degré 6 et de genre 3 de P(W ) formée par la réunion d’une cubique gauche irréductible C et d’une cubique plane C^′ se rencontrant en 3 points. Alors l’idéal I_Y 0 de Y^′ a une résolution de la forme suivante :

0 −→ R ⊗ O_{P(W )}(−4) −→ V̌ ⊗ O_{P(W )} −→ I_Y 0 −→ 0

qui nous donne une application R −→ W ⊗ V̌ et on peut trouver des bases de W et de V telles que cette application s’écrive comme une matrice 4 × 4 (de W̌ dans V̌ ) à coefficients dans Ř sous la forme suivante : a N b c 0 0 0 d

Réciproquement, une telle matrice nous redonne une courbe de degré 6 et de genre 3 formée par la réunion d’une cubique gauche irréductible et d’une cubique plane se coupant en 3 points. De plus, on peut choisir N symétrique si et seulement si sur la surface des trisécantes à Y^′ il y a une unique cubique plane (qui est alors C^′) ou il y en a une infinité. Génériquement, si N est symétrique, il y a une unique cubique plane.

Démonstration : La courbe Y^′ vérifie : 0 −→ I_Y 0 −→ I_C −→ L^′ −→ 0 où L^′ est supporté par C^′ et est donné sur le plan H de C^′ par : 0 −→ R ⊗ O_H (−3)^a−→ B ⊗ O_H (−2) −→ L^′ −→ 0 où R et B sont des espaces vectoriels de dimension 3. On peut alors calculer la résolution de L^′ sur P(W ) et on a :

0 −→ R ⊗ O_{P(W )}(−4) −→ (R ⊕ B) ⊗ O_{P(W )}(−3)^{(a,H)}−→ B ⊗ O_{P(W )}(−2) −→ L^′ −→ 0 Mais on a la résolution de I_C qui est :

0 −→ R_0 ⊗ O_{P(W )}(−3) −→ V̌_0 ⊗ O_{P(W )}(−2) −→ I_C −→ 0 où R_0 et V̌_0 sont des espaces vectoriels de dimensions respectives 2 et 3. On obtient alors le diagramme suivant : 0 ↓ 0 R ⊗ O_{P(W )}(−4) ↓ ↓ R_0 ⊗ O_{P(W )}(−3) −→ (R ⊕ B) ⊗ O_{P(W )}(−3) ↓ ↓ V̌_0 ⊗ O_{P(W )}(−2) −→ B ⊗ O_{P(W )}(−2) ↓ ↓ 0 −→ I_Y 0 −→ I_C −→ L^′ −→ 0 ↓ ↓ 0 0 On en déduit que V̌_0^∼−→ B. Notons V̌ le conoyau de l’application de R_0 dans R ⊕ B. On voit déja que l’on a :

0 −→ R ⊗ O_{P(W )}(−4) −→ V̌ ⊗ O_{P(W )}(−3) −→ I_Y 0 −→ 0 De plus, le fait que C est irréductible nous impose que la composée suivante est injective : R_0 −→ R ⊕ B −→ R. Mais alors on voit que l’on a la composée V̌_0 = B −→ R ⊕ B −→ V̌ est injective. En prenant des bases de R_0 et V̌_0 complétées en des bases de R et de V̌ , on a la matrice : ∗ A ∗ ∗ 0 0 H où A est la matrice de la cubique gauche. Ceci nous donne en termes de matrices 4 × 4 à coefficients dans Ř et en prenant H comme dernier vecteur de la base de W : a N b c 0 0 0 d où N représente l’élément de R ⊗ V_0 ⊗ W̌_0 avec W_0 le quotient de rang 3 de W déterminé par le plan H. La réciproque est immédiate.

Mais alors, on a vu dans l’étude de ∂I^2_3 que la condition sur la surface des trisécantes est vérifiée si et seulement si, sur le plan des bisécantes à C (qui est ici P(V̌_0)), le faisceau K(1)_X est extension (triviale ou non) d’un faisceau L par lui même. On voit alors que le faisceau L est une théta caractéristique (car Λ^2K(1)_X = O_X ). De plus, il y a un isomorphisme entre la cubique X du plan des bisécantes et la cubique C^′ qui identifie le triplet définissant le faisceau L et les trois points de C^′ situés en dehors de C ∩ C^′ sur les trois droites définies par C ∩ C^′. On voit donc que si L^′ est donné par la multiplication R ⊗ O_{P(W0)}(−3) −→ V̌_0 ⊗ O_{P(W0)}(−2) c’est à dire par R −→ W_0 ⊗ V̌_0 (où W_0 est le quotient de rang 3 de W correpondant au plan H), alors L est donné par la multiplication R ⊗ O_{P(}ˇ_{V0)}(−3) −→ W_0 ⊗ O_{P(}ˇ_{V0)}(−2). Le faisceau L étant une théta caractéristique, on peut trouver un isomorphisme entre Ř et W_0 tel que la composée :

V̌_0 −→ Ř ⊗ W_0 −→ W_0 ⊗ W_0

se factorise par Sym_2(W_0).

On utilise alors le résultat de Barth [Ba] suivant : Si on a trois espaces vectoriels de dimension trois R_0, V̌_0 et W_0 et un élément de R ⊗ V_0 ⊗ W̌_0 tels qu’il existe un isomorphisme entre Ř et W_0 tel que la composée suivante :

V̌_0 −→ Ř ⊗ W_0 −→ W_0 ⊗ W_0

se factorise par Sym_2(W_0), alors il existe deux autres isomorphismes entre W_0 et V̌_0 et entre Ř et V̌_0 tels que les applications obtenues par composition suivantes :

R −→ V̌_0 ⊗ V̌_0 W̌_0 −→ V̌_0 ⊗ V̌_0

se factorisent toutes les deux par Sym_2(V̌_0).

On voit grace à ce résultat que notre matrice N peut être choisie symétrique si et seulement si il y a une unique cubique plane ou une infinité. Le résultat de généricité est évident.

On peut donc constater que l’on passe d’un ensemble de matrices à l’autre par transposition (ou encore par échange des roles de V et de W ). On va traduire ceci par :sur les transformations cubo-cubiques. Notons T_3^′ les transformations cubo-cubiques inverses de celles de T_3 et S_3^′ les inverses de celles de S_3.

Proposition 4.2.3 :

On a l’inclusion : S_3^′ ⊂ T_3^′ et le morphisme f (voir proposition 2.5.1) va de T_3 dans H_3, de S_3 dans H_3^′, de T_3^′ dans H_1 et de S_3^′ dans H_1^′.

Démonstration : L’inclusion est évidente grace à l’inclusion S_3 ⊂ T_3 et les images de T_3 et S_3 ont déja été calculées. Reste à déterminer celles de T_3^′ et de S_3^′. Mais les matrices associées sont les transposées de celles de T_3 et de S_3 et les résultats précédents nous permettent de conclure.

Maintenant que l’on a vu le lien entre les matrices paramétrisant ∂I^1_3 et ∂I^2_3, c’est à dire que l’on a vu que ∂I^2_3 est aussi paramétré par un ensemble de transformations cubo-cubiques (les inverses de celles qui paramétrisent ∂I^1_3), on va essayer de construire une déformation de I_3 vers ∂I^2_3 de la même manière que celle construite pour ∂I^1_3. On va donc essayer de construire un morphisme de S_3^′ vers M_P3 (0, 3, 0) (en fait on ne pourra aller que dans M_P3 (0, 3, 2)) et montrer que S_3^′ est dans l’adhérence de S_4 et en déduire une déformation.

Proposition 4.2.4 :

On a l’inclusion suivante : S_3^′ ⊂ S_1.

Démonstration : On prend la matrice d’un élément de S_3^′ c’est à dire la matrice d’une courbe qui est réunion d’une cubique gauche et d’une cubique plane se rencontrant en trois points. Elle est de la forme suivante (proposition 4.2.2) : a N b c 0 0 0 d

où N est symétrique ce qui nous permet avec la matrice :

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

de dire que l’on est dans S_1 (une fois encore ψ est unique).

Proposition 4.2.5 :

On a un morphisme g d’un ouvert de S_3^′ vers M_P3 (0, 3, 2) dont l’image est un ouvert de U^′.

Démonstration : On a encore un complexe universel :

R ⊗ Ω^2(2) ⊗ O_{S3}0 −→ W ⊗ Ω^1(1) ⊗ O_{S3}0 −→ O_{P(V )×S3}0

et on se place sur l’ouvert où c’est injectif. Alors la cohomologie au centre nous donne un élément de M_P3 (0, 3, 2) et non de M_P3 (0, 3, 0) car il n’y a plus surjectivité. On voit aisément que l’on arrive dans U^′ en calculant la cohomologie et on obtient un ouvert grace au fait que U^′ est birationnel à H_1^′ et qu’un ouvert de ce dernier est recouvert par l’image de S_3^′ par f.

Remarque 4.2.1 :

Comme on a une application birationnelle de U^′ vers ∂I^2_3 on voit que l’on a tout de même un morphisme d’un ouvert de S_3^′ sur un ouvert de ∂I^2_3. On va mieux comprendre ce morphisme à la proposition 4.2.7.

Proposition 4.2.6 :

La variété S_3^′ est adhérente à S_4.

Démonstration : On regarde la déformation suivante sur les matrices associées : a N b c ta td tc d où t est l’uniformisante d’un anneau de valuation discrète A. On peut remarquer que la matrice :

t 0 0 0 0 t 0 0 0 0 t 0 0 0 0 1 nous permet de dire que le point générique est dans S_4 alors que le point spécial est un élément assez général fixé de S_3^′. Ceci nous donne le résultat. On peut remarquer que cette déformation est la déformation pour S_3 mais sur les transformations cubo-cubiques inverses, c’est à dire sur les matrices transposées.

Proposition 4.2.7 :

la variété ∂I^2_3 est dans l’adhérence de I_3.

Démonstration : Soit E_0 un faisceau assez général de ∂I^2_3 tel que la matrice au point spécial de la déformation précédente soit celle de la courbe de H_1^′ associée à E_0. On reprend la déformation précédente qui nous donne la monade : 0 0 ↓ ↓ 0 −→ R ⊗ A ⊗ Ω^2(2) −→ K −→ E(1) −→ 0 ‖ ↓ ↓ 0 −→ R ⊗ A ⊗ Ω^2(2) −→ W ⊗ A ⊗ Ω^1(1) −→ Q −→ 0 ↓ ↓ A ⊗ O_P3 = A ⊗ O_P3 ↓ ↓ OP = O_P ↓ ↓ 0 0 qui nous donne un faisceau E sur P^3_A et sa spécialisation nous donne 0 0 ↓ ↓ R ⊗ Ω^2(2) −→ K −→ E(1) −→ 0 ‖ ↓ ↓ R ⊗ Ω^2(2) −→ W ⊗ Ω^1(1) −→ Q −→ 0 ↓ ↓ OP ⊕ IP = OP ⊕ IP ↓ ↓ 0 0 Le lemme suivant nous permet de conclure :

Lemme 4.2.1 :

La famille ainsi construite à partir de la matrice d’un élément générique E_0 de ∂I^2_3 est plate sur A, elle donne au point générique de A un instanton et au point spécial de A elle redonne le faisceau E_0.

Démonstration : Le faisceau E_0 est déterminé par une courbe de degré 6 et de genre 3 formée par la réunion d’une cubique gauche et d’une cubique plane se rencontrant en 3 points de l’espace dual P̌^3. La matrice définissant E_0 a donc la forme suivante : ∗ A ∗ ∗ 0 0 H où A est la matrice de la cubique gauche et H le plan de la cubique plane. Pour montrer la platitude de la famille, il suffit de montrer que quand on spécialise, la flèche suivante reste injective :

R ⊗ Ω^2(2) −→ W ⊗ Ω^1(1)

mais cette flèche s’insère dans le diagramme suivant : 0 0 ↓ ↓ 0 −→ R_0 ⊗ Ω^2(2) −→ W_0 ⊗ Ω^1(1) −→ F −→ 0 ↓ ↓ R ⊗ Ω^2(2) −→ W ⊗ Ω^1(1) −→ Q −→ 0 ↓ ↓ 0 −→ O_P3 (−1) −→ Ω^2(2)^v−→ Ω^1(1) −→ I_P −→ 0 ↓ ↓ 0 0 où v est le vecteur donnant le point P de P^3 correspondant au plan H de P̌^3, où la première flèche horizontale est la flèche de la cubique gauche (donc F est le fibré étudié au 3.2.1) . Mais alors on voit que le noyau recherché est soit nul soit égal à O_P3 (−1). S’il n’est pas nul, c’est que la dernière colonne de la matrice est proportionnelle à H ce qui n’est pas le cas si on choisit la matrice de manière générique.

On voit que si la matrice de E_0 est générale, celle du faisceau au point générique de A est celle d’un instanton.

Il nous reste à voir que le faisceau limite de la famille est bien E_0. Mais, le diagramme précédent nous dit que l’on a la suite exacte suivante : 0 −→ O_P3 (−1) −→ F −→ Q −→ I_P −→ 0 et on sait par ailleurs que l’on a

0 −→ O_P3 (−1) −→ F −→ E^{′′}_0 (1) −→ 0

(on sait que ces deux sections de F (1) sont les mêmes car toutes les sections de F (1) définissent une cubique dans le plan des bisécantes à C et ici ce sont les mêmes). Ce qui nous permet d’écrire que 0 −→ E^{′′}_0 (−1) −→ Q −→ I_P −→ 0 et on a alors le diagrammne suivant : 0 0 ↓ ↓ E(1) −→ E^{′′}_0 (1) ↓ ↓ 0 −→ Q = Q −→ 0 ↓ ↓ 0 −→ O_P −→ O_P ⊕ I_P −→ I_P −→ 0 ↓ ↓ 0 0 donc on voit que l’on a 0 −→ E −→ E^{′′}_0 −→ O_P −→ 0 et comme il y a une seule flèche de cette sorte telle que le noyau est limite d’instantons, alors on voit que E = E_0.

On peut donc voir que le morphisme g de S_4 vers I_3 se prolonge à la composante S_3^′ du bord de S_4. L’image de cette dernière étant la famille ∂I^2_3 qui forme une composante irrd́uctible du bord de ∂I^2_3

Remarque 4.2.2 :

On a ainsi à la suite de L. Gruson et M. Skiti, réussi à paramétriser deux nouvelles composantes du bord de la variété I_3 des instantons de degré 3 grace aux transformations cubo-cubiques. Les deux composantes identifiées dans [Gr-Sk] étaient contenues dans la variété S_4 même (réseaux de quadriques qui dégénerent), ce que l’on a fait ici c’est rompre la symétrie, c’est à dire chercher des éléments adhérents à S_4 en dehors de S_4 mais qui nous permettent quand même de construire une monade qui donne le morphisme g vers M_P3 (0, 3, 0). C’est pour cette raison que l’on reste dans les S_i pour i non nul.

5 Références

[At] Atiyah, M.F. : Vector bundles over an elliptic curve, Proc. Lond. Math. Soc. (3) VII 27 (1957).

[Ba] Barth, W. : Moduli of vector bundles on the projective plane, Invent. Math. 42.

[Gr-Pe] Gruson, L. et Peskine, C. : Courbes de l’espace projectif : variétés de sécantes, Enumerative Geometry and Classical Algebraic Geometry. Boston, Basel, Stuttgart : Birkhäuser.

[Gr-Sk] Gruson,L. Skiti,M : 3-instantons et réseaux de quadriques. Math. Ann. 298 (1994).

[Ha1] Hartshorne, R. : Algebraic geometry, GTM Springer Verlag 52.

[Ha2] Hartshorne, R. : Stable Reflexives sheaves, Math.Ann. 254.

[Kl] Kleiman, S.L. : The enumerative theory of singularities, Nordic Summer School/NAVF Symposium in Mathematics Oslo (1976).

[Ko-Sh] Kostrikin A.I., Shafarevich I.R. Algebra VIII. Encyclopaedia of Mathematical Sciences. Volume 73. Springer-Verlag (1992).

[Ma] Maruyama, M. : Moduli of stable sheaves I et II, J. of Math. of Kyoto Univ. 17 et 18.

[OSS] Okonek, C. Schneider, M. Spindler, H. : Vector bundles on complex projective spaces. Basel, Boston, Stuttgart : Birkhäuser 1980.

[Va] Valles, J. : Nombre maximal d’hyperplans instables pour un fibré de Steiner. Non publié.