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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird zunächst im Rahmen einer wohlde�nierten Quantenfeldtheorie (im Orts-
raum) die Casimir-Polder-Kraft [13] für Temperatur Null und für endliche Temperaturen mit
Hilfe der �Methoden der Spiegelladungen� berechnet. Die Rechnungen zu endlicher Tempera-
tur werden im Rahmen von KMS-Zuständen [38] gemacht. Die so eingeführte Temperatur ist
die des elektrischen Hintergrundfeldes und unterscheidet sich so von der in [7] eingeführten.
Danach führen wir ein kanonisch quantisiertes, absorbierendes, inhomogenes, dispersives Ein-
Oszillator-Modell für dielektrische Medien nach [44] ein, welches kausale Vertauschungsrela-
tionen besitzt und dessen dielektrische Funktion automatisch die Kramers-Kronig-Relationen
erfüllt. Mit diesem Modell berechnen wir dann die Casimir-Polder-Kraft an einem dielektri-
schen Interface bei endlicher Temperatur und zeigen fürs Experiment interessante Gröÿen auf.
Mit Hilfe der zuvor benutzen Methoden wird dann die Van-der-Waals-Kraft zwischen zwei Ato-
men für endliche Temperatur berechnet. Anschlieÿend wird gezeigt, dass der Hochtemperatur-
Limes, welcher nicht mehr von ~ abhängt, der Casimir-Polder-Kraft sowie der Van-der-Waals-
Kraft im Rahmen einer klassischen algebraischen statistischen Theorie verstanden werden
kann. Dafür werden zuvor klassische KMS-Zustände eingeführt.

Abstract

In this diploma thesis the Casimir-Polder force [13] at zero temperature and at �nite tem-
peratures will be calculated by using a well-de�ned quantum �eld theory (formulated in po-
sition space) and the method of image charges. For the calculations at �nite temperature
KMS-states [38] will be used. The so de�ned temperature describes the temperature of the
electromagnetic background and di�ers from the one given in [7]. A one oscillator model
for inhomogeneous dispersive absorbing dielectric material will be introduced and canonically
quantized [44] to calculate the Casimir-Polder force at a dielectric interface at �nite tempera-
ture. The model ful�ls causal commutation relations and the dielectric function of the model
ful�ls the Kramers-Kronig relations. We will then use the same methods to calculate the van
der Waals force between two neutral atoms at zero temperature and at �nite temperatures.
It will be shown that the high temperature behaviour of the Casimir-Polder force and the van
der Waals force are independent of ~. This means that they have to be understood classically,
what will then be shown in an algebraic statistical theory by using classical KMS states.
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Einleitung 1

1 Einleitung

Note notes, forsooth, and nothing!
Much Ado About Nothing, William Shakespeare, 2.3.47-52

Spätestens in der Quantenmechanik Vorlesung lernt jeder Physikstudent etwas über die Exis-
tenz einer so genannten Nullpunktsenergie, beispielsweise bei der Behandlung des harmoni-
schen Oszillators. Doch ist diese Energie ein Relikt eines theoretischen Konstrukts oder eine
physikalisch messbare Gröÿe?
Eine Möglichkeit, diese Frage zu beantworten, wurde erstmals im Jahre 1948 durch Casimir
und Polder erö�net [13]. Casimir und Polder berechneten eine Kraft auf ein neutrales Atom vor
einer ideal leitenden Platte. Diese Kraft resultiert aus den, aufgrund der an das Vakuumfeld
gestellten Randbedingungen, nicht verschwindenden Korrelationen der elektromagnetischen
Feldstärke und ist somit ein E�ekt, welcher direkt durch die Nullpunktsenergie hervorgeru-
fen wird. Bekannter ist die sogenannte Casimir-Kraft [12], welche die Kraft zwischen zwei
ideal leitenden Platten beschreibt. Diese Kraft ist ebenfalls ein E�ekt der Nullpunktsenergie.
Die erste experimentelle Bestätigung der Rechnungen von Casimir gelang im Jahre 1957 [42].
Heute sind die Casimir-Polder-Kraft (CP-Kraft) und die Casimir-Kraft gut vermessen und es
besteht kein Zweifel an der Existenz der Nullpunktsenergie. E�ekte wie die spontane Emissi-
on oder die Lamb-Verschiebung lassen sich ebenfalls über die Kopplung an das Vakuumfeld
verstehen (siehe z.B. [31]).
Die Theorie ist inzwischen in der Lage, die durch Vakuum�uktuationen erzeugten Kräfte weit
über die idealen oben beschriebenen Situationen hinaus zu beschreiben und eine allgemei-
nere Begri�sbildung hat sich eingebürgert. Kräfte zwischen makroskopischen Körpern werden
Casimir-Kräfte genannt, Kräfte zwischen einem Atom und makroskopischen Körpern Van-der-
Waals-Kräfte. Die Kraft zwischen einer unendlich ausgedehnten Platte und einem Atom wird
weiterhin CP-Kraft genannt. Ich möchte mich dieser Konvention anschlieÿen, werde jedoch
die Van-der-Waals-Kraft stets zwischen zwei als punktförmig genäherten Atomen berechnen.
Das Ziel dieser Arbeit wird es sein, die CP-Kraft im Rahmen eines einfachen theoretischen Mo-
dells zu verstehen und dann in möglichst experimentnaher Anordnung auszurechnen. Hierzu
werden wir zunächst die Ergebnisse von Casimir und Polder in einer wohlde�nierten Quanten-
feldtheorie im Ortsraum berechnen, ohne dass wir dazu Modensummen benötigen (Kapitel 2).
Die Methode lässt sich dann sehr einfach auf eine Quantenfeldtheorie bei endlicher Temperatur
übertragen, in dem wir mit so genannten Kubo-Martin-Schwinger(KMS)-Zuständen arbeiten
(Kapitel 2.2 & 6). Als nächstes werden wir davon ausgehen, dass sich das Atom vor einer di-
elektrischen Grenz�äche be�ndet und das zugehörige statische Randwertproblem lösen. Auch
diese Anordnung lässt sich im Ortsraum berechnen und ebenfalls auf endliche Temperaturen
ausweiten. Wir verwenden dann die gleichen Methoden, um die Casimir-Kraft bei endlicher
Temperatur und bei T = 0 zu berechnen (Kapitel 2.4).
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Ein weitaus komplexeres Thema ist die Behandlung der CP-Kraft in Medien mit inhomogenen,
zeitabhängigen, dielektrischen Funktionen. Es fehlt hier zunächst an einer quantenfeldtheoreti-
schen Beschreibung solcher Materie. Eine naive Quantisierung der makroskopischen Maxwell-
Gleichungen führt zu einer nicht kausalen Theorie [4]. Wir wollen deswegen hier einen anderen
Ansatz wählen und das Medium als Quantenfelder im Rahmen einer kanonisch quantisierten
Theorie behandeln. Hierzu führen wir nach [44] das Medium im Rahmen eines Ein-Oszillator-
Modells zur Beschreibung der Polarisation und ein Reservoir von harmonischen Oszillatoren
zur Beschreibung der Absorption in der klassischen Elektrodynamik ein und quantisieren die so
erhaltene Lagrange-Dichte kanonisch (Kapitel 3). Die so de�nierten Quantenfelder erfüllen die
makroskopischen Maxwell-Gleichungen und haben kausale Vertauschungsrelationen. Darüber
hinaus erfüllt die nur von den Kopplungen abhängende dielektrische Funktion des Modells
automatisch die Kramers-Kronig-Relationen. Diese Theorie liefert die selben Ergebnisse wie
eine phänomenologische Quantisierung nach [50], [51] oder auch [10] und bildet eine Erweite-
rung, auf inhomogene Medien, des viele Folge-Paper inspirierenden Werkes [4]. Basierend auf
Methoden des idealen Falls, lässt sich dann die CP-Kraft an einem dielektrischen Interface
bei Temperatur Null und bei endlicher Temperatur berechnen. Die Rechnungen bestätigen die
Theorie von Lifschitz [28], beschreiben aber eine gröÿere Klasse von dielektrischen Grenz�ä-
chen (siehe Kapitel E.1).
Casimir und Polder berechneten in [13] nicht nur die CP-Kraft, sondern auch die Kraft zwi-
schen zwei elektrisch neutralen Atomen (oft wird diese Kraft als Van-der-Waals-Kraft be-
zeichnet). Das Ergebnis lässt sich mit den gleichen Methoden wie oben reproduzieren und auf
den Fall endlicher Temperaturen erweitern (Kapitel 5). Es folgt dann eine Beschreibung von
KMS-Zuständen und die Berechnung der zuvor oft benutzten 2-Punkt-Funktion des elektri-
schen Feldes bei endlichen Temperaturen. Betrachtet man das Hochtemperatur-Verhalten der
CP-Kraft und der Van-der-Waals-Kraft, so stellt man fest, dass die Ausdrücke kein ~ mehr
enthalten und so klassisch interpretiert werden sollten. Dieser Idee wird am Ende der Arbeit
verfolgt. Es werden zunächst klassische KMS-Zustände im Rahmen einer algebraisch formulier-
ten statistischen Theorie de�niert und dann die Hochtemperatur-Ausdrücke der beiden Kräfte
im Rahmen dieser Theorie reproduziert. Im Anhang folgt dann eine Konsistenzüberlegung zu
dem benutzten Ansatz zur Berechnung der Potentiale, eine Bemerkung zur 2-Punkt-Funktion
bei endlicher Temperatur, eine Beschreibung der phänomenologischen Quantisierung dielek-
trischer Materie nach Welsch, einige Überlegungen zur Lösung der Wellengleichung in dielek-
trischer Materie an einem dielektrischen Interface und zu den Kramers-Kronig-Relationen in
ihrer allgemeinen Form für distributionelle Antwortfunktionen, sowie ein historischer Über-
blick über die Berechnungen der CP-Kraft in dielektrischen Medien.
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1.1 Einheiten

In dieser Arbeit wird durchgehend in Heaviside-Lorentz-Einheiten gerechnet. In den Rech-
nungen setzen wir ~ = c = 1, wichtige Ergebnisse werden aber mit ~ und c angegeben. Die
stationären Maxwell-Gleichungen lauten dann in di�erentieller Schreibweise [22]1

∇D = 4πρ, (1.1)

∇×H =
4π
c

j, (1.2)

∇×E = 0, (1.3)

∇B = 0, (1.4)

mit

D = E + P, (1.5)

B = H−M. (1.6)

In der Originalarbeit von Casimir und Polder [13] wird das CP-Potential in Gauÿschen Ein-
heiten angegeben, da sich die Literatur meist an dieser Darstellung orientiert, de�nieren wir
die lineare Polarisierbarkeit α eines einzelnen Atoms, in einem äuÿeren Feld E, unter Vernach-
lässigung des atomaren Feldes durch:

P =< pAtom >= 4παE. (1.7)

Durch diese Konvention gleichen sich die Ergebnisse mit denen in der Originalarbeit.

1.2 Konventionen

In der physikalischen Literatur gibt es einige Konventionen, die nicht überall einheitlich ge-
tro�en werden. An dieser Stelle sollten wir die für diese Diplomarbeit wichtigen festlegen,
damit keine Unklarheiten entstehen. Ein Teil der Arbeit haben wir bereits erledigt, da wir das
Einheitensystem �xiert haben. Kommen wir nun zu anderen Konventionen.
Die Fourier-Transformierte einer Funktion sei de�niert über

f(t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dωf̃(ω)eiωt, (1.8)

wobei jedoch die Tilde über den fouriertransformierten Funktionen meist weggelassen wird.
Die Minkowski-Metrik sei gegeben durch

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (1.9)

Sei A ein Operator, dann notieren wir mit A∗ den adjungierten Operator von A und mit f
die komplex konjugierte einer Funktion f.

1Man beachte, dass in der Einheiten-Umrechnungs-Tabelle A.4 in [22] die Einheit des elektrischen Potentials,
im Gauÿschen CGS-System, falsch de�niert ist. Zum Zeitpunkt dieser Arbeit ist dieser Fehler noch nicht im
Errata vom deGuyter-Verlag.
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Über in einem Summanden doppelte vorkommende lateinische Indizes wird grundsätzlich von
1 bis 3 summiert und über griechische Indizes von 0 bis 3.
Vektoren und Vektor-Operatoren in 3 Dimensionen werden fett gedruckt. Klassische Gröÿen
und die zugehörigen Operatoren sind aus dem Kontext zu unterscheiden.
Taucht die Fourier-Transformierte E(r, ω) einer reellen Funktion E(r, t) auf, so verstehen wir
darunter die Zerlegung dieser nach

E(r, t) =
∫ ∞

0
dωE(r, ω)e−iωt +

∫ ∞
0

dωE(r, ω)eiωt

=
∫ ∞

0
dωE(r, ω)e−iωt +

∫ ∞
0

dωE(r,−ω)e−iωt. (1.10)
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2 Die Casimir-Polder-Kraft

Auf ein neutrales Atom mit nicht verschwindender Polarisierbarkeit α, welches sich neben einer
ideal leitenden Platte be�ndet, wirkt eine attraktive Kraft, die nach ihren Entdeckern benannte
Casimir-Polder-Kraft [13]. Casimir und Polder haben ausgehend von den Wellenfunktionen
der Atome und einer Beschreibung des elektrischen Feldes im Impulsraum, die elektrische
Wechselwirkungsenergie in vierter Ordnung quantenmechanischer Störungstheorie berechnet.
Dabei kommt die übliche Beschreibung der Polarisierbarkeit über die Dipolmomente der Atome
[14] zum tragen und führt dann in einer Näherung für groÿe Abstände d zu der bekannten
Formel für das retardierte CP-Potential

VCP(d) = − 3α
8πd4

. (2.1)

Wir wollen in diesem Kapitel zunächst dieses Ergebnis auf einem anderen Wege berechnen
und es dann auf den Fall endlicher Temperatur und elektrostatischer Dielektrika ausweiten.
Am Ende des Abschnittes werden wir den neu eingeführten Formalismus verwenden, um die
Casimir-Kraft zu berechnen. Diese wurde ebenfalls erstmals von Casimir in [12] berechnet und
wir werden sie hier auf den Fall endlicher Temperatur verallgemeinern.

2.1 Die Casimir-Polder-Kraft unter idealen Randbedingungen bei T = 0

Um (2.1) zu berechnen, wählen wir einen sehr einfachen Ansatz. Wir beschreiben das Atom als
punktförmiges Teilchen mit konstanter Polarisierbarkeit α0 = α(ω = 0). Das Atom wird auf
Grund der Vakuum�uktuationen des elektrischen Feldes, welche wegen der (durch die ideal lei-
tende Platte) gegebenen Randbedingungen nicht verschwinden, polarisiert und liefert so einen
ortsabhängigen Beitrag zur Energie. Diesen Teil der Energie werden wir als CP-Potential inter-
pretieren (siehe Anhang A). Die Wechselwirkungsenergiedichte eines polarisierbaren Mediums
in einem elektrischen Feld E(x) beträgt [22]

www(x) = −1
2
E(x)P(x). (2.2)

Besteht das Medium aus nur einem Teilchen der statischen Polarisierbarkeit 4πα0 am Ort d,
so ist die Polarisation

P(x) = 4πδ(x− d)α0E(x). (2.3)

Der Hamiltonoperator des Systems lautet dann

Hd =
1
2

∫
d3x

(
: E(x)2 : −4παδ(x− d) : E(x)2 :

)
, (2.4)

wobei mit : • : die Normalordnung gemeint ist. Der Faktor 4π bei der Polarisierbarkeit rührt
daher, dass alle Rechnung in Heaviside-Lorentz-Einheiten gemacht werden und so die Polari-
sierbarkeit diesen Faktor mit sich bringt. Er wurde hier eingeführt, um eine Vergleichbarkeit
mit der Literatur zu gewährleisten, genaueres in Kapitel (1.1).
Den vomWand-Atom-Abstand d abhängigen Teil der Energie werden wir als das CP-Potential
interpretieren. Wir müssen dazu nur den Erwartungswert des zweiten Terms in (2.4) be-
rechnen. Diesen berechnen wir ausgehend von den Vakuumerwartungswerten von Produkten
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des Feldstärketensors der Quantenelektrodynamik, den 2-Punkt-Wightmanfunktionen. Die 2-
Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstärketensors2 lautet [36]

Wµνστ (x, y) = (Ω, Fµν(x)Fστ (y)Ω)
= (gµσ∂ν∂τ − gνσ∂µ∂τ − gµτ∂ν∂σ + gντ∂µ∂σ)D+(x− y), (2.5)

mit

D+(x) =
1

(2π)3

∫
d3p
2|p|

e−i(|p|t−px). (2.6)

Bei der Berechnung des Erwartungswertes der Energie müssen wir die Randbedingungen,
welche uns die ideal leitende Platte auferlegt, beachten. Auf der Leiterober�äche bei z=0
müssen die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes und die Normalkomponente des
magnetischen Feldes verschwinden. Aufgrund der Maxwell-Gleichung ∂µFµν = 0 müssen dann
die Normalenableitungen der anderen Feldkomponenten bei z=0 ebenfalls verschwinden;

F01 = Ex(z = 0) = 0, F02 = Ey(z = 0) = 0, F12 = Bz(z = 0) = 0,
∂3F03 = ∂zEz(z = 0) = 0, ∂3F13 = ∂zBy(z = 0) = 0, ∂3F32 = ∂zBz(z = 0) = 0.

Die Randbedingungen lassen sich nach dem Prinzip der Bildladung erfüllen, wir brauchen
dazu nur eine Spiegelung an der leitenden Platte ([9] und [18]). Die Vakuumerwartungswerte
des E-Feldes berechnen sich dann zu

(Ω, F01(x)F01(y)Ω) = (−∂2
0 + ∂2

1)(D+(x− y)−D+(x− Sy)), (2.7a)

(Ω, F02(x)F02(y)Ω) = (−∂2
0 + ∂2

2)(D+(x− y)−D+(x− Sy)), (2.7b)

(Ω, F03(x)F03(y)Ω) = (−∂2
0 + ∂2

3)(D+(x− y) +D+(x− Sy)), (2.7c)

wobei S als die Spiegelung an der leitenden Platte, also z 7→ −z, de�niert ist. Die Distribution
D+(x) kann für x2 6= 0 als Funktion angegeben werden [18]

D+(x) =
−1

4π2x2
. (2.8)

Normalordnung von E2 bedeutet hier einfach das Abziehen des Vakuumerwartungswertes ohne
Randbedingungen, also das Abziehen des Ausdrucks mit Einheits-Spiegelung. Summieren wir
die Beiträge der Feldstärkekomponenten auf und berücksichtigen, dass D+(x) eine Lösung der
Wellengleichung ist, so ergibt sich an x = (0, 0, 0, d)t, beziehungsweise an x−Sy = (0, 0, 0, 2d)t

VCP (d) = −4π
2
α0

(
Ω, : E(0,x)2 : Ω

)∣∣∣∣
x=(0,0,0,d)

= −4π
2
α0

(
−∂2

0 + ∂2
3 − ∂2

2 − ∂2
1

)
D+(x)|x=(0,0,0,d)

= −4π
2
α0

(
2∂2

3

)
D+(x)|x=(0,0,0,d)

= −4π
2
α0

(
− −x2

0 + x2
1 + x2

2 − 3x2
3

2π2
(
−x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3

)3
)
|x=(0,0,0,d)

= − 3α0

8πd4
. (2.9)

2Für eine elegante Herleitung sei auf [18] verwiesen.
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Führen wir ~ und c wieder ein, so erhalten wir für das CP-Potential in Heaviside-Lorentz-
Einheiten

VCP (d) = −3α0~c
8πd4

. (2.10)

Das heiÿt, an dem neutralen Atom, welches sich im Abstand d von einer ideal leitenden Platte
be�ndet, wirkt eine Kraft

F (d) = −∂dVCP (d) = −12α0~c
8πd5

. (2.11)

Dies ist genau das Ergebnis, welches Casimir und Polder in [13] berechnet haben. Der Ansatz
eines punktförmigen Atoms mit konstanter Polarisierbarkeit führt also zu der retardierten
CP-Kraft, welche wie wir später sehen werden, in einem bestimmten Abstandsbereich gültig
ist.

2.2 Die Casimir-Polder-Kraft bei endlicher Temperatur

Die Quantenfeldtheorie, wie sie in den meisten Lehrbüchern formuliert wird, berechnet al-
le Gröÿen bei Temperatur T = 0. Ein sehr elegantes Verfahren zur Rechnung bei endlicher
Temperatur, wird durch die Kubo-Martin-Schwinger-Zustände (KMS-Zustände) gegeben (sie-
he Kapitel 6). Die so de�nierte Temperatur beschreibt in unserem Fall die Temperatur des
elektromagnetischen Hintergrundfeldes. Bei der Berechnung der CP-Kraft ist also mit der
Temperatur die des elektromagnetischen Vakuums gemeint. Bei denen in der Literatur, im
Rahmen der Casimir-Kräfte gebräuchlichen Rechnungen, wird die Temperatur über die Bose-
Verteilung des elektrischen Feldes im Frequenzraum eingeführt und entspricht unserer De�niti-
on der Temperatur. Wir wollen nun die CP-Kraft bei idealen Randbedingungen und endlicher
Temperatur berechnen. Für den Fall eines Atoms vor einem idealen Leiter wird dies an dieser
Stelle erstmals gemacht werden. Darüber hinaus werden wir erstmals im Rahmen der Vakuum-
kräfte mit KMS-Zuständen arbeiten. Die einzige Arbeit zur temperaturabhängigen CP-Kraft
bei idealen Randbedingungen [7] de�niert die Temperatur als Gleichgewichtsparameter für
das Atom und das elektrische Feld und kommt so zu grundsätzlich anderen Ergebnissen. Ein
sehr interessanter Punkt wird sein, dass die CP-Kraft bei hohen Temperaturen nicht von ~
abhängt und so als klassische Kraft interpretiert werden kann. Diese werden wir im Rahmen
einer algebraisch formulierten statistischen Theorie in Kapitel 7 verstehen können. Diese Idee
wurde ebenfalls erstmals von Boyer [7] aufgebracht.
Zur Berechnung des CP-Potentials bei endlicher Temperatur können wir analog vorgehen wie
oben, müssen jedoch den elektromagnetischen Feldstärketensor auf KMS-Zuständen auswer-
ten. Die 2-Punkt-Funktion bei β = 1

kT ergibt sich dann zu3

Wµνστ (x, y) = (Ω, Fµν(x)Fστ (y)Ω)
= (gµσ∂ν∂τ − gνσ∂µ∂τ − gµτ∂ν∂σ + gντ∂µ∂σ)Dβ(x− y), (2.12)

mit

Dβ(x) =
1

(2π)3

∫
d3p
2|p|

(
e−ipx

1− e−β|p|
+

eipx

eβ|p| − 1

)
. (2.13)

3Siehe Kapitel 6 und Formel (6.13)
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Zunächst wollen wir Dβ(x) für x2 6= 0 berechnen. Wir haben Dβ(x) als Distribution aufzufas-
sen und müssen so mit einer Testfunktion schmieren

Dβ(f) =
∫
d4xDβ(x)f(x) =

1
(2π)3

∫
d4x

∫
d3p
2|p|

(
e−ipx

1− e−β|p|
+

eipx

eβ|p| − 1

)
f(x)

=
2π

(2π)3

∫
d4x

∫
dp

2p

∫ −1

1
d(cos θ)p2

(
e−ip(t−|x| cos θ)

1− e−βp
+
eip(t−|x| cos θ)

eβp − 1

)
f(x)

= −i
∫
d4x

∫ ∞
0

dp

8π2|x|

(
e−ip(−|x|+t) − e−ip(|x|+t)

1− e−βp
− eip(−|x|+t) − eip(|x|+t)

−1 + eβp

)
f(x).

(2.14)

Wir ersetzen nun in dem Summanden des Integranden t durch t− iε. Im Limes ε→ 0 erhalten
wir dann das vorige Integral zurück

Dβ(f) =
∫
d4x

∫ ∞
0

−idp
8π2|x|

·

(
e−ip(−iε−|x|+t) − e−ip(−iε+|x|+t)

1− e−βp
− eip(−iε−|x|+t) − eip(−iε+|x|+t)

−1 + eβp

)
f(x)

= −
∫
d4x

sinh−1
(
π(|x|−t+iε)

β

)
sinh−1

(
π(|x|+t−iε)

β

)
sinh

(
2π|x|
β

)
8βπ|x|

f(x) (2.15)

= −
∫
d4x

coth
(
π(|x|−t+iε)

β

)
+ coth

(
π(|x|+t−iε)

β

)
8π|x|β

f(x). (2.16)

Die 2-Punkt-Funktion lautet also für x2 6= 0

Dβ(x) = −
coth

(
π(|x|−t+iε)

β

)
+ coth

(
π(|x|+t−iε)

β

)
8π|x|β

=
1− e

4π|x|
β

4
(
−1 + e

2π(|x|−t)
β

)(
−1 + e

2π(|x|+t)
β

)
π|x|β

. (2.17)

Im Anhang B sind hierzu einige Konsistenzüberlegungen zu �nden.
Nun können wir den renormierten Vakuumerwartungswert der Wechselwirkungsenergiedichte
berechnen

(Ω, : F01(x)F01(y) : Ω)KMS = (−∂2
0 + ∂2

1)(−Dβ(x− Sy)) + (−∂2
0 + ∂2

1)(−Dren
β (x− y)),

(2.18a)

(Ω, : F02(x)F02(y) : Ω)KMS = (−∂2
0 + ∂2

2)(−Dβ(x− Sy)) + (−∂2
0 + ∂2

2)(−Dren
β (x− y)),

(2.18b)

(Ω, : F03(x)F03(y) : Ω)KMS = (+∂2
0 − ∂2

3)(−Dβ(x− Sy)) + (−∂2
0 + ∂2

3)(−Dren
β (x− y)),

(2.18c)

mit Dren
β (x) = Dβ(x) − Dβ=0(x). Die Normalordnung haben wir also für alle Temperaturen

einheitlich de�niert, indem wir den Beitrag der 2-Punkt-Funktion bei T = 0 abziehen. Dies
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führt dazu, dass das Potential nur bis auf eine Funktion von β bestimmt ist, welche allerdings
nicht vom Ort abhängt. Da wir aus physikalischen Gründen nur an Kräften interessiert sind,
können wir diese Konstante im Ort später ignorieren. Summieren wir wieder die Beiträge der
Feldkomponenten auf, berücksichtigen dass Dβ(x) eine Lösung der Wellengleichung ist und
werten das Ganze im Koinzidenzlimes y → x an x = (0, 0, 0, d)t, also x − Sy = 2de3 und
x− y = 0 aus, erhalten wir für das Potential

V β
CP (d) = 2πα0

(
Ω, : E(x)2 : Ω

)
KMS

∣∣
x=(0,0,0,d)

= −

(
coth

(
2dπ
β

)
β2 + 2dπ

[
β + 2dπ coth

(
2dπ
β

)]
sinh

(
2dπ
β

)−2
)
α0

4d3β3
− 4π3α

15β4
. (2.19)

Wir haben also einen analytischen Ausdruck für das temperaturabhängige CP-Potential ge-
funden. Führen wir wieder ~ und c ein und streichen letzten, nicht vom Ort abhängigen Term,
erhalten wir für das CP-Potential bei endlicher Temperatur

V β
CP (d) = −

α0~c

(
coth

(
2dπ
β~c

)
~2c2β2 + 2dπ

[
~cβ + 2dπ coth

(
2dπ
β~c

)]
sinh

(
2dπ
β~c

)−2
)

4d3(~c)3β3
. (2.20)

Da dieses Ergebnis neu ist, möchten wir (2.20) für groÿe Temperaturen mit den Ergebnissen der
Literatur vergleichen, in der nur dieser Spezialfall berechnet wird. Dafür führen wir zunächst
die dimensionslose Gröÿe ρ = 2πd

β ein. Das Potential lautet dann

V β
CP (d) = −αρ coth(ρ)

8πd4

(
1 + ρ2 sinh(ρ)−2 + 2ρ sinh(2ρ)−1

)
. (2.21)

Für kleine Temperaturen (also ρ << 1) verhalten sich die Hyperbolicus-Funktionen wie

coth(ρ) ≈ 1
ρ
,

sinh(ρ)−1 ≈ 1
ρ
.

Wir bekommen dann von allen drei Termen in der Klammer von (2.21) einen Beitrag von 1
und erhalten in führender Ordnung das CP-Potential (2.1) bei T = 0.
Für groÿe Temperaturen (also ρ >> 1) wird coth(ρ) = 1 und sinh(ρ)−1 fällt exponentiell auf
0 ab und wir erhalten in führender Ordnung

V β
CP (d) ≈ −kTα0

4d3
. (2.22)

Dieses Ergebnis �ndet sich unter anderem in [19]. Man beachte, dass (2.22) nicht von ~c
abhängt. Dies wird wie oben bereits erwähnt in Kapitel 7 näher behandelt. An den Formeln
mit ~ und c erkennen wir, dass die Auswahl der gültigen Formel sehr stark vom Abstand
des Atoms von der leitenden Platte abhängt. Die entscheidende Gröÿe ist die thermische
Wellenlänge

(2.23)
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1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
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-1.2 ´ 10-31

-1. ´ 10-31

-8. ´ 10-32

-6. ´ 10-32

-4. ´ 10-32

-2. ´ 10-32

Potential in Joule

Exakt

Für große T

Bei T=0

Das Casimir-Polder-Potential in

verschiedenen Näherungen:

Abbildung 1: Das CP-Potential bei T = 1000 Kelvin für ein Atom der Polarisierbarkeit
α = 16 · 10−30m3 (Lithium).

Ist der Abstand des Atoms von der Wand viel gröÿer als λT , so dominiert der Ausdruck
(2.22), ist der Abstand viel kleiner als λT , ist das CP-Potential (2.9) eine gute Näherung. In
Abbildung 1 sehen wir die Potentialverläufe der verschiedenen Näherungen und des exakten
Ergebnisses.
Betrachten wir die Temperaturabhängigkeit des CP-Potential bei d = 5µm (Abbildung 2),
sehen wir, dass ab etwa 1500 Kelvin die Niedrigtemperatur-Näherung versagt und darunter die
Hochtemperatur-Näherung keine besonders guten Ergebnisse liefert. Ich habe keine Messdaten
zu dem exakten Temperaturverlauf gefunden, eine Messung wäre möglicherweise von Interesse.
Insbesondere wäre es interessant, den Punkt zu vermessen, an dem der Sprung zwischen den
Näherungen statt�ndet.
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1000 2000 3000 4000 5000
Temperatur in Kelvin

-1.5 ´ 10-30
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0

Potential in Joule

Exakt

Für große T

Bei T=0

Das Casimir-Polder-Potential in

verschiedenen Näherungen:

Abbildung 2: Das CP-Potential bei d = 0.5µm gegen die Temperatur für ein Atom der Pola-
risierbarkeit α = 16 · 10−30m3 (Lithium).

2.3 Casimir-Polder Kraft bei statischen Dielektrika

Wir wollen nun das Casimir-Polder-Potential für den Fall ausrechnen, in dem sich ein elektrisch
neutrales Atom in einem Dielektrikum (ε1) gegenüber einem Halbraum (ε2) be�ndet. Wir
nehmen an, dass sich die beiden Dielektrika statisch beschreiben lassen und berechnen wie
oben die Feldenergie unter den klassischen Randbedingungen. In der statischen Näherung ist
die Wechselwirkungsenergiedichte gegeben durch

ωεCP (x) = −4π
2
α0ε1 : E(0,x)2 : . (2.24)

Wir suchen also die 2-Punkt-Funktion, welche das Randwertproblem des statischen dielek-
trischen Interfaces löst. Diese werden wir wieder über die Methode der Spiegelladungen kon-
struieren. Die Abmessungen sollen so bescha�en sein, dass die Dicke des Halbraums groÿ
gegenüber dem Abstand des Atoms von diesem ist. Betrachten wir zunächst ein Analogon
aus der Elektrostatik (z.B. [22]). Eine Ladung q be�ndet sich gegenüber eines Halbraums,
gesucht ist das Potential im gesamten Raum. Die X-Y-Ebene bilde die Grenze zwischen den
beiden Halbräumen. Dann müssen an dieser Fläche die Tangentialkomponenten des elektri-
schen Feldes Ex und Ey stetig in z-Richtung sein und die z-Komponente des elektrischen
Feldes lim

z↗0
ε2Ez = lim

z↘0
ε1Ez erfüllen. Bestimmen wir zunächst die Potentiale auf beiden Seiten

Grenz�äche. Dazu denken wir uns eine Spiegelladung im selben Abstand zur Grenz�äche wie
die ursprüngliche Ladung, deren Ladung jedoch zunächst nicht bekannt ist. Das Potential für
z > 0 lautet dann im Punkt P in Zylinderkoordinaten

Φ(ρ, φ, z) =
1
ε1

(
q

R1
+

q′

R2

)
, (2.25)
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Abbildung 3: Grenz�äche der Dielektrika, Übernommen aus [22]

mit R1 =
√
ρ2 + (d− z)2 und R2 =

√
ρ2 + (d+ z)2. Für das Potential im Bereich z < 0

setzen wir mit

Φ(ρ, φ, z) =
q′′

ε2R1
(2.26)

an, wobei q′′ sich am Ort der nicht �ktiven Ladung be�nden soll. Da nach Konstruktion des
Potentials E(x) = −∇Φ(x) ist, folgt aus den obigen Randbedingungen

q − q′ = q′′, (2.27a)

q + q′

ε1
=
q′′

ε2
. (2.27b)

Damit ergibt sich für die Spiegelladungen

q′ = −ε2 − ε1
ε2 + ε1

q, (2.28a)

q′′ =
2ε2

ε2 + ε1
q. (2.28b)

Die Spiegelladung am Ort −z erhält also einen Faktor − ε2−ε1
ε1+ε2

.

Lösen wir nun das Randwertproblem für die 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Fel-
des (2.5). Aus dem Analogon übernehmen wir den Ansatz für die 2-Punkt-Funktion in den
Bereichen der Dielektrika4 1 und 2

W ε1
0101(x, y) =

1
ε1

(−∂2
x0 + ∂2

x1) (D+(x− y) +AD+(x− Sy)) , (2.29)

W ε2
0101(x, y) =

1
ε2

(−∂2
x0 + ∂2

x1) (BD+(x− y)) , (2.30)

W ε1
0202(x, y) =

1
ε1

(−∂2
x0 + ∂2

x2) (D+(x− y) +AD+(x− Sy)) , (2.31)

W ε2
0202(x, y) =

1
ε2

(−∂2
x0 + ∂2

x2) (BD+(x− y)) , (2.32)

W ε1
0303(x, y) =

1
ε1

(−∂2
x0 + ∂2

x3) (D+(x− y)−AD+(x− Sy)) , (2.33)

W ε2
0303(x, y) =

1
ε2

(−∂2
x0 + ∂2

x3) (BD+(x− y)) . (2.34)

4Die Vorfaktoren 1
εi

tauchen auf, damit der quantisierte Feldstärketensor die operatorwertigen Maxwell-

Gleichungen in statischen Dielektrika erfüllt [49].
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Die Randbedingungen

lim
x3↗0

W ε2
0101(x, y) = lim

x3↘0
W ε1

0101(x, y), (2.35a)

lim
x3↗0

W ε2
0202(x, y) = lim

x3↘0
W ε1

0202(x, y), (2.35b)

lim
x3↗0

ε2W
ε2
0303(x, y) = lim

x3↘0
ε1W

ε1
0303(x, y), (2.35c)

ergeben für die Spiegelladungs-Koe�zienten A und B dieselben Lösungen wie in der Elektro-
statik

A = −ε2 − ε1
ε2 + ε1

, (2.36a)

B =
2ε2

ε2 + ε1
. (2.36b)

Durch die Normalordnung in der De�nition des Hamiltonoperators (2.4) fällt der nicht gespie-
gelte Anteil weg und das Casimir-Polder-Potential ergibt sich zu

V CP
ε1,2 (d)

= − 3α0 (ε2 − ε1)
8d4π (ε1 + ε2)

. (2.37)

Für den Fall, dass sich das Atom im Vakuum be�ndet (ε1 = 1), ergibt sich

V CP
ε (d) = − 3α0 (ε− 1)

8d4π (ε+ 1)
. (2.38)

Auch das CP-Potential unter Anwesenheit statischer Dielektrika ist proportional zu ~c:

V CP
ε (d) = −3α0~c (ε− 1)

8d4π (ε+ 1)
. (2.39)

Da auch die temperaturabhängige 2-Punkt-Funktion nur von der Di�erenzvariablen abhängt,
erhalten wir analog das CP-Potential bei der inversen Temperatur β in Anwesenheit der sta-
tischen Dielektrika zu

V CP,β
ε1,2 (d) = −ε2 − ε1

ε2 + ε1

α0~c

(
coth

(
2dπ
β~c

)
~2c2β2 + 2dπ

[
~cβ + 2dπ coth

(
2dπ
β~c

)]
sinh

(
2dπ
β~c

)−2
)

4d3(~c)3β3
.

(2.40)
Für hohe Temperaturen bekommen wir näherungsweise

V CP
ε (d) = −α0kT (ε2 − ε1)

4d3π (ε2 + ε1)
. (2.41)

Be�ndet sich das Atom im Vakuum gegenüber eines Mediums der Dielektrizität ε, so erhalten
wir

V CP
ε (d) = −α0kT (ε− 1)

4d3π (ε+ 1)
. (2.42)
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Dieses Ergebnis stimmt mit Formel (20) aus [37] überein. Auÿerdem erhalten wir im Limes
ε→∞ des idealen Leiter (2.22) zurück. Die direkte Berechnung der CP-Kraft bei Anwesenheit
statischer Dielektrika wurde hier meines Wissens zum ersten Mal beschrieben. Interessanter-
weise stimmt nur der Hochtemperatur-Limes mit der Literatur überein, in welcher der statische
Fall als Grenzfall einer allgemeineren Theorie berechnet wird und von uns in Abschnitt 4.2
betrachtet wird. Die Ergebnisse unterscheiden sich um eine Funktion f(ε), welche Werte zwi-
schen 0.76 und 1 annimmt. Wir konnten im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht klären, welcher
Ansatz näher an der physikalischen Wirklichkeit ist. Wir vermuten jedoch, dass der in Ab-
schnitt 4.2 beschriebene Ansatz auf Grund der realistischeren Beschreibung des dielektrischen
Mediums näher an der Wirklichkeit liegt als der hier berechnete. Da sich aber beispielsweise für
ein Atom vor einer Silizium-Wand die Ergebnisse um 20% unterscheiden, kann ein Experiment
bei heutiger Messgenauigkeit von unter 1% diesen Sachverhalt klären.

Nachdem wir nun das CP-Potential für endliche Temperaturen und im Falle elektrostatisch
beschriebener Medien berechnet haben, möchten wir zum Abschluss dieses Kapitels die einge-
führte Methode verwenden, um auch die Casimir-Kraft bei endlicher Temperatur auszurech-
nen.

2.4 Die Casimir-Kraft

Die Casimir-Kraft beschreibt die Anziehung zwischen zwei idealen Leitern und soll hier nach
[18] berechnet werden. Wir gehen abermals davon aus, dass die auf Grund der Randbedin-
gungen an das Vakuumfeld nicht verschwindende Feldenergie zwischen den Leiterplatten als
Potential einer Kraft interpretiert werden kann. Wie auch bei dem CP-Potential berechnen wir
die Feldenergie über die 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstärketensors (2.5).
Die ideal leitenden Platten seien in der X-Y-Ebene bei x3 = 0 und x3 = a positioniert. Die
Randbedingungen lauten dann

lim
x3∨y3→0∨a

W0101(x, y) = lim
x3∨y3→0∨a

W0202(x, y) = lim
x3∨y3→0∨a

W1212(x, y) = 0, (2.43)

lim
x3∨y3→0∨a

∂3W0303(x, y) = lim
x3∨y3→0∨a

∂3W1313(x, y) = lim
x3∨y3→0∨a

∂3W2323(x, y) = 0. (2.44)

Das Randwertproblem können wir in der Elektrodynamik lösen, indem wir Spiegelladungen
an den durch die Spiegelungen an den Platten erzeugten Punkten hinzunehmen (siehe z.B.
[18] oder [9]). G sei die Gruppe dieser Spiegelungen

G =
{
gn±∀n ∈ Z

∣∣gn±(x0, x1, x2, x3)t = (x0, x1, x2,±x3 + 2na)t
}
, (2.45)
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mit sign(gn±) = ±1. Wir machen nun für die, die Randbedingungen erfüllenden 2-Punkt-
Funktion, den Ansatz

< F01(x)F01(y) > =
(
−∂2

0 + ∂2
1

)∑
S∈G

sign(S)D+(x− Sy), (2.46)

< F02(x)F02(y) > =
(
−∂2

0 + ∂2
2

)∑
S∈G

sign(S)D+(x− Sy), (2.47)

< F12(x)F12(y) > =
(
−∂2

0 − ∂2
2

)∑
S∈G

sign(S)D+(x− Sy), (2.48)

< F03(x)F03(y) > =
(
−∂2

0 + ∂2
3

)∑
S∈G

D+(x− Sy), (2.49)

< F13(x)F13(y) > =
(
−∂2

1 + ∂2
3

)∑
S∈G

D+(x− Sy), (2.50)

< F23(x)F23(y) > =
(
−∂2

2 + ∂2
3

)∑
S∈G

D+(x− Sy). (2.51)

Durch die Normalordnung müssen wir den Term des Einheitselements der Spiegelungen abzie-
hen. Nutzen wir nun noch aus, dassD+(x) eine Lösung der Wellengleichung ist und summieren
die 2-Punkt-Funktion auf, fallen die Ausdrücke der gn−-Spiegelungen weg und wir erhalten

< wC(x) > =<
1
2
(
E2 + B2

)
>

= −4
∞∑
n=1

(∂2
0D+(0, 0, 0, 2na))

= −4
∞∑
n=1

1
25π2a4n4

= − 1
23π2a4

∞∑
n=1

1
n4

= − 1
23π2a4

ζ(4)

= − 1
23π2a4

π4

90

= − π2

720a4
. (2.52)

Die Kraft pro Fläche ist dann

fA(x) = − π2

240a4
. (2.53)

Da wir auÿerhalb der Platten einen Erwartungswert der Energiedichte von 0 haben, ziehen
sich die Platten an. Die Casimir-Kraft ist also proportional zu den fundamentalen Konstanten
~ und c

fA(x) = − π2~c
240a4

. (2.54)
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Berechnen wir nun, auf dem gleichen Wege wie oben, die Casimir-Kraft zwischen zwei Leitern
bei endlicher Temperatur, erhalten wir unter Benutzung der temperaturabhängigen 2-Punkt-
Funktion (2.17)

F (a) = −12
∞∑
n=1

π coth
(

2anπ
β

)
sinh−2

(
2anπ
β

)
4anβ3

= −12
∞∑
n=1

π cosh
(

2anπ
β

)
4anβ3 sinh3

(
2anπ
β

) , (2.55)

wobei wir die Konstante, welche wir durch die Normalordnung zur endlichen Temperatur be-
kommen haben, gleich weggelassen haben. Das Ergebnis stimmt mit dem, über Bose-Verteilte
Modensummen berechneten Ergebnis aus [39] überein.
Im Falle von T = 0 erhalten wir

F (a) = − π2

240a4
(2.56)

zurück. Dies lässt sich wie folgt einsehen

lim
β→∞

−12
∞∑
n=1

π cosh
(

2anπ
β

)
4anβ3 sinh3

(
2anπ
β

) (2.57)

= −12
∞∑
n=1

lim
β→∞

(
e
− 2anπ

β + e
2anπ
β

)
π

a
(
−e−

2anπ
β + e

2anπ
β

)3
nβ3

= −12
∞∑
n=1

lim
β→∞

e
4anπ
β

(
1 + e

4anπ
β

)
π

a
(
−1 + e

4anπ
β

)3
nβ3

≈ −12
∞∑
n=1

lim
β→∞

(
4aπn
β + 1

)(
4aπn
β + 2

)
64a4n4π2

= −12
∑
n=1

1
32a4n4π2

= − π2

240a4
, (2.58)

wobei wir nach Anhang D die Summe und den Limes in der zweiten Zeile vertauschen dürfen.
Dies ist das Ergebnis, welches Casimir bereits 1948 berechnete [12].
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3 Quantenfeldtheorie in dielektrischen Medien

Bisher haben wir das CP-Potential für sehr stark idealisierte Systeme berechnet. Wir haben
angenommen, dass sich ein Atom vor einer ideal leitenden Platte oder an der Grenz�äche
zweier statischer Dielektrika be�ndet. Auch wenn wir dies bereits für endliche Temperaturen
ausrechnen konnten, möchten wir nun experimentnähere Anordnungen berechnen. Dazu blei-
ben wir zwar bei der statischen Anordnung �Atom an einer Grenz�äche�, gehen jedoch davon
aus, dass die Grenz�äche aus zwei frequenzabhängigen, absorbierenden dielektrischen Medien
besteht.
Die phänomenologische Herangehensweise, das direkte Übertragen der klassischen makrosko-
pischen Formeln in die Quantentheorie, führt, bei nicht vernachlässigter Dispersion, zu nicht
lokalen Ausdrücken [4], welche die Kausalität verletzen. Huttner und Barnett [4] quantisierten
erstmals ein Modell, welches ein homogenes absorbierendes Dielektrikum mit Dispersion be-
schreiben kann. Dazu gehen sie von einem Ein-Oszillator-Modell der Polarisation des Mediums
und einer Familie von Oszillator-Feldern zur Beschreibung der Absorption aus und quantisie-
ren die entsprechende Lagrangefunktion kanonisch. Die dielektrische Funktion des Modells
erfüllt die Kramers-Kronig-Relationen und die Felder die Maxwell-Gleichungen in Dielektrika.
Eine auf dem Modell von Huttner und Barnett beruhende phänomenologische Quantisierung
inhomogener Dielektrika verö�entlichten Gruner und Welsch (unter anderem in [51] oder [24]).
Mit Hilfe dieser phänomenologischen Quantisierung konnten Sie die Casimir- und CP-Kraft an
einer dielektrischen Grenzschicht berechnen (unter anderem [10], [26] oder [11]). Das phänome-
nologische Modell von Welsch lässt sich auf nichtlineare [41], anisotrope und verstärkende [24]
Medien erweitern, es ist jedoch nicht von vornherein klar, dass das Modell kausal ist und die
Felder die Vertauschungsrelationen der Quantenelektrodynamik erfüllen. Für die gleichzeitige
Vertauschungsrelationen lässt sich dies jedoch zeigen [40]. Im Jahre 2004 gelang es Suttorp
und van Wonderen [44] eine Hamiltonfunktion anzugeben, deren kanonische Quantisierung die
Ergebnisse des phänomenologischen Modells von Welsch wiedergibt. Das Modell erfüllt nach
De�nition die richtigen gleichzeitigen Vertauschungsrelationen und die Bewegungsgleichun-
gen der Felder sind die Maxwell-Gleichungen in Dielektrika. Die dielektrische Funktion des
Modells erfüllt die Kramers-Kronig-Relationen und hängt nur von den Kopplungskonstanten
der Lagrange-Funktion ab. Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, welche im Gegensatz
zu dem Fall homogener Medien [4] im Ortsraum ausgeführt wird und sehr übersichtlich ist,
führt auf elementare Anregungen des elektrischen Feldes und der das Medium beschreibenden
Felder, welche wir aus der Festkörperphysik als Polaritonen kennen. Das Modell lässt sich
ebenfalls auf anisotrope und magnetische Medien erweitern ([43] und [2]).
Im Folgendem werden wir das Modell von Suttorp und van Wonderen beschreiben (dabei
werden wir uns sehr eng an [44] halten), dann die zeitabhängigen Vertauschungsrelationen
diskutieren und anschlieÿend an einem Beispiel aufzeigen, wie wir die Absorption, die das
Modell beschreibt, verstehen können.
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3.1 Kanonische Quantisierung eines Oszillator-Modells für absorbierende

inhomogene dispersive Medien

Zur Berechnung der CP-Kraft an einem dielektrischen Interface benötigen wir eine Formu-
lierung der Quantenelektrodynamik in dielektrischen Medien in Abwesenheit von geladenen
Teilchen5. Das Medium werden wir durch ein die Polarisation beschreibendes Feld X(r, t) und
durch ein die Absorption beschreibendes Reservoir, welches durch eine Einparameter-Familie
von harmonischen Oszillatoren Yω mit positiven Eigenfrequenzen simuliert wird, beschreiben.
Das elektrische Feld koppelt durch minimale Kopplung, mit der Kopplungskonstante α(r) > 0,
an das Polarisationsfeld, welches wiederum durch minimale Kopplung (νω(r) > 0) an die Fa-
milie von harmonischen Oszillatoren koppelt. Die Lagrangedichte, die das Modell de�niert,
lautet

L = Lem + LMaterie + LReservoir + Lww, (3.1)

mit

Lem =
E(r, t)2

2
− B(r, t)2

2
, (3.2)

LMaterie =
ρ(r)

2
Ẋ(r, t)2 − ρ(r)ω2

0

2
X(r, t)2, (3.3)

LReservoir =
∫ ∞

0
dω

(
ρ(r)

2
Ẏω(r, t)2 − ρ(r)ω2

2
Yω(r, t)

)
, (3.4)

Lww = −α(r)
(
A · Ẋ

)
−
∫ ∞

0
dωνω(r)X · Ẏω. (3.5)

Schreiben wir das elektrische Feld in Coulomb-Eichung6 und führen das Vektorpotential A(r)
ein, erhalten wir

Lem =
Ȧ(r, t)2

2
+ (α(r)X(r, t))2

‖ −
B(r, t)2

2
, (3.6)

mit dem in Transversal- und Longitudinalanteil zerlegten elektrischen Feld

E(r, t) = −∂tA(r, t) + (α(r)X(r, t))‖ . (3.7)

Die kanonisch konjugierten Impulse zu den kanonischen Variablen A,X,Yω ergeben sich zu

Π(r, t) =
∂L
∂Ȧ

= Ȧ(r, t), (3.8)

P(r, t) =
∂L
∂Ẋ

= ρ(r)Ẋ(r, t)− α(r)A(r, t), (3.9)

Qω(r, t) =
∂L
∂Ẏω

= ρ(r)Ẏ(r, t)− νω(r)X(r, t). (3.10)

5Da wir keine Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen beschreiben möchten, ist es nicht nötig eine
Spinor-Quantenelektrodynamik zu quantisieren.

6Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Quantisierung der Elektrodynamik in Coulomb-Eichung
zu Problemen mit der Kovarianz der Theorie führen kann [6], dies soll hier jedoch nicht weiter behandelt werden.
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Auf Grund der Coulomb-Eichung müssen wir bei den Funktionalableitungen die durch diese
Eichung gegebene Zwangsbedingung beachten, dies führt dazu, dass auch Π(r, t) rein trans-
versal ist. Legendre-Transformation des Systems und Integration über den gesamten Raum
liefert die Hamiltonfunktion

H =
∫
d3r
[
Π(r, t)Ȧ + P (r, t)Ẋ +

∫
dωQω(r, t)Ẏω − L(A,X,Y,Π,P,Qω)

]
=
∫
d3r
[
Π(r, t)2

2
+

1
2

(∇×A(r, t))2 +
1

2ρ(r)
P(r, t)2 +

1
2
ρ(r)ω̃2

0X(r, t)2

+
1

2ρ(r)

∫ ∞
0

dωQω(r, t)2 +
ρ(r)

2

∫ ∞
0

dωω2Yω(r, t)2 +
α(r)
2ρ(r)

A(r, t)Ṗ(r, t)

+
α(r)2

2ρ(r)
A(r, t)2 +

1
ρ(r)

∫ ∞
0

dωνω(r)X(r, t) ·Qω(r, t)
]

+
∫
d3r

∫
d3r′
∇r · (α(r)X(r, t))∇r′ · (α(r)X(r′, t))

2|r− r′|
, (3.11)

mit ω̃0 = ω2
0 +
∫∞

0 dω νω
ρ2
. Wir quantisieren die Hamiltonfunktion kanonisch, dazu fassen wir die

Felder als Schrödinger-Operatoren7 auf und fordern gleichzeitige kanonische Vertauschungsre-
lationen zwischen den zueinander kanonisch konjugierten Variablen

[A(r),Π(r)] = i~δtrans(r− r′) = i (δ − δL) (r− r′), (3.12)

[X(r),P(r)] = iδ(r− r′)1, (3.13)

[Yω(r),Qω′(r)] = iδ(r− r′)δ(ω − ω′)1, (3.14)

wobei die transversale und die longitudinale Delta-Distribution nach [5] wie folgt de�niert
sind: Sei

δ(x) =
1

(2π)3

∫
d3keikx, (3.15)

dann ist die longitudinale Delta-Distribution ein symmetrisches Tensor-Feld und de�niert über

(δL)ij (x) =
1

(2π)3

∫
d3k

kikj
k2

eikx (3.16)

und die transversale Delta-Distribution erklärt über

(δtrans)ij (x) = δijδ(x)− (δL)ij (x). (3.17)

Da der Hamiltonoperator quadratisch in den kanonischen Variablen ist, können wir ihn auf
Diagonalform bringen, sodass er sich schreiben lässt als

H =
∫
d3r

∫ ∞
0

dωωC∗(r, ω) ·C(r, ω), (3.18)

dabei sind C∗(r, t) und C(r, t) bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Die ele-
mentaren Anregungen können wir als neue Quasiteilchen interpretieren. Diese sind in der

7Wir müssen die Felder als operatorwertige Distributionen au�assen, da die Auswertung an einem Punkt
für die operatorwertigen Felder nicht de�niert ist. Dies sollten wir stets bedenken, wollen aber an dieser Stelle
auf eine solche Darstellung verzichten.
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Festkörperphysik in etwas einfacheren Modellen als Polaritonen bekannt und wurden erstmals
in [20] beschrieben. Die Operatoren erfüllen die Standard-Vertauschungsrelationen[

C(r, ω),C∗(r′, ω′)
]

= δ(ω − ω′)δ(r− r′)1,
[
C(r, ω),C(r′, ω′)

]
= 0. (3.19)

Die kanonischen Variablen des nicht diagonalisierten Hamiltonoperators sollten alle durch die
elementaren Operatoren ausgedrückt werden können

A(r) =
∫
d3r′

∫ ∞
0

dω
(
fA(r, r′, ω)C(r′, ω) + fA(r, r′, ω)C∗(r′, ω)

)
. (3.20)

Für die anderen Operatoren de�nieren wir analog die Gröÿen fX , fQ, fΠ, fP und fY . Das
elektrische Feld lautet dann in den Polaritonen-Operatoren

E(r) =
∫
d3r′

∫ ∞
0

dω
(
fE(r, r′, ω)C(r′, ω) + fE(r, r′, ω)C∗(r′, ω)

)
, (3.21)

mit fE(r, r′, ω) = −fΠ(r, r′, ω) + αfX(r, r′, ω)long. Unter Benutzung der kanonischen Ver-
tauschungsrelationen (3.19) erhalten wir die Polaritonen-Operatoren ausgedrückt durch die
kanonischen Operatoren des Hamiltonoperators (3.11)

C(r, ω) = −i
∫
d3r′

[
A(r′) · fΠ(r, r′, ω)−Π(r′) · fA(r, r′, ω)

+ X(r′) · fP (r, r′, ω)−P(r′) · fX(r, r′, ω)

+
∫ ∞

0
dω′

[
Yω(r′ · fQ(r, r′, ω′, ω)−Qω(r′) · fY (r, r′, ω′, ω)

]]
. (3.22)

Zur Bestimmung der Koe�zienten in (3.20) lösen wir die Eigenwertgleichung

[C(r, ω), H] = ωC(r, ω). (3.23)

Das Lösen dieser Eigenwertgleichung wird in der Literatur zur Quantenfeldtheorie in dielek-
trischen Medien mit Fano-Diagonalisierung bezeichnet, dieser hat das Verfahren erstmals im
Zusammenhang mit Polaritonen benutzt [17]. Einsetzen des Hamiltonoperators (3.11) und des
Polaritonen-Operators (3.22) liefert durch Koe�zientenvergleich einen Satz an Gleichungen

iωfΠ(r, r′, ω) = −∆fA(r, r′, ω) +
(
α2

ρ
fA(r, r′, ω)

)
trans

+
(
α

ρ
fP (r, r′, ω)

)
trans

, (3.24a)

iωfA(r, r′, ω) = −fΠ(r, r′, ω), (3.24b)

iωfX(r, r′, ω) = −α
ρ
fX(r, r′, ω)− 1

ρ
fP (r, r′, ω), (3.24c)

iωfP (r, r′, ω) = ρω̃2
0fX(r, r′, ω) + α

(
αfX(r, r′, ω)

)
long

+
1
ρ

∫
dω′νω′fQ(r, r′, ω′, ω), (3.24d)

iωfY (r, r′, ω′, ω) = −1
ρ
νω′fX(r, r′, ω′, ω)− 1

ρ
fQ(r, r′, ω′, ω), (3.24e)

iωfQ(r, r′, ω′, ω) = ρω′2fY (r, r′, ω′, ω), (3.24f)

wobei wir, um die Notation zu vereinfachen, die Ortsabhängigkeit der Kopplungskonstanten
nicht mehr explizit mitgeschrieben haben. Die erste Gleichung in (3.24) ist eine elliptische
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Di�erentialgleichung zweiter Ordnung, die anderen Gleichungen sind rein algebraisch. Lösen
wir nun zunächst die Algebraischen. Eliminieren wir in Gleichung (3.24e) fY mit Hilfe von
(3.24f) erhalten wir (

ω2 − ω′2
)
fQ(r, r′, ω′, ω) = ω′2νω′fX(r, r′, ω). (3.25)

Damit haben wir fQ bis auf an der Stelle ω = ω′ durch fX ausdrücken können

fQ(r, r′, ω′, ω) =
w′2νω′

(ω + i · 0)2 − ω′2
fX(r, r′, ω) + s(r, r′, w)δ(ω − ω′), (3.26)

mit einen noch unbestimmten Tensor s(r, r′, ω). Setzen wir nun (3.26) in (3.24d) ein und
eliminieren fP und fA mit Hilfe von (3.24b) und (3.24c), erhalten wir

− ω2ρfX(r, r′, ω)− αfΠ(r, r′, ω)

= ρω̃2
0fX(r, r′, ω) + α

(
αfX(r, r′, ω)

)
long

+
1
ρ

∫
dω′νω′

(
w′2νω′

(ω + i · 0)2 − ω′2
fX(r, r′, ω) + s(r, r′, w)δ(ω − ω′)

)
. (3.27)

Unter Benutzung der Koe�zienten für das elektrische Feld, erhalten wir eine lineare Beziehung
zwischen der Polarisation −aX und dem elektrischen Feld E, welche uns die De�nition der
frequenz- und ortsabhängigen dielektrischen Suszeptibilität ξ(r, ω) nahe legt

−αfX(r, r′, ω) = ξ(r, ω)fE(r, r′, ω) +
1
ρα
νωξ(r, ω)s(r, r′, ω), (3.28)

mit

ξ(r, ω) = −α
2

ρ

[
ω2 − ω̃2

0 −
1
ρ2

∫
dω′

ω′2ν2
ω′

(ω + i · 0)2 − ω′2

]−1

. (3.29)

Wir müssen nun noch die Di�erentialgleichung (3.24a) lösen und den Tensor s(r, r′, ω) be-
stimmen. Schreiben wir die Di�erentialgleichung in Abhängigkeit von fΠ und fX , erhalten
wir

∆fΠ(r, r′, ω) + ω2fΠ(r, r′ω) = −ω2
(
αfX(r, r′, ω)

)
trans

. (3.30)

Da das Feld Π rein transversal ist und somit auch der entsprechende Koe�zient, können wir
an Stelle von ∆fΠ(r, r′, ω) auch −∇×∇× fΠ(r, r′, ω) schreiben. Benutzen wir nun wieder die
De�nition des Koe�zienten für das elektrische Feld, erhalten wir eine inhomogene Wellenglei-
chung im Frequenzraum

−∇×∇× fE(r, r′, ω) + ω2 (1 + ξ(r, ω)) fE(r, r′, ω) = −w
2

ρα
νωξ(r, ω)s(r, r′, ω). (3.31)

Diese Gleichung lösen wir im Sinne von Greenschen Funktionen, derart dass für die Greensche
Funktion gelte

−∇×∇×G(r, r′, ω) + ω2 (1 + ξ(r, ω))G(r, r′, ω) = 1δ3(r− r′). (3.32)
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Dann lässt sich fE schreiben als

fE(r, r′, ω) = −ω2

∫
d3r′′

1
ρ′′α′′

ν ′′ωξ(r
′′, ω)G(r, r′, ω)s(r′′, r′, ω), (3.33)

mit ρ(r′′) = ρ′′ und analog für die anderen Kopplungen. Bis auf die Bestimmung des Tensors
s(r, r, ω) haben wir die Diagonalisierung nun abgeschlossen, die Koe�zienten lauten

fA(r, r′, ω) =− i

ω

(
fE(r, r′, ω)

)
trans

, (3.34a)

fΠ(r, r′, ω) =−
(
fE(r, r′, ω)

)
trans

, (3.34b)

fX(r, r′, ω) =− 1
ρα2

νωξ(r, ω)s(r, r′, ω)− 1
α
ξ(r, ω)fE(r, r′, ω), (3.34c)

fP (r, r′, ω) =− i

α2
ωνωξ(r, ω)s(r, r′, ω) +

iα

ω
ξ(r, ω)

(
fE(r, r′, ω)

)
trans

+
iρ

α
ωξ(r, ω)fE(r, r′, ω), (3.34d)

fY (r, r′ω′, ω) =
i

ρω
s(r, r′, ω)δ(ω − ω′)− i

ρ2α2

ωνωνω′

(ω + i0)2 − w′2
ξ(r, ω)s(r, r′, ω)

− i

ρα

ωνω′

(ω + i0)2 − w′2
ξ(r, ω)fE(r, r′, ω), (3.34e)

fQ(r, r′, ω′, ω) =− iρω
′2

ω
fY (r, r′, ω′, ω), (3.34f)

wobei für fE (3.33) einzusetzen ist. Zur Bestimmung von s(r, r′, ω) benutzen wir die nicht
triviale Vertauschungsrelation aus (3.19), welche uns die Bedingung∫

d3r′′
[
f∗A(r, r′′, ω)fΠ(r′′, r′, ω′)− f∗Π(r, r′′, ω)fA(r′′, r′, ω′)

+ f∗X(r, r′′, ω)fP (r′′, r′, ω′)− f∗P (r, r′′, ω)fX(r′′, r′, ω′)

+
∫ ∞

0
dω′′

[
f∗Y (r, r′′, ω′′, ω)fQ(r′′, r′, ω′′, ω′)− f∗Q(r, r′′, ω′′, ω)fY (r′′, r′, ω′′, ω′)

]
= −iδ(ω − ω′)1δ3(r− r′)

]
(3.35)

liefert. Setzen wir die Ausdrücke aus (3.34) ein und benutzen die De�nition der dielektrischen
Suszeptibilität, vereinfacht sich die rechte Seite der obigen Bedingung zu einem Term der
proportional zu∫

d3r′′
[(
∇′′ ×∇′′ × f∗E(r, r′′, ω′)

)
fE(r′′, r′, ω′)− f∗E(r, r′′, ω)

(
∇′′ ×∇′′ × fE(r′′, r′, ω′)

)]
(3.36)

ist. Die Koe�zienten fE werden in (3.33) als Integral über die Greensche Funktion dargestellt.
Diese sollte im räumlich unendlichen abfallen8, so dass der Ausdruck (3.36) Null wird, wie man

8Es ist mir, in dem diesem Abschnitt zu Grunde liegenden Paper, nicht klar geworden, ob dieser Ausdruck
wirklich verschwindet. Führen wir jedoch die ortsabhängigen Kopplungskonstanten als Funktionen mit kom-
pakten Träger ein (das wäre dann eine Beschreibung eines endlichen Mediums) ist zumindest ersichtlich, dass
das elektrische Feld auÿerhalb des kompakten Gebietes das freie elektrische Feld ist (vergleiche [51], dort wird
betrachtet, wie sich das elektrische Feld nach (3.40) unter verschwindender Absorption verhält). Dies bedeutet
aber keinesfalls, dass fE im räumlich unendlichen verschwinden muss.
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durch partielle Integration sehen kann. Der einzige Term, der nicht verschwindet, lautet

−2i
ω
δ(ω − ω′)

∫
d3r′′

1
ρ′′
s∗(r, r′′, ω)s(r′′, r′, ω). (3.37)

Wir erhalten also als Bedingung an s(r, r′, ω)∫
d3r′′

1
ρ′′
s∗(r, r′′, ω)s(r′′, r′, ω) =

ω

2
1δ3(r− r′). (3.38)

s(r, r′, ω) ist also proportional zu einer unitären Matrix

s(r, r′, ω) =
√
ωρ

2
U(r′, r, ω). (3.39)

Setzen wir die so gewonnen Koe�zienten in (3.22) ein, sehen wir, dass die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren der Polaritonen bis auf eine unitäre Transformation, welche den Ha-

miltonoperator invariant lässt, bestimmt sind. Wählen wir U(r, r′, ω) = i ξ(r,ω)
|ξ(r,ω|)1δ

3(r− r′), so
erhalten wir den Heisenbergoperator des elektrischen Feldes zu

E(r, t) = −i
∫
d3r′

∫
dωωe−iωtG(r, r′, ω)J(r′, ω) + i

∫
d3r′

∫
dωweiωtG(r, r′, ω)J∗(r′, ω),

(3.40)

mit dem Stromdichte-Operator

J(r, ω) =

√
Imξ(r, ω)

π
ωC(r, ω). (3.41)

Auf den ersten Blick sieht Gleichung (3.40) so aus, als ob für J→ 0 auch das elektrischer Feld
gegen Null strebt, dies ist jedoch nicht der Fall. Das elektrische Feld geht dann wie erwartet
gegen das freie elektrische Feld [51].
Betrachten wir an dieser Stelle noch einmal die eingeführte Suszeptibilität

ξ(r, ω) = −α
2

ρ

[
ω2 − ω̃2

0 −
1
ρ2

∫
dω′

ω′2ν2
ω′

(ω + i0)2 − ω′2

]−1

. (3.42)

Nehmen wir an, dass die Kopplungsfunktion ν(ω) analytisch ist und im unendlichen schnell
genug abfällt, können wir das Integral mit Hilfe des Residuensatzes lösen. Wir erhalten dann
für die dielektrische Suszeptibilität

ξ(r, ω) =
α2

ρ

1
ω̃2

0 − ω2 − iπρν(ω)
, (3.43)

dies ist die dielektrische Suszeptibilität des 1-Oszillator-Modells, wie sie beispielsweise in [22]
klassisch berechnet wird. Es gelten die Kramers-Kronig-Relationen (G.35), ohne dass diese
a priori vorausgesetzt wurden. Das Modell lässt sich durch weitere Polarisationen zu anderen
Resonanzfrequenzen ω̃0 leicht auf ein N-Oszillator-Modell erweitern. Für dielektrische Funktio-
nen, welche sich nicht im Rahmen dieses Modells beschreiben lassen, müssen wir phänomenolo-
gisch quantisieren, in dem wir den Strom a priori einführen oder eine geeignete Lagrangedichte
�nden. Eine Erweiterung des Modells auf magnetische und anisotrope Medien wird in ([43]
und [2]) beschrieben.
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3.2 Zeitabhängige Vertauschungs-Relation

Wir möchten an dieser Stelle auf die Kausalität der soeben quantisierten Theorie eingehen
und dazu die zeitabhängige Vertauschungsrelation des elektrischen Feldes bestimmen. Dazu
brauchen wir zunächst eine Eigenschaft der Greenschen Funktion der Wellengleichung (3.32),
welche uns auch später noch nützlich sein wird. Multiplizieren wir die Gleichung (3.32) mit
G(r′′, r′, ω), integrieren über r′ und integrieren den Term mit der Rotation partiell, wobei wir
verwenden, dass die Greensche Funktion auf Grund der Absorption im räumlich unendlichen
verschwindet, folgt

ω2

∫
d3r′ (1 + ξ(r, ω))G(r, r′, ω)G(r′′, r′, ω)

=
∫
d3r′∇×G(r, r′, ω)∇×G(r′′, r′, ω) +G(r′′, r, ω). (3.44)

Ziehen wir von dieser Gleichung die komplex konjugierte Gleichung mit vertauschtem r, r′′ ab,
erhalten wir die Integral-Gleichung

∫
d3r′ω2Imε(r′, ω)Gik(r, r′, ω)Gjk(r′′, r′, ω) = ImGij(r, r′′, ω). (3.45)

Ausgehend von dieser Relation können wir die zeitabhängige Vertauschungsrelation des elek-
trischen Feldes bestimmen. Wir gehen dazu von der Darstellung (3.40) des elektrischen Feldes
aus, benutzen die kanonischen Vertauschungsrelationen für die Polaritonen-Operatoren (3.19)
und die oben bewiesene Integral-Gleichung (3.45)

[
Ei(x, t), Ej(y, t′)

]
=

2
π

∫ ∞
0

dωω2ImGij(x,y, ω) sin
(
−ω(t− t′)

)
. (3.46)

Konsistenterweise erhalten wir die zeitabhängigen Vertauschungs-Relation des elektrischen
Feldes (siehe z.B. [18] oder [48]) zurück, wenn wir für die Greensche Funktion die des Vaku-
ums einsetzen. Eine weitere fundamentale Gröÿe einer quantisierten Theorie ist die 2-Punkt-
Funktion, diese möchten wir im nächsten Abschnitt berechnen.

3.3 Die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in dielektrischer Materie

Wir haben im ersten Abschnitt gesehen, dass sich die Berechnung der CP-Kraft im Wesent-
lichen auf die Berechnung der 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes zurückführen lässt,
daher möchten wir nun die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in dielektrischer Materie
berechnen. Dazu werten wir das Quadrat des elektrischen Feldes (3.40) auf dem Fock-Raum-
Vakuum aus, auf dem die Polaritonen-Operatoren C∗(r, t) und C(r, t) die Erzeugungs- und
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Vernichtungsoperatoren sind.

W ε
ij(x, y) =

(
Ω, Ei(x, t)Ej(y, t′)Ω

)
=
∫
dω

∫
dω′
(

Ω,
(
−i√
π
ω2

∫
d3re−iωt

√
Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)Ck(r, ω) + h.c.

)
(

i√
π
ω′2
∫
d3r′e−iω

′t′
√

Imε(r′, ω′)Gjl(y, r′, ω′)Cl(r′, ω′) + h.c.

)
Ω
)

=
∫
dω

∫
dω′e−iωteiω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)

(
Ω, Ck(r, ω)C∗l (r′, ω′)Ω

)
=
∫
dω

∫
dω′e−iωteiω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)

(
Ω,
[
Ck(r, ω), C∗l (r′, ω′)

]
Ω
)

=
∫
dω

∫
dω′e−iωteiω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)δklδ(ω − ω′)δ(r− r′)

=
∫
dωe−iω(t−t′) 1

π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω2
√

Imε(r, ω) ·Gjk(y, r, ω)

=
∫
dω
ω2

π
ImGij(x,y, ω)e−iω(t−t′) (3.47)

= ~
∫
dω
ω2

π
ImGij(x,y, ω)e−iω(t−t′), (3.48)

wobei wir im vorletzten Schritt die Integral-Gleichung (3.45) benutzt haben. Die 2-Punkt-
Funktion entspricht korrekterweise dem negativen Frequenzanteil der Kommutator-Funktion.

3.4 Absorption elektromagnetischer Strahlung im 1-Oszillator-Modell

Durch die oben beschriebene kanonische Quantisierung haben wir eine Quantenelektrodyna-
mik in absorbierenden, inhomogenen und dispersiven Dielektrika formuliert, welche unter sehr
allgemeinen Voraussetzungen kausale Vertauschungsrelationen besitzt. Wir möchten uns in
diesem Abschnitt die Absorption, die das Modell beschreibt, anhand eines einfachen Beispiels
verdeutlichen. Das Beispiel ist angelehnt an ein Beispiel zur Absorption aus [51], welches jedoch
auf einem phänomenologischen Modell aufbaut. In der klassischen Elektrodynamik interpre-
tieren wir den Imaginärteil der dielektrischen Funktion als Faktor, welcher für die Absorption
der Strahlung sorgt [22]. Das oben beschriebene Modell sollte mit dieser Interpretation kon-
sistent sein. Betrachten wir zur Veranschaulichung das Vektorpotential, welches sich um einen
Faktor 1

−iω von (3.40) unterscheidet, in einer Dimension im Schrödinger-Bild

A(x) =

√
1
πF

∫ ∞
0

dω

∫
dx′ω

√
Imξ(x′, ω)G(x, x′, ω)C(x′, ω) + h.c.

=

√
1
πF

∫ ∞
0

dω

∫
dx′ω

√
Imε(x′, ω)G(x, x′, ω)C(x′, ω) + h.c., (3.49)
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mit der Normierungs�äche F (siehe z.B. [4]) und ξ(x′, ω) − 1 = ε(x′, ω). Als Beispiel wählen
wir nun die Ausbreitung der elektromagnetischen Strahlung in einem homogenen Medium.
Die Greensche Funktion ist dann die, welche die eindimensionale Wellengleichung

−∂2
xG(x, x′, ω)− ω2ε(ω)G(x, x′, ω) = δ(x, x′) (3.50)

löst. Die Greensche Funktion soll die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen (siehe An-
hang F.1) erfüllen und ist damit eindeutig bestimmt

G(x, x′, ω) = − 1
2iω
√
ε(ω)

eiωn(ω)|x−x′|. (3.51)

De�nieren wir nun die Operatoren

a±(x, ω) = i
√

2ωnI(ω)e∓ωx
∫ ±x
Prüfe das Vorzeichen−∞

dx′e−in(ω)x′C(±x′, ω), (3.52)

mit n(ω) =
√
ε(ω) = nR(ω) + inI(ω), so können wir das Vektorpotential schreiben als

A(x) =
∫ ∞

0
dω

[√
1

4πωnR(ω)F
nR(ω)
n(ω)

(
einR(ω)ωxa+(x, ω) + e−inR(ω)ωxa−(x, ω)

)
+ h.c.

]
.

(3.53)

Die Operatoren (3.52) erfüllen die Vertauschungs-Relation[
a±(x, ω), a∗±(x′, ω′)

]
= e−nI(ω)ω|x−x′|δ(ω − ω′). (3.54)

Sie beschreiben also gedämpfte Amplituden in x und −x Richtung, deren Dämpfung durch
den Imaginärteil der dielektrischen Funktion bestimmt ist. Dies sehen wir auch, wenn wir die
Änderung der Operatoren im Ort betrachten

∂xa±(x, ω) = ∓nI(ω)ωa±(x, ω) + F±(x, ω), (3.55)

mit F±(x, ω) = ±i
√

2nI(ω)ωe∓nR(ω)ωxC(x, ω). Die Gleichung (3.55) ist das quantenmecha-
nische Analogon zur Beschreibung von sich vorwärts bzw. rückwärts ausbreitenden Wellen-
amplituden. Nachdem wir nun de�niert haben, was wir unter der Quantenelektrodynamik in
dielektrischen Medien verstehen wollen, möchten wir uns der Berechnung der CP-Kraft an
einem dielektrischen Interface zuwenden.
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4 Die Casimir-Polder-Kraft in dielektrischen Medien

Nachdem wir im vorigen Kapitel eine quantenfeldtheoretische Beschreibung der makroskopi-
schen Elektrodynamik studiert haben, sind wir nun in der Lage, das CP-Potential an einer
dielektrischen Grenzschicht zu berechnen. Dafür gehen wir von folgendem Modell aus:
Ein neutrales Atom der Polarisierbarkeit α(ω) be�ndet sich in einem Halbraum V1 der Di-
elektrizität ε1 im Abstand d (in z-Richtung) zum anderen Halbraum V2 der Dielektrizität ε2.
Wir berechnen wieder die elektrostatische Energie, der durch das Vakuumfeld induzierten Po-
larisation des Atoms und interpretieren den ortsabhängigen Teil als Potential. Das Potential
berechnet sich dann aus

V
ε1,2
CP =

(
Ω,

: E(r, t)P(r, t) :
2

Ω
)
|rt=(0,0,d),t=0. (4.1)

Wir benötigen also die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes an dem dielektrischen Inter-
face. Diese bekommen wir aus (3.48), indem wir für die Greensche Funktion die des dielektri-
schen Randwertproblems einsetzen. Diese Greensche Funktion lautet

Gij(r, r′, ω) =

{
Gαij(r, r

′, ω) +Rαij(r, r
′, ω) für r, r′ ∈ Vα,

Tα,α
′

ij (r, r′, ω) für r ∈ Vα, r′ ∈ Vα′ ,
(4.2)

wobei die Re�exions- und Transmissions-Funktionen Rαij(r, r
′, ω) und Tα,α

′

ij (r, r′, ω), sowie die
Greensche Funktion Gαij(r, r

′, ω) im Anhang F de�niert sind. Setzen wir die Greensche Funk-
tion in (4.1) ein, erhalten wir für das CP-Potential

V
ε1,2
CP = (Ω, : E(r, t)P(r, t) : Ω) |rt=(0,0,d),t=0

= 2πIm
∫ ∞

0
dω
ω2α(ω)
π

[G11(r, r, ω) +G22(r, r, ω) +G33(r, r, ω)] |Normalordnung

= 2Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω)

([
G1

11(r, r, ω) +G1
22(r, r, ω) +G1

33(r, r, ω)
]

+
[
R1

11(r, r, ω) +R1
22(r, r, ω) +R1

33(r, r, ω)
]

−
[
G1

11(r, r, ω) +G1
22(r, r, ω) +G1

33(r, r, ω)
])
, (4.3)

wobei der letzte Ausdruck (der Anteil der Greenschen Funktion ohne Randbedingungen) auf
Grund der Normalordnung subtrahiert wurde. Das CP-Potential ist also durch den Re�exions-
Anteil der klassischen Greenschen Funktion bestimmt

V
ε1,2
CP = 2Im

∫ ∞
0

dωω2α(ω)
[
R1

11(r, r, ω) +R1
22(r, r, ω) +R1

33(r, r, ω)
]

= 2Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω)

[∫
d2k||
(2π)2

3∑
i=1

R1
ii(k||, ω; z, z)

]

= −2Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω)

[∫
dk||

(2π)
ik||

2β1
e2iβ1z

(
−rp12 + rs12 + 2

k2
||

q2
1

rp12

)]
. (4.4)

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Ausdruck überein, den wir erhalten würden, wenn wir im
Rahmen der Quantenelektrodynamik in Dielektrika stationäre Störungstheorie in zweiter Ord-
nung mit dem Wechselwirkungs-Hamiltonoperator

Hint = −dE (4.5)
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durchführen würden, wobei d der Dipoloperator ist. Eine knappe Darstellung dieses Ansatzes
ist in [48] zu �nden.
Das CP-Potential eines neutralen Atoms in einem Dielektrikum ε1(ω) gegenüber eines Dielek-
trikums ε2(ω) ist also

V
ε1,2
CP = −~Im

∫ ∞
0

dωω2α(ω)

[∫
dk||

2π
ik||

2
√
ω2/c2ε1(ω)− k2

||

e
2i
√
ω2ε1(ω)−k2

||z

×

(
−rp12 + rs12 +

2k2
||

ω2/c2ε1(ω)
rp12

)]
.

(4.6)

Im Grenzfall des idealen Leiters im Vakuum erhalten wir wie erwartet (2.1) zurück.
Es ist uns also gelungen, das CP-Potential an einer dielektrischen Grenzschicht auf die 2-
Punkt-Funktion des elektrischen Feldes in einer kanonisch quantisierten makroskopischen
Quantenelektrodynamik zurückzuführen und so das Ergebnis der einschlägigen Literatur zum
Thema (u.a. [16], [32], [31], [30] und [48]), mittels einer sehr kurzen Rechnung, basierend auf
klar de�nierten Methoden, zu reproduzieren. Eine kurze Beschreibung einiger Methoden aus
der Literatur zur Berechnung der CP-Kraft �nden sich im Anhang H.

4.1 Casimir-Polder Kraft bei endlicher Temperatur in Anwesenheit dielek-

trischer Medien

An dieser Stelle möchten wir den Ausdruck für (4.4) auf den Fall endlicher Temperaturen
erweitern. Dazu benötigen wir die temperaturabhängige 2-Punkt-Funktion an einem dielek-
trischen Interface. Diese werden wir ähnlich wie die 2-Punkt-Funktion zur Temperatur Null
berechnen, mit dem Unterschied, dass wir die Korrelationen auf KMS-Zuständen zu berechnen
haben

W ε,β
ij (x, y) =

(
Ω, Ei(x, t)Ej(y, t′)Ω

)
=
∫
dω

∫
dω′
(

Ω,
(

i√
π
ω2

∫
d3re−iωt

√
Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)Ck(r, ω) + h.c.

)
KMS(

i√
π
ω′2
∫
d3r′e−iω

′t′
√

Imε(r′, ω′)Gjl(y, r′, ω′)Cl(r′, ω′) + h.c.

)
Ω
)

= −
∫
dω

∫
dω′e−iωteiω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)

(
Ω, Ck(r, ω)C∗l (r′, ω′)Ω

)
KMS

+
∫
dω

∫
dω′eiωte−iω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω) ·Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)

(
Ω, C∗k(r, ω)Cl(r′, ω′)Ω

)
KMS
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(6.5),(6.7) −
∫
dω

∫
dω′e−iωteiω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)δklδ(ω − ω′)δ(r− r′)

1
2

(
coth

(
ωβ

2

)
+ 1
)

+
∫
dω

∫
dω′eiωte−iω

′t′ 1
π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω) ·Gik(x, r, ω)ω′2∫
d3r′

√
Imε(r′, ω′) ·Gjl(y, r′, ω′)δklδ(ω − ω′)δ(r− r′)

1
2

(
coth

(
ωβ

2

)
− 1
)

= −
∫
dωe−iω(t−t′) 1

π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω)Gik(x, r, ω)ω′2
√

Imε(r, ω)

·Gjk(y, r, ω)
(

coth
(
ωβ

2

)
+ 1
)

+
∫
dωe−iω(t−t′) 1

π
ω2

∫
d3r
√

Imε(r, ω) ·Gik(x, r, ω)ω′2
√

Imε(r, ω)

·Gjk(y, r, ω)
(

coth
(
ωβ

2

)
− 1
)

=
∫
dω
ω2

π
ImGij(x,y, ω)e−iω(t−t′) coth

(
ωβ

2

)
, (4.7)

im letzten Schritt haben wir die Integral-Gleichung (3.45) benutzt.
Das CP-Potential erhalten wir auf die selbe Weise wie im vorigen Kapitel, benutzen jedoch

jetzt die temperaturabhängige 2-Punkt-Funktion. Da sich bis auf den Faktor coth
(
ωβ
2

)
an

der 2-Punkt-Funktion nichts geändert hat, ergibt sich das temperaturabhängige CP-Potential
an einem dielektrischen Interface zu

V β,ε
CP (z) = −2Im

∫ ∞
0

dωω2α(ω) coth
(
ωβ

2

)[∫
dk||

(2π)
ik||

2β1
e2iβ1z

(
−rp12 + rs12 + 2

k2
||

q2
1

rp12

)]
.

(4.8)

Da die dielektrische Funktion im Allgemeinen temperaturabhängig ist, müssen wir die Formel
so interpretieren, dass wir zur Berechnung der CP-Kraft die dielektrische Funktion bei der
inversen Temperatur β einsetzen. Wir können den Ausdruck (4.8) umschreiben, indem wir
das ω-Integral ausführen. Dazu betrachten wir zunächst den Integranden und sehen, dass
dieser sich auf die obere komplexe Halbebene zu einer meromorphen Funktion (ω = ωR + iωI)
fortsetzen lässt, da die Greensche Funktion (siehe (4.7)) eine kausale Antwort-Funktion ist
(siehe Anhang G)

V β,ε
CP (z) = − lim

ωI↘0
2Im

∫ ∞
0

dωR(ωR + iωI)2α(ωR + iωI) coth
(
ωR + iωIβ

2

)
[∫

dk||

(2π)
ik||

2β1
e2iβ1z

(
−rp12 + rs12 + 2

k2
||

q2
1

rp12

)]

= − lim
ωI↘0

2Im
∫ ∞

0
dωRf(z, ωR + iωI) coth

(
ωR + iωIβ

2

)
. (4.9)

Da f(z, ωR + iωI) in der oberen Halbebene analytisch ist, hat der Integrand die Pole des
Cotangens-Hyperbolicus bei ωn = 2nπ

β mit n ∈ N und wir können das ω-Integral nun mit Hilfe
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des Residuensatzes lösen. Da der Integrand für rein imaginäre Frequenzen reell ist und somit
verschwindet und darüber hinaus in positiver imaginärer Richtung in ωi exponentiell gegen
Null geht, können wir über den Weg aus Abbildung 4 integrieren.

Abbildung 4: Integrationsweg um die Pole des Cotangens-Hyperbolicus

Das Potential lautet dann

V β,ε
CP (z) = −2Im

∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
1
iβ
f(z, ωn)

= −2Im
∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
ω2
nα(ωn)
β

[∫
dk||

(2π)
k||

2β1
e2iβ1z

(
−rp12 + rs12 + 2

k2
||

q2
1

rp12

)]
ω=ωn

.

(4.10)

Nehmen wir an, dass sich das Atom im Vakuum be�ndet (ε1 = 1), so können wir den Ausdruck
mit dem, aus der Lifschitz-Formel [16] für die temperaturabhängige Casimir-Kraft gewonne-
nen, Potential [37] vergleichen. Dazu schreiben wir (4.10) um, indem wir folgende Variablen-
transformation vornehmen

p := +

√
k2
‖

ω2
+ 1. (4.11)

Das CP-Potential ergibt sich dann zu

V β,ε2
CP (z) = −Im

∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
ω3
nα(ωn)

∫ ∞
1

dp

2π
ie2ipzwn

[
βα′ − p
βα′ + p

+
(
1− 2p2

) βα′ − pε2
βα′ + pε2

]
ω=ωn

.

(4.12)

Dies stimmt genau mit Formel (17) aus [37] überein.
Im Fall idealer Randbedingungen (idealer Leiter im Vakuum) vereinfachen sich die Re�exions-
Koe�zienten zu

lim
ε2→∞

rp12 = 1,

lim
ε2→∞

rs12 = −1,
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und wir erhalten das temperaturabhängige CP-Potential für alle Abstände

V
α(ω)
CP (z) = −2Im

∫ ∞
0

dωω2α(ω) coth
(
ωβ

2

)∫ dk||

(2π)
ik||

2
√
ω2 − k2

||

e
2i
√
ω2−k2

||z

(
−2 + 2

k2
||

ω2

) .
(4.13)

Substituieren wir nun mit u = −i
√
k||2 − ω2 erhalten wir

VCP (z) = −Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω) coth

(
ωβ

2

)∫ i∞

ω

du

2π
e−2uz

(
−2 + 2

ω2 − u2

ω2

)

= −
∫ ∞

0
dω
α(ω) coth

(
ωβ
2

)
4πz3

e−2zω
(
1 + 2zω + 2(zω)2

)
. (4.14)

Im Fall groÿer Abstände können wir die Polarisierbarkeit als die bei der Frequenz 0 nähern und
erhalten dann erneut das Potential (2.19). Der Ausdruck für das CP-Potential (4.6) ermög-
licht es uns, auch einen Ausdruck für das nicht retardierte London-Van-der-Waals-Potential
für kleine Abstände zu berechnen. Klein bedeutet hier klein gegenüber der thermischen Wel-
lenlänge β. Dazu führen wir wieder, wie oben beschrieben, das Integral über ω in (4.14) mit
Hilfe des Residuensatzes aus und erhalten

VCP (z) = −2πi
∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
α(ωn)
4πz3

e−2zωn
(
1 + 2zωn + 2(zωn)2

)
, (4.15)

mit ωn = 2nπ
β . Für kleine Abstände, also zωn << 1, erhalten wir dann das London-Van-der-

Waals-Potential

V β
LvdW (z) = − 1

4πz3
2πi

∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
α(ωn). (4.16)

An dieser Stelle erkennen wir, dass der von uns im statischen Fall (Kapitel 2) benutzte Ener-
gieansatz auf das retardierte Potential (2.1) bzw. (2.19) und nicht auf das London-Van-der-
Waals-Potential (4.16) führte, da wir mit einer frequenzunabhängigen Polarisierbarkeit gerech-
net haben. Das London-Van-der-Waals-Potential lässt sich im Rahmen der Quantenmechanik
gewinnen, es berücksichtigt die Frequenzabhängigkeit der Polarisierbarkeit, jedoch keine Re-
tardierungse�ekte. Das Verhalten des CP-Potentials hängt also wesentlich vom Abstand des
Atoms von der Wand ab. Versuchen wir dies, an dieser Stelle, quantitativ zu formulieren. Dazu
möchten wir das temperaturabhängige CP-Potential in Abhängigkeit vom Abstand in verschie-
denen Näherungen betrachten. Wir haben gesehen, dass sich für z << β das CP-Potential
gut durch (4.16) beschreiben lässt. Für β >> z, also für groÿe Temperaturen, können wir das
CP-Potential durch (2.22) beschreiben. Dazwischen muss also die Beschreibung des Potentials
durch (2.1) liegen. Zur Quanti�zierung der Aussage vergleichen wir als erstes das Potential
(4.16) mit dem Potential (2.1) und sehen, dass sich diese bei der optischen Wellenlänge

λoptisch =
3cα0

2

(
2πi

∞∑
n=0

(
1− 1

2
δn0

)
α(ωn)

)−1

(4.17)
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gleichen. Bei einem Abstand kleiner als λoptisch dominiert also (4.16), bei einem gröÿeren
Abstand (2.1). Dieses Potential wird allerdings ab der thermischen Wellenlänge

λT = λthermisch = ~cβ (4.18)

von dem Potential (2.22) dominiert. In Abbildung 5 ist dieser Sachverhalt abgebildet. Der
Ausdruck (4.14) gibt in allen Bereichen den exakten Wert und interpoliert zwischen den 3
Näherungen.

Abbildung 5: Abstandsabhängigkeit des CP-Potentials

4.2 Casimir-Polder-Kraft im Limes statischer Dielektrika

Das oben beschriebene Modell zur Quantisierung des elektrischen Feldes in Materie geht von
der physikalischen Vorstellung aus, dass durch die Wechselwirkung zwischen dem Lichtfeld
und der Materie ein Strom im Medium induziert wird, welcher zur einer Polarisation führt
und so das elektrische Feld im Medium ändert. Im Falle idealer metallischer Randbedingungen
ist dieser Strom Null und die CP-Kraft der elektrostatischen Rechnung stimmt mit der der
elektrodynamischen Rechnungen überein. Sind die Randbedingungen jedoch nicht ideal, wird
ein nicht divergenzfreier Strom im Medium erzeugt. Nach der Kontinuitäts-Gleichung existiert
dann eine sich zeitlich ändernde Ladungsverteilung und wir müssen statt der Elektrostatik die
Elektrodynamik anwenden. Interessanterweise unterscheiden sich die Rechnungen nur um eine
Funktion, die vom Betrag her zwischen 0 und 1 liegt. Es bleibt die Frage: Welche physikalische
Interpretation haben die elektrostatischen Rechnungen aus Kapitel 2.3?
Wir wollen an dieser Stelle das CP-Potential für den Fall statisch beschriebener Dielektrika
bestimmen. Dazu lassen wir in (4.4) die Frequenzabhängigkeit der dielektrischen Funktio-
nen und der Polarisierbarkeit weg. Dies ist also der �statische Limes�, in dem angenommen
wird, dass die Antwort des Mediums auf das Lichtfeld und die Polarisierbarkeit des Atoms
frequenzunabhängig ist. Man geht dann davon aus, dass die dielektrische Funktion durch die
reelle Konstante εi(ω = 0) = εi und die Polarisierbarkeit durch die Konstante α(ω = 0) = α
beschrieben werden kann. Dann lautet das CP-Potential

V
ε1,2
CP = 2Im

∫ ∞
0

dωω2α
[
R1

11(r, r, ω) +R1
22(r, r, ω) +R1

33(r, r, ω)
]

= 2Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω)

[∫
d2k||
(2π)2

3∑
i=1

R1
ii(k||, ω; z, z)

]

= −2Im
∫ ∞

0
dωω2α(ω)

[∫
dk||

(2π)
ik||

2β1
e2iβ1z

(
−rp12 + rs12 + 2

k2
||

q2
1

rp12

)]
. (4.19)
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Führen wir die Variablen ξ = iω sowie x = 1+
k2
‖
ξ2

ein, so sehen wir, dass der Integrand entlang
der imaginären Achse rein reell ist und erhalten

V
ε1,2
CP =

∫ ∞
0

dξ

∫ ∞
1

dx[
e−2zξ

√
x2+ε1−1xαξ3 (ε1 − ε2)

πε1
√
x2 + ε1 − 1

(√
x2 + ε1 − 1 +

√
x2 + ε2 − 1

) (√
x2 + ε2 − 1ε1 +

√
x2 + ε1 − 1ε2

)
(4.20)

×
(√

x2 + ε1 − 1
√
x2 + ε2 − 1ε1 +

(
x2 − 1

) (
x2 +

√
x2 + ε1 − 1

√
x2 + ε2 − 1− 1

))]
(4.21)

Die Berechnung der Integrale gelingt mit Mathematica, dass CP-Potential ergibt sich dann zu

V
ε1,2
CP = − 3α (ε1 − ε2)

8z4 (ε1 + ε2)
f(ε1, ε2), (4.22)

mit der Funktion

f(ε1, ε2) =
ε1 + ε2

12ε31 (ε1 − ε2)

[12
(
artanh

(√
ε1
ε2

+ 1
)
− artanh

(√
ε2
ε1

+ 1
))

ε22
√
ε1 + ε2

(4.23)

+ 3π
(

1
ε1 − ε2

)
3/2
(
ε31 + 3ε2ε21 − 4ε22ε1 + 2ε32

)
(4.24)

+
−20ε5/21 + 6

√
ε2ε

2
1 + 8ε2ε

3/2
1 + 6ε3/22 ε1 − 12ε22

√
ε1

ε1 − ε2
(4.25)

+ 6

artanh

(
1√

1− ε1
ε2

)(
ε31 + 3ε2ε21 − 4ε22ε1 + 2ε32

)
(ε2 − ε1) 3/2

]
. (4.26)

Der Areatangens-Hyperbolicus ist hier als seine eindeutige analytische Fortsetzung so zu ver-
stehen, dass auf der reellen Achse gilt

artanh (x) = ln

(√
1 + x

1− x

)
− iπ

2
für |x| > 1. (4.27)

Da εi(0) > 1 gilt [27] schlieÿt der Fall |x| > 1 alle auftretenden Möglichkeiten ein. Benutzen
wir nun noch die Beziehung

artanh (x) = arsinh

(
1√

x2 − 1

)
− iπ

2
für |x| > 1, (4.28)

vereinfacht sich die Funktion f(ε1, ε2) zu

f(ε1, ε2) =
π (ε1 + ε2)

12ε31 (ε1 − ε2)

[2
(
−10ε5/21 + 3

√
ε2ε

2
1 + 4ε2ε

3/2
1 + 3ε3/22 ε1 − 6ε22

√
ε1

)
π (ε1 − ε2)

+
12
(
arsinh

(√
ε2
ε1

)
− arsinh

(√
ε1
ε2

))
ε22

π
√
ε1 + ε2

− 6
arsinh

(√
ε2
ε1
− 1
) (
ε31 + 3ε2ε21 − 4ε22ε1 + 2ε32

)
π (ε2 − ε1) 3/2

]
. (4.29)



34 Die Casimir-Polder-Kraft in dielektrischen Medien

Im Limes ε1 → 1, ε2 → ∞ ist f(ε1, ε2) = −1 und wir erhalten das CP-Potential (2.9) bei
idealen Randbedingungen. Für den Fall, dass sich das Atom im Vakuum vor einer Wand mit
der Dielektrizität ε be�ndet, erhalten wir

V ε
CP = − 3α (1− ε)

8z4 (1 + ε)
f(ε), (4.30)

mit

f(ε) =
π(ε+ 1)
12(1− ε)

[
2
(
6ε2 − 3ε3/2 − 4ε− 3

√
ε+ 10

)
π(ε− 1)

−
6
(
2ε3 − 4ε2 + 3ε+ 1

)
arsinh

(√
ε− 1

)
π(ε− 1)3/2

+
12ε2

(
arsinh (

√
ε)− arsinh

(√
1
ε

))
π
√
ε+ 1

. (4.31)

In dieser vereinfachten Form ist das Ergebnis in [37] Formel (22) und (23) zu �nden. f(ε1, ε2)
beschreibt (abgesehen vom Vorzeichen) den relativen Unterschied zwischen dem CP-Potential
aus den elektrostatischen Rechnungen und denen im �statischen Limes�. Wie am Anfang des
Abschnittes erwähnt, müssen wir hier die Frage nach der physikalischen Interpretation der
Rechnungen aus Kapitel 2.3 o�en lassen. Nachdem wir nun die CP-Kraft in einer sehr allge-
meinen Form berechnet haben, möchten wir uns die Ergebnisse anhand von für Experimente
interessanten Beispielen verdeutlichen.
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4.3 Numerische Resultate

Bisher sind unsere Rechnungen abstrakter Natur und wir könnten uns fragen, ob der Ein�uss
der dielektrischen Eigenschaften der Wand eine messbare Änderung der CP-Kraft im Vergleich
zum idealen Fall zur Folge hat. Diese Frage möchten wir nun anhand von zwei Beispielen klä-
ren. Dazu werden wir das CP-Potential eines Rubidium-Atoms (α0 = 50 × 10−30m3) im Va-
kuum vor einer metallischen Wand (z.B. Magnesium) und einem Dielektrikum (z.B. Silizium)
berechnen. Diese werden wir mit dem CP-Potential bei idealen Randbedingungen (Metall)
bzw. bei konstanter dielektrischer Funktion (Dielektrikum) vergleichen.
Um das Metall und das Dielektrikum mir frequenzabhängiger dielektrischer Funktion zu be-
schreiben, benutzen wir das 1-Resonanz-Drude-Lorentz-Modell (1-RDLM) [22], die dielektri-
sche Funktion lautet dann

ε(ω) = 1− Ω2

ω2 − iωγ − ω2
0

, (4.32)

wobei Ω, γ und ω0 Materialparameter sind. Zur Simulation von Silizium werden wir ω0 =
109sec−1,Ω = 1.6176 × 1016sec−1, γ = 9.7 × 1014sec−1 und zur Simulation des Metalls ω0 =
2×1015sec−1,Ω = 6.536×1015sec−1, γ = 9.859×1012sec−1 wählen9. Das CP-Potential berech-
nen wir aus (4.6) für die dielektrische Funktion (4.32) und die gewählten Materialparameter
mit Hilfe von Mathematica numerisch. Das CP-Potential bei Anwesenheit des Metalls verglei-
chen wir dann mit (2.9) und das des Dielektrikums mit (4.31), unter Verwendung der statischen
Dielektrizitätskonstante von Silizium (εSi = 9.4). Abbildung 6 zeigt das CP-Potential eines
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Das CP-Potential vor verschiedenen Medien:

Abbildung 6: Das CP-Potential eines Rubidium-Atoms für den idealen Leiter, ein Metall im
1-RDLM, Silizium mit statischer dielektrischer Funktion und Silizium im 1-RDLM.

Rubidium-Atoms vor vier verschiedenen Wänden. Die unteren beiden Potential-Verläufe be-
schreiben das CP-Potential des idealen Leiters und eines Leiters mit endlicher Leitfähigkeit.

9Die Parameter sind wie in [26] gewählt, dort wird anhand dieser die Casimir-Kraft ausgerechnet.
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Die oberen beiden Verläufe beschreiben das CP-Potential vor einer Silizium-Wand im Limes
einer statischen dielektrischen Funktion und im 1-RDLM. Wir sehen, dass die idealisierten
Modelle die Potential-Verläufe sehr gut wiedergeben und wir mit heutiger Messgenauigkeit
von ca. 1% nicht entscheiden können, welches der Modelle die Wirklichkeit besser beschreibt.
Diese Aussage gilt unabhängig von der Gröÿe der Polarisierbarkeit des Teilchens vor der Wand,
da diese in beiden Modellen linear ins Potential eingeht. An dem Vergleich zwischen den Me-
tallen und den Halbleitern sehen wir, dass das CP-Potential scheinbar umso stärker ist, je
höher die Re�exion des Materials ist. Diese Aussage können wir bestätigen, indem wir das
CP-Potential im 1-RDLM gegen die Plasmafrequenz Ω des Mediums auftragen. Abbildung 7
zeigt den Betrag des Potentials gegen die Plasmafrequenz im logarithmisch-logarithmischen
Plot. Das CP-Potential steigt also mit zunehmender Plasmafrequenz an. Da die Plasmafre-
quenz beschreibt, ab welcher Frequenz Strahlung in das Medium eindringen kann und nicht
mehr re�ektiert wird, bestätigt das Ansteigen des CP-Potentials mit zunehmender Plasmaf-
requenz, dass das Potential umso stärker ist, je mehr Strahlung von dem Medium re�ektiert
wird. Darüberhinaus sehen wir, dass das Potential ab der Resonanzfrequenz des 1-RDLM von
ω0 = 2× 1015sec−1 nicht mehr exponentiell anwächst.

1012 1014 1016 1018
Plasmafrequenz in sec-1

10-37

10-35

10-33

10-31

10-29

Betrag des Potentials in Joule

Abbildung 7: Logarithmisch-logarithmischer-Plot des CP-Potentials im 1-RDLM gegen die
Plasmafrequenz des Modells bei einem Abstand von 200nm, einer Resonanzfrequenz von 2×
1015sec−1 und γ = 9.859× 1012sec−1.
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Die CP-Kraft nimmt jedoch auch nach der Resonanzfrequenz weiter mit der Plasmafrequenz
zu, wie man an dem Verlauf des Potentials in Abbildung 8 sehen kann.
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Abbildung 8: Das CP-Potential im 1-RDLM gegen die Plasmafrequenz des Modells bei einem
Abstand von 200nm, einer Resonanzfrequenz von 2× 1015sec−1 und γ = 9.859× 1012sec−1.

Nachdem wir die CP-Kraft in vielen interessanten Details betrachtet haben, ist das Ziel des
nächsten Abschnitts die Berechnung der Van-der-Waals-Wechselwirkung zwischen zwei po-
larisierbaren Atomen. Dies kann auf sehr ähnliche Art und Weise gemacht werden wie die
Berechnung der CP-Kraft.
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5 Van-der-Waals-Wechselwirkung

Wir haben gesehen, dass sich die Casimir- und die Casimir-Polder-Kraft als Vakuum-E�ekt
verstehen lassen und deren Verhalten unter verschiedenen physikalischen Gegebenheiten be-
rechnet. Die Casimir-Kraft ist eine Kraft zwischen zwei makroskopischen Objekten, die CP-
Kraft zwischen einem makroskopischen und einem als punktförmig genäherten Teilchen, wie
sieht es nun mit der Van-der-Waals-Wechselwirkung zwischen zwei als punktförmig genäher-
ten Teilchen aus, können wir diese auch als Vakuum-E�ekt verstehen?
Ziel dieses Abschnittes wird es sein, die langreichweitige Van-der-Waals-Wechselwirkung zwi-
schen zwei neutralen, polarisierbaren Atomen, unter Ein�uss der endlichen Ausbreitungsge-
schwindigkeit des Lichtes, bei beliebigen Temperaturen zu berechnen. Wir berechnen zunächst
das Van-der-Waals-Potential bei Temperatur T = 0 und für einen Abstand, in dem wir die
Polarisierbarkeit α1 bzw. α2 der punktförmige Teilchen als konstant betrachten können. Das
Koordinatensystem sei der Einfachheit halber so gewählt, dass die Atome auf der z-Achse
liegen und einen Abstand r voneinander haben. Wir interpretieren die vom Abstand abhän-
gige Energie-Korrektur des Systems als das Potential der Kraft zwischen den Atomen. Diese
berechnen wir in 2. Ordnung stationärer Störungstheorie. Die erste Ordnung Störungstheorie
verschwindet, auf Grund der Normalordnung in der elektrostatischen Energie. Die Normal-
ordnung lässt sich hier wie folgt physikalisch interpretieren; Im realen Experiment haben die
Teilchen eine endliche Ausdehnung und der singuläre Ausdruck E(0) wird endlich. Da dieser
nicht vom Abstand der beiden Atome abhängt, trägt er nicht zum Potential bei.
Die Hamiltonfunktion des Systems lautet

H =
∫
d3x

: E(0,x)2 :
2

+
: B(0,x)2 :

2
+ 2παij1 (0) : Ei(0,x)Ej(0, r1) : δ3(x− r1)

+ 2παnm2 (0) : En(0,x)Em(0, r2) : δ3(x− r2),
(5.1)

mit |r1 − r2| = r und αkij = αk(0)δij .
Die 2. Ordnung Störungstheorie ist bei verschwindender Grundzustandsenergie gegeben als

VvdW(r) = E(2)

= −1
2
(
Ω, Hint(0, r1, r2)H−1

0 Hint(0, r1, r2)H0Ω
)

= lim
ε→0
−(4π)2i

2

∫ ∞
0

dt
(

Ω, Hint(0, r1, r2)e−iH0(t−iε)Hint(0, r1, r2)eiH0(t−iε)e−iH0(t−iε)Ω
)

= lim
ε→0
−(4π)2i

2

∫ ∞
0

dt (Ω, Hint(0, r1, r2)Hint(t− iε, r1, r2)Ω) , (5.2)

im letzten Schritt haben wir die Translationsinvarianz des Vakuums ausgenutzt. Setzen wir
den Ausdruck für die Korrektur des Hamiltonoperators ein, sehen wir, dass wir wieder nur
den Vakuumerwartungswert von elektrischen Feldstärke-Operatoren ausrechnen müssen

VvdW(r) = lim
ε→0
−(4π)2i

2

∫ ∞
0

dt(
Ω,
(
αij1 (0) : Ei(0, r1)Ej(0, r1) : +αnm2 (0) : En(0, r2)Em(0, r2) :

)
(
αij1 (0) : Ei(t− iε, r1)Ej(t− iε, r1) : +αnm2 (0) : En(t− iε, r2)Em(t− iε, r2) :

)
Ω

)
.
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Wir können diesen Ausdruck (4-Punkt-Funktion des elektrischen Feldstärketensors) in 2-
Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstärketensors schreiben. Dazu schreiben wir die
Felder in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, beachten die Normalordnung und die
Kommutator-Relationen. Allgemein können wir für freie Felder die n-Punkt-Funktionen (Er-
wartungswerte von dem Produkt von n Feldern) vollständig durch die 2-Punkt-Funktion be-
schreiben. Für die Produkte von normalgeordneten Potenzen von skalaren Feldern (Wickpo-
tenzen) gilt, u.a. nach [18]

(Ω, : φ(x1)n1 : · · · : φ(xk)nk : Ω) =
∑

G∈G+(n1,...,nk)
cGΠl∆+(xs(l) − xr(l)), (5.3)

wobei G+(n1, ..., nk) die Menge aller Graphen, mit k Vertices 1,...k, bei dem vom i-ten Vertex
ni Linien ausgehen, ist. Die Linien verbinden jeweils zwei verschiedene Vertices und sind
zum Vertex mit dem gröÿeren Index gerichtet. cG ist ein kombinatorischer Faktor. Unter
Berücksichtigung der Vektorindizes ist die benötigte 4-Punkt-Funktion das Produkt von zwei
2-Punkt-Funktion (2.5) derart, dass sich

VvdW(r) = lim
ε→0
−8π2α1α2i

∫
dtW0i0j(t− iε, r)W0i0j(t− iε, r)

= lim
ε→0
−8π2α1α2i

∫
dt

3r4 + 2t2r2 + 3t4

π4 (t2 − r2)6

= lim
ε→0
−8π2α1α2i2πiRest=−r

[
3r4 + 2t2r2 + 3t4

π4 (t2 − r2)6

]
= 8π2α1α2i

22π
23

64π4r7

= −23α1α2

4πr7
(5.4)

ergibt. Das Wechselwirkungspotential zweier elektrisch neutraler Atome ist also

VvdW(r) = −23~cα1α2

4πr7
. (5.5)

Dies ist genau das Ergebnis von Casimir und Polder [13]. Unser einfaches Modell der beiden
polarisierbaren Atome, welche mit den elektromagnetischen Vakuum-Fluktuationen wechsel-
wirken, reicht also aus, um das retardierte Van-der-Waals-Potential zu verstehen. Es wurde an
dieser Stelle erstmals das Van-der-Waals-Potential im Rahmen dieses Modells hergeleitet. Die-
se Form der Herleitung ermöglicht es uns die Van-der-Waals-Kraft bei endlichen Temperaturen
zu verstehen.
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5.1 Temperaturabhängige Van-der-Waals-Wechselwirkung

Zur Berechnung der temperaturabhängigen Van-der-Waals-Wechselwirkung gehen wir genau
wie bei der Rechnung oben vor, jedoch unter Verwendung der temperaturabhängigen 2-Punkt-
Funktion (6.13). Das Potential berechnet sich wieder aus der Feldenergie in 2. Ordnung Stö-
rungstheorie

V β
vdW(r) = lim

ε→0
−8π2α1α2i

∫
dtW β

0i0j(t− iε, r)W
β
0i0j(t− iε, r)

=
∫
dt
−8π2α1α2i

16π2z6β4

[{
β coth

(
π(z − r)

β

)
+ β coth

(
π(t+ r)

β

)
+ πr

(
sinh

(
π(r − t)

β

)−2

+ sinh
(
π(t+ r)

β

)−2)}2

+
{

coth
(
π(r − t)

β

)(
β2 + 2π2r2 sinh−2

(
π(r − t)

β

))
+ πrβ

(
sinh

(
π(r − t)

β

)−2

+ sinh
(
π(t+ r)

β

)−2)
+ coth

(
π(t+ r)

β

)(
β2 + 2π2r2 sinh

(
π(t+ r)

β

)−2
)}2

]
. (5.6)

Im letzten Ausdruck behalten wir im Auge, dass dieser im Sinne von t→ lim
ε→0

t−iε gemeint ist.

Dies ermöglicht uns, das Integral mit Hilfe des Residuensatzes auszurechnen, da der Integrand
für groÿe t gegen Null strebt. Wir nehmen also den Pol bei t = z mit und erhalten

V β
vdW(r) =− 1

8r6β5 sinh4
(

2πr
β

)
[(

96π4 coth
(
πr

β

)
r4 + 96π4 tanh

(
πr

β

)
r4 + 64π3βr3 − 24πβ3r

+ 8πβ
(
4π2r2 + 3β2

)
cosh

(
4πr
β

)
r + 3β4 sinh

(
8πr
β

)
+
(
32π4r4 + 40π2β2r2 − 6β4

)
sinh

(
4πr
β

))]
. (5.7)

Dies ist das, noch nie berechnete, retardierte temperaturabhängige Van-der-Waals-Potential.
Für KMS-Zustände gibt es eine Störungstheorie, in der die Zeit-Integrale in der Dyson-Reihe in
imaginärer Richtung ausgeführt werden und von 0 bis β

2 integriert wird. Diese Störungstheorie
liefert die gleichen Ergebnisse wie die von uns oben ausgeführte, wie wir in Anhang C zeigen.
Um das asymptotische Verhalten zu studieren, führen wir wieder die dimensionslose Gröÿe
ρ = 2πr

β ein und erhalten

V β
vdW(r) = −α1α2ρ

4πr7

×
(

6 coth(ρ) + 3ρ3(ρ coth(ρ) + 1) sinh−4(ρ) + ρ
(
2
(
ρ2 + 3

)
+ ρ

(
ρ2 + 5

)
coth(ρ)

)
sinh−2(ρ)

)
.

(5.8)
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Für kleine Abstände, also ρ << 1, verhalten sich die Hyperbolicus-Funktionen wie

coth(x) ≈ 1
x
,

sinh(x)−1 ≈ 1
x

und die Klammer in (5.8) ergibt 23. Wir erhalten dann das Potential (5.4) für T = 0 zurück

V β
vdW(r) ≈ −23α1α2~c

4πr7
. (5.9)

Für groÿe Temperaturen (ρ >> 1) geht coth(ρ)→ 1 und der sinh(ρ)−1 fällt exponentiell gegen
Null ab, wir erhalten dann, wenn wir ρ = 2πr

β zurück einsetzen

V β
vdW(r) ≈ −3kTα1α2

r6
. (5.10)

Dieser Ausdruck ist wieder rein klassisch und entspricht dem Limes ~ → 0 von (5.7), dazu
mehr in Kapitel 7.
Wie schon bei dem CP-Potential ist das Abstandsverhalten des Van-der-Waals-Potentials sehr
stark vom Verhältnis zwischen der Temperatur und dem Abstand selbst abhängig. Dies möch-
ten wir nun auch hier quanti�zieren. Quantenmechanische Rechnung (siehe z.B. [30]) führen
auf das nicht retardierte Van-der-Waals-Potential zwischen zwei Atomen gleicher Polarisier-
barkeit

V nicht retardiert
VdW (r) = −3α2~ω0

4r6
, (5.11)

wobei ~ω0 die Energiedi�erenz zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zu-
stand der Atome ist. Vergleichen wir dieses Potential mit dem Van-der-Waals-Potential (5.4)
bei T = 0, sehen wir, dass bei Abständen unterhalb von ungefähr

λoptisch,2 =
c

ω0
(5.12)

das nicht retardierte Potential (5.11) dominiert und bei Abständen gröÿer λoptisch,2 das retar-
dierte Van-der-Waals-Potential (5.4) die bessere Beschreibung liefert. Bei Abständen oberhalb
der thermischen Wellenlänge

λT = β~c (5.13)

dominiert dann das Potential (5.10). Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 9 dargestellt. Die

Abbildung 9: Abstandsabhängigkeit des Van-der-Waals-Potentials
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Abbildung 10: Das Van-der-Waals-Potential zwischen zwei Lithium-Atomen der Polarisierbar-
keit α = 16 · 10−30m3 im Abstand r = 200nm in Abhängigkeit von der Temperatur.

Van-der-Waals-Kraft bei endlicher Temperatur steigt also mit steigender Temperatur an. Je
höher die Temperatur des elektromagnetischen Hintergrundfeldes ist, desto stärker ist die Van-
der-Waals-Bildung der beiden Atome. Da wir an dieser Stelle erstmals die Abhängigkeit der
Van-der-Waals-Kraft von der Temperatur des elektromagnetischen Vakuums10 berechnet ha-
ben, sollten wir überlegen, was dies für physikalische Konsequenzen hat. Da die asymptotische
Kraft (5.10) im Gegensatz zur Van-der-Waals-Kraft bei T = 0 mit einer Potenz weniger im
Abstand abfällt, ist die Kraft bei endlicher Temperatur langreichweitiger als bisher angenom-
men. Vergleichen wir die Van-der-Waals-Kraft mit der Gravitationskraft, sehen wir, dass sich
die Kräfte für den Abstand

rVdWGrav =
(

18Tα1α2k

Gm1m2

) 1
5

(5.14)

gleichen. Für zwei Lithium-Atome in einem Hintergrundfeld der Temperatur T = 300 Kelvin
entspricht dies einem Abstand von rVdWGrav = 3mm. Für kosmische Abstände spielt also auch
die temperaturabhängige Van-der-Waals-Kraft keine Rolle.
Die Berechnung der temperaturabhängigen Vakuum-Kräfte gelang uns auf eine sehr elegante
Art und Weise, indem wir mit KMS-Zuständen gearbeitet haben, diese möchten wir nun kurz
einführen.

10In [7] wird die Van-der-Waals-Kraft für den Fall ausgerechnet, dass sich die Atome mit der elektroma-
gnetischen Strahlung im Temperatur-Gleichgewicht be�nden, dies führt scheinbar auf grundsätzlich andere
Ergebnisse. Eine genaue Antwort darauf, warum sich die Ergebnisse so unterscheiden, können wir bisher nicht
liefern.
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6 KMS-Zustände und die 2-Punkt-Funktion des skalaren Feldes

In den vorigen Kapiteln haben wir die 2-Punkt-Funktion zu endlichen Temperaturen benutzt,
diese erhalten wir durch die Bildung des Erwartungswertes des Produktes zweier Felder in
KMS-Zuständen. Die De�nition dieser Zustände und die Berechnung der 2-Punkt-Funktion
des elektrischen Feldes soll Inhalt dieses Kapitels sein.
Zur Beschreibung der KMS-Zustände gehen wir von einer algebraisch formulierten Feldtheo-
rie aus. Die physikalischen Observablen sind Elemente einer C∗-Algebra und Zustände sind
positive, normiere, lineare Funktionale auf diesen. Die Zustände ordnen den Observablen eine
Zahl zu, den Erwartungswert. Seien A,B zwei Observablen, wobei die Zeitentwicklung für B
analytisch sein soll, dann muss ein KMS-Zustand11 ω zusätzlich die KMS-Bedingung

ω (Aτt(B))|t=iβ = ω(BA) (6.1)

erfüllen. Wählen wir nun eine Algebra mit kanonischen Vertauschungsrelationen von Erzeug-
ungs- und Vernichtungsoperatoren ([a(f), a∗(g)] = (f, g)), so können wir zunächst den Erwar-
tungswert von Produkten von diesen berechnen

ω(a∗(f)a(g)) = ω(a(g)a∗(e−βHf)) = (g, e−βHf) + ω(a∗(e−βHf)a(g)) (6.2)

⇒ ω(a∗(f)a(g)− a∗(e−βHf)a(g)) = (g, e−βHf). (6.3)

Unter Benutzung von f ′ =
(
1− e−βH

)
f folgt

ω(a∗(f ′)a(g)) = (g, e−βH
(

1− e−βH
)−1

f ′).

Umbenennung führt dann auf

ω(a∗(f)a(g)) = (g, e−βH
(

1− e−βH
)−1

f) (6.4)

= (g,
1
2

(
coth

(
βH

2

)
+ 1
)
f). (6.5)

Analog erhält man

ω(a(g)a∗(f)) = (f, eβH
(
−1 + eβH

)−1
g) (6.6)

= (f,
1
2

(
coth

(
βH

2

)
− 1
)
g). (6.7)

Das skalare Feld de�nieren wir wie üblich als operatorwertige Distribution

φ(f) = a(f) + a∗(f) (6.8)

11für eine genauere Beschreibung und viele Anwendungen sei insbesondere auf [8] verwiesen.
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und erklären es in einem formalen Sinne punktweise über

a(f) =
∫

d3p
2E(p)

a(p)f(p), (6.9a)

a∗(f) =
∫

d3p
2E(p)

a∗(p)f(p), (6.9b)

a(x) = (2π)−3/2

∫
d3p

2E(p)
e−ipxa(p), (6.9c)

a∗(x) = (2π)−3/2

∫
d3p

2E(p)
a∗(p)eipx, (6.9d)

φ(x) = a(x) + a∗(x), (6.9e)

mit der Energie E(p) =
√

p2 +m2. Nun haben wir alles, um die 2-Punkt-Funktion des mas-
siven, skalaren Feldes auszurechnen, deren Masse-Null-Grenzfall wir in den Rechnungen der
letzten Kapitel nutzten

∆β(f, g) =
(

Ω, φ(f)φ(g)Ω
)
KMS

=
(

Ω, (a(f) + a∗(f)) (a(g) + a∗(g)) Ω
)
KMS

=
(

Ω, a(f)a∗(g)Ω
)
KMS

+
(

Ω, a∗(f)a(g)Ω
)
KMS

=
(

Ω, a∗(g)a(eitHf)Ω
)
KMS

|t=iβ +
(
g, e−βE(p)

(
1− e−βE(p)

)−1
f

)
=
(
e−βE(p)

(
1− e−βE(p)

)−1
eitE(p)f, g

)
t=iβ

+
(
g, e−βE(p)

(
1− e−βE(p)

)−1
f

)
=
∫

d3p
2E(p)

eitE(p)f(p)e−βE(p)
(

1− e−βE(p)
)−1

g(p)
∣∣∣∣
t=iβ

+
∫

d3p
2E(p)

e−βE(p)
(

1− e−βE(p)
)−1

f(p)g(p)

=
∫

d3p
2E(p)

(
1− e−βE(p)

)−1
f(p)g(p)

+
∫

d3p
2E(p)

e−βE(p)
(

1− e−βE(p)
)−1

f(p)g(p)

=
∫

d3p
2E(p)

f(p)g(p)
1− e−βE(p)

+
∫

d3p
2E(p)

f(p)g(p)
eβE(p) − 1

. (6.10)

Einsetzen der fouriertransformierten Testfunktionen führt zu

∆β(f, g) =
1

(2π)3

∫
d4x

∫
d4y

(∫
d3p

2E(p)
e−ip(x−y)f(x)g(y)

1− e−βE(p)
+
∫

d3p
2E(p)

eip(x−y)f(x)g(y)
eβE(p) − 1

)
.

(6.11)
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Also lautet die 2-Punkt-Funktion des massiven, skalaren Feldes zur inversen Temperatur β

∆β(x, y) =
1

(2π)3

∫
d3p

2E(p)

(
e−ip(x−y)

1− e−βE(p)
+

eip(x−y)

eβE(p) − 1

)
. (6.12)

Im Masse-Null-Fall bestimmt sich die 2-Punkt-Funktion zu

Dβ(x, y) =
1

(2π)3

∫
d3p
2|p|

(
e−ip(x−y)

1− e−β|p|
+

eip(x−y)

eβ|p| − 1

)
. (6.13)

Die algebraische Formulierung der Feldtheorie ermöglicht es, auch für klassische Feldtheorie
KMS-Zustände zu erklären. Wir wollen dies im Folgenden machen um die Hochtemperatur-
Näherungen der Vakuum-Kräfte klassisch zu berechnen.
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7 Klassische KMS-Zustände und klassische Vakuum-Kräfte

Ziel dieses Abschnittes ist es, KMS-Zustände in der klassischen statistischen Physik zu de�-
nieren, um die 2-Punkt-Funktion des klassischen elektrischen Feldes bei endlicher Temperatur
zu berechnen. Mit Hilfe dieser können wir dann die CP- und die Van-der-Waals-Kraft im
Grenzfall groÿer Temperaturen rein klassisch berechnen.
Auch in der klassischen statistischen Physik können wir Zustände als positive, normierte, linea-
re Funktionale auf einer Observablen-Algebra verstehen. In diesem Zusammenhang wird oft
von Erwartungswertfunktionalen gesprochen. Einen KMS-Zustand de�nieren wir wieder über
die KMS-Bedingung (6.1), welche im klassischen Grenzfall zur klassischen KMS-Bedingung
wird

βω (A, {H,B}) = ω ({A,B}) . (7.1)

Für eine detaillierte Beschreibung der klassischen KMS-Zustände und dem Zusammenhang mit
den Ensemble-Theorien sei z.B. auf [35] und insbesondere auf die Referenzen darin verwiesen.

7.1 Die klassische 2-Punkt-Funktion zu endlicher Temperatur

Wir wollen nun, ausgehend von der klassischen KMS-Bedingung, die klassische 2-Punkt-Funk-
tion berechnen. Mit Hilfe dieser können wir dann das CP-Potential und das Van-der-Waals-
Potential für groÿe Temperaturen berechnen. Da die 2-Punkt-Funktion eine Funktion der
Di�erenzvariablen ist, können wir die klassische KMS-Bedingung schreiben als

〈{φ(x1), φ(x2)}〉cl |t1=0 = β 〈φ(x2) {φ(x1, 0), H}〉cl . (7.2)

Der Ausdruck ist im Sinne von Distributionen zu verstehen. Da die Poisson-Klammer von
φ(x1) mit der Hamiltonfunktion die zeitliche Ableitung von φ(x1) beschreibt, ist dies eine
lineare, inhomogene Di�erentialgleichung erster Ordnung für die klassische 2-Punkt-Funktion,
welche wir durch Integration lösen möchten:

∂t1 〈φ(x1)φ(x2)〉cl |t1=0 = − 1
β
〈{φ(x1, 0), φ(x2)}〉cl , (7.3)

wobei die linke Seite die Ableitung nach der Zeit von der klassischen, temperaturabhängigen
2-Punkt-FunktionDcl

β und die rechte Seite des Ausdrucks die klassische Kommutator-Funktion
(Poisson-Klammer-Funktion)

∆cl
β (x, t) =

1
4π

δ (t− |x|)− δ (t+ |x|)
|x|

(7.4)

ist. Führen wir das Integral über die Zeit in (7.3) aus, erhalten wir

Dcl
β (x, t) = Dcl

β (x, 0)− 1
4πβ |x|

(Θ (|x| − t)− (|x|+ t)) . (7.5)

Die klassische masselose skalare 2-Punkt-Funktion ist also bis auf den Term Dcl
β (x, 0), welchen

wir auf Grund der Nichteindeutigkeit der KMS-Zustände erhalten haben, bestimmt. Wählen
wir diesen zu 0, erhalten wir

Dcl
β (x, t) = − 1

4πβ |x|
(Θ (|x| − t)− (|x|+ t)) . (7.6)

Wir haben also die klassische 2-Punkt-Funktion gefunden. Mit Hilfe dieser können wir nun
das CP- und das Van-der-Waals-Potential berechnen.
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7.2 Klassische Vakuumkräfte bei endlicher Temperatur

Bisher haben wir die Vakuumkräfte, wie die CP-Kraft, als reinen quantenfeldtheoretischen
E�ekt des Vakuums kennen gelernt. Wir haben jedoch festgestellt, dass die Kräfte bei hohen
Temperaturen nicht mehr von ~ abhängen und so als klassische Kräfte interpretiert werden
müssen. Wir möchten dies nun bestätigen, indem wir die Kräfte zu hohen Temperaturen aus
der klassischen statistischen Physik berechnen. Wir haben das CP-Potential als den abstands-
abhängigen Teil der elektrostatischen Energie des Systems (polarisierbares Teilchen vor einer
Wand) interpretiert. Dies möchten wir weiterhin tun, interpretieren dabei jedoch den Erwar-
tungswert der Energie in einem klassischen KMS-Zustand und nicht den quantenfeldtheo-
retischen Erwartungswert. Da der Erwartungswert der Energie proportional zur klassischen
2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes ist, erhalten wir das CP-Potential analog zu den
Rechnungen in Kapitel 2 zu

VCP(d) = 2πα×
3∑
i=1

〈F0i(x)F0i(y)〉cl |x−y=(0,0,0,2d)t , (7.7)

wobei die rechte Seite das Randwertproblem lösen muss und im Koinzidenzlimes (y → x) zu
verstehen ist. Das Potential ergibt sich dann zu

VCP(d) = 2πiα
(

(−∂2
0 + ∂2

1)(−Dcl
β (x− Sy))

+ (−∂2
0 + ∂2

2)(−Dcl
β (x− Sy))

+ (−∂2
0 + ∂2

3)(+Dcl
β (x− Sy))

)
|x−Sy=(0,0,0,2d)t

= − α

4d3β
, (7.8)

wobei wir den Anteil der Eins-Spiegelung bereits in (7.7) abgezogen haben (vergleiche Kapitel
2), da dieser nicht vom Abstand des Teilchens von der Platte abhängt und somit nur eine
Konstante zum Potential beitragen würde. Dies entspricht wie erwartet dem Limes ~→ 0 von
(2.20) und dem CP-Potential für groÿe Temperaturen (2.22).
Die Casimir-Kraft hat im Gegensatz zur CP-Kraft keinen klassischen Anteil bei endlicher
Temperatur. Dies können wir sofort sehen, wenn wir im Summanden in (2.55) ~ einführen
(β → β~ und die Multiplikation des gesamten Ausdrucks mit ~) und den Limes ~ → 0
bilden, da dann jeder einzelne Summand verschwindet. Gehen wir von der klassischen 2-
Punkt-Funktion aus, sehen wir, dass die Zeitableitungen dieser verschwinden und somit auch
die klassische Casimir-Kraft (vergleiche Kapitel 2.4). Die Casimir-Kraft hat also in Einklang
mit der Erwartung aus der Quantentheorie keinen klassischen Anteil.
Das Van-der-Waals-Potential hat jedoch, genau wie das CP-Potential, einen klassischen Anteil
bei endlicher Temperatur. Diesen berechnen wir wieder in 2. Ordnung Störungstheorie. Dazu
entwickeln wir die Freie Energie des statistischen System bis in 2. Ordnung in der Kopplung
αi und interpretieren den abstandsabhängigen Teil der freien Energie als das Van-der-Waals-
Potential. Die Freie Energie lautet

F = − 1
β

ln (Z) = − 1
β

ln
(∫

dΩe−βH
)
, (7.9)
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mit der Hamiltonfunktion (5.1), wobei die Normalordnung nun so zu interpretieren ist, dass
wir die nicht vom Abstand der Atome abhängigen Anteile später weglassen. Entwickeln wir
nach der Polarisierbarkeit α, erhalten wir bis zur 2. Ordnung

F = 〈Hint〉cl −
β

2

(〈
H2
int

〉
cl
− 〈Hint〉2cl

)
. (7.10)

Da der Erwartungswert von Hint nicht vom Ort abhängt, erhalten wir das klassische Van-der-
Waals-Potential aus dem abstandsabhängigen Anteil von

V cl
VdW(r) = −β

2

〈
H2
int(r)

〉
cl

= −16π2α1α2β

2 · 4
〈
E(0,x)2 ·E(0,y)2

〉
cl
|x−y=(0,0,0,d)t , (7.11)

mit r = |x− y|. Entwickeln wir die 4-Punkt-Funktion analog zum Quantenfall (siehe Kapitel
5) erhalten wir

V cl
VdW(r) = −16π2α1α2β

2·
W cl

0i0j(r)W
cl
0i0j(r)

= −3α1α2

βr6
, (7.12)

wobei W cl
0i0j die klassische 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes ist. Diese erhalten wir,

wenn wir in (2.5) Dcl
β (x) anstelle von D+(x) einsetzen.

Es ist uns also gelungen, das CP-Potential, sowie das Van-der-Waals-Potential bei hohen Tem-
peraturen im Rahmen einer klassischen Theorie zu berechnen. Die Ergebnisse stimmen mit
denen aus der Quantentheorie im Limes ~→ 0 überein. Wir müssen die Vakuum-Kräfte also als
Summe aus Quanten�uktuationen und thermischen Fluktuationen verstehen. Die thermischen
Fluktuationen sind in der quantenfeldtheoretischen Berechnung bereits enthalten, verschwin-
den jedoch im klassischen Limes nicht. Es könnte sich als sehr interessant herausstellen, andere
Quantenphänomene bei endlicher Temperatur zu berechnen und deren klassische Limiten mit
den entsprechenden Rechnungen aus einer algebraisch formulierten, klassischen statistischen
Theorie zu vergleichen.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Seitdem Casimir und Polder 1948 ihre Arbeit über die CP-Kraft und die Van-der-Waals-Kraft
verö�entlicht haben, ist das Gebiet der durch Vakuum-Korrelationen hervorgerufenen Kräfte
ein sehr aktives Gebiet der physikalischen Grundlagenforschung geworden. Gerade in den letz-
ten beiden Jahrzehnten wurde viel zur Beschreibung der Quantenfeldtheorie in dielektrischen
Medien, zur Berechnung der Kräfte in solchen und an dem Ein�uss der Objekt-Geometrie auf
diese Kräfte geforscht.
Wir haben im Rahmen einer algebraischen Formulierung der Quantenfeldtheorie die CP-Kraft
eines als punktförmig genäherten, aber polarisierbaren Teilchens vor einem ideal leitenden
Halbraum bei Temperatur Null und bei endlichen Temperaturen berechnet. Dabei benötigten
wir nur die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes, da bei Benutzung dieses Ansatzes das
CP-Potential proportional zu dieser ist. Im Falle T = 0 erhielten wir die retardierte CP-Kraft,
wie sie schon von Casimir und Polder im Jahre 1948 berechnet wurde. Der Fall, in welchem
wir den Ein�uss der Temperatur des elektrischen Hintergrundfeldes (experimentell entspricht
dies der Temperatur der "o�-resonanten Hintergrundstrahlung") berücksichtigt haben, liefert
neue Ergebnisse und beschreibt den Übergang zwischen der Hochtemperatur-Näherung und
dem Fall T = 0, welche wohlbekannt sind. Die Vermessung der Temperaturabhängigkeit der
CP-Kraft in diesem Temperaturbereich wäre von groÿem experimentellen Interesse. Bei der
Berechnung der CP-Kraft haben wir die Methode der Spiegelladungen benutzt, welche es uns
ermöglicht hat, die CP-Kraft an einer statischen dielektrischen Grenz�äche zu berechnen. An-
schlieÿend konnten wir auch die Casimir-Kraft mit Hilfe der Methode der Spiegelladungen bei
Temperatur Null und bei endlichen Temperaturen berechnen.
Wir haben dann ein kanonisch quantisiertes 1-Oszillator-Modell, welches in der Lage ist, inho-
mogene, dispersive, absorbierende Dielektrika zu beschreiben und erst im Jahre 2004 formuliert
wurde, eingeführt. Im Rahmen dieses Modells konnten wir dann die 2-Punkt-Funktion des elek-
trischen Feldes berechnen und mit dieser, genau wie oben, die CP-Kraft eines Punkt-Teilchens
angeben. Das Ergebnis beschreibt das CP-Potential eines Atoms mit frequenzabhängiger Pola-
risierbarkeit an einem dielektrischen Interface, bestehend aus dispersiven und absorbierenden
Medien. Die Art der Beschreibung der Medien lässt sich darüber hinaus im Rahmen einer
kanonisch quantisierten Erweiterung des 1-Oszillator-Modells auf anisotrope und magnetisier-
bare Medien erweitern. Zum Verständnis der in dieser Theorie eingeführten Absorption haben
wir ein eindimensionales Beispiel angeführt.
Im Rahmen der algebraisch formulierten Quantenelektrodynamik konnten wir dann die Van-
der-Waals-Kraft zwischen zwei polarisierbaren Punkt-Teilchen bei Temperatur Null und bei
endlicher Temperatur, in 2. Ordnung Störungstheorie, berechnen. Zur Berechnung der Kraft
haben wir wieder nur die 2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes benutzt. Wir konnten erst-
mals die Abhängigkeit der Van-der-Waals-Kraft von der Temperatur des elektromagnetischen
Hintergrunds berechnen. Die Van-der-Waals-Kraft nimmt asymptotisch im Ort, bei T 6= 0,
sowie asymptotisch in der Temperatur, linear mit der Temperatur zu. Eine experimentelle
Bestätigung dieser Aussage ist zu erhalten, wenn wir die Abhängigkeit der Streulänge eines
Bose-Einstein-Kondensats von der Temperatur des elektromagnetischen Hintergrunds messen,
da die Streulänge direkt vom Van-der-Waals-Potential abhängt. Bei einer heutigen Messge-
nauigkeit für die Streulänge von etwa 1% und einem mittleren Abstand der Atome eines
Bose-Einstein-Kondensats von 100nm müsste man jedoch Temperaturen von mehreren 1000
Kelvin realisieren, um diesen E�ekt sichtbar zumachen. Da dies die Schmelztemperatur der
benutzten Materialien übersteigt, ist der E�ekt heute noch nicht messbar. Eine Möglichkeit,
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den E�ekt doch sichtbar zu machen, wäre es, die Dichte des Kondensats stark zu verringern
um den mittleren Abstand der Atome in einen Bereich von µm zu bringen, dort wird der
E�ekt dann auch unterhalb von 1000 Kelvin sichtbar.
Das Verhalten der CP-Kraft sowie der Van-der-Waals-Kraft wird für groÿe Temperaturen
und/oder für groÿe Abstände bei T > 0 unabhängig von der Konstante ~ und gleicht dem
Limes ~ → 0 der quantenfeldtheoretisch berechneten Kräfte. Diese Kräfte sollten also klassi-
schen Ursprungs sein. Dies konnten wir im Rahmen einer algebraisch formulierten statistischen
Feldtheorie bestätigen, in der wir mit den gleichen Methoden (dort jedoch klassisch) wie oben
die selben Formeln für die Kräfte berechneten. Da wir auch dies wieder allein mit Hilfe der
2-Punkt-Funktion des elektrischen Feldes gemacht haben, stellt sich die Frage, ob wir nicht
die Quantenfeldtheorie, in der wir die Erwartungswerte physikalischer Observablen immer
mit Hilfe der 2-Punkt-Funktionen ausdrücken können, bei hohen Temperaturen als klassische
temperaturabhängige Feldtheorie ansehen können. Ein Beweis auf Ebene der algebraischen
Formulierungen wäre interessant und würde die Interpretation stützen, dass bei hohen Tem-
peraturen die Quanten-Korrekturen gegen die thermischen Korrekturen vernachlässigt werden
können.
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Anhang

A Zusammenhang zwischen der normalgeordneten Feldenergie

und der Kraft auf einen elektrisch neutralen Körper

In der gesamten Arbeit haben wir die normalgeordnete Feldenergie des Vakuums, welche bei
Anwesenheit von Randbedingungen nicht verschwindet, als Potential der auf einen elektrisch
neutralen Körper wirkenden Kraft angesehen. An dieser Stelle soll gezeigt werden, warum dies
möglich ist.
Die klassische Elektrodynamik wird über die Maxwell-Gleichungen und die Lorentzkraft be-
schrieben. Die Gleichungen können wir aus der bekannten Lagrangedichte für das elektroma-
gnetische Feld in Anwesenheit einer Punktladung a

L = −1
4
FµνF

µν − jµAν +
p2
a

2ma
(A.1)

gewinnen, wenn wir minimale Kopplung fordern

pa → pa − qaA(ra). (A.2)

Alternativ dazu können wir die Wechselwirkung des Teilchens mit dem elektromagnetischen
Feld durch die multipolare Kopplung beschreiben. Dafür führen wir eine zu dem Teilchen
gehörende Polarisation und Magnetisierung ein

∇Pa(r) = qaδ(r− ra), (A.3)

∇×Ma(r) = −qaṙaδ(r− ra)− Ṗa(r) (A.4)

und beschreiben die Elektrodynamik wie in Anwesenheit von Dielektrika. Der Wechselwir-
kungsanteil der Lagrangedichte ist dann

Lww = PaE⊥(r) + Ma(r)B(r), (A.5)

wobei E⊥(r) der transversale Anteil des elektrischen Feldes ist, also nicht der Teil, der durch
das Teilchen a selbst erzeugt wird. In elektrischer Dipolnäherung12 erhalten wir dann, in
multipolarer Kopplung, für den Wechselwirkungs-Hamiltonoperator für ein statisches System
eines elektrisch neutralen Atoms

Hww = −1
2
dE. (A.6)

Der induzierte Dipolmoment-Operator des Atoms (Körpers) ist in linearer Näherung d = α0E.
Dies ist der Ansatz, welchen wir für das Wechselwirkungspotential wählten, wir haben also,
in 1. und 2. Ordnung Störungstheorie, mit der Wechselwirkung

Hww = −1
2
α0E ·E (A.7)

12Für eine genauere Beschreibung der verschiedenen Kopplungen und der Dipolnäherung sei insbesondere
auf [48] verwiesen.
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gerechnet. Analog dazu hätten wir die Störungstheorie mit (A.6) betreiben können und später
die lineare Polarisation α de�nieren können. Vergleichen wir den Ansatz mit der Lorentzkraft-
Dichte auf das elektrisch neutrale Atom

f(r) = ρ(r)E(r) + j(r)×B(r), (A.8)

sehen wir, dass für den statischen Fall

ρ(r) = −∇P(r), (A.9)

P(r) = dδ(r− ra), (A.10)

die Lorentzkraft auf ein neutrales Atom in Dipolnäherung im Sinne von Erwartungswerten

F(rAtom) = −∇ < dE(r) > |r=rAtom (A.11)

lautet. Wir sehen also, dass sich die Wechselwirkungsenergie und das Potential der Lorentz-
kraft in Dipolnäherung wie erwartet gleichen. Physikalisch gesehen sollte jedoch nur der Teil
der Energie zum Potential beitragen, welcher direkt von der Position des Atoms relativ zu
der Grenz�äche abhängt. Das Potential der Lorentzkraft ist also der ortsabhängige Teil der
Energieänderung, welche durch die Randbedingungen verursacht wird. Dies entspricht genau
dem Vakuumerwartungswert der normalgeordneten Feldenergie.

B Zur temperaturabhängigen 2-Punkt-Funktion

In diesem Teil des Anhangs möchten wir einige Konsistenzüberlegungen zu der in Kapitel 2.2
berechneten, temperaturabhängigen 2-Punkt-Funktion des elektromagnetischen Feldstärke-
Tensors machen.
Für gleiche Zeiten muss diese mit der temperaturabhängigen, zeitgeordneten 2-Punkt-Funk-
tion, welche wir allein aus der Periodizität (invariant gegenüber einer Zeittranslation von
n · iβ, n ∈ Z) konstruieren können, übereinstimmen. Wir suchen also die 2-Punkt-Funktion,
welche für T → 0 mit (2.8) übereinstimmt und die KMS-Bedingung erfüllt. Wir setzen die
folgende Reihe an und sehen, dass diese nach De�nition die geforderte Periodizitäts-Bedingung
erfüllt

Dβ(0,x) =
n=∞∑
n=−∞

D+(inβ,x)

=
n=∞∑
n=−∞

−1
(4π2|x|+ n2β2)

= −
coth

(
π|x|
β

)
4π|x|β

(B.1)

und für t = 0 mit (2.17) übereinstimmt, denn

Dβ(t = 0,x) = −
coth

(
π(|x|−0)

β

)
+ coth

(
π|x|+0)

β

)
8π|x|β

= −
coth

(
π|x|
β

)
4π|x|β

. (B.2)
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Natürlich erhalten wir im Limes T → 0, also für β →∞, die 2-Punkt-Funktion (2.8) zurück

Dβ=∞(x) = lim
β→∞

1− e
4π|x|
β

4
(
−1 + e

2π(|x|−t)
β

)(
−1 + e

2π(|x|+t)
β

)
π|x|β

=
−1

4πx2
. (B.3)

C Das Van-der-Waals-Potential in KMS-Störungstheorie

Bei der Berechnung des temperaturabhängigen Van-der-Waals-Potentials haben wir statio-
näre quantenmechanische Störungstheorie angewandt. Diese ist äquivalent zur Störungstheo-
rie, welche sich speziell für KMS-Zustände entwickeln lässt13. Wir möchten an dieser Stelle am
Beispiel der Van-der-Waals-Kraft zeigen, dass die Ansätze das gleiche Ergebnis liefern. Dafür
führen wir zunächst die KMS-Störungstheorie ein:
Gegeben sei ein C∗- oder W ∗-dynamisches System, das heiÿt eine entsprechende ∗-Algebra A

mit der Zeitentwicklung

τt(A) = UtAU
∗
t , (C.1)

Ut = eitH und dem Hamiltonoperator des Systems H. Das System sei mit der Störung P ge-
stört, dann existiert für jeden KMS-Zustand ω (zur inversen Temperatur β und der Symmetrie
unter der Translation τ) ein gestörter Zustand ωP mit

ωP (A) =

(
ΩP , πω(A)ΩP

)
(ΩP ,ΩP )

(C.2)

und

ωP (A) = Ωω +
∑
n≥1

(−1)n
∫ β

2

0
ds1

∫ s1

0
ds2...

∫ sn−1

0
dsnπω (τisn(P ) · · · τis1(P )) ΩP , (C.3)

wobei πw(A) die GNS-Hilbertraum-Darstellung14 von A ∈ A ist. Der Beweis dieser Aussage
ist in [8] zu �nden.
Wenden wir diese Formulierung der Störungstheorie nun an, um die temperaturabhängige
Van-der-Waals-Kraft zu berechnen. Der Hamiltonoperator des Systems

H =
∫
d3x

(
: E(x, 0)2 :

2
+

: B(x, 0)2 :
2

)
(C.4)

wird also durch

P =
(4π)2

2

∫
d3x
(
αij1 (0) : Ei(0,x)Ej(0, r1) : δ3(x− r1)

+ αnm2 (0) : En(0,x)Em(0, r2) : δ3(x− r2)
)

(C.5)

13Dieser Ansatz zur Störungstheorie lässt sich auf Zustände bestimmter Symmetrie anwenden, die KMS-
Zustände sind ein Beispiel.

14Zur genaueren Beschreibung der GNS-Konstruktion sei auf [8] und den ersten Band davon verwiesen.
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gestört. Die Normalordnung in den Ausdrücken sorgt dafür, dass wir wieder nur die Terme
beachten müssen, die von Abstand der beiden Atome abhängen. Setzen wir den Ausdruck für
das gestörte Vakuum (C.3) in (C.2) ein, erhalten wir zwei Terme der Form

−
∫ β

2

0
ds

(Ωω, πω(P )πω (τis(P )) Ωω)
(ΩP ,ΩP )

. (C.6)

In unterster Ordnung in den Polarisierbarkeiten entspricht der Integrand der 4-Punkt-Funktion
des elektrischen Feldes und wir erhalten das Van-der-Waals-Potential aus

V β
VdW(r) =− 4πα14πα2

1
2 · 2

∫ β
2

0
ds2 · 2W β

0i0j(is− iε, r)W
β
0i0j(is− iε, r)

=− 1

8r6β5 sinh4
(

2πr
β

)
[(

96π4 coth
(
πr

β

)
r4 + 96π4 tanh

(
πr

β

)
r4 + 64π3βr3 − 24πβ3r

+ 8πβ
(
4π2r2 + 3β2

)
cosh

(
4πr
β

)
r + 3β4 sinh

(
8πr
β

)
+
(
32π4r4 + 40π2β2r2 − 6β4

)
sinh

(
4πr
β

))]
, (C.7)

das Integral haben wir mit Mathematica gelöst und dann den Limes ε → 0 ausgeführt. Das
Potential stimmt wie erwartet mit (5.7) überein.

D Eine kleine Grenzwertbetrachtung

Wir möchten hier beweisen, dass wir in dem Ausdruck (2.57)

− lim
β→∞

12
∞∑
n=1

π cosh
(

2anπ
β

)
4anβ3 sinh3

(
2anπ
β

)
die Limes-Bildung mit der Summe vertauschen dürfen. Reduzieren wir den Ausdruck zunächst
aufs Wesentliche

lim
β→∞

∞∑
n=1

cosh
(
an
β

)
anβ3 sinh3

(
an
β

) ≡ lim
β→∞

lim
N→∞

fN (β), (D.1)

mit fN (β) =
∑N

n=1

cosh
(
an
β

)
anβ3 sinh3

(
an
β

) . Um zu zeigen, dass wir die Limiten vertauschen dürfen,

müssen wir zeigen, dass die Limiten lim
N→∞

fN (β) bei festgehaltenen β und lim
N→∞

lim
β→∞

fN (β)

existieren und dass mindestens einer der beiden Grenzwerte gleichmäÿig ist. Die Existenz des
zweiten Grenzwertes haben wir bereits in (2.57) gezeigt. Die Existenz des inneren Grenzwertes
sehen wir sofort. Zu zeigen bleibt, dass der innere Grenzwert lim

N→∞
fN (β) gleichmäÿig ist, also

die Reihe
∞∑
n=1

cosh (an)
an sinh3 (an)

=
∞∑
n=1

an(β) (D.2)
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gleichmäÿig konvergiert. Dazu benutzen wir das Kriterium von Weierstraÿ, also dass die abso-
lut konvergente Reihe (D.2) gleichmäÿig konvergiert, wenn es eine konvergente Reihe

∑∞
n=1mn

mit nur positiven Gliedern mn gibt, sodass an(β) ≤ mn für fast alle n ∈ N. Da gilt

∞∑
n=1

cosh (an)
an sinh3 (an)

=
∞∑
n=1

e−an + ean

an (−e−an + ean)3

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣ e−an + ean

an (−e−an + ean)3

∣∣∣∣
≤
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1 + ean

an (−1 + ean)3

∣∣∣∣ , a > 0

=
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 2
an (−1 + ean)3

∣∣∣∣+
∞∑
n=1

∣∣∣∣ −1 + ean

an (−1 + ean)3

∣∣∣∣ (D.3)

≤
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 2
(an)4

∣∣∣∣+
∞∑
n=1

∣∣∣∣ 1
(an)3

∣∣∣∣
:=

∞∑
n=1

mn

=
2ζ(4)
a4

+
ζ(3)
a3

(D.4)

existiert eine konvergente Reihe
∑∞

n=1mn. Wir dürfen die Summen in (D.3) auf Grund der
Konvergenz nach (D.4) auseinander ziehen. Damit haben wir die Vertauschbarkeit des Limes
und der Summe in (2.57) gezeigt.

E Das Hop�eld-Huttner-Barnett-Modell nach Welsch

Wir haben in dieser Diplomarbeit eine kanonisch quantisierte Elektrodynamik genutzt, wel-
che ein 1-Oszillator-Modell für inhomogene, dispersive, absorbierende Medien beschreibt. Mit
dieser war es uns möglich, die CP-Kraft an einem dielektrischen Interface zu berechnen. Dem
Modell vom [44] geht eine Beschreibung eines absorbierenden und dispersiven Mediums von
Huttner und Barnett [4] voraus, welches im Rahmen einer phänomenologischen Beschreibung
von Welsch et al. (u.a. [50], [51], [40], [15], [24], [26], [11], [48], [10]) auf beliebige phänomenolo-
gisch vorgegebene dielektrische Medien (u.a. verstärkende oder nichtlineare Medien) erweitert
wurde. Die Ergebnisse dieser Beschreibung konnten im Rahmen der von uns benutzen ka-
nonischen Quantisierung bestätigt werden. Da die phänomenologische Beschreibung weitere
Medien zulässt, möchten wir an dieser Stelle kurz auf diese eingehen.
Die phänomenologische Beschreibung (welche wir im Folgenden als HHB-Modell bezeichnen
werden) geht nicht von einer Lagrangedichte aus, sondern de�niert den Strom, welcher durch
das elektrische Feld im Medium erzeugt wird. Dazu de�nieren wir zunächst einen Satz von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren über deren Vertauschungsrelationen[

fi(r, ω), f∗j (r, ω)
]

= δ(ω − ω′)δijδ3(r− r′), (E.1)

[fi(r, ω), fj(r, ω)] = 0 =
[
f∗i (r, ω), f∗j (r, ω)

]
. (E.2)
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Das elektrische Feld15 verstehen wir dann als Lösung der Operator-Gleichung

∇×∇×E(r, ω)− ω2ε(r, ω)E(r, ω) = iωj
N

(r, ω), (E.3)

mit dem so ebenfalls de�nierten Strom

j
N

(r, ω) = i

√
Imε(r, ω)

π
f(r, ω). (E.4)

Diese De�nitionen sind konsistent mit der in Kapitel 3 beschriebenen Theorie. Die dielektrische
Funktion ε(r, ω) muss von Auÿen vorgegeben werden, hat jedoch, abgesehen von kausalem
Verhalten, keine weiteren Einschränkungen. Die zeitgleichen Vertauschungsrelationen

[Ei(r), Bj(r)] = −iεijk∂rkδ(r− r′) (E.5)

der phänomenologischen Theorie gleichen denen des kanonisch quantisierten Modells (siehe
[40]), wenn wir die üblichen Analytizitätseigenschaften der dielektrischen Funktion16 fordern.
ε(ω) sei eine analytische Funktion in der komplexen Frequenz ω, ohne Nullstellen unterhalb
der reellen Achse, für welche gelten soll

ε(ω) = ε(−ω), (E.6a)

lim
ω↗∞

ε(ω) = 1, (E.6b)

ε(ω) ≶ 0 für ω ≶ 0, (E.6c)

ε(ω) ∈ R ∧ ε(ω) ≥ 1∀ω ∈ C. (E.6d)

Die Erweiterung des Modells auf Medien, welche wir nicht mit der in Kapitel 3 beschriebenen
Methode beschreiben können, soll Inhalt des nächsten Abschnitts sein.

E.1 Quantenfeldtheorie in dielektrischen, magnetooptischen, nicht

linearen und weiteren Medien

In Anhang E haben wir ein Quantisierungsschema kennen gelernt, welches konsistent mit dem
aus Kapitel 3 ist, sich jedoch auf weitere Arten dielektrischer Medien erweitern lässt. Im Fol-
genden wird diese Erweiterung für verschiedene Medien beschrieben.
Für die Beschreibung von Kramers-Kronig-Dielektrika sind wir von den Lösungen der inhomo-
genen Wellengleichung ausgegangen und haben unsere Theorie durch den Strom und die ope-
ratorwertigen Maxwell-Gleichungen in Materie de�niert. Der elektrische Feldstärke-Operator
lautet dann im Einklang mit (3.40)

E(r, ω) = iω

∫
d3r′G(r, r′, ω)j(r′, ω), (E.7)

mit dem de�nierenden Strom

j
N

(r, ω) = i

√
Imε(r, ω)

π
f(r, ω). (E.8)

15Wir benutzen hier die Notation aus (1.10).
16siehe Anhang G
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Ausgehend von dieser Darstellung möchten wir als erstes eine phänomenologische Erweiterung
auf magnetisierbare Medien, welche mit der kanonischen Quantisierung aus [23] im Einklang
ist, beschreiben. Zu diesem Zweck reicht es aus, den oben beschriebenen Ansatz naiv zu
erweitern [11]. De�nieren wir die Theorie nun über die operatorwertigen Maxwell-Gleichungen
in Anwesenheit von Magnetfeldern ((1.5) und (1.6))

D(r, ω) = E(r, ω) + P(r, ω), (E.9)

B(r, ω) = H(r, ω)−M(r, ω). (E.10)

Die Polarisation und die Magnetisierung wählen wir analog zu der oben beschriebenen Vor-
schrift zu

P(r, ω) = (ε(r, ω)− 1) E(r, ω) + PN (r, ω), (E.11)

M(r, ω) = (κ(r, ω)− 1) B(r, ω) + MN (r, ω), (E.12)

mit der magnetischen Permeabilität κ(r, ω). Die den Greenschen Tensor de�nierende Wellen-
gleichung ändert sich dann zu[

∇× κ(r, ω)∇×−ω2ε(r, ω)
]
G(r, s, ω) = δ3(r− s). (E.13)
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Den Strom de�nieren wir analog, wie oben, durch

j(r, ω) = ω

√
Imε(r, ω)

π
fe(r, ω) +∇×

√
Imκ(r, ω)

π
fm(r, ω), (E.14)

wobei die Operatoren fe(r, ω) und fm(r, ω) Vernichtungsoperatoren auf einem bosonischen
Fockraum sind. Wir interpretieren die Teilchen des Fockraums als Elementaranregungen des
Materie-Strahlungsfeldes, also analog wie oben, als Polaritonen und magnetischen Polarito-
nen. Die zeitgleichen Vertauschungsrelationen gelten weiterhin.
Eine weitere Anwendung des phänomenologischen Quantisierungsschemas ist die Beschreibung
von Verstärker-Medien, also solchen Medien, bei denen in einigen Frequenzbereichen die Ab-
sorption Imε(r, ω) negativ ist. Um dieses Material zu beschreiben, de�nieren wir nach [40]
den Strom

j
N

(r, ω) = ω

√
|Imε(r, ω)|

π
[Θ(Imε(r, ω))f(r, ω) + Θ(−Imε(r, ω))f∗(r, ω)] (E.15)

und setzten diesen in die De�nition des elektrischen Feldstärke-Operators ein. Der Ansatz
erhält ebenfalls die Vertauschungsrelationen (E.5) und erfüllt nach De�nition die operator-
wertigen inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Für die Behandlung anisotroper Medien, bei
denen die dielektrische Funktion tensorwertig ist, ist die Wellengleichung zu diagonalisieren,
um dann den Strom analog zu (E.8) zu de�nieren, wobei für die dielektrische Funktion die
Hauptdiagonalelemente der jeweiligen Stromkomponente einzusetzen sind [40]. Die Vertau-
schungsrelationen werden wieder erfüllt.
Die Beschreibung von Medien, bei denen auch nichtlineare Polarisationen zu beachten sind
und die Absorption wie oben in einer Weise integriert ist, die die Vertauschungsrelationen er-
hält, ist in [41] zu �nden. Eine Beschreibung im Rahmen des HHB-Modells von linkshändigen
Medien ist in [15] nachzulesen.

F Greensche Funktionen der makroskopischen Elektrodynamik

An dieser Stelle möchten wir uns die Greenschen Funktionen der klassischen Elektrodynamik
etwas näher anschauen. Zunächst werden wir kurz das Prinzip der Greenschen Funktionen zur
Lösung von Di�erentialgleichungen wiederholen und uns dann speziell den Greenschen Funk-
tionen der klassischen makroskopischen Elektrodynamik unter Randbedingungen widmen.
Gegeben sei eine inhomogene Di�erentialgleichung der Form

Pf(t) = j(t), (F.1)

wobei P ein Di�erentialoperator sei. Lösen wir nun die Gleichung

Pg(t) = δ(t), (F.2)

so erhalten wir eine Lösung der inhomogenen Gleichung durch

finh(t) =
∫
g(t− t′)j(t′)dt′, (F.3)

da, bei Vertauschbarkeit des Di�erentialoperators mit dem Integral, gilt

Pfinh(t) = P

∫
g(t− t′)j(t′)dt′ =

∫
δ(t− t′)j(t′)dt′ = j(t). (F.4)
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Diese Methode können wir benutzen um die inhomogenen Maxwell-Gleichungen zu lösen [22].
Die allgemeine Lösung der Gleichung (F.1) erhalten wir dann aus der Summe der inhomo-
genen Lösung und der allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung. Haben wir zusätzliche
Randwerte gegeben, kann man das Randwertproblem oft durch die geeignete Addition von
homogenen Lösungen lösen [3]. Dabei ist es äquivalent, ob wir die Gleichung für die Greensche
Funktion so lösen, dass die Faltung mit dieser das Randwertproblem löst, oder ob wir im
Nachhinein homogene Lösungen der ursprünglichen Gleichung geeignet addieren.
Um schlussendlich die Greensche Funktion an einem dielektrischen Interface anzugeben, wie
wir sie zur Berechnung des CP-Potential in Kapitel 4 benötigten, soll nun eine Diskussion der
Greenschen Funktion der vollen elektrodynamischen Wellengleichung unter asymptotischen
Randbedingungen folgen.

F.1 Greensche Funktion der elektrodynamischen Wellengleichung und die

Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen

Das elektrische Feld der makroskopischen Elektrodynamik ist eine Lösung der inhomogenen,
vektorwertigen, elektrodynamischen Wellengleichung

∇×∇×E(r, t) + ε(r, t)∂2
t E(r, t) = j(r, t). (F.5)

Die Lösung dieser Di�erentialgleichung können wir über die Methode der Greenschen Funk-
tionen bestimmen. Da die Gleichung vektorwertig ist, ist die Greensche Funktion ein Tensor,
welcher die Gleichung

∇×∇×G(r, r′, ω) + ε(r, t)∂2
tG(r, r′, ω) = ∂tδ(r− r′)δ(t− t′)1 (F.6)

löst. Fourier-Transformieren wir die Gleichung in der Zeit, erhalten wir

∇×∇×G(r, r′, ω)− k2G(r, r′, ω) = δ(r− r′)1, (F.7)

mit k2 = ω2ε(r, ω). Die Fourier-Transformierte des elektrische Feldes erhalten wir dann über

E(r) = iω

∫
d3r′G(r, r′, ω)j(r′). (F.8)

Es gilt das folgende Theorem:

Theorem F.1. Sei G0(r, r′, ω) die Lösung der skalaren Helmholtz-Gleichung (siehe Abschnitt

F.1.1) unter Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen zur Zeitabhängigkeit e−iωt. Dann löst

G(r, r′, ω) =
(

1− 1
k2
∇∇

)
G0(r, r′, ω), (F.9)

die Gleichung (F.7) unter den oben genannten Randbedingungen eindeutig.

Zum Beweis des Theorems schreiben wir (F.7) mit Hilfe des Vektor-Laplaceoperators

∆A := ∇(∇A)−∇× (∇×A) (F.10)

als (
∆ + k21

)
G(r, r′, ω) = −

(
1− 1

k2
∇r∇r′

)
δ(r− r′). (F.11)
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Setzen wir (F.9) ein, erhalten wir die beiden Gleichungen(
∆ + k2

)
G0(r, r′, ω) = −δ(r− r′), (F.12)

(∇r +∇r′)G0(r, r′, ω) = 0. (F.13)

G0(r, r′, ω) ist also die Lösung der skalaren Helmholtz-Gleichung, abhängig von der Di�erenz-
variablen r−r′, welche durch die Ausstrahlungsbedingungen eindeutig ist. Bestimmen wir nun
die Funktion G0(r, r′, ω).

F.1.1 Die skalare Helmholtz-Gleichung unter den Sommerfeldschen Ausstrah-
lungsbedingungen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Greensche Funktion der Helmholtz-Gleichung benutzt,
um die Greensche Funktion der vollen elektromagnetischen Wellengleichung zu bestimmen.
Die Greensche Funktion soll nun berechnet und im Kontext der Sommerfeldschen Ausstrah-
lungsbedingungen diskutiert werden.
Die skalare Helmholtz-Gleichung in drei Dimensionen lautet

∆G(r, r′) + k2G(r, r′) = −δ(r− r′). (F.14)

Die Lösungen der Di�erentialgleichung sind bekannterweise [22] die Kugelwellen

G(r, r′)± =
e±ik|r−r′|

4π|r− r′|
. (F.15)

Die Frage, welche Lösung zu nehmen ist, beantworten die Sommerfeldschen Ausstrahlungs-
bedingungen in drei Dimensionen. Diese lauten abhängig von der Zeitentwicklung17 e±iωt des
Systems

e−iωt : limR→∞ R (∂RG− ikG) = 0, G+ =
e+ik|r−r′|

4π|r− r′|
, (F.16)

eiωt : limR→∞ R (∂RG− ikG) = 0, G+ =
e−ik|r−r′|

4π|r− r′|
. (F.17)

Sie sind äquivalent zum Prinzip der verschwindenden Verluste, nach dem man die Integra-
tionswege (bei Fourier-Transformation in k) der Greenschen Funktionen (F.15) wählt und
welche die Forderung ausdrücken, dass in einem dispersiven Medium, also für komplexe k, die
Welle abklingen soll. Für Zeitabhängigkeiten der Form e−iωt haben wir also aus physikalischen
Gründen die Greensche Funktion G+ zu wählen, anderenfalls G−.

F.2 Die Greensche Funktion der Wellengleichung an einer dielektrischen

Grenz�äche

In diesem Abschnitt wird die Greensche Funktion der makroskopischen Elektrodynamik an
einer dielektrischen Grenz�äche angegeben.

17Ausgehend von der Wellengleichung haben wir den Seperationsansatz u(r, t) = G(r)e±iωt gemacht, von
dieser Zeitabhängigkeit hängen nun die Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingungen ab.
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Der Raum sei in zwei Halbräume V1 und V2 der Dielektrizitäten ε1,2(ω) an der Ebene z = 0
geteilt. Das Elektrische Feld im gesamten Raum ist dann

Ei(r, ω) = iω

∫
d3r′Gij(r, r′, ω)Jj(r′, ω), (F.18)

wobei Jj(r′, ω) der von der Polarisation hervorgerufene Strom ist.
Die Greensche Funktion Gij(r, r′, ω) ist nach [25]

Gij(r, r′, ω) =

{
Gαij(r, r

′, ω) +Rαij(r, r
′, ω) für r, r′ ∈ Vα,

Tα,α
′

ij (r, r′, ω) für r ∈ Vα, r′ ∈ Vα′ .
(F.19)

Mit den folgenden De�nitionen

Gαij(r, r
′, ω) =

[
∂ri ∂

r
j + δijq

2
α(ω)

]
q−2
α (ω)gα(|r− r′|, ω), (F.20)

gα(|r− r′|, ω) =
eiqα(ω)|r−r′|

4π|r− r′|
, (F.21)

q2
α = q2

α(ω) = ω2εα(ω), (F.22)

Gij(r, r′, ω) =
∫

d2k||
(2π)2

Gij(k||, ω; z, z′)eik||(r||−r′||), (F.23)

Rij(r, r′, ω) =
∫

d2k||
(2π)2

Rij(k||, ω; z, z′)eik||(r||−r′||), (F.24)

Tij(r, r′, ω) =
∫

d2k||
(2π)2

Tij(k||, ω; z, z′)eik||(r||−r′||), (F.25)

Rαxx =
i

2βα
eiβα(|z|+|z′|)

[
rpαα′

q2
α

(
−β2

α

k2
x

k2
||

)
+ rsαα′

k2
y

k2
||

]
, (F.26)

Rαxy =
i

2βα
eiβα(|z|+|z′|)

[
rpαα′

q2
α

(
−β2

α

kxky
k2
||

)
+ rsαα′

kyky
k2
||

]
, (F.27)

Rαxz =
i

2βα
eiβα(|z|+|z′|) r

p
αα′

q2
α

[
−sign(z′)βαkx

]
, (F.28)

Rαyx = Rαxy, Rαyy = Rαxx(kx ↔ ky), Rαyz = Rαxz(kx ↔ ky), (F.29)

Rαzx = −Rαxz, Rαzy = −Rαyz, (F.30)

Rαzz =
i

2βα
eiβα(|z|+|z′|) r

p
αα′

q2
α

k2
||, (F.31)

Tαα
′

xx =
i

2βα
ei(βα|z|+βα′ |z

′|)

[
tpαα′

qαqα′
βαβα′

k2
x

k2
||

+ tsαα′
k2
y

k2
||

]
, (F.32)

Tαα
′

xy =
i

2βα
ei(βα|z|+βα′ |z

′|)

[
tpαα′

qαqα′
βαβα′

kxky
k2
||
− tsαα′

kxky
k2
||

]
, (F.33)

Tαα
′

xz =
i

2βα
ei(βα(z|+βα′ |z′|)

tpαα′

qαqα′
sign(z′)βαkx, (F.34)

Tαα
′

zx =
i

2βα
ei(βα(z|+βα′ |z′|)

tpαα′

qαqα′
sign(z′)βα′kx, (F.35)
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Tαα
′

yx = Tαα
′

xy , Tαα
′

yy = Tαα
′

xx (kx ↔ ky), Tαα
′

yz = Tαxz(kx ↔ ky), (F.36)

Tαα
′

zy = −Tαα′zx (kx ↔ ky), (F.37)

Tαα
′

zz =
i

2βα
ei(βα(z|+βα′ |z′|)

tpαα′

qαqα′
k2
||, (F.38)

βα = βα(ω) =
√
q2
α(ω)− k2

||, (F.39)

rs,pαα′ =
βα − γs,pαα′βα′
βα + γs,pαα′βα′

= −rs,pα′α, (F.40)

γpαα′ =
εα
εα′

, γsαα′ = 1, (F.41)

ts,pαα′ =
√
γs,pαα′(1 + rs,pαα′ =

βα
βα′

)ts,pαα′ , (F.42)

k|| = (kx, ky, 0)t. (F.43)

G Kausalität, Antwortfunktionen und die Kramers-Kronig-Re-

lationen

In diesem Kapitel möchten wir verdeutlichen, welche Eigenschaften wir aus dem philosophisch
erforderlichen und in der Relativitätstheorie manifest verankerten Axiom der Kausalität zie-
hen können: �Die Ursache kann nicht nach der Wirkung geschehen� oder �keine Information
kann sich schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten�. In der axiomatischen Quanten-
feldtheorie lässt sich das Axiom wie folgt in die Sprache der Physik übersetzen: Seien A und B
zwei Observablen auf dem Minkowski-Raum, so muss der Kommutator der beiden Observablen
für raumartig getrennte Punkte verschwinden.

[A(x), B(y)] = 0 für (x− y)2 < 0. (G.1)

Dies nennen wir die Mikro-Kausalität. Eine andere Formulierung der Kausalität gelingt über
Abhängigkeiten physikalischer Gröÿen von der Zeit. Diese werden wir benutzen, um uns Ei-
genschaften der dielektrischen Funktion zu erarbeiten. Sei beispielsweise die dielektrische Ver-
schiebung gegeben als

D(x, t) =
∫ ∞
−∞

dt′ξ(x, t′)E(x, t′), (G.2)

so darf die dielektrische Verschiebung D(x, t) nicht von Zeitpunkten t′ > t abhängen. Mit
anderen Worten

D(x, t) =
∫ t

−∞
dt′ξ(x, t′)E(x, t′). (G.3)

Wäre dem nicht so, so würde die Zukunft die Gegenwart beein�ussen und das widerspricht
dem Axiom der Kausalität. Verallgemeinern wir an dieser Stelle die oben getro�ene Aussage:
Sei

x(t) =
∫ ∞
−∞

dt′g(t, t′)f(t′) (G.4)
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eine dynamische physikalische Gröÿe welche von f(t) über die Antwort-Funktion g(t,t') ab-
hängt. x(t) ist also ein lineares Funktional über dem Raum möglicher Inputs f(t). Denken wir
hier an das Beispiel von oben, so ist f(t) das elektrische Feld, x(t) die dielektrische Verschie-
bung und g(t,t') die dielektrische Funktion. Im Allgemeinen sind die Gröÿen f(t), g(t, t′) und
x(t) Distributionen und wir müssen uns Gedanken über die Existenz des Produktes g(t, t′)f(t′)
machen. Nehmen wir jedoch zunächst an, dass wir es nur mit Funktionen zu tun haben, um
die Aussagen, die wir tre�en werden, später zu verallgemeinern.
Das physikalische System soll invariant gegenüber Zeittranslationen sein, dies bedeutet für die
Antwort-Funktion g(t, t′), dass sie nur von der Di�erenzvariablen abhängen kann. Es gilt also

x(t) =
∫ ∞
−∞

dt′g(t− t′)f(t′) = g(t) ∗ f(t). (G.5)

Im Falle von Distributionen müssen wir uns an dieser Stelle Gedanken über die Existenz der
Faltung machen. Dies soll später geschehen. Existieren die Fourier-Transformierten von f(t),
g(t− t′) und x(t), F (ω), G(ω) und X(ω), folgt

X(ω) = g(ω)F (ω). (G.6)

Kausalität nach (G.3) fordert, dass die Antwort-Funktion in der Di�erenzvariablen nur Träger
für t > 0 hat. Damit ist die Fourier-Transformierte gegeben als

G(ω) =
1√
2π

∫ ∞
0

eiωt
′
g(t′)dt′ (G.7)

und es existiert eine analytische Fortsetzung auf die obere komplexe Halbebene, da das Integral

G(ω) = G(ωR + iωI) =
1√
2π

∫ ∞
0

eiωRt
′
e−ωI t

′
g(t′)dt′ (G.8)

für ωI > 0 existiert.
Nehmen wir an, dass G(ω) ∈ L2(R), können wir die Kramers-Kronig-Relationen für diese
Klasse von Antwortfunktionen beweisen

ReG(ω) =
1
π

P
∫ ∞
−∞

ImG(ω′)
ω′ − ω

dω′, (G.9a)

ImG(ω) = − 1
π

P
∫ ∞
−∞

ReG(ω′)
ω′ − ω

dω′. (G.9b)

Bei diesen und den folgenden Beweisen werden wir uns eng an [34] halten. Zum Beweis der
obigen Aussage zeigen wir zunächst, dass G(ω) ∈ L2(R) impliziert, dass G(ω) auch auf jeder
Geraden parallel zur reellen Achse, in der obere komplexen Halbebene gelegen, quadratinte-
grabel ist. Sei ∫ ∞

−∞
|G(ω)|2dω < C, (G.10)

dann ist ∫ ∞
0
|g(t)|2dt < C√

2π
. (G.11)
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Nach Parsevals Theorem folgt dann∫ ∞
−∞
|G(ωR + iωI)|2dωR =

√
2π
∫ ∞

0
e−2ωI t|g(t)|2

<
√

2π
∫ ∞

0
|g(t)|2dt ωI > 0

= C ωI > 0.

Insbesondere folgt auch, dass

limωR → ±∞ G(ωR + iωI) = 0 ωI ≥ 0. (G.12)

Nun können wir die Cauchysche Integralformel anwenden

G(ω) =
1

2πi

∫
γ

G(ω′)
ω′ − ω

dω′, (G.13)

wobei der Weg γ wie in Abbildung (11) gewählt sei. Die Integrale über die rechte und die linke

Abbildung 11: Kontur γ Abbildung 12: Kontur γ2

Seite des Rechtecks verschwinden, wie wir an der folgenden Überlegung sehen∣∣∣∣∫ v

0

G(U + iv)dv
U + iv − ωR − iωI

∣∣∣∣
≤ max

0≤v≤V
|G(U + iv)|

∫ V

0

dv[
(U − ωR)2 + (v − ωI)2

] 1
2

= max
0≤v≤V

|G(U + iv)| ln

∣∣∣∣∣∣∣
V − ωI +

[
(U − ωR)2 + (V − ωI)2

] 1
2

[
(U − ωR)2 + ω2

i

] 1
2

∣∣∣∣∣∣∣→ 0 U →∞.

Das Integral über das obere Wegstück verschwindet auch, wie sich sehen lässt, wenn wir nach
dem Ausführen des Limes U →∞ die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung benutzen∣∣∣∣∫ ∞

−∞

G(u+ iV )du
u+ iV − ωR − iωI

∣∣∣∣2 ≤ ∫ ∞
−∞
|G(u+ iV )|2du

∫ ∞
−∞

du

(u− wR)2 + (V − ωI)2

(G.11)

≤
√
π

V − ωI
→ 0 für V →∞.
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Wir erhalten also die Fourier-Transformierte der Antwort-Funktion durch das Integral

G(ω) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

G(ω′)
ω′ − ω

dω′ Imω > 0. (G.14)

Mit anderen Worten: G(ω) ist für Imω > 0 vollständig durch ihre Werte auf der reellen Achse
bestimmt. Um G(ω) auf der reellen Achse zu berechnen, müssen wir den Weg γ2 (Abbildung
12) wählen. Die Seiten und der obere Teil verschwinden wie oben. Das Residuum trägt zur
Hälfte bei und es folgt

0 =
1

2πi

∫
γ2

G(ω′)dω′

ω′ − ω
=

1
2πi

lim ε→ 0
(∫ ω−ε

−∞
+
∫ ∞
ω+ε

)
G(ω′)dω′

ω′ − ω
− G(ω)

2
.

Für reelle ω erhalten wir also

G(ω) =
1
πi

P
∫ ∞
−∞

G(ω′)dω′

ω′ − ω
. (G.15)

Bildung des Real- und Imaginärteils liefert die Kramers-Kronig-Relationen (G.9). Der Sach-
verhalt lässt sich präzise in dem Theorem von Titchmarsh zusammenfassen:

Theorem G.1. Gegeben sei eine quadratintegrable Funktion G(ω). Dann sind folgende Aus-

sagen äquivalent:

1. Für die Fourier-Transformierte von G(ω) gilt

g(t) = 0 t < 0.

2. limωI→0G(ωR + iωI) ist für fast alle ωR Randwert einer analytischen Funktion, welche

holomorph in der oberen Halbebene ist und quadratintegrabel auf Parallelen zur reellen

Achse ∫ ∞
−∞
|G(ωR + iωI)|2 dωR < C ωI > 0, C ∈ R.

3. Es gilt die Kramers-Kronig-Relation für den Realteil

ReG(ω) =
1
π

P
∫ ∞
−∞

ImG(ω)
ω′ − ω

dω′.

4. Es gilt die Kramers-Kronig-Relation für den Imaginärteil

ImG(ω) = − 1
π

P
∫ ∞
−∞

ReG(ω)
ω′ − ω

dω′.

Der Beweis des Theorems ist beispielsweise bei Titchmarsh selbst nachzulesen [46].

Bisher haben wir angenommen, dass G(ω) eine quadratintegrable Funktion ist. Dies ist al-
lerdings nicht der allgemeinste Fall, wir können die Bedingung abschwächen und zugleich
unsere Aussagen auf Distributionen erweitern.
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Zunächst lässt sich die Annahme, dass G(ω) quadratintegrabel ist, dadurch ersetzen, dass
G(ω) beschränkt ist. Um dann trotzdem noch einen kausalen Zusammenhang zu beschreiben,
müssen wir die Antwort-Funktion neu de�nieren

D(ω) = G(ω)−G(ω0). (G.16)

D(ω) beschreibt dann einen kausalen Zusammenhang. Näheres hierzu �ndet man beispiels-
weise in [34].
Um eine zum Titchmarsh Theorem äquivalente Aussage18 für Distributionen zu erhalten, ge-
hen wir zunächst ganz naiv vor. Kausalität bedingt, dass für die Antwort-Distribution gt gilt

gt(f) = Θ(t)gt(f). (G.17)

Fourier-Transformieren wir den Ausdruck im Sinne von Distributionen, erhalten wir

Gω = − 1
iπ
Gω ∗ P(

1
ω

), (G.18)

wobei F ∗G die Faltung im Sinne von Distributionen meint. Bildung des Real- und Imaginär-
teils des Ausdrucks liefert

ReGω = − 1
π

ImGω ∗ P(
1
ω

), (G.19)

ImGω =
1
π

ReGω ∗ P(
1
ω

). (G.20)

Dies sind die Kramers-Kronig-Relationen für distributionelle Antwort-Funktionen. Der Aus-
druck macht Sinn für alle Distributionen Gω, für die die Faltung mit P( 1

ω ) erklärt ist. Dies gilt
insbesondere für alle quadratintegrablen Funktionen. Der Einfachheit der Herleitung schulden
wir nun jedoch Überlegungen distributioneller Art. Wir müssen uns Gedanken um die Existenz
der distributionellen Ausdrücke in (G.19) und (G.20) machen. Produkte von Distributionen
sind im Allgemeinen nicht wohlde�niert und somit auch die Faltung zwischen Distributio-
nen19 nicht. Wir wollen uns jetzt überlegen, für welche Distributionen der Ausdruck (G.18)
wohlde�niert ist. Dazu müssen wir zunächst einige De�nitionen machen.

De�nition G.1.1. Der Raum der summierbaren Distributionen D′L ist der Teilraum der
Distributionen, welche wir erhalten, wenn wir nur endliche Summen von Ableitungen von
L-Funktionen zulassen

Tω =
n∑
p=0

DpFp(ω), Fp(ω) ∈ L. (G.21)

Falten wir eine Distribution Gω mit P( 1
ω ) so sollte Gw

ω ∈ D′ sein. Um Singularitäten am

Ursprung zu vermeiden, de�nieren wir den Raum D(1)
L .

De�nition G.1.2. Der Raum D(1)
L ist der Teilraum der Distributionen Gω, für die gilt

Gω

(1 + ω2)−
1
2

∈ D′L. (G.22)

18Im Falle, dass wir die Antwort-Funktion neu de�nieren müssen, lässt sich das Theorem auch auf Distribu-
tionen erweitern, siehe hierzu [34]

19Für weiterführende Literatur sei hier insbesondere auf [21] verwiesen.
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Fourier-Transformieren von Distributionen aus D(1)
L führen in den Raum E′(0)

20.

De�nition G.1.3. Der Raum E′(0) ist der Raum der Distributionen, welche wir als Ableitung
(im Sinne von Distributionen) von stetigen Funktionen verstehen können

gt = f ′(t), f(t) ∈ C0 → gt ∈ E′0. (G.23)

Um nun zu beweisen, dass D(1)
L der Raum ist, auf dem der Ausdruck (G.18) wohlde�niert ist,

benötigen wir das folgende Theorem.

Theorem G.2. Sei

h(ω) = P
(

1
ω

)
∗ φ(ω), (G.24)

mit φ(ω) ∈ S(C), dann sind
(
1 + ω2

) 1
2 × h(ω) und alle Ableitungen des Ausdruck beschränkt.

Zum Beweis dieser Aussage betrachten wir die Funktion

F (ω, ω′) =
|ω|
(
1 + (ω − ω′)2

) 1
2

(1 + ω2)
1
2

. (G.25)

Die Funktion hat für |w′| ≥ 1 eine untere Schranke A, denn für |ω| ≤ 1 ist F ≥ 1√
2
, für

|ω′| ≥ |ω|2 ist F = |ω|
2(1+ω2)

1
2
und für |w| ≥ 1 und 1 ≤ |ω′| ≤ |ω|2 ist F ≥ (1 + ω2)−

1
2 (1 + ω

2
2)

1
2 .

Die letzteren Ausdrücke haben alle eine untere Schranke. Es folgt also

1
|ω′|
≤ A

(
1 + (ω − ω′)2

) 1
2

(1 + ω2)
1
2

. (G.26)

Setzen wir diese Abschätzung in die De�nition von h(ω) ein, folgt

|h(ω)| ≤ P
∫ 1

−1
dω′

φ(ω − ω′)
ω′

+
A

(1 + ω2)
1
2

∫
|ω′|dω′≥1

(
1 + (ω − ω′)2

) 1
2 |φ(ω − ω′)| (G.27)

≤
∫ 1

−1

dω′

ω′
(
φ(ω − ω′)− φ(ω)

)
+

A

(1 + ω2)
1
2

∫ ∞
−∞

dx
(
1 + x2

) 1
2 |φ(x)| (G.28)

≤
∫ 1

−1
dω′max |ω′| ≤ 1|φ′(ω − ω′)|+ A

(1 + ω2)
1
2

∫ ∞
−∞

dx
(
1 + x2

) 1
2 |φ(x)| (G.29)

≤ C(1 + ω2)−
1
2 . (G.30)

In den letzten beiden Schritten haben wir den Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung und
φ ∈ S(C) benutzt. Da alle Ableitungen einer Schwarzraum-Funktion wieder im Schwarzraum
liegen, ist das Theorem damit bewiesen.
Die entscheidende Aussage ist nun das folgende Theorem:

Theorem G.3. Sei Gω ∈ D(1)
L , dann ist G(ω) ∗ P

(
1
w

)
eine temperierte Distribution.

20Für einen Beweis dieses Sachverhalts siehe [34].
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Der Beweis des Theorems beruht auf dem Theorem (G.2). Wir de�nieren die Distribution
G(ω) ∗ P

(
1
w

)
über(

Gω ∗ P
(

1
ω

)
, φ

)
= −

((
1 + ω2

)− 1
2 Gω,

(
1 + ω2

) 1
2 h(ω)

)
, (G.31)

wobei h(ω) in (G.24) de�niert ist. Mit Gω ∈ D(1)
L gilt auch

(
1 + ω2

)− 1
2 Gω ∈ D(1)

L . Darüber

hinaus sind
(
1 + ω2

) 1
2 h(ω) und alle Ableitungen davon beschränkt. Es existiert also die rechte

Seite von (G.31), da wir die Testfunktion durch ihre obere Schranke abschätzen können und
Gω summierbar ist. Demnach de�niert (G.31) ein lineares Funktional auf dem Schwarzraum
S, es handelt sich also um eine temperierte Distribution. Damit ist gezeigt, in welchem Sinne
die Kramers-Kronig-Relationen für Distributionen zu verstehen sind.
Kehren wir nun zur dielektrischen Polarisation zurück. Wir haben oben gesehen, dass der
Zusammenhang zwischen der dielektrischen Polarisation und des äuÿeren elektrischen Feldes
kausal sein sollte. Die dielektrische Suszeptibilität ξ = ε− 1 ist also die Antwort-Funktion des
Systems. Was können wir nun über das Verhalten bei sehr groÿen Frequenzen aussagen?
Für Frequenzen viel gröÿer als die Bindungsenergie der Elektronen im Medium sollten sich
diese frei bewegen. Also gilt die Bewegungsgleichung

mr̈ = eEωe
−iωt. (G.32)

Die Polarisation sollte also für groÿe Frequenzen wie

P = Nex = −Ne
2

mω2
E (G.33)

gehen. Die dielektrische Suszeptibilität solle also für groÿe Frequenzen gegen Null streben

ε(ω)− 1 = −Ne
2

mω2
→ 0 ω →∞ (G.34)

und ist somit in L2. Es gilt also das Theorem von Titchmarsh und damit muss die dielektrische
Funktion die Kramers-Kronig-Relationen erfüllen

Reε(ω)− 1 =
1
π

P
∫ ∞
−∞

Imε(ω′)
ω′ − ω

dω′, (G.35a)

Imε(ω) = − 1
π

P
∫ ∞
−∞

Reε(ω′)− 1
ω′ − ω

dω′. (G.35b)

H Zur CP-Kraft bei Anwesenheit von dielektrischen Medien

Als letzten Teil des Anhangs möchten wir eine kurze Einführung in die historischen Berech-
nungen der CP-Kraft in dielektrischen Medien geben. Diese möge uns helfen, ein tieferes Ver-
ständnis für die CP-Kraft zu bekommen. Nachdem Casimir und Polder [13] ihre Berechnung
der CP-Kraft für den idealen Fall (elektrisch neutrales Atom vor einer Wand mit unendli-
cher Leitfähigkeit) verö�entlicht haben, lieferten Liftschitz, Dzyaloshinskii und Pitaevskii u.a.
in [28] und [16] eine Beschreibung der Casimir- und der Casimir-Polder-Kraft bei Anwesen-
heit von dielektrischen Medien. Diese Ansätze bilden historisch gesehen die Grundlage des



Zur CP-Kraft bei Anwesenheit von dielektrischen Medien 69

Verständnis' der Vakuum-Kräfte an dielektrischen Multilayer-Strukturen. Wir möchten hier
nicht den sehr bekannten Ansatz von Liftschitz, sondern alternative Ansätze, beschreiben.
Wir werden zunächst den Ansatz, welcher in dem Buch [30] benutzt wird und erstmal von
Kampen, Nijboer und Schram [47] angewandt wurde, beschreiben und dann die Berechnung
der Kräfte nach Schwinger [32] erläutern.

H.0.1 Berechnung der Casimir-Kraft nach [30]

Milonni berechnet die Kraft nach einer Methode, die zuerst von Kampen, Nijboer und Schram
(1968) angewandt wurde. Er berechnet die Nullpunktsenergie wie Casimir über die Moden-
summe, bekommt jedoch durch die Anwesenheit der dielektrischen Medien Randbedingungen,
welche die erlaubten Frequenzen einschränken. Ausgehend von der Wellengleichung der Elek-
trodynamik in Dielektrika

∇2E + ω2ε(ω)E = 0, (H.1)

∇2B + ω2ε(ω)B = 0, (H.2)

setzten wir in folgende Geometrie

ε(z) =


ε1, für z < 0,
ε2, für 0 ≤ z ≤ d,
ε3, für z > d,

(H.3)

ebene Wellen an. Die Normalkomponente von D(x, t) = E(x)eiωt muss stetig sein, was der
Fall ist, wenn ε(ω)ez und ∂zez stetig sind. Wobei wir Lösungen der Form

E(x) = (ex(z)ex + ey(z)ey + ez(z)ez) ei(kxx+kyy) (H.4)

ansetzten. Lassen wir nur Lösungen zu, welche in den Rand-Dielektrika abfallen, so ergibt
sich:

Ez(z) = AeK1z, z < 0 (H.5a)

Ez(z) = BeK3z + Ce−K3z, 0 ≤ z ≤ d (H.5b)

Ez(z) = Ae−K2z, z > d, (H.5c)

mit K2
j = k2

x+k2
y− εj(ω)ω2, wobei wir durch geschickte Wahl des Koordinatensystems ky = 0

setzen können. Das Eliminieren von A,B,C,D, unter Benutzung der Randbedingungen, führt
zu zwei Bedingungen an die erlaubten Frequenzen

(ε3K1 + ε1K3)(ε3K2 + ε2K3)
(ε3K1 − ε1K3)(ε3K2 − ε2K3)

e2K3d − 1 = 0 (Fa(ω)) (H.6)

(K1 +K2)(K2 +K3)
(K1 −K2)(K2 −K3)

e2K3d − 1 = 0 (Fb(ω)). (H.7)

Die Nullpunktsenergie ergibt sich nun aus

E(d) =
∑
n

1
2
ωn,a +

∑
n

1
2
ωn,b. (H.8)
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Zur Berechnung der Modensummen benutzen wir nun eine Folgerung aus dem Residuensatz.
Für eine meromorphe Funktion f(z) mit endlichen vielen Null- und Polstellen gilt für das
Integral über einen nullhomologen, null- und polstellenfreien Weg γ

1
2πi

∫
γ

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = Nγ − Pγ , (H.9)

wobei N, bzw. P die Anzahl der von γ eingeschlossenen Null- bzw. Polstellen ist. Da die
Polstellen unabhängig von d sind, können wir so die erlaubten Frequenzen heraus�ltern und
erhalten

E(d) =
L2

4π
1

2πi

∫ ∞
0

dkk

[∮
γ
ω
F ′a(ω)
Fa(ω)

dω +
∮
γ
ω
F ′b(ω)
Fb(ω)

dω

]
, (H.10)

wobei γ der Halbkreis, ausgehend von der Imaginärachse, mit unendlichem Radius ist. Dies
begründet sich darin, dass wir nur an positiven Frequenzen interessiert sind, aber durchaus
absorbierende Dielektrika zulassen wollen. Führen wir nun Ga(ζ) = Fa(iζ) ein, berechnet sich
das Integral entlang der Imaginärachse zu∫ −∞

∞
(iζ)

1
Fa(iζ)

∂Fa(iζ)
∂(iζ)

idζ = i

∫ −∞
∞

dζln (Ga(ζ)) (H.11)

und Analoges für die Bedingung (H.7). Die Energie ist dann

E(d) =
L2

8π2

∫ ∞
0

dkk

[∫ −∞
∞

dζln (Ga(ζ)) +
∫ −∞
∞

dζln (Gb(ζ))
]
. (H.12)

Die Casimir-Kraft pro Einheits�äche ergibt sich dann zu

F (d) = − 1
L2
∂dE(d)

= − 1
2π2

∫ ∞
0

dkk

∫ ∞
0

dζ

[
1

Ga(k, ζ)
1

Gb(k, ζ)

]
= − 1

2π2

∫ ∞
0

dkk

∫ ∞
0

dζK3

×
([

ε3K1 + ε1K3

ε3K1 − ε1K3

ε3K2 + ε2K3

ε3K2 − ε2K3
e2K3d−1

]−1

+
[

(K1 +K2)(K2 +K3)
(K1 −K2)(K2 −K3)

e2K3d − 1
]−1)

. (H.13)

Dies stimmt mit dem Ergebnis von Liftschitz aus [28] und der Berechnung von Schwinger aus
[32] überein. Dies lässt sich einsehen, wenn man die Variablen-Umde�nition

k2 = ε3ζ
2(p2 − 1) (H.14a)

K3 =
√
ε3ζp (H.14b)

K2
1,2 = ε3ζ

2s2
1,2 (H.14c)
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vornimmt. Die Kraft lautet dann

F (d) =
1

2π2

∫ ∞
1

dpp2

∫ ∞
0

dζζ3ε
3/2
3

×
([

ε3s1 + ε1p

ε3s1 − ε1p
ε3s2 + ε2p

ε3s2 − ε2p
e2ζp

√
ε3d − 1

]−1

+
[
s1 + p

s1 − p
s2 + p

s2 − p
e2ζp

√
ε3d − 1

]−1)
.

(H.15)

H.0.2 Berechnung der Casimir-Polder-Kraft nach Milloni

Zur Berechnung der CP-Kraft geht man nun von einem stark verdünnten Gas aus und nähert
mit ε = 1 + 4πNα, wobei α die Polarisierbarkeit der Gasatome ist. Teilt man nun durch −N ,
erhält man das Potential der CP-Kraft. Probieren wir dies zunächst für dem Fall eines Atoms
gegenüber eines idealen Leiters. In diesem setzen wir ε3 = 1, ε2 = 1 + 4πα und ε1 = ∞. Für
das Potential erhalten wir dann in erster Ordnung in der Polarisierbarkeit

Vcp(d) = −
∫ ∞

1
dp

∫ ∞
o

dζ
e−2dpζp2αζ3

π

= − 3α
8d4π

. (H.16)

Der Grenzfall stimmt also mit unseren Rechnungen und [13] überein. Versuchen wir nun das
gleiche Konzept anzuwenden um die Casimir-Polder-Kraft in Anwesenheit von frequenzunab-
hängigen Dielektrika zu bekommen. Ausgehend von (H.15) setzen wir ε3 = 1, ε2 = 1 + 4πNα
und ε1 = ε0 und entwickeln den Ausdruck in α. In 1. Ordnung erhalten wir dann

V ε
cp(d) =

∫ ∞
1

dp

∫ ∞
0

dζ
e−2dpζαζ3

(
s1 (ε0 − 1) p3 +

(
p2 − 1

)
ε0p

2 +
(
1− p2

)
s2

1

)
π (p+ s1) (s1 + pε0)

=
∫ ∞

1
dp

3α
(
s1 (ε0 − 1) p3 +

(
p2 − 1

)
ε0p

2 +
(
1− p2

)
s2

1

)
8d4p4π (p+ s1) (s1 + pε0)

= − α

8πd4

ε0 − 1
ε0 + 1

Φ(ε0), (H.17)

mit der Funktion

Φ(ε) =
ε+ 1
ε− 1

(
ε+

4−
√
ε(ε+ 1)

2(ε− 1)
+

1
3

−
(
2ε(ε− 1)2 + ε+ 1

)
sinh−1

(√
ε− 1

)
2(ε− 1)3/2

ε2
(

sinh−1 (
√
ε)− sinh−1

(
1√
ε

))
√
ε+ 1

)
.

(H.18)

Dies stimmt mit unseren Rechnungen zum CP-Potential bei statischen Dielektrika (Kapitel
4.2) überein.

H.1 Berechnung der Casimir-Kraft nach Milton, bzw. Schwinger

In diesem Abschnitt soll eine kurze Zusammenfassung der Berechnung der Casimir-Kraft nach
Schwinger in starker Anlehnung an [31] gegeben werden. Es werden nicht alle Rechnungen re-
produziert, sondern die wesentlichen Ideen wiedergegeben.
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Milton geht wie wir vor und berechnet den Vakuumerwartungswert des elektromagnetischen
Feldstärke-Tensors unter den entsprechenden Randbedingungen, rechnet jedoch im Impuls-
raum. Hierzu leitet er zunächst den Feldstärke-Tensor zu festen Frequenzen ab und inte-
griert dann über alle Frequenzen. Zur Berechnung der Kraft pro Fläche berechnet er dann die
Normal-Normalkomponente des Feldstärketensors

Fzz =
1
2
(
E2 + H2

)
−
(
E2
z + H2

z

)
. (H.19)

Zur Berechnung der Vakuumerwartungswerte der Felder

(Ω,E(x)E(y)Ω) = −iΓ(x,y), (H.20)

(Ω,H(x)H(y)Ω) =
i

ω2
∇× Γ(x,y)×∇′, (H.21)

ist die dyadische Greensche Funktion, unter Berücksichtigung der durch die beiden idealen Lei-
terplatten vorgegebenen Randbedingungen, zu berechnen. Wir können die dyadische Green-
sche Funktion über

E(x) =
∫
dω

2π
e−iω(t−t′)Γ(r, r′;ω) (H.22)

de�nieren. Wir �nden, dass der Vakuumerwartungswert der Normal-Normalkomponente des
Feldstärketensors auf den Platten, bei Impuls k und Frequenz ω, gegeben ist durch

(ω, tzzω) = iλ cot(λa)|z=0,a. (H.23)

Wobei a der Platten-Abstand und λ2 = ω2 − k2 ist. Um die Randbedingungen zu realisieren
müssen wir λ

2 abziehen.
Die Kraft pro Einheits�äche ergibt sich dann zu

FCP (d) = −
∫

d2

2π2

∫
dζ

2π
κ (coth(κa− 1))

= − π2

240a4
, (H.24)

mit ω = iζ und iκ = i
√
k2 + ζ2. Das Ergebnis stimmt also mit (2.56) überein.

Zur Berechnung der Casimir-Kraft in Dielektrika wird nun die Änderung der Wirkung un-
ter Änderung der Dielektrizitätskonstante betrachtet. Die Wirkung der Elektrodynamik bei
Anwesenheit einer äuÿeren Polarisation P, lautet

S =
∫
dx

[
P(−Ȧ−∇φ) + εE(−Ȧ−∇φ)−H(∇×A) +

1
2

(H2 − εE2)
]
. (H.25)

Die Variation nach ε liefert

δεW =
∫
dx

1
2
E(x)2 (H.26)

=
−i
2

∫
dxδε(x)Γkk(x, x). (H.27)
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Verschieben wir die zweite Platte um ein Stück δa, so ändert sich die Energie pro Einheits�äche
zwischen den Platten durch die Verschiebung der Dielektrika über

δε(z) = −δa(ε2 − ε3)δ(z − a) (H.28)

um

δE =
i

2

∫
dω

2π
dk

(2π)2
dzδε(z)gkk(z, z′ : k, ω) = −FCasimirδa, (H.29)

wobei gkk die Fourier-Transformierte der dyadischen Greenschen Funktion ist. Integration über
z liefert die Kraft pro Einheits�äche. Berechnen wir die dyadische Greensche Funktion für die
Geometrie (H.3) und werten das Integral aus, erhalten wir wieder (H.15).
Zur Berechnung der CP-Kraft wird die dyadische Greensche Funktion für entsprechende Geo-
metrie durch Limes-Bildung gebildet. Auswerten der Integrale liefert wieder (H.17).
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